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在 人 类 开始 跨 入 21 世纪 的 历史 时 期 ,人 们 已 普遍 地 看 到 
了 一 种 历史 现象 , 即 数学 问题 的 多 样 性 与 数学 应 用 的 广泛 性 
及 深入 性 ,已 经 成 为 现代 科技 发 展 的 重要 特征 。 可 以 预期 , 伴 
随 着 计算 机 科技 在 新 世纪 里 的 不 断 发 展 , 此 特征 今后 还 将 以 
更 高 的 水 平 显示 出 来 。 

在 中 国 ,“ 科 学 技术 是 第 一 生产 力 ”( 邓 小 平 名 言 ) 已 逐渐 
成 为 人 们 信奉 的 补 实 真理 。 国 家 富强 显然 要 以 第 一 生产 力 即 
科技 的 发 达 为 必要 条 件 。 但是, 如果 没有 近 、 现 代 发 展 起 来 的 
数学 各 分 支 学 科 作 工具 ,当然 也 就 不 会 有 现代 科技 。 因 此 “ 国 
家 富强 必须 要 依靠 数学 发 达 ”" 这 身 经 典 名 言 { 拿 破 个 
(Napoleon) 名 言 ), 自 然 也 是 一 条 不 容 置 疑 的 客观 真理 。 

基于 上 述 认 识 , 在 华中 理工 大 学 出 版 社 的 得 议 与 委托 下 ， 
我 们 通过 集体 协作 ,努力 编 幕 了 这 部 《现代 数学 手册 》 巨 著 , 其 
目的 正 是 怀 着 对 我 国 将 在 新 世纪 里 能 尽快 成 为 富强 国家 的 热 
切 项 望 ,而 铅 为 科技 界 提 供 一 份 力所能及 的 奉献 。 具 体 说 来 ， 
这 部 工具 性 巨著 服务 的 读者 (或 使 用 者 ) 对 人 象 ,和 包括 广大 科学 
工作 者 、 工 程 技术 人 员 、 经 济 管 理工 作者 、 商 等 院 校 的 教师 和 

那么 ,作为 数学 工具 书 ,这 部 巨型 手册 释 求 具备 哪些 特点 
Ж? 在 编写 过 程 中 ,出 版 社 负 责 人 和 我 们 达成 了 一 项 共识 , 即 
手册 应 具备 科学 性 .先进 性 、 实 用 性 .规范 性 与 简明 性 。200 2 
位 撰 稿 人 与 审 稿 人 { 来 自 中 国 科 学 院 、 北 京 大 学 .清华 大 学 、 复 
瑟 大 学 、 南京 大 学 .浙江 大 学 、 北 京师 范 大 学 .厦门 大 学 、 上 海 
交通 大 学 西安 交通 大 学 、 中 国 科技 大 学 、 南 开 大 学 、 武 , 汉 大 
学 .华中 理工 大 学 、 大连 理工 大学、 南京 航空 航天 大 学 陕西 师 
范 大 学 等 和 多 所 高 校 与 研究 所 ) 按 照 这 些 特点 和 要 求 付 出 了 
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艰 弟 的 劳动 。 我 们 要 感谢 他 们 的 通力 合作 与 努力 ,使 本 手册 
基本 上 体现 了 上 述 所 和 希 费 的 特点 或 特色 。 

为 了 读者 选 购 和 使 用 方便 ,本 手册 分 5 卷 出 版 ,分 别名 为 
“经 典 数 学 卷 "“ 近 代数 学 卷 "“ 计 和 距 机 数学 卷 "、“ 随 机 数学 
着 "和 “经 济 教学 卷 "。 需 要 指出 的 是 ,各 个 分 支 { 篇 目 ) 的 归属 
是 相对 的 ,这 里 考虑 了 各 分 卷 篇 幅 大 小 的 平衡 问题 。 鲍 如 ， 
“蒙特 卡 罗 法 "这 一 篇 也 可 归 入 “计算 机 数学 着 ”。 

我 们 要 感谢 诸 分 卷 主 编 为 精心 组 稿 、 编 稿 、 审 稿 付 出 的 精 
力 和 时 间 。 特 别 要 对 中 国 科 学 院 两 位 老 院 士 钱 伟 长 先生 与 吴 
文人 惧 先 生 , 以 及 杨 叔 子 院士 乐 感 担 任 本 手册 的 顾问 而 致 以 诚 
过 的 谢 忱 。 最 后 ,还 要 对 华中 理工 大 学 出 版 社 具 有 远见 讲 识 
的 负责 人 和 埋头 苦 干 的 编辑 人 员 与 我 们 在 本 手册 的 生产 全 过 
程 中 的 互相 配合 和 精诚 合作 , 深 表 谢 忱 。 
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引 高 


数值 分 析 是 用 数值 计算 的 方法 来 研究 数学 分析 中 的 -- 些 问题 .本 篇 内 容 包 括 : 
插值 拟 合 .数值 微分 ,数值 积 分 、 常 微分 方程 和 偏 微 分 方程 的 数值 解法 .其 中 除 研 
究 求 解 方 程 的 数值 方法 外 ,也 包括 一 些 理论 问题 ,如 数值 解 的 存在 唯一 性 ,格式 的 
КЖЕ .稳定 性 以 及 误差 分 析 等 . 

插值 的 使 用 可 退潮 到 公元 6 世纪 ,当时 中 国 科学 家 刘 炉 用 等 距 二 次 插值 法 来 
计算 天 文学 公式 ;到 微 积 分 创立 的 牛顿 时 代 , 对 插值 进行 了 进一步 的 王 究 .18 ШШ 
纪 , 欧 拉 用 差 离 代替 微 商 ,开始 了 数值 求解 常 微 分 方程 初 但 问题 的 先例 .1928 年 , 柯 
朗 等 提出 差分 格式 收敛 的 一 个 必要 条 件 一 一 CFL 条 件 等 符 . 但 是 ,只 是 在 20 世纪 
后 半 叶 电子 计算 机 快速 发 展 和 普及 以 后 ,数值 方法 才 得 公 了 充分 发 展 和 广泛 应 出 ， 

自然 界 中 的 各 种 现象 ,工程 技术 的 不 同 领 域 , 甚 至 人 类 社会 活动 的 某 些 范 时 
(如 政治 .经济 ,文化 和 军事 等 ), 其 规律 福 常 常 是 用 方程 来 表示 的 , 求 出 方程 的 解 ， 
人 们 就 可 以 定量 以 及 定性 地 了 解 事物 发 展 的 规律 和 各 种 周 认 之 间 的 制约 关系 .由 
于 待 统 数学 理论 所 提供 方法 的 局 限 性 ,人 迫切 要 求 有 一 种 新 的 途径 来 求解 这 些 问题 ， 
电子 计算 机 的 出 现 , 使 得 今日 用 数值 方法 求解 方程 已 成 为 证 流 . 


1 R > 


1.1 误差 的 类 型 与 来 尖 


误差 在 近似 计算 中 是 不 可 缺少 的 , 它 主要 产生 于 用 数学 和 计算 机 来 解决 实际 
问题 的 过 程 中 .误差 有 以 下 一 些 种 类 ， 

(1) 模型 误差 .用 数学 模型 描述 实在 物理 现象 时 要 作 疝 化 ,这 种 简化 产生 的 误 
差 叫 模型 误差 . 

(2) 观测 误差 .数学 模型 中 通常 会 包含 -- 些 观测 数据 .这 些 观 测 数 据 不 会 绝对 
准确 ,这 就 会 产生 观测 误差 .如 自由 落体 下 落 时 ,距离 和 时 他 的 关系 式 


S{£) = 1g, 
其 中 g 是 -… 个 物理 常数 ,通常 取 g = 9.81m 人 党 , 它 基 由 观测 得 到 的 近似 什 . 
(3) 截 电 误 差 ,由 模型 求 得 的 准确 解 与 用 数值 方法 求 得 的 解 之 间 的 误差 称 截 
新 误差 .如 一 个 无 穷 级 数 
> 9 о), 


4-0 


在 实际 计算 时 ,只 能 取 前 面 有 限 项 { 如 ”项 ) 
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就 是 截断 误差 、” 
(4) 售 人 误差 . 因 计算 机 字 长 有 限 , 原始 数 据 在 计算 机 上 表示 会 产生 误差 ,这 
个 误差 称 省 入 误 头 .如 x 这 13 等 ,在 计算 机 上 只 能 取 有 限 位 {如 取 小 数 后 四 位 )， 
则 
pi = 3.1416 -=+0.0000074…， 
m = 1.4142 – 4/2 = – 0.000013…， 


1 


就 是 伟人 误差 ， 
1.2 ”误差 的 一 些 基本 概念 


(1) 浮 点 数 .任何 一 个 浮 点 数 均 可 以 表示 为 
+ Pw, (1-1) 
其 中 器 叫 散 基 , 如 十 进 制 数 , 基 有 = Il0, 二 进 制 数 , 基 有 = 2;7 称 为 防 , 是 一 个 整数 ， 
取 正 ARE; w 称 类 尾数 ,由 上 位 小 数 构 成 ,可 表示 为 
w = Ü. окту ба,» 
ЖфІ еа < 8-1,0 а й - Ki = 2,3,: 4) нр, 叫做 浮 点 数 的 精 产 . 
(2) 误差 . 设 * ”是 准确 值 * ЛИВ, х ЗВ, Н e 表 
БЕ 
误差 可 正 可 负 , 误 差 为 正 ,x" RARA RRA f. x" ВЭУ. 
(3) 误差 界 , 戎 事先 估计 出 误差 的 绝对 值 不 超过 某 个 正 数 。, 则 e Ву х^ 的 误 
З 9р, Вр 
lel=i x" — хі е. 
用 x = х" + 表示 x” HAAR, MEAE < ВЕТЕНО ВЕКЕ 
x" - £ £ x = x " + £. 
(4) 有 效 数 字 . 将 x ”表示 成 
x” =+Ü araya, x O, (1-2) 
其 中 a = 0,p 是 一 整数 . 若 其 误差 界 


|x" - x х 109", 


Шох" 具有 位 有 效 数字 . 
(5) 相对 误差 , 称 


е x` х 
е = 5 5 х 
为 *” 的 相对 误 整 .出 于 < 一般 是 未 知 的 ,而 有 昌 x 5 x" ЗЕК ,所 以 也 用 
е x" ж 
= у = — 
х x 


表示 * ”的 相对 误差 ， 
(6) 相对 误差 界 .要 对 误差 绝对 值 的 上 界 叫 作 相对 误 荆 界 , 用 е, 表示 , 邑 


È 
£. = А 
"ор" | 
形 如 (1.2) Wi ist "B£ п DEANT, ШАНА 
er = 1 +. ж эк 10-5, (1-3) 
但 要 注意 的 是 , 形 如 (1-2) 式 的 近似 数 х". МНПК ЛИ ЕЕ Ж, 
10) (1-4) 


1 
© = Ha + 1) 
时 ,x*” 至 少 具 有 п 位 有 效 数 字 . 


1.3 误差 分 析 


1.3.1 基本 算术 运算 结果 的 误差 界 
设 <" у" 分 别 表示 х My 的 近似 值 ,并 把 它们 的 误差 界 竹 作 是 相应 的 杠 分 ， 


即 
dr =}х -#1; dy =l y" - у}, 

则 
d(x t y) = dx + dy, 
жү) =! y |d +| x | dy. (1-5) 
az _, 5147 +119 (у = 0). 

Y ЕДЫ 
车 把 dx 5 dy 看 作 是 x” 和 yy” 的 相对 误差 界 , 即 

dx = Ч = аша; dy = 5 = dlny， 

则 


d(x + y) = max (dedy) 《xy 同 号 )， 
d(x- у) = 1 ж 1х +1 уу) y) (x,y BJ), 
d(x у) = dx + dy, (1-6) 


dy = dx фу (y = 0). 


6 第 1 篇 数值 分 析 


1.3.2 жа EH 


在 计算 函数 信 并 x) 时 ,由 于 自 变量 TAR, Ї# f(x) ERE. A x ВОЗ 
值 为 x" ,用 F(x" ) 表示 .Ax) 的 近似 值 ,误差 界 d/( x) 可 用 泰勒 (Taylor) 公式 估计 . 
假设 f 在 包含 x 和 * ”的 一 个 开 区 间 上 存在 足够 高 阶 导数 , 则 有 

TOET ат) а) = аа + - з), 
其 中 E(x,x*). 取 绝对 值得 
Idx) i= | f(x") — f(x) ТТА (ә) | dx + ҖӘ! (dx). 
# f"(z) aS a) WERKA, AT ЖШ m ig 
абя) =l /'{х") 1 ах. (1-7) 
如 果 | /'(х*) 1 oE ER BIB 7 ‚ЖЖЖ M „рЫ, 
Рк) = fix") = +=-- = fU) = 0, 
PHa) = о, 
В (Е) 1 不 很 大 ,EE (х, х"), А] 
k ` 
dx") = 69| ааз, (1-8) 


3} л РА ВАНА ЗЕ ЭРЕН] Hj 2 Jú p83 h) 33892; pA 33 
|а, е, 
аб хуу) = у) 


dx... (1-9) 


2 їй 值 
# 2-1 若 通过 某 种 方法 已 知 y> = 入 x%) 在 区 间 [ a， 
x хр х: t.: £n b] ERA ER A 2-1 P? , W8 të BJ B 
„Ї» л 的 是 根据 给 定数 据 , 寻找 -个 解析 函数 pla) 
近似 地 代替 /( x). 


函数 ф(х) 的 类 型 可 以 有 不 同 选择 ,但 最 常用 的 是 代数 才 项 式 ,用 参 项 式 做 播 
值 函 数 称 为 代数 捅 值 ， 


2.1 ”代数 轿 值 的 提 法 及 存在 唯 - -性 


在 [a,b] 区 间 上 给 出 了 n+ 个 点 上 的 函数 值 表 2-1 以 后 ,需要 构造 一 个 客 项 
式 ф(х) ЕА: 

1° P(x) 是 不 超过 mn 次 的 多 项 式 ; 

P Plx) = Жа) = у (¿= 0,1,--,n). 
v(x) 称 为 插 慎 函数 ,x, 称 为 揪 信 节点 ,条件 1 .2 УЛАА ТЕ, Го, РКУ 


2 插值 т 


间 . 
定理 1 满足 插值 条 件 的 插值 多 项 式 р(х) 存在 而 且 唯 一 . 


2.2 AKHA 


fik РЯ Н (Lagrange) 播 值 是 构造 插值 函数 的 一 种 方法 В СОТНЕ ВАХ. 
221 ŽA 


克 罗 内 克 尔 (Kronecker) 符号 为 
1, i=j, 
% = to i j. (2-1) 
EAM 105) 的 取 值 应 满足 条 件 : 
L xy) = д» i,k = Ü.1.: л. (2-2) 
它 的 表 和 达 形 式 为 
) _ (x 一 ду) Ох 一 x; | )( x _ Asa) (x — 5л) 
7/5 (x; — ж) (x. р) (а.б а) 
Чр x — x; . 
= [1 аа" іё = 0,1,5", п. (2-3) 
iix), i = 0,1,…, n, 5 Xs Хр 
ALÉ п Bikat neq. 
特别 地 ,对 n = L. TEB ЖЕРЕ A 
X — x 
hir) = ка” 
х 一 x 
(х) = тшщ? 


其 图 形 如 图 2-1. 图 2-1 
对 п = 2.318 ЖЕРЕ A ' 


(x — x1)(x - ж) 
lf) = (xo 一 RIET 一 xX2) 
(x 一 җу{»— х2) 
htx) = ET 一 PATET 一 x2) ° 
(x - xlix — ж) 
hw) = (аз 一 х0) (жо 一 1)" 
其 图 形 如 图 2-2. 


2.2.2 拉 格 并 日 插值 多 项 式 及 余 项 
离散 数据 表 2-1 的 n ЖУЛ ЕРИ НЕ Ж Шз. o (x) 是 插值 基 函 数 L(x) (i = O, 
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1, n) 的 线性 组 食 , 即 
Pal) = Хуа) = > теу» (2-4) 
其 中 
wlx) = (х ~ xo)(# — xz)" (x х), 
[Z Go = (xi — %) (ж — A — җ,у) ( x А). (2-5) 
定理 2 Vo (x) 是 过 点 xo,x1,… ,mw 的 n KEEA, Aa) € Ciad], 
AmD(x) Ela, b] ERE, Жа, b] BEA zoom 的 任 一 区 间 , 则 对 任意 
给 定 的 x C [2,5], AFEA EECa LORT xz) 使 


я+1} 


Rs) = Ма) - рабо) = Кг о), (2-6) 


其 中 (х) 由 (2-5) AEN. 
特别 地 ,对 n = 1 КИЙ, р(х) AARE., 


一 Жу . 22% 
— x,” жр а)" 


p (x) = ня 
余 项 
К) = Ка) - pila) = EH - «(ж - ж). £ € (а,Ь), 


[2,51 是 包含 хо. ху 的 性 一 区 间 ， 由 于 I(x- solia- xi) | 在 x = (бар+ 2102216 
到 最 大 值 ,因此 有 


2 
д) Ts Be пах 1 (a) 1 2-7) 


ñ s tss 


2.3 “分 段 线性 插值 


2.3.1 RAS 


ЖАНА Sm Suk Ste es. ГРАО ЖЕЙ, —1Н Ж ВОЗЕ 
#1 SERM 


Хх) = Т -1&х=1, 
取 等 距 节 点 所 =- 1 + Zi ( = 0,1,77,10), Ë poir): 


10 
polax) = Кдз), 
其 中 
(x - хо) "(х а) — я) (x - яо) 
Lix) = 


( x; - хо) x, — xja Cai 一 mai — хю)` 


计算 结果 见 图 2-3. 从 图 2.3 可 以 看 出 ,插值 多 项 式 pole) 在 [- 1,1j 上 并 不 收敛 于 


2 插值 "Q> 


Дх), RARS ERE Runge) RE. 


ч 


й 
-=n 
a =" 


==. == == L 
I 


==. 
= -=m 


图 2-3 
2.3.2 构造 分 段 线 性 插值 函数 
给 定 离 散 数 据 表 2.1, 作 连续 隙 数 g(x) 满足 下 面条 件 : 


F Ф(х) 在 每 个 小 区 闻 [ х.ж] CERERA: 
P Pix) = ур: = Dilovan 
PRAHARA 上 (x) 的 图 形 如 图 2-4. 


图 2-4 
RBAN 
X= Xi 
Ca) = {ws XN 
0, 第 | < Xx = Ал, 
£ 0-1 
от, Xil = í = tjs 
X; — Xii 
105) = $ Z — Sisi ж < x y. 
X; — Җа, г Ж Ар» 
ü, [а, 5) - [z _ i m i = 12…m = 1, 
®* — %„-| 
L (x) = = Mn-l =< í = Xx, 
О, Xo = x < Жы. 


ERR, Jy ЕЕЕ EREE АС Е АЕ С2-2) ‚ЮЕ ТЕНИ BREA У 


”10 ° 第 1 篇 ”数值 分 析 


ф(®) = Sylla). (2-8) 
¿=Ü 


2.3.3 FRA 4618 АНТЕ 2 15 il 


定理 3 设 wlx) 是 过 点 sproto a ЧАЕК НИНА, х) Є C|a,b], 
fF"(x) 在 [a,8] 上 存在 , 则 


I RG) 1= 1 f(x) - (xz) 1& ЖМ, (2-9) 


НФ А = тах | x; — w l. M = max | (х) l. 
bigne] anish 


2.4 “ 埃 尔 米 特 插值 


埃 尔 米 特 (Hermite) 插值 也 川 带 导 数 的 插值 , 即 不 但 在 给 定 节点 上 取 已 知 尔 数 
值 ,而 且 取 已 却 的 导数 值 


2.4.1 nn 个 节点 上 的 2n + 1 次 埃 尔 米 特 插 值 


(1) Ж л + 1 个 节点 上 相应 的 了 消 数 值 和 导数 值 如 表 2-2 тл. 
表 2-2 


去 求 构 造 一 个 2л + 1 次 的 埃 尔 米 特 插值 密 项 式 Ha) 满足 直面 条件 : 
l° H(x) 是 不 超过 2л + KAEMA; 
Р Hix) = ур. HCx) = mai = Olen. (2-10) 
为 此 先 构造 2n + 2 ЧЕНА а(х), Alax) i = 0.1. . n ia (x) M 8,( x) 
的 取 值 满足 条 件 
[ө = бф, аба) = 0, 
Blx) = 0. Pit x) = да» 
ЕК 8, 由 (2-1) 式 定 义 .由 条 着 (2-11 可 直接 推出 


И = СЕЕ 一 >, ! Јао, 
FT 


ijj = б.1сз›п, (2-11) 


moy (2-12) 
Axr) = (х—ох}{(х), i = O01 . n. 
其 中 Lix) 由 (2-3) REX. R 2л + 1 次 埃 尔 米 特 插值 密 项 此 为 
Нбх) = Drala) + т{(х)). (2-143) 


(2) 埃 尔 米 特 插值 的 余 项 估计 有 


2 $Ë ` 11 ° 
定理 4 H... (x) 是 通过 as AI n + ARRARAS MR, 


fx x) Є Chlla, Б), "(ху [а,Ь] LEE, Га, bl EES хо, х, x, RHE- 
区 间 , 则 对 于 任意 给 定 的 x € la, b], ВТЕ £ € (а, Б) СКР x), tE 


1л+2) 
oaa x) = f(x) 一 Hansi) = FEI шд»), 


其 中 wtx) 由 42-5) WER. 
(3) Мл = 1 时 ,三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 的 节点 为 хох, MAERAH 
2 
шз = [i 222) (2) 


(2-14) 


ХІ - #0 ху 51 
ao = (он) (а). 
AC) = ооа), 


Añ (x) = (x — cyl = a) 


tı No 


其 图 形 如 图 2-5 所 示 ， 


Y 
Mla 
0 хо x t 
图 2-5 
ЖНЕЙ ЛИ А ТА Ж 
Hl x) = удао) + уаз) + тодо) + оу), (2-15) 
Ra) = С ло) n), EE (а, Б), (2-16) 


Feoh[a, 5) 为 包 会 Xp, X| 的 插 一 区 间 . 
2.4.2 分 段 三 次 埃 宋 米 特 播 值 
给 定 离 散 数 据 表 2-2, 要 求 构造 一 个 插值 多 项 式 Htx) 满足 下 面条 件 ; 


L 在 每 个 小 区 闻 [x;.x,1] FR 320056; 
> H( х;} = Yio H ( x;) = m;, 1 = 0,1,77-,л; 
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P H(sx)€ Cla,.b]. 
Zn + 24EAN а:(х) 6) = 0,1, e,n) AEM E 


2 
xt- у x 一 xí 
мо иаа) (44): ущ X = Tjo 


0, X| < X = Хм, 


(1 2-5-5) (2-81), 
+ Жл — % K; — Xii + Жр = Ж аш х, 
х) = 


2 
== ®\{#= aj) | | 
(1 + 2 Ix, x; - Жи y x; < X = Чуу, 
0, [a,b] ~ Галея 
了 = 1,2,5. 1 


x — x, t-ra)? 
alx) = fU + 2 — _)( тч - aat) + Ж„_р = Ж = Ху 
0, iy = X < Жл_|, 
x — x 
во -| m < 8 N 
0, ху < ЖЩ Жл, 
| 2 
C - d 2—81) ， хр = X = X;, 
Btx) = (х 一 p(z}, x “< X = jle 
0, [a,b] 一 [җ-1,җ 41, 
í = 1,2,7, —- l, 
2 
x — inl 
Bx) = [| " kaku 6 А, 
0, яо = X < Хр]: 
分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 的 表达 式 为 
H(x) = 10у (а) + mp)). (2-17) 
其 余 项 估计 有 І 


定理 5 jÉ H(x) ka = xç < x) < < x, = 上 上 的 分 眉 三 次 埃 尔 米 特 插 值 
ERR, (х) Є Cla, b) (х) Ela, Б] 上 存在 , 则 对 任 一 给 定 的 x€ Га, 5], 
## ЕЄ (a,b) WÈ ‚ 

| REx | = 1 Ax) - H(x) |= фм, (2-18) 
ЖН À = ‚Мах, | x; - x; |, 3, = max | f (x) i. 


а 


2 ”插值 .13 ， 


2.5 СВА іН 


2.5.1 问题 的 提出 


三 次 样 条 是 应 用 最 广泛 的 样 条 , 它 有 阴 确 的 力学 意义 .开始 是 绘图 员 绘 图 时 用 
有 冲 性 的 木 棒 国定 在 若干 样 点 上 , 热 后 机 出 光滑 的 曲线 . 在 数学 上 可 描述 为 

ES 1 БЛЕК а, 5] 上 第 定 一 个 划分 : 

а = x < mÓ < "° < x, = b, 

S(x) ЖЇЗ tost XA Блин = KWA N. 如 果 Stx) 满足 条 件 : 

1° S(xi) = yi, і = 0,1,7, n 

2 在 每 个 小 区 间 [ %, x%i,1] E, 5С) 是 三 次 多 项 式 ; 

Р S(x) € C'v[a,b]. 

由 定义 1 知 ,Slx) 可 供 利用 的 条 件 共 4n - 2 个 , 即 a + 1 个 插值 条 件 和 Six) 
Є Cia 5] AER Sn -3 个 连续 性 条 件 :8S(ma - 0) = 50а +0),S' (x; - 0) = $'(х, 
+0),58”(х-0) = S"”(x +0), i = 1,2,…,n - 1.18 S(x) EH п EK КЫЯ 
3 的 多 项 式 组 成 ,共有 4» 个 待定 系数 ,因此 ,要 唯一 确定 S(x) 还 缺少 两 个 末 件 , 通 
常 在 区 间 的 两 个 端点 附 圳 两 个 边界 条 件 .附加 的 边界 条 什 一 般 让 三 种 : 

第 工 类 边界 条 件 MARRE: 

9(х0) = yo = mo, S'(x,) = Ya = т. 
第 Ú 类 边界 条 件 ”两 端点 处 的 二 阶 导数 已 知 : 
S"(x) = уу = М, S"(x,) = у, = М, 

特殊 情况 ,S"(x0) = S"”(x,) = 0 #Fp B kt M fk. 

第 Hl ЖЛЕ Ar) 是 周期 函数 , 即 在 端点 上 满足 

5'(я0) = S'(x J), S Cag) = S Enh 
定理 6 ”对 第 I. H SIRRA Z= KF 3 РАУ HFE mE. 


2.5.2 Z= k 4548 а iE 


令 S'(x;) = mli = 0,1,…,n) ,再 在 每 个 小 区 间 [ x; ,xiw1] 上 构造 三 次 埃 尔 米 
特 播 值 多 项 式 .利用 (2-15) AAA. 


2 
- РР ы) a) 
Sila) (+2; =з ee у + (152254 X; А Уы + 
хма} x — t ? 
(x 一 a| 2) Tt; + (+ 一 “(过 n i.) M41- (2-19) 


为 计算 m; ,对 Stx) 求 导 并 利用 样 点 上 二 院 导 数 的 连续 性 , 即 КАЄ? - 0) = Š "(ж 
+ 0) 得 


6 6, 2, tn 
k 一 h" гоа А; 1 Н 
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6 6 4 2 
7 А? + ist 一 h ™ = h 


其 中 h; = к. xi- 整理 后 得 
{1 一 almia + 2т, + атуу = bis i= 1.2, n — 1, (2-20) 


_ hii 
А 7 (А; 1 十 А)" 


b; = ( у, 一 Yi + EN 一 v) . 
方程 (2-20) EET »+11Т ЖАЯ т, л - 1 个 方程 ,要 求解 还 须 补 充 两 个 方 
程 
对 第 工 类 边界 条 件 , 因 mo 和 mm, 已 知 ,所 以 方程 组 (2-20) 中 只 有 x - 1 个 未 知 
数 ,可 直接 求解 ， 
对 第 ПКЕ, Н S” (xa OAS (х, -人 习 已 知 , 可 给 出 两 个 方程 : 


人 m = (x = 加) - ем, 


其 中 


(2-21) 


ha -i 


i + 2m = убу, — Ya) 


(2-20) 和 (2-21) 式 联 立 , 即 可 解 出 ль. 
对 第 Ш 类 边界 条 件 , 有 
my = Mas 
(3o - ) оњ + mi) = —(y,. — у) + а. + 2т„), 
hè 17 Уа ho 1 h nL n А, 1 1 
(2-22) 
(2-20) 和 (2-22) 式 联 立 , 也 可 和 解 出 т. 
三 次 样 条 捅 值 的 计算 步 野 如 下 : 
(1) 根据 给 定 的 (% ,wm) 下 相应 的 边界 条 件 , 计 算 方程 纪 (2-20) 及 相应 边界 条 
件 的 系数 Л 
(2) 解 方程 组 求 m. 
(3) 用 求 得 的 т, 16 А.(2-19) 式 , 答 出 小 区 间 上 的 三 次 括 值 函 数 SiC). 
(HIRE а, b] 上 的 样 条 函数 S(r). 


2.5.3 ”三 次 样 条 质 值 的 妆 效 性 
定理 7 19/05) С С [а, 51.89 


А a = wp < м< < x, = b, 
并 设 Sa(*) 是 对 划分 A 的 样 条 插值 函数 , 则 当 


Š = max | x, - x; 1 0 


时 ,对 一 切 xEfa,8] 恒 有 


з HAWS 15° 


905) – (а) lg gs, i= 0,1,2,3, (2-23) 

其 中 ¿ 是 与 划分 A 无关 的 常数 . 
样 条 函数 不 一 定 必须 逐 段 是 三 次 名 项 式 , 也 可 以 逐 段 起 一 个 简单 函数 ,连续 点 
保持 足够 光 少 .全 三 次 多 项 式 计算 简单 , 且 满 足 - 一 般 实 际 问题 的 要 求 , 故 用 得 较 儿 ， 


з 曲线 拟 合 


3.1 沿线 拟 合 及 最 小 一 乘 原 耻 


3.1.1 基本 原理 


在 实验 或 统计 中 ,人 人 们 需要 从 一 组 测定 数据 (如 m (х, у:)) 去 求 自 变量 x 
和 应 变量 у 的 一 个 近似 解析 表达 式 y = gp{x) ,这 就 是 在 m кдб а, y = 1,2, 
…,m) 上 求 数 据 拟 合 的 阿 题 . 它 与 前 面 介 绍 的 插值 不 同 , 6483 k 9 9165 ра $ç 
pix) 通过 所 有 插值 点 (x,, yy;), 即 要 求 曲 织 满 足 条 件 y, = Фох) {НЕЗ ЧТ ЖШН. 
的 数据 一 般 都 有 误差 ,要求 曲线 р(х) 必须 通过 点 (的 ,1 不 但 会 把 误 盖 保留 下 来 ， 
有 了 时 也 不 一 定 能 反映 数据 的 真实 措 律 . 

数据 所 人 富 则 是 根据 测定 数据 间 的 相互 关系 ,确定 所 富有 曲线 yy = piriana 
+, G.) 的 类 型 ,然后 根据 在 给 定点 上 误差 的 平方 和 达到 最 小 的 原则 , 即 用 


Flaa ы) = Dp rsaos d,s a) - у]? = min 
1 


定 出 参数 al (k = 001,5, п) ба < mm), 从 而 得 到 氢 合 曲线 = pla). 
下 面 用 一 个 例子 来 说 明 曲 线 拟 合 的 过 程 ， 
例 1 给 出 一 组 实验 数据 如 表 3 -1. 
* 3-1 


Y 
1 2 3 4 5 8 
年 z 4 5 8 9 6 x 
+ | 13 4 55 7 8 4 
将 点 标 在 坐标 纸 上 , 如 图 3-1. 容易 2| /% 


看 出 这 些 点 在 一 条 直线 附近 , 因此 选用 
直线 方程 
ф(х) = пао + арх 


为 拟 合 曲线 , 令 


5 
Е( ау @) = > (ао + аук) - у). 
ial 
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要 使 F 达到 最 小 ,基数 举 分 析 知道 ,应 求解 方程 组 


3 = 22 ба + рх, 一 у) = 0, 
3 

52 = 2> x, (ao + G(x; у) = O. 
i=l 


这 个 方程 组 称 为 正规 方程 化 莘 并 将 数据 代 人 得 
р + 28а = 25.85, 
280 + 1900 = 174.1, 
解 之 得 , as = 0.165,ar = 0.89, R 
y* = ф(х) = 0.165 + 0.892х. 

总 括 以 上 过 程 , 求 拟 合 曲 线 的 步 又 为 ， 

步 1 由 观测 数据 画 粗 略图 形 一 一 散 点 图 . 

步 2 ”由 获 点 图 确定 拟 合 曲线 类 型 . 

+3 用 最 小 二 乘 原理 ,确定 函数 中 的 参数 . 


3.1.2 一般 情形 的 最 小 二 村 拟 合 
若 给 出 一 组 实验 数据 {e ,yi)0i = 1,2,…，, 严 ) ,并 选 定 拟 合 曲线 方程 为 y = 


和 < m. 令 
Е( ар. Gy = Уо (фа; ау, ау, С.) 一 п), 
TT 


Н ш, > 0(i = 1,2,…,m) 是 权 系数 .最 小 二 乘 拟 合 是 求 参数 al (k = 0,1 
п) Flaa a) 达到 最 小 .由 多 元 函数 求 极 值 的 必要 条 件 知 ,应 


3 F 
Ja = O (k= 01, n). 


34 F Ja, 的 非 线 性 函数 时 PAIERO ЗЕН, Ж FF 为 a 的 线性 函数 , 则 
ЕЛЕЕ ИЕ 对 线性 最 小 二 乘 拟 合 ,可 令 


pix} = as@o[x) + apike) + + asp. x), (3-1) 

其 中 @;(x)(i = 0.1, . n) 是 线性 无 关 的 ,而 持 
Кб ооа.) = 2 уаң( арб) - у). (3-2) 

ial k= 

对 FRATA 
EE = 2>]ш( зара) — у) ба) = 0, (3-3) 
J i= Ё k =Q 
j= б, езп. 
若 记 Y; = Кх) = ф(җз ао, tgs s an). 


(фа. фу) = 22е (а) фб), 


з Б бт 


(F g) = of x) ply) 


(3-3) 式 可 写成 
Эре) = (9), ў = 0,1,5. (3-4) 
方程 (3-4) 是 正规 方程 ,是 甘于 mora Вп PRESEA, тс Ж ЖОР 
(popo poep) o Popa) 
D- C91 0) (еър) 人 CP Pa (3-5) 
Pn фа) Cpap) ii Cpa. pa) 


由 于 i go фа, ф„} RETK. i деф x 0, 方 程 组 (3-4) 存在 唯一 解 ef ,ay ,… 
ал. 因而 可 以 得 到 离散 数据 ( x, v.) 的 最 水 二 乘 拟 合 曲 线 


у* = ag pola) + ar фү(х) + в 和 (3-6) 
ER glr) = (Е = 0,1 ,п) ЕҢ ЈАЈА Л Ж ЫТЫ 
ү" = ag + a x+ ` + арх". 


3.1.3 3E2 k b 2 Ж 


EWELE P, ЛЕ БЇ ЖЕН < [в] B) ра ТЕ <= Ж ЯЛ ЙЕ i ПЕРИ P ЯК FF ТЫ ЕН 52 E: 
性 关系 ,这 时 我 们 可 以 把 拟 合 曲线 中 的 自 变量 + 和 应 变量 * АЛЕ НЕЧЕ 
数 .如 原来 的 沙 数 关系 是 


Ку) = a+ (х), 


хо = а(х), = /( 7 ), 经 过 变换 后 得 到 
y = a+ bx, 
这 样 把 原来 非 线性 问题 转化 成 了 线性 问题 
另外 ,如 向 寻找 符合 实际 情况 的 拟 合 曲线 ,也 是 非常 重要 的 ,这 一 方面 要 根据 
专业 知识 和 经 验 来 选择 , 另 一 方面 也 要 根据 向 点 图 的 形状 来 选择 . 
例 2 已 知 一 组 实验 数据 如 表 3-2. 


将 数据 标 在 坐标 纸 上 画 出 散 点 图 如 图 3-2. 从 图 上 看 到 ,开始 时 7 增加 较 快 ,后 
ТЯ, ,到 一 定时 间 后 基本 稳定 在 一 个 数值 上 .根据 这 些 特点 , 选 双 曲 线 


L + _ —: 
у= 9+7 у= ат (3-7) 
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{ЕЗД ТН. у = Тлу, х = 1 , 则 (3-7)] 式 可 改写 成 


y = a+ bx. 
利用 表 3-3 的 数据 ,用 前 面 同 样 的 办 法 计算 出 正规 方程 为 
[164 + 3.380735 = 1.8372 x 10, 
3.380730 + 1.58435Ь = 0.52886 x 10°, 
解 之 得 a = 80.6621, Ь = 161.6822. 从 而 得 到 拟 合 曲线 


Í 
у = 80766211 + 166802 9° 
各 点 上 的 误差 FID = SVr) 一 yili = 
1,2,- ,16). 
由 图 3-2 还 可 以 选用 指数 曲线 


y = aet” 


作为 拟 合 曲线 . 先 两 边 取 对 数 得 


iy = ha + 2, 


< у = Iny, A = Іпа, х = L ag 


y = А + bx. 
和 前 面 一 样 计算 出 4 = - 4. 48072, = - 1.0567, 于 是 拟 合 曲线 为 
у = 11.3253 x 10-3е- ts = SOC). 
各 点 上 的 误差 
8% = 82001) - y, (¿= 1,270,106). 
对 同一 个 问题 ,我 们 选用 了 两 种 不 同类 型 的 曲线 氢 合 , 哪 种 拟 合 更 好 呢 ? 原 则 
是 选 误差 小 的 .对 于 这 个 例题 ,由 计算 知 
max | 0 | = 0.568 x 10-3， 
max | 8) | = 0.277 x 10, 


WE, 1520 Nate 8 |. Jo ВА, 5 se (4). 
MED RERAMA, ЖЕЛЕ КОА БЕЛЕ ОШ ЭЛИ ИА ВЕЕ, НЕГ 
多 计算 负 配 有 自动 选择 数学 模型 的 软件 ， 


32 ”多 变量 的 数据 拟 合 


若 影响 应 变量 的 国 素 不 只 一 个 ,就 是 多 变量 数据 扳 合 问题 ,前 面 介 绍 的 最 小 二 
PRESHA KELAA ,都 可 以 直接 推广 到 多 变量 的 情形 . 

车 已 知 一 组 正 数 1w1(i = 1,2, m) METAR y = f(x..." s). fen — 
组 测量 得 到 的 数据 表 3-3. 


RRE т > i. 如 果 选 择 的 拟 合 曲线 方程 为 
Pixi хр) = дуа ху» (3-8) 
和 前 面 一 样 ,用量 小 二 - 乘 原理 来 确定 方程 (3- 8) 中 的 全 部 系数 а. Й, 


Flagra) = Do Р(х.) = 32, 
为 使 F 达到 极 小 ,求解 | 
SE 20, К=бА,зл 

ы 


和 前 面 单 变量 情形 ~- 样 , 权 系数 1w,! 和 系数 ао, ор. a, 仍 满足 正规 方程 (3-4)， 
只 是 这 里 的 


(фу, p) = Yegin лра). 
解 正规 方程 43-4) 得 到 系数 a; ,于 是 
Pixs: х) 一 Daigas А ху) " 
称 为 函数 7 = fasen, u) 的 最 小 -RBA RR. 
3.3 ”用 正 交 多 项 式 作 最 小 二 乘 拟 合 


用 一 般 多 项 式 作 最 小 二 乘 拟 合 时 ,其 正规 方程 往往 是 病态 的 ,为 了 避免 出 现 病 
DTE ,通常 采用 正 交 化 方法 .对 给 定点 集 | si = 1,…, т) ВА eG = 1, 
,mm) ,如 果 函 数 序列 [p(x = 0," , n) 满足 

` 0, i Ё, 
Pep) = іе.) pka) = И „0. Ни L. (3-9) 
Wp! 是 关于 点 集 | xi а 1ЕЖ. 
Sigel 正 交 时 ,正规 方程 (3-4) 的 求解 就 非常 容易 ,得 
Fed Ze дем) 


= Tag) = (3-10) 
У (а) x) 
1=1 
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k = 身 ,1 R. 
问题 是 如 何 根据 给 定数 据 xi, a, an BARRI, ,ws 去 构造 带 权 的 正 
ЗЕ ЕР. РЕНЕ: 


Pal x} = 1, 
ШЕ = (x ~ m) Рох), (3-11) 
Pisi) = (x - aga) Pila) – ДҮР, (e), 


k = 1,2, n - ln < m, 
这 里 Р(х) F DR aS $K ТАУ k Kani t TERN a, ЖП, 可 根据 1 P(x)i 的 正 
交 性 求 得 ; 


ар. = (xP,, Piho 
tT (Р.Р) ` 

k = 1 .2 1. 3-12 

| (PhP) " (3-12) 
К (P, É Pia)’ 


HAHHAA CERA EA Н ЙУ Р(х) 是 正 交 的 .用 正 交 和 多项式 | P(x)| 的 线性 
HERD- RRS, 只 要 在 根据 (33-11) 式 和 {3-12) 式 逐 步 求 Peir) 的 同时 用 
(3-10) 式 计 算 系 数 ai .于 是 所 求 的 拟 合 曲线 

y" = ag Рох) + ar Р(х) + 二) 
用 这 个 方法 求 拟 合 曲线 不 用 解 方 穆 给 ,只 用 递 推 公式 ,是 .个 较 好 的 算法 .一 般 的 
数学 库 中 有 用 这 个 算法 编制 的 标准 程序 供用 户 调用 . 


4 ”数值 积分 与 数值 微分 


数值 积分 是 用 数 传 计 算 的 方法 求 定 积分 
b 
Kf = | оо» 


的 值 . 这 似乎 很 简单 ,只要 求 出 六 x) BRAR FO, RIE O = F(b)- F(a) 
就 知道 了 .但 实际 是 

(1) 有 很 叫 简单 积分 的 原 函 数 无 法 用 初等 钞 数 表示 . 

(2) Хх 本 身 是 用 表格 形式 给 出 的 . 
因此 ,讨论 数值 积分 是 非常 必要 的 . 


4.1 НАК. ВЛЕВА А. 
抛物 线 求 积 公式 


4.1.1 Æ+ - 科 英 (Newton-Cotes) 公式 
(1) 把 区 间 [ a, b] n 等 分 , 设 其 分 点 次 


4 ”数值 积分 与 数值 油分 - 21 ° 


А ， б-а 
х=а+йф, =, nh = r’ 


过 这 п + 1 个 节点 ,构造 一 个 п 次 插值 多 项 式 
_ ч чә x 
P(x) = > т) 00: 
其 中 w(x) Жа (х;) (2-5) RA. HI Р(х) 代替 f(x. WA 
Кр = | Adz = | P (oax 


= > (| rd) = ZA, (4-1) 


其 中 А; = a. x түү" sk 
对 А, 中 的 积分 变量 x 作 变 量 替 换 , 令 x = a + 地 ,可 得 
А, = Ф _ a) et), (4-2) 
n) H- Dou — n) 
其 中 ci = IC, - у ТИ (t= i) 4. (4-3) 


(4-1) 式 叫 作 牛顿 - 科 茨 公式 ,(4-3) 式 叫 牛顿 - 科 菊 系数 .下 面 给 出 i = 1,2,….6 
的 牛顿 - 科 蒋 系数 表 ( 表 4-1). 


1 
2 
L 1 
5 6 
1 3 
8 8 
了 2 
90 15 
19 25 
288 144. 
41 9 
Bai 28) 


(2) 牛顿 - 科 牙 公式 的 误差 估计 有 
定理 1 1 如 果 n AAKA a) Ele, 5) EE, WA 


ED = oh HE), Elah), (4-4) 
其 中 © = су; (р 1) (6 - п). 
> Ша HAR, SH) Ela, b] 连续 , 则 
БСР = Ff e), EC [а,Ь], (4-5) 


其 中 Da = 15; tit — Dell- п). 
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从 定理 1 知 , WEO Е п 次 多 项 式 , 则 有 
Dr) = О, Е (Р) = 人 0. 也 就 是 说 ,对 次 数 不 高 于 
п 以 的 多 项 式 , 牛 顿 - 科 英 公式 (4-1) 精确 成 立 . 

(3) 代数 精确 度 : 

жи1 如 果 求 积 公式 (4- 1) 对 所 有 次 数 不 高 于 
п 次 的 多 项 式 精确 成 立 ,但 对 和 + 次 允 项 式 等 式 不 精 
确 成 立 , 则 称 求 积 公式 具有 。 次 代数 精确 度 ， 


4.1.2 梯形 求 积 公式 


特别 取 牛 顿 - 科 芯 公式 中 的 ma = 1, 则 有 (š = 
сї = 172, 
KÐ <= Һр) = ада) + /0%)). (4-6) 
会 式 (4-6) 叫做 梯形 求 积 公式 .这 是 国 为 从 几何 上 看 是 用 所 过 Ala, f(a). Bib, 
КЬ) 两 点 的 直线 p (x) 逼近 f(x) ,用 梯形 面积 Дара 代 桂 商 边 梯形 面积 , 见 图 
4-1. H iS (kila 
定理 2 ФИХ) Pria, b] FB U risk ҤЕ, ИЖ ЫР БЕЛИ Уз (4-6) 有 
ED = KN- 
ЗО! (4-7) 
EREA AAEE E E О 1. 
4.1.3 ”抛物 线 求 积 公式 
取 牛 顿 ` 科 芯 公式 中 的 n = 2, 则 有 cf? = 2 = 046,012) = 446, 
Г) = 0 = Ëa) + 470210) + fu), (4-8) 
HP k = (b -2)72. 公 式 (4-8) ШЕВ 
积 公式 ,也 叫 辛 普 森 {Simpson} 公式 .这 是 因为 
Ж РЕТ, АНЗ ВАЛ АУ АВ В 
HERE fx) 围 成 的 曲 这 看 形 面积 , 见 图 
4-2. 公 式 (4-8) 的 误差 估计 有 
ЖЕЗ #Ao tle b] LAMERS 
3 RA 
EAD = Кр - B) =- gE, 


£E [a,b]. (4-9) 
抛物 线 求 积 会 式 的 代数 精确 度 为 3， т 4-2 
三 阶 以 上 的 牛顿 - RARA ТАЕ 55 
- 科 艾 公式 ,虽然 其 精度 高 ,但 由 寺 舍 人 误差 竺 扰 较 大 ,在 实 了 :计算 中 用 得 不 多 


+ 
! 
я 
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4.2 复 化 求 积 公式 


在 大 区 间 上 用 梯形 求 积 公式 或 抛物 线 求 积 公式 ,精度 较 低 ,用 高 阶 咎 顿 - ЖК 
公式 有 舍 信 误差 干扰 , 均 不 理想 ,因此 ,我 们 采用 把 积分 区 间 分 小 ,在 每 个 小 区 间 上 
用 精度 不 很 高 的 求 积 公式 ,这 就 是 复 化 求 积 公式 的 基本 思想 . 


4.2.1 复 化 实 形 公式 
把 区 间 [ a,5]n 等 分 : 
x 二 = 
对 每 个 小 区 间 [ х, ле ] 用 梯形 求 积 公 式 , 则 
KA = | oas = р 


A Ma) + Fb) + 2 fan ih)) = Т, (4-10) 


T. WAN STI KR. N. Th = 表示 将 区 间 m 等 分 复 化 梯形 求 积 公式 的 误差 估 


计 有 
定理 4 E)E Са, bt W 


ВР, Т.) =- ERSE, £ € Lab]. (4-11) 


4.2.2 复 化 抛物 线 求 积 公 式 


因为 抛物 线 求 积 公式 用 到 了 区 间 和 的 中 点 ,所 氛 在 构造 复 化 抛物 线 求 积 公式 时 
必须 把 区 间 [a ,#1 等 分 为 偶数 份 . 为 此 , 邻 л = 2m,m 出 正 整 数 , 在 每 个 小 区 间 
[ хә;.ә, x2;] 上 用 抛物 线 求 积 公式 , 则 | 


IC) = КОПТ = =” f(x)dx 


= Арка) + fü) DO D aP] = S (4-12) 


ЖД h = (b- a)n. S, 称 为 揽 化 抛物 线 求 积 公式 . 复 化 抛物 线 求 积 公 式 的 误差 估 


计 有 
定理 5 RK) Є Cla, b] A 


К(/,5,) = EERO, EE La,b]. (4-13) 
定义 2 设 复 化 求 积 公式 为 (D = h MRH kon 
K) - Fk __, 
h 


其 中 < 是 一 非 零 常数 , 则 称 1, Жр ИПИ. 
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复 化 梯形 求 积 公式 是 二 阶 收 化 , 复 化 抛物 线 求 积 公 式 是 四 院 收 训 ， 
4.3 ”逐次 分 半 法 


对 给 定 的 积分 问题 , 选 定 了 求 积 会 式 后 ,确定 区 间 应 分 成 多 少子 区 间 能 满足 计 
算 的 要 求 ? 亦 即 4 应 取 多 天 ?可 以 根据 误差 估计 来 求 n. 这 -方面 要 求 高 阶 导数 ,有 
一 定 困难 ,而 且 求 得 的 л -一般 都 比较 保守 . 

逐次 分 半 法 是 根据 靖 度 要 求 , 在 计算 过 程 中 把 区 间 逐 次 分 半 , 并 利用 前 面 计算 
的 结果 来 判断 是 否 达 到 精度 要 求 . 


4.3.1 复 世 梯形 求 积 公式 的 过 次 分 半 滤 法 
出 复 化 梯形 求 积 公式 的 误差 估计 (4-11) 可 以 推出 ， 
KA - Р, ~ 0% _ Т), (4-14) 


这 就 提供 了 误差 判断 的 条 件 . 如 果 
IT, - T, I< £ (e ERIRE). 
M T,, 就 是 满足 征 度 要 求 的 结果 .要 注意 的 是 如 和 何 充 分 利 败 老 分 点 上 的 函数 值 . 现 
将 具体 计算 步 绝 列 示 寺 上 上 : 
Jl H a= 1, 计算 
T, = íb- (2) + Ар). 


2 取 n = 2118 


5088, да) 


г, = ®—-4(Ж) „СӘ ‚ку, ду + fü) 


= T 
步 4 „кати 
Т», = 7 t а + (2; — 1) 2.8). (4-15) 
步 5 ARTT. |< е, ЫИ. 
4.3.2 抛物线 求 积 公 去 的 逐次 分 半 法 
和 前 面 同样 处 理 , 将 区 间 脖 次 分 半 ,由 (4-13) 式 可 以 排出 : 
КР - Sy, = {б Su - 5). (4-16) 


› + F(xa)). 


4 ” 数 葵 积分 与 教 值 微分 ， 25 · 


计算 序列 SS 中 
h 
5, = 0а) +/(%) +250) +459), п = 1,2, 
b-a 


h, = 

SP 是 在 原来 分 点 上 的 函数 值 之 和 , 即 

500 = fixa) + Жл) + `“ + Axon), 
Si 是 在 新 分 点 上 汞 数值 之 和 , 即 

SP ш Кар) + f(x) +з о 1), 
检验 条 件 为 

153, - S,l< £ (е ИЯ). 

满足 条 件 ,计算 停止 , 则 5S;, 为 要 求 的 近似 解 . 


44 ” 理 查 森 外 推 法 和 龙 贝 格 求 积 法 


4.4.1 理 查 森 (Richardson) 外 推 法 


BER- -THEA А АЈВАР (А) 去 通 近 一 个 数 F` ,在 F (A) 的 截断 误差 有 
居 计 式 
R(F*) = F* — F (h) = abi + ай? +в а + +, (4-17) 
HP р> р> tU > p> Dali = 1,2,9) АЫ ^ ЕИ EAREN 
F (h) Bir F° 的 阶 是 总 .现在 构造 一 个 新 的 序列 
Fa(h) = rpa Elah) - QP (h), 1- @ x O, 
则 
F` БОК) = Е - TT UP (ah) - Q F(A)) 
= af) ha + а + + QM + e, 
其 中 aj. af. aP, ЖЕЕ h ARKH. FO 道 近 于 F 的 阶 为 M. ЖЩ 
复 上 面 做 法 ,可 得 到 
Е.Ю) = To Falah) - oF)), (4-18) 
其 中 q 满足 1 =  0.Ж#Е(4-18) 式 为 理 查 森 外 推 法 . 
定理 6 ШЕ КЖЕ” 的 误差 由 (4-17) 式 给 出 ,那么 (4-18) ЖТР F 的 


误 善 为 hmi. 
理 查 森 算法 的 步骤 见 表 4-2. 
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Ф 4-2 
DENES, 
DFi) Falh) 
Drik ОЕ, (дл) FRA) 
Dh OR (А) ФРА) 


4.42 龙 贝 格 积分 法 


ЖИ 5 Romberg) 求 积 是 在 复 化 梯形 求 积 公式 的 基础 1 应 用 理 查 森 外 推 构 造 
出 来 的 -- 种 算法 . 复 化 梯形 求 积 公式 的 误差 可 以 表示 为 
R(f.T.) = аА? + аай + аА +. (4-19) 
Ж аз, ал, ав, Б у h 335038 92 ХЕ ТЕРЕК ЖЕНА: APE T ТОЈ ТОА), А 
为 步 长 ,将 步 长 缩小 - 半 后 得 到 的 复 化 梯形 求 积 公式 记 为 (872) ,这 样 就 可 以 得 
到 一 个 序列 
h h 
TARTOS TOE 


mW ФАГЕ Р Ж ЖП KAO. 利用 (4- 了) 式 及 理 查 森 外 推 公式 (4-18), 取 4g = 1/2 
可 得 算法 

МИ = Th), 

Tal h2) — DTni h) И (4-20) 
Ta a (h) = l _ (12? + т = 1,2, * 

(4-20) 式 称 为 龙 贝 格 积分 公式 .了 (Al 逼近 KA) 的 误差 为 

KO _ Ta (h) 一 alm ha m+ + ams hm 2) +5 
фа) аи), R.5 h КЮН. 5 

r = nhat), 


2 
则 计算 过 程 可 列 成 表 4_3, 表 中 的 每 一 列 与 对 角 线 都 收敛 到 定 积分 1). 
表 4-3 
Т!9 
ті) ті) 
Ti” pin т! 
ТУ тіз) т! тї 
现 将 东 贝 格 的 计算 步骤 叙述 于 下 : 


#1 HATO = (f(a) + /%)). 


即 


4 数值 积分 与 数值 微分 . 27 - 
xf = 1,2,… 计算 下 列 各 步 : 
步 2 计算 


Ті? = а + Oj- 1) 5. 


步 3 计算 表 4-2 中 的 第 了 + | 行 元 素 
k-i} _ 457 一 т m = | 


m+ С 4” - | ' 下 = 
步 4 “收敛 控制 :如 果 表 4-2 对 角 线 上 最 后 商 个 相 邻 区 案 之 差 满足 精度 要 求 ， 


non = a 
2 


70) 一 То I< е, 


m r) 作为 近似 值 ,计算 停止 ,否则 上 增加 1 后 ,重复 步骤 2,5,4. 


45 高 斯 型 求 积 公式 


定义 3 ”对 于 积分 
= oG), 


其 中 ptx) Ela, b] ERRAR E SEFTA parne u ERRAR 


[соусах < Sea (4-21) 


RA 2л - 1 次 代数 精确 度 , 则 称 (4-21) 式 为 高 斯 型 求 积 公式 


高 斯 型 求 积 公 式 的 主要 问题 是 如 税 在 [a,5] E n 个 不 等 本 节点 rpa 


x Ë f(x) 是 不 超过 2n - 1 次 多 项 式 时 等 式 (4-21) 精确 成 六， 


令 TAES = (x solla xX aha 


用 anla) BRAO ,并 表示 为 


f(x) = 人 和 eof) + rix), 


其 中 g(x) 和 г(х) 都 是 不 超过 п - 1 KASIA. TEA 


5 a 5 
| e(x)/(x)dxy = | бх) а(х) о x lds ‚ | ойх) е(х)ах. 


如 果 对 任何 不 超过 п - 1 次 多 项 式 gt x) 都 有 


EOLO = б, (4-22) 


则 求 积 公式 (4-21) 对 任何 不 超过 2n - 1 次 的 名 项 式 精确 成 立 ,也 就 是 说 ,只 要 选取 
节点 满足 (4-22) 式 , 则 求 积 公式 的 代数 精确 度 就 能 达到 2n - 1. 


FIF (4-22) ARH ol) M ф(х) Ela, 5) 上 关于 权 丙 数 pt x*) EZ MEZ 


条 件 即 可 解 出 x ,x2,…, х, ERRERA Га, b] ETRA R оС) 的 正 交 多 项 式 
{P(x)| 的 性 质 , 可 以 知道 P.(x) 的 п 个 零点 就 是 高 斯 型 准 积 公式 的 n 个 节点 ,有 
了 mm 个 节点 后 就 可 拟 计 算 
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р х)®,( ху) 
A = (х – ар) С) дх. (4-23) 
高 斯 型 求 积 会 式 的 误差 有 
定理 7 х) С С" [a,8], 则 高 斯 型 求 积 公式 的 截断 误差 为 
2л) 
R(f) = СЮ? оа) ааа). (4-24) 


高 斯 型 求 积 公 式 的 优点 是 代数 精确 度 高 ,但 节点 和 系数 的 计算 比较 麻烦 .由 于 
止 交 多 项 式 随 权 辆 数 不 同 而 不 同 , 因 此 有 各 种 不 赣 类 型 的 高 斯 型 求 积 公式 ， 
4.5.1 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 
高 斯 - 勒 让 德 {Causs-Legendre) 求 积 公式 是 古典 的 高 斯 型 求 积 公式 , 它 和 的 积分 
区 间 是 [- 1,1], RAA у(х) = 1, 求 积 公式 为 
| Aoda = уау), (4-25) 
其 中 节点 n л КЕЕ Жл ЕЕ A, ЖИД ЕЛ 
1 4 a 
L(tx) = Zn? dx alis? — 1)" ]. 
与 Lix) = 1 构成 区 间 [- 1.1] 上 的 正 交 系 ,对 一 切 (k = 0,1,…,n) EX AA 
(4-25) PRA А, Ye(a-23) 计算 有 
А 1 一 x3) 
= [л Laip 


k = 1,2 e,n 


截断 误差 
Harli 41) 
RN = (2п + Dn (8, ёє 1-11). 
表 4-4 给 出 了 高 斯 - 勒 让 德 公 式 在 4 = 2,4,6,8 时 的 节点 和 系数 . 
表 4-4 


+ 0. 5773503 А + Ü. 9602895 
+ 0. 8611363 0. 3478548 | + 0. 7966665 


+ 0. 3399810 0.6521452 | + 0.5255324 
+ 0.932695 | 0.1713245 | + 0. 1834346 
+ 0.6612004 | 0. 3607616 | 


+ 0. 2386192 0.4670139 | 


4.5.2 高 斯 - 拉 盖 尔 求 积 公式 


高 斯 - HER (Gauss-Laguerre) 求 积 公式 的 积分 区 间 是 10, оо ) А p(x) = 
e“*, 求 积 公式 为 


4 数值 积分 与 数值 微分 -29 ， 


р Eada = Аб). (4-26) 
ыыы лы 
тал), 
系数 , 
截断 误差 
КО) = Cal ente. 
节点 x, MEHA En = 2,4,6,8 时 ,由 表 4-4 给 出 . 


K 4-4 


А, 
0. 5857864 0. 8535534 9.8374674 | 0.000610 
3.4142136 0. 1464466 15.9828740 | 0.0000009 
0.3225477 0. 6031541 0.170279% | 0.361886 
н. 745761 0. 3574187 0.9037018 | 0.4187868 
4.5366203 0.0388879 2.2510866 | 0. 1757950 
9,3950709 0. 0005393 4.2667002 | 0.033435 
0. 2228466 0. 4589647 т.0459054 | 0.027945 
1. 188932] 0. 4170008 10.7585160 | 0. 0000908 
2,9927363 Q. 1133734 15.7406736 | 0. 0000008 
5.7751436 0.010392 22.8631317 | 0. 0000000 


4.5.3 高 斯 - 埃 尔 米 特 求 积 公式 


高 斯 - 埃 尔 米 特 求 积 公式 的 积分 区 间 是 (= w, ос) BER olr) = е" , 求 积 
公式 为 


| e“ f(x)dx = >. (4-27) 
其 中 节点 n Ж п ПЕЛ ЖЇР X Н.х) 的 零点 ; 埃 尔 米 特 多 项 式 为 

H,(x) = (—1 1) ne-* Aen ). 
系数 


截断 误差 


= fan D! 
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高 斯 - 埃 尔 米 特 求 积 公式 nn = 2,4,6,8 时 的 节点 x 和 系数 本 见 表 4-5. 
# 4-5 


Д 
+ 0.38) 18699 
+ 115719371. 
+ 1.98165676 | 
+ 2.9306374 | 


Ai 
70. 66114701 
O. 20730233 _ 
0. 01707798 
0. 00019960 


+ ©. 43607741 


0. 72462950) 
asnon | 0.150692 | — 
Ea asom | о.э | | 


46 数值 微分 


当 阔 数 用 表格 给 出 时 ,导数 就 不 可 能 通过 极限 来 计算 .只 能 用 近似 方法 给 出 . 
下 面 给 出 一 些 常 用 的 导数 近似 计算 公式 及 要 应 的 误差 阶 . 令 

Yo = {СӘ уь = FE Xir) Yoa = Аха), 
d-a 


xi = x + ik, ¿í = O,l,"' n В = А 


1. 一 阶 导数 
TERS Cx) = 二 (yy yo) + OA): 


Гк) = бо y.) + OCh). 

ZAR: жо) = zl- 3y + Ayi - y2) + O); 
f'(xo) = gO- ya) + O); 
f'(xa) = Зр (уса -Ayi + 370) + OCP). 

EARS Охо) = THC 25у + 48y — 3672 + 1буу = 354) + ООА): 
Сяо) = е Зуі — 10у + 18у — буз + уу) + ОСА); 
Сх) = ER -8y + By- y) + OCh’); 

f О) = C Yas + буа = 18у. + 10yo + Зу) + ОСМ); 


f'(xo) = тр (By 167-3+ 36y- — 48у. + 25у0) + ОСАО). 
2. 二 阶 导数 
О) = 7300—27 + уз) + OCh); 


5 常 微分 方程 初 值 问题 的 数值 解法 31 ° 


f ix) = СЖ - 2yo + уу) + ОХА?); 

ГС) = даба 2y + уо) + OCh); 

f"(xo) = 05) — 5у +472- уз) + OCh’); 

f" xo) = С уз + 4y_; — 5у + 2у0) + ОСА?); 

Г") = P35% - idy, + 1Ї4у› — 56уз + Пул) + ОСА); 
f" (ao) = Тус -Wyo + буу + 4y2 — уз) + OCK); _- 
У") = zp y- + 16у] — 30yo + 1бу‹ - y2) + OCA); 


f" (xo) = ia уез + 4у_› + ÖY] 一 20yo + Пу} + ОСА); 


1 


Р") = pp lY-a – 56y; + 14у) — 1y + 35yo) + OCh‘). 


5 常 微 分 方程 初 值 问 题 的 数值 解法 


一 阶 常 微分 方程 初 值 问题 的 一 般 形式 为 


Ë = х,у), (5-1) 
y( xo) = Yy 


在 以 后 的 讨论 中 , 记 问 题 145-1) 的 准确 解 y 在 КАНН A yi) H у, 表示 近 
做 解 的 值 ,F = ЈО, у} ЖЛ ЖО х,у х„)) ARNEE. 


5.1 ДАЛЕЛ 


РУ 车 存在 常数 上 > 0, /( х,у) ЖЕ АКЕ БАТЯ (а, уу). Сх, р) 

E€ DË 
х,у) Кау) e Ll ур - уз 1, 

ШЖ f E D Ex y AERE RA (Lipschitz) РЕСЕ ЖЕЛГЕ RI. L PF29354 8 0 
常数 (简称 利 氏 常数 ). 

求 常 微分 方程 初 值 问 题 (5-1) 的 数值 解 ,是 求 (<) FEKE a,b] 中 点 列 
x, = җ + hli = 1,2,6.) BEHE y. ЖЧ h RAR AIRA iA h = 
h RAFFE. 


. 32. 第 1 篇 ”数值 分 析 
EX2 # у... „НЕШЕ n A 的 方法 称 为 一 步 法 . 
定义 3 在 计算 y. 时 , 需 用 到 у, (у = 0,1,… k) 的 线性 组 合 的 方法 ， 


В 
Жк = OYn + ауар аруз 
hi Rola + B.f.a + + Bf...) .. (5-2) 
其 中 .BCE = 0.1. k) 是 常数 . a Во PEENE u ERARE E. 
EX4 在 公式 (5-2) 中 , 若 房 = 0, 则 此 方法 称 为 显 式 线性 夺 步 法 . 
在 公 起 (5-2) rR ,3 k = 1,6 = 0, 则 此 方法 称 为 显 式 - - 步 法 . 量 式 一 步 法 -一 般 
可 表示 为 


Ува = Yn 十 hg х, s Fas h). (5-3) 
定义 5 在 公式 (5-2) 中 , 苦 8, 0, 则 此 方法 称 为 隐 式 线性 多 步 法 . 若 
Улы = Ул + hol Xas Улэ Ya l h), (5-4) 


则 称 为 隐 式 一 步 法 . 
= УУ 6 KATE 若 初 值 问题 (5- 1) 的 数值 方法 对 任 点 固定 的 
x, = xo + nh. 
ЩА Оп — s) 时 有 y, — yian) ИКЕН y ihuk УЙ. 
定 兴 了 БОВАР УА, В убх.) = y, 淮 确 成 立 , 则 称 
Tari = убх.) -= Ул+1 (5-5) 
为 局 部 截断 误差 , 即 计算 一 步 产 生 的 误差 . 
жиз ”用 某 种 数值 方法 计算 得 到 点 х, 所 对 应 的 3 ,你 
e, = y(x,) — Ya (5-6) 
为 整体 截断 误差 , 即 整个 计算 过 程 的 总 误差 . 
常 微分 方程 初 值 问题 数 值 解 的 每 一 步 计算 都 依 融 前 - . 步 计算 的 结果 ,所 以 尾 
须 考 虑 前 面 误差 对 后 面 计算 的 影响 ,考虑 误差 的 积累 会 不 公 盖 过 真 解 , 这 就 是 数值 
稳定 性 问题 . 


令 
Antl = Yari T Fasl’ (5-7) 
其 中 А 是 Ya+1 的 近似 值 .车 Ёл+1 PK, Уга 可 了 以 作为 yi Xaa) 的 近似 值 . 
讨论 方法 的 稳定 性 常 甩 试 验方 程 , 即 方程 
dy ay 
С , (5-8) 
у\җ) = ур» 


Ж A 可 以 取 复 数 ,并 设 Кед > 0. 这 样 可 以 保证 微分 方程 45-8) 是 稳定 的 ， 
用 一 步 法 解 方程 (5-8) 可 以 得 出 
yaa = YAR Y Ya- (5-9) 
在 jp 上 若 有 误差 po, 并 设 以 后 的 计算 是 精确 的 , 则 在 各, 引起 的 误差 为 
Parl = >бАВ)}р„ = (v(AA))"*tloo. 
定义 9 用 一 步 法 固定 步 长 4 解 微分 方程 (5-10), 若 在 n 上 有 误差 p, 而 由 此 引 


5 党 微分 方程 初 值 问题 的 数值 解法 33. 


起 以 后 各 步 y,(m > n) 的 误差 不 超过 o, ПЕК ЕАД. ЛЕТА, ЖООК 
Гоби) |= |, ЖН u = Ah. 
将 线性 多 步 法 (5-2) 用 到 解 初 值 问题 (5-8) ,可 得 到 - -个 £ 阶 的 常 系数 差分 方程 


š. 
2 (a; -= Аб ула; = Ü, 
i=0 


它 的 特征 方程 是 
plg) – (£) = 0, (5-10) 


Жж | k f 
其 中 206) = 276 85. (6) = 27881 НЕГ (5-10) 的 根 为 全 (j= 1,2,…， 


k). 
定义 0 ”对 于 给 定 的 上 ,车 线性 密 步 法 所 对 应 的 特征 方程 45- 10) МИН 2, W E 
l< I = 1.2…,), 则 称 此 线性 多 步 法 编 对 稳定 . 


5.2 MARAR- 


5.2.1 KEJE 
1. Ё (Ешег) 方法 的 计算 公式 
ру) = Yür 


yaaa = ya + Мх y), n = 0,1,2, 

2. REA EE Л.Ж 5 

向 分 方程 9x = /x,y) fE zy 平面 的 带 形 区 
Юаесх=ф,- @% < y < + a МЕ Г 1 у 
量 场 ,求解 微分 方程 (5-1), 从 几何 上 看 ,是 找 一 条 у= Й з) 
通过 点 ( xo, yo) 的 曲线 Ү = убх). 使 曲线 上 每 一 
点 的 切线 方向 与 已 给 向 量 场 在 该 点 的 方向 一 致 
(E 5-1). 欧 拉 计算 公式 (5.1) 所 定义 的 点 {x,， 
Ya) 可 以 看 作 是 通过 准确 初始 点 {xo ,Yo) НУН Ж 
老 边 形 的 顶点， 而 每 条 连 线 的 方向 由 它 左 边 终点 
的 向 量 场 决定 . 

3. 欧 拉 公式 的 误差 


令 


(5-11) 


Ука = убх) + Ах. у(х,)). 
刚 利用 yix 在 x, 点 的 泰勒 展开 ,容易 得 到 欧 拉 公 式 的 局 部 截断 误差 
Та = Ytl- Y nrl = О(А?}, (5-12) 
ERRIRE 
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Гелі 1 убх) 一 Ynrl | 到 | убх.) 一 Ур 1+1 Y al - Ya+l l. 


根据 y. 和 7 的 定义 和 .f(x,y) 满足 利 氏 条 件 , 存 在 常数 工 使 
e lel T, I+ (L+ hL) | e, 1. 
这 是 第 n + | БЫ = 步 的 总 体 截断 误差 之 间 的 关系 , 它 对 -- 切 nn 成立 .车 注意 到 
(хо) yo = 0 EBRR | e. d=- Dfh) ,这 说 明 方 法 收 襄 . 
4. 欧 拉 方 法 的 稳定 性 
把 欧 控 方法 用 到 方程 (5-8) 上 ,得 到 误差 
方程 


Im( АЁ} Daal = Ön + ААр„. 


ЗЕК ЕЛАК, ВП 
Paal 
Ën 


Ке! AA) 


MARRA EA EKRE MA = -1 为 
фа 1 为 半径 的 圆 ,如 图 5-2. 
图 5-2 欧 拉 方法 是 显 式 -- 步 法 . 


5.2.2 FA EK 2 Ik 
1. 隐 式 欧 拉 方 法 的 计算 公式 


у\ хо} = 0， 
人 = Ya + f(x, Уш}, n = 01.2, (5-13) 
2. 隆 式 欧 拉 公式 的 误差 
隐 式 欧 拉 公式 的 局 部 截断 误差 
Тал = ОСА?). 
因为 方程 (5- 13) 是 隐 式 方程 ,计算 时 需要 选 代 , 迁 代 格式 为 
yar! = Ya + А/Хх„,у„), 
[an = ya + f(x. Ya), k = 0,1.2,.=. (5-м) 
АНЕ ЖН: 
Гу - ул 1 АЕ УА у Е, 


АЖ 90 < hL < ТВК ЯХ, ЖАИЗ О < AL < 工时 也 是 OCR). 
ЭЕ. 
3. 障 式 欧 拉 方法 的 稳定 性 
隐 涉 欧 拉 方法 的 误差 方程 为 
бм = @ + АВб„,. 


可 此 ， 
pa И А ___ 
An 11- АА І 1 – 2Re(Ah) + À2 IAI? 
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只 要 Кеда) < О, ЯЯ го, Zo, 1 < 1, ИКУ h bt hun еле СВЕ Ah- 复 平 面 
的 整个 左 半 平面 . 称 这 种 情形 是 4 稳定 的 . 


5.2.3 梯形 方法 
1. 梯形 方法 的 计 简 公式 


y(xo) = Yos 
L... = Y, + L (f(x, Ya) + ETES S (3-15) 
ВЕ ЕАН ЛАЕК АЕ. MAHENE, RARO 
y) = y, + RUA ), 
| = x+ уо) + fa.) в оу. 219 


因为 
Гун | Ы | 7 - узы? 1, 

因此 , 当 0 < Ë < таа. 

2. 梯形 公式 的 误差 

梯形 公式 的 局 部 截断 误差 为 0( 局). 当 0 < 22 < 1 时 适 代 收敛 ,总 体 截断 误差 
H OCh’). 

3、 梯 形 方法 的 稳定 性 

梯形 公式 的 误差 方程 为 

АҺ 
Ёл+1 = Pa + 5 Pa + Pari)» 

当 Re( 4h) < OBT, рало 1 1 所 以 梯形 公式 是 А 稳定 的 - 


5.3 ЖЖ - 库 塔 方法 


龙 格 - ER (Kola) 方法 简称 为 了 -其 方法 , 它 是 用 计算 和 不同 点 上 的 函数 值 , 并 对 
这 些 范 数值 作 线 性 组 侣 , 称 成 公式 ,再 把 近似 公式 的 解 刊 泰 勤 展开 比较 ,给 出 公式 
的 误差 . RK 方法 是 显 式 一 步 方法 . 
5.3.1 28 К-К 
1. 改进 的 欧 拉 方法 
Yan = Ул + (К, + K). (5-17) 


其 中 Kı = fans YI), 
K, = f(x, + h,y, + АК,). 
2. ЖЕ (Нет) 二 阶 方法 
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Уз = Ya + (к + 3К,), 
其 中 Ki = fian y) 
. 2 2 
Ку = fx, + F h. y. + FAK). 


5.3.2 三 阶 R-K 方法 


1. k = Br py; 
Yael = Ул + (K. + 3К;), 
其 中 
К, = fx Yaris 
K. = f(x, + 5, + +K), 
Ку = f(x, ,y+ 2А). 
2. 库 塔 方法 
+з = Ya + (К, + 4К + К), 
其 中 


Ki = /(x,, Ya), 

Кз = б» Ву + Кү), 

Ky = f(x, + Һ,у„- АК, +2АК,). 
5.3.3 四 所 R-K 方法 
1. 经 典 民政 方法 


Fasi = Y, + (K. + 2K, + 2K; + Кү}. 


其 中 K, = хау), 
1 А 
Ka = аы + Ау + ÈK), 


Ку = f(x + чуһ,у„ + 2 Ку), 
Ka = FLEN + h, Ya + АК}. 


经 典 RK 方法 的 稳定 区 域 为 

++ r = 1, 
ШЕЕ т Ehe 

++ буш ш 


(5-18) 


(5-19) 


(5-20) 


(5-21) 
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ишни. ИР = АА, 5-3. 
=ош) 方法 


Yanri = Fa + + (K, + ЗК, + 3; + K), 


(5-22) 
其 中 
Ki = F ха. Ул д» 


= Кх Ауа + Ki), 
к; = ў Tn А 一 Ак - 3к,)), 
Ka = FEN + А.у, + АСК 一 К, + Кә). 
5.34 ”高 阶 R-K 方法 
库 塔 - 尼斯 特 龙 (Nystrsm) 五 阶 方法 


Yasi = Ya + BK + 125Ку = 81Ks + 125К%), (5-23) 
其 中 
K, = flan» m» 
K, = б + F haya + ко, 
Ку = f(x, + Èh, ya + (АК + 6Ka)). 
Кү = f(x, + h,y, + А — 12, + 15K,)}), 
Ks = fixn + X h, Ya + A (6K, + 90K, – 50K, + 8K,)), 
Ko = fant Eh, у, + , (6K + 36K; + 10Ку + 8K.)). 
5.4 ”线性 多 步 法 
线性 多 步 法 是 将 积分 恒等式 


уб хл, = Уб) + “к, МЕЗ 
HERA r, yir) 用 各 种 不 同 的 插值 多 项 式 来 近似 表达 而 得 到 的 方法 . 
5.41 亚当 斯 显 式 线性 多 步 法 
将 积分 恒等式 | 
yian) = убх) + TCD) (5-24) 
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中 的 被 积 疼 数 O, ya Н k AË ans Ant maaa a AAR RRE /.. F... 
e far 所作 的 上 -1 次 插值 多 项 式 人 代替, 即 
fF = BEDA + Dt + hodak 
其 中 Оз) 是 对 度 节 点 上 的 插值 基 函 教 ,由 人 -3) ЇЗ, ЧЕ 2ЧИ ( Adams) 9 
式 线 性 名 步 法 公式 
Yanal = Ул + Al agha + i 
其 中 


a, = HS сов, j= бее, - 1. 


k 从 1-5 的 各 项 系数 和 局 部 截断 误差 如 表 5-1 所 示 . 
Ж 5-1 


н" 
кА 
Бю 
BE) 
Эу) 


Ahy Oe) 


最 常用 的 亚当 斯 四 阶 显 式 线 性 针 步 法 公式 


yaa = Ja + ÈSSA — 59а + 372 — 
9Р3). (5-25) 
证 当 斯 四 阶 显 式 线性 名 步 法 公式 的 误差 方 
程 基 
Ën+1 = Pn + А (55е, – 59,1 + $1 pn-2 一 9p。 
相应 的 特征 方程 是 
E- Ë = 40550 е 4 37-9), 
稳定 条 件 是 
| SCARY LT < 1, j= 1,2,3,4, 
稳定 多 域 如 图 5-4 所 示 
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对 积分 恒等式 (5-24) 中 的 被 积 函 数 ,用 节点 mi ta rneer 和 相应 的 函数 
值 上访 z 作 上 天 - 工 次 插值 多 项 式 , 则 可 以 得 到 亚当 斯 隐 式 线性 多 步 法 公 
式 


Fn 二 Ya + hi абаз + tafa + ''" + ayak) 


其 中 


а; = теде, j = 0.1, 6 = l, 


L. tt) 是 节点 Ха; АЗЕ р. 
上 从 1-5 的 各 项 系数 和 局 部 截断 误差 如 表 5-2 所 示 ， 
# 5-2 


JS BB ез 


I - ту") 
2 + + _ юу) 
3 2. +. - эһ 
4 2 > - Enya) 
;| % | % - 10) 


最 常用 的 亚当 斯 四 阶 隐 式 线性 多 步 法 公式 为 
уы = y, + E Ofa + 19, - Shai + А2). (5-%) 
ИЕ ЕРУУ ЕТ 
УФ = y, + 2 (55/, — fai + 37/,.з - Oh), 


УО = у + E (9f(x.a у) +19, - 5л +); k = 0,1,2, 
也 就 是 用 (5-25) 式 计算 初 值 ,再 用 (5-26) 式 进行 迭代 . 选 代 收 敏 的 条 件 为 
3 
O< М, < 1, 
АЯК. 
对 应 于 (5-26) 式 的 特征 方程 是 
P- @ = ROP + 1945—54 + D). 


稳定 条 忻 为 
| SAR) |= 1, j= 1,2,3, 
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稳定 区 域 如 网 3-3 RER. 


5.43 其 它 凡 种 四 阶 多 步 法 


1. 米尔 恩 方法 
Ж Е (Ме) 方法 是 四 阶 显 式 多 步 法 . 计 
算 会 式 为 
dhea 
Yal = Уһ-3 + 3 (2 - А-1 + 2/,_,). 
(5-27) 
图 5-5 KREDEK RE D EA ye). 
2. 辛普森 方法 
辛普森 方法 是 四 阶 隐 式 方法 ,计算 会 式 为 
Клм = Yr-1 + R fn + 4/. + A) (5-28) 


OAE E ВВ BRRR. HARRAREN ~ а ЗУ СО). 


3. 汉 阴 方法 
汉 明 { Hamming) 方法 是 四 阶 隐 式 方法 ,计算 公式 为 


Үл = FOr 一 уһ-2) + ЗА ра + 2, = hab (5-29) 


tantas tiy ERRERA. HARRERAN - Дое). 


5.5 Б - 校正 方法 


用 显 式 方法 计算 初 值 ,用 隐 式 方法 进行 送 代 ,实际 上 就 是 一 个 预 估 - 校正 过 
程 ,只 是 选 代 的 次 数 由 给 定 精度 控制 .这 里 介绍 的 额 估 - 校正 方法 不 进行 选 代 , 是 
事先 规定 校正 的 方法 . 当然 ,一 般 在 选择 预 佑 公式 和 校正 公式 时 ,误差 的 阶 应 该 匹 


Br. 
1. 改进 的 欧 拉 预 估 - 校正 方法 
Mii yo, = Yr + А/С х„. Yn) 
计算 ma = ба, ул), 
校正 jr] = Ум + A Aans ya) + ma). 
2. 亚当 斯 四 阶 预 估 - 校正 方法 
W y = у + (55у, -faa + Tfaa - Yaa). 
计算 тыу = укыл. У), 


校正 
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yam 


3. RHES ENNA - 校正 方法 
用 р. file, 分 别 表示 第 nn Жу, 的 巴 佑 值 和 校正 值 ,再 利 用 四 稻 亚 当 斯 公式 的 局 
部 截断 误 莽 对 计算 值 进行 收 正 ,给 出 新 的 预 估 - 校正 方法 . 


Ви 
改进 
计算 
RE 
改进 
计算 


pn = Ya + ASSA — 59), + ЗТ 9А). 
Masi = рані + (с, - р), 

Maat = Рх 71), 

о = Ya + (Эт + I9f, З + faez). 


19 
Ул = Cas + ЭТО Pa +i 一 Cal) 
Jari = LETTELE 


开始 的 c, ,ps TORRE. 
4. 汉 明 预 估 - 校正 方法 
Mi- 校正 方法 是 把 米尔 思 公 式 (5-27) 和 汉 明 公式 (5-29) 相配 合 , 利 用 


局 部 截断 误差 作 改 进而 得 到 的 ， 
HHN р = ya + EOR = Aai + 283), 
` 12 
改进 Mal = Parl 一 ЕП? 一 е), 
计算 M'al = FLES s Minsi)» 
BE ma pn- Ena убт +28 Л), 
改进 Ya Üy = Enel + (ра 一 Cal), 
计算 Даа = ЖО, Улы). 


5.6 ”党 油分 方程 组 和 高 阶 方程 初 值 间 题 的 数值 解 


5.6.1 一 阶 常 微分 方程 组 初 值 问题 和 高 阶 方 程 初 值 问 题 的 一 般 


形式 


1. 一 防 方程 组 初 值 问题 的 一 般 形 式 


d 

а = ЕГ уте xo) = ўю, 

d 

= р(х. улу) Yaxa) = Уз» (5-3) 
dy, 


ах 二 бу 775 Ya), Yal хо) = Fmt- 
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2. 商 阶 方程 初 值 僻 题 的 一 般 形 式 
л 此 = ] 
dy (y dr... y 


‘dat 
дуо! D d"-! (xo) _\) (5-30) 
y( xo) = ү. dz = уќ єт. 一 уб" | 
如 果 设 
4 а" 
yí = у, уз = з: Ya = qa nl" 
则 高 阶 方 程 可 化 成 方程 组 的 形式 ， 
d 
% = у, yil xo) = Yus 
ау, - | (5-32) 
"аж = yo mailto) = eP, 


dys = х, уруу.) Yai хо) = уб"). 


5.6.2 一 阶 方程 组 和 高 阶 方程 的 数值 解 


前 面 介 绍 的 一 防 常 微分 方程 的 各 种 数值 解法 对 方程 组 和 高 阶 方程 同样 通用 ， 
我 们 只 以 几 个 最 常用 的 会 式 为 例 给 出 计算 公式 . 


1. 欧 拉 公 式 
Tensli = h { m+ Flas Урт а)» 
|». I yh + Afal х,у,» Уз Y, (5-33) 
убх) = ya, Í = 1,2,+®,т. 
2. 6898 КК 公式 
Уры = Yin + (Ky +2К + 2Kyu + Ку), (5-34) 
其 中 


Кү = flra Уа, ya. Уеа) 
. h h h h 
Ky = рх, + ә "Уа + 5 Ки, Yoa + 3 Кю, Yom + > Кіл), 


А h h h h 
Ky = Лбх, + 2 "Уа + 2 Ки. Уза + 9 Ка." Yan + 2 Кат), 
Kai = Доха 十 ДИР + АК, Уа + АК т „ум + АК). 
i = 1,2,6. т. 
3. 亚当 斯 公式 
(1) 外 播 
Ë 
Урлаж = Ym + эд (fa 一 594 2-1 + 37р 2-2 一 DA na 
# = 1,2,---. т. (5-35 } 
(2) Вів 
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h 
Flasi = Ур + aA Yi лы + Df, -Shni + fn-2), (5-36) 


[= 1,2,:-, т. 
4. 亚当 斯 预 估 - 校正 公式 


һ 
Р.а = Ya + 54 (553, — fiai + 37/1 „-› = Ifi „-з)› 


251 
Minel F Pinel + Уу Eh 一 рь). 
Migal = ШЕЛ Mi aso Mea, AS S Aa P 


А ; 
бла] = Ym + эд Эт hart + 195 — fiai + fiaa) 


= + -= Charli 
Шул = Ekal 270 Pins datli?” 


Jina = Ai Enli Fral o Yaaa 
{= 1,2,5", m. 05-37) 
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5.7.1 刚性 方程 组 的 定义 
ЖУП 考虑 普 阶 线性 常 系数 方程 组 ,并 用 向 量 形式 表示 为 


SP = p+ fia), (5-38) 

Жр J Rm x m PARER. ЗЕН Ау = 1.2... m) MERI 

1° Кед, < 0 (у = 1,2,6, т); 
тах | Кед; | 
min | Rea, 2 1 
划 称 方程 组 (5-38) 为 刚性 方程 组 ,* 称 为 刚性 比 . 

用 数值 方法 计算 刚性 方程 组 的 困难 在 于 特征 值 相 老 悬殊 , 而 解 方 程 组 时 步 长 
h BAREA НЕА А дА 均 属于 稳定 区 域 ,所 以 计算 团 性 方程 组 的 数值 方法 
都 是 4 稳定 的 . 

5.7.2 吉尔 方法 


吉尔 (Cear) 方法 是 如 下 的 床 式 包 步 法 : 


2°з = 


ар, = АӨ» * (5-39) 
其 中 系数 a, ñ, 的 选取 如 表 5-3 所 示 . 
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# 5-2 
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И Луй ЇВ ора рО s 2 АЈ F J: ВКР hi a А Ip] ER RERA 
y' = ДХ\х,у.у'), Q =< z = b. (6-1) 
边界 条 件 有 三 类 : 
第 | 类 уба) = a,y(5) = В. 
第 [类 у(а) = а, у (b) = B. 
BE уа) –- ayla) = а, уБ) + Ву (b) = B. ВР о, ду е 0,0 + Ë 
> 0, 
若 方 程 (6-1) 是 线性 的 ,第 I 类 边 值 问题 可 表示 为 
[7 = ply з 00) + (a < z < t, (6-2) 
y(a) = a,y(5b) = ñ. 
问题 (6-2) 中 的 系数 苦 满 足 条 件 ; 
1° р(х), (х), rlx) Ela, b] EH; 
P alx) > 0 对 任意 x С [а, 5], 
则 问题 (6-27 的 解 存 在 而 且 唯 一 . 
现在 考虑 两 个 初 值 问题 : 


yu = p(xz)y'i+ ф(х}уү+ r(x), <a < xz = b, 
w = oy (e) = O (6-3) 
点 
Ya = plx)y; + ф\х)у;, a =< x = b. 
m = 0, y'al а) = 1. (6-4) 
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定理 1! 说 yi 是 初 值 问题 (6-3) 的 解 у. 是 初 值 问题 (66-4) 的 解 , 并 设 yalh) = 
0, 则 问题 (6-2) 的 解 可 表示 为 问题 (6-3) 和 (6-4) 解 的 线性 组 合 , 即 


уба) = yila) + Pon x). (6-5) 
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6.2.1 线性 边 值 问题 的 打靶 法 


根据 6.1, 二 阶 线性 边 利 问题 可 忒 化 为 两 个 初 值 问题 解 的 线性 组 合 ,因此 ,可 
以 利用 解 常 微分 方程 初 值 问题 的 方法 求解 (6-2). 

定理 2 设 问 题 (6-3) 和 (6-4) 的 近似 解 在 x, ЖШ {ҢӨ Ж yin Жу, E 
们 的 误差 是 0{ 各 ) , 则 问题 (6-2) ТЕ x, 处 的 近似 值 % FREIRA ООР). 

有 时 我 们 也 可 以 将 问题 (6-2) 的 解 春 成 是 

p = р(х) + g(x)y) + r(x), a = x =Z b, 
y (b) = Pr tb) = Ü 
及 
W = р(х)уз + ф(х) у, a sg a g b. 
узб) = Üy ih) = ] 

两 个 初 值 问题 的 线性 组 合 , 这 时 间 题 (6-2) ВУЙ НР аР Ў 


убх) = урж) + h (а), vala) = ©. 
6.2.2 aF% bið [В Бр 6 Tr =, ;k- 
对 方程 
Y= Nx ), а= zx = 5, 
усы) = а,у(5) = p (6-6) 


引进 参数 n WARE 
= flx,y,y), a= x=h, 
5 -ay (a) = % (6-7) 
的 解 与 n 有 关 , 记 为 у(х). 用 初 值 问题 数值 解 的 算法 求 出 问题 16-7) 的 解 
yix, i), = 
усё, 4) plee, 
e 是 允许 误差 , 则 称 у(х, в.) 是 边 值 问题 (6-6) 的 近似 解 .再 则 ,将 点 ERN hga 后 
再 解 问题 (6-7). 
也 就 是 说 ,对 一 系列 1 41 进行 试 算 , 并 要 求 limy(5,4) = 8. 因 此 , 打 地 法 的 关 
键 是 如 何 选择 序列 | .这 可 以 用 解 非 线性 方程 的 一 些 办 法 来 实现 . 
例如 ,用 二 分 法 来 选择 上. 记 
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Fit) = yib, i) - B. 

ТЕТТЕ НИНЕ n Till. ШО Ж РС) 6 Flt < 0, 这 时 [ ty, dr] ҖАЕ 
рі. 
令 

fk.) = Fia + 54,1), 
即将 区 间 [ ,41] ЗЕ E Кї), Fi < OMHE t, tal EEL tal E 
WRL as dtaa] 代替 [ ТИГИЛЕ Аа ЖЕР Б. 


63 ” 边 值 问题 的 差分 解法 
HELa, bie 等 分 ;: 


А, = a+ ih, ё = 0,1,7, m, 


利用 数值 微分 的 公式 ,用 差 商 来 代 痊 微分 方程 中 的 导数 ， 
在 选用 数值 微分 公式 时 ,要 注意 截断 误差 的 号 配 ,例如 对 -- 阶 和 二 和 阶 导数 都 选 
用 截断 误 关 为 OUD HEN: 
Pia) = am + OG), 
(6-8) 


yla) = лада + ОСА). 
6.3.1 Ж 01018609 559-7 


对 方程 (6-2) 中 的 导数 用 差 商 (6-8) 代替 ,并 略 去 误差 项 000 玉 ), 则 可 以 得 到 第 
i 边 值 间 题 的 差分 方程 组 


yo = а, 
Y ei 一 ду; + Yi-] Yiz1 Z Yi-l СИИ | 
А? 一 piai) 2h 一 q x; ) y, 一 ria}, (6-9) 
L = 1,2,- n - L, 
Yr = B. 


对 第 Ú 25.36 ü 类 边 值 问题 ,边界 点 的 差分 近似 也 应 保持 相应 的 截断 误差 , 即 


也 取 截 断 误差 阶 为 O( h?) : 
y'(xe) = tin. 3, ОСА?), 


y (x,) = 
这 样 第 П 类 边 值 问题 的 差分 方程 组 为 


Зул 二 Arai + Ya-2 > 
ЭҺ + ОСА). 


б 常 微 分 方程 边 值 问题 的 数值 解 。 47， 


一 Уз + 4» 一 了 yn 
2А = a> 


Yi 27; i= {жї Fi- | 
ps) G оба) = (мә, 


Зу, ш Фу, 1 + Ул-2 
2h = 8. 


第 月 类 边 值 问题 的 差分 方程 组 为 
一 Y2 + 4у, 一 Зу 


ah -0o = 0, 


il 2y; + Yii iet — Yii 
ү: 1 т y - р(х) 1—1 


- ф(х)у; = r(x;), (6-11) 


i= БУЛЫШ 一 l, 


3y, = уһ] + Ya- 
— 7а, B y, = В. 


AAEM sy рар рг! 
z 
95 + Qly = RU), 

因此 ,可 以 考虑 在 问题 (6-2) 中 р(х) = 0 的 情形 . 

定理 3 RElae, b] 上 g(x) = 0, р(х) 一 0, 边 值 问 题 (6-2) WRA у(х), y € 
Са, 51. = max { ##(х)1 Жуба = 0,1.……,n) 为 方程 (6-9) 的 解 , 则 

2 
| уба) — y; | = — pa 

定理 3 说 明 , 若 * = x ВЕ, h ОВ, ЗЗР te huuu pk plik ay y E РО. 

差分 方程 组 (6-9) — (6-11) 是 线性 代数 方程 组 ,对 它们 的 求解 可 参阅 数值 代 
数 中 介绍 的 算法 . 


6.3.2 非 线性 边 慎 问题 的 盖 分 方法 
对 非 线性 方程 边 值 问题 (6-6) 可 类 似 地 建立 差分 方 但 组 
кота, 


+1 ЗУ; + У; o Yal- Жыл, _ 
д? - Қа, Yis 2Ь ) = 0, (6-12) 


i = l,2,- n - 1, 


% = В. 
定理 4 ЖОРУГУНА (6-6) 式 的 解 存在 而 且 唯 一 ,并 且 
L= max кз.) 7 . 
(syr JED y 


ЖФ D s (х,у, у) ажлаа Б, о < y<+@,- @% < у erof. WER 
= 2/ L, F (6-12) 有 唯一 解 . 
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解 方程 (6-12) 的 数值 方法 可 选用 数值 代数 中 解 非 线 性 广 程 组 的 牛顿 法 . 
7 椭圆 型 偏 微分 方程 的 差分 解法 
7.1 燃 圆 型 方程 及 定 解 条 件 


7.1.1 方程 


Ж КУПЫ {н у Jy Si 3 


La =-(5:(85:) + (85 


其 中 1 是 微分 算 子 ,8 是 给 定 的 *.y 的 连续 函数 ,8 > O. 
BAEO- DPH тле о, Е НТО: 


2 2 
Le =- (6 FE) = 0 (7-2) 
若 方程 (7-1 中 的 8 与 1,f 兰 0, 则 它 就 是 泊 松 方程 : 
2 
АСРИ (7-3) 
7.1.2 Z= WA 
ЖП S TEKER REVR, MURRA: 
第 【类 边界 条 件 жос 上 给 定 函 数值 ， 
u 5с = u(z,y). 
ЖОП 类 边界 杀 忻 。 在 3 契 上 瘦 定 外 法 向 导数 ， 
ЕР = p(x,y). 
dG 
IERA ”在 DG 上 给 定 函 数 及 其 外 法 则 导数 的 线性 组 合 ， 
(z + т) ye = q(x,y), 


其 中 p.q ЖЕЛИ х,у 的 函数 ,y > 0. 
7.2 РУНИ 


7.2.1 Жа 
Ër G ху Ха А-В, СН, mE 7-1 x-y 3F Wm RPN З 


行 于 坐标 轴 的 直线 分 割 : 


т “ 椭 负 型 偏 微 分 方程 的 差分 解法 . 49 、 


x = x, = ih, y = у= jk ij = 0 + 1, +2,".. 
h 和 上 称 为 网 格 步 长 ,平行 直线 的 交点 称 为 节 
点 ,直线 ih Wijk Ил (i, Т С + 
af 的 节点 称 为 内 点 ;如 果 两 个 节点 请 x 方向 
(或 沿 y 方向 ) 只 相差 一 个 步 长 , 称 两 个 节点 
为 相 邹 节点 ; 若 一 个 节点 的 所 有 四 个 相 邻 节 
点 均 属 于 G + 36, 则 称 该 节点 为 正则 内 点 ， 
四 个 相 邻 节点 中 至 少 有 一 个 不 属于 G + 26, 
则 称 为 非 正则 内 点 ,网 格 线 与 边界 3C 的 交点 
称 为 边界 点 . 

内 点 的 全 体 构 成 网 格 区 域 ,用 С, ER, 
并 把 全 部 正则 内 点 的 集合 (图 7-1 中 国 0 者 ) 
记 为 G) ,全 部 非 正则 内 点 的 集合 (图 7-1 中 


A- 者 ) 记 为 ç M G, = Сї? + CP AR 图 7-1 
点 全 位 记 为 36G. 
7.2.2 正则 内 点 的 善 分 近 己 
1 .五 点 差分 格式 
令 ибх.) = ш p BO xi, уу) = B. (xi, ур) = ,把 数值 微分 公式 
(25) s meta + обн), 
dx И) 
Оц Шр jal 3-1 2 
(5) = Фаны. O(P), 
Fu t-l L= 2 p; + Hii 2 
(52) = 286 ж OUR), 
Pu ші 2ш, T+ шщ, 2 
(59) ,= 5 K 20009 


А (7-1) 式 ,并 略 去 误差 项 ОСА? + k’), ИЯ 
BAGG) 的 差分 格式 


Ак шы, 二 一 [人 шар 2668р Ф шь, + 
1 
13 без 一 Bn Шыр; 一 
BT + 


1 
ui,j#1) 十 PEAT 一 


у-н) сшщ — ,jt) |] 
7-2 = fp (7-4) 
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其 中 A 是 差分 算 子 ,下 标 h 和 大 是 网 格 步 长 .差分 格式 用 到 的 网 格 结 点 如 图 7-2 
所 条 . 因 用 到 的 是 (5 六 自身 及 要 邻 的 四 个 节点 ,所 以 叫 叙 五 点 差分 格式 .用 五 点 状 
分 格式 逼近 (7-1) 式 , 其 截断 误差 为 О(А2 + kê). 
对 拉 普 控 斯 方程 则 有 
Ак аш; == ЕСУ 一 2ш; + шау) + -zl РР 一 Заң) + Ж] 
= 0. (7-5) 
ER h = 上 ,差分 格式 可 进一步 简化 为 
Ашу = — шл + alp + tiji t tpa ay eO, (7-6) 
截断 误差 为 0( h). 
FARG, G l,j 0, (ен Ож 【和 (i -1,j7 -1) 五 个 
节点 ,如 图 3 了-3 Вт, TES ARAA h = k) 
1 
Аш =- Fpa Чына + UB; |. Il T Wei j-i + Wi-j- Aug) 
= 0, (7-7) 
截断 误差 也 是 О(А?). 


(1-1,у+1} (i+i,j+l} 


(i-i j-1}) (ї+1,у-1} (4-1.у-1) (¿Jj-1) (ч+1,у-1) 


图 7-3 图 7-4 


2. 5505 
若 用 (7-6) 和 {7-7) 式 作 线性 组 合 , 则 可 以 得 到 精度 较 毅 的 妃 点 格式 ,用 到 的 
网 格 节 点 见 图 7-4. 拉 普 拉 斯 九 点 差分 格式 为 {(h = k) 
Аки; = 一 ACIN + Waly + Шу + tiaj) 十 
(шашуы + Шаа f Шла + Шр) — 2Du; | = 0, (7-8) 
截断 误差 为 ОСА). 
对 泊 松 方程 , 九 点 差分 格式 为 (h = k) 


1 
Аа = ~ буз 
(шау t thig- + Шр, + ш-1,у-1) 一 20и, 31 


(шт $ ша, ара + ш) + 


7 БЕ а ДЕЕ - 51 ` 


= faj + Ú ҮЛ + а.) + {аш + dij- 一 45). (7-9) 
截断 误 莽 为 ОСА). 
7.23 HAA 


iB АРЗ Ж A| Н 923; EZ AE F ШР 8 BB e 色 上 的 点 补充 方程 ,使 得 到 的 差 
分 方程 组 的 数目 和 未 知 数 的 数目 相等 ， 

1. 第 工 边 办 条件 

(О 直接 转移 ,在 非 正 则 内 点 P 上 ,不 列 差 
DHR ,而 有 是 用 边界 上 高 这 个 点 最 近 的 边界 点 
的 值 来 代替 . 如 图 7-5, 令 

up = a(R), (7-10) 

(7-10) 式 近 想 , 截 类 误差 的 阶 为 ОСА). 

(2) 线性 插值 .如 图 7-5, 疡 点 的 近似 值 可 


Bz 
up = ршн + руш (7-11) 
或 ир = нө + т, (7-12) 


REMERA OCR). 


2. 对 第 下 .第 DARAH 

当 疡 为 非 正则 内 点 时 ,对 第 Н.Ж HI Л? 
条 件 逼 近 的 主要 问题 是 处 理 3 

(1) 五 点 位 于 De L.m ANEJ n 5358 
办 平行 ,如 图 7-6, 测 


ди -T a Olh) 
дп р Е h ' 
eHe + рир = Чр» (7- 13) 


截断 误差 为 ОСА). 
(2) 忆 点 位 于 of 上 ,但 外 法 线 方向 a 不 与 坐标 轴 平 行 ,如 图 7-7, 则 近似 方程 
为 
k + = R ina) + pup = фр {7-14} 
ERREN Oh). 


(3) 非 正 则 内 点 关 不 在 36 上 ,如 图 7-8, 仍 可 按 上 面 四 法 在 РЕ HA 
边界 3C 上 与 PP 点 相近 的 菜 点 P* 的 外 法 线 方向 作为 PP 点 的 外 法 向 5, 并 把 方程 中 
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的 PHAP 1\#. 


Ч 7-8 


7.3 “差分 方程 组 的 可 解 性 和 收效 性 


在 偏 微分 方程 中 АО ОН НАЛЕ ВЕ, ХР ВОЗЕ Ў ВЕЛЕ. F Ei 
以 一 阶 椭圆 型 方程 第 1 边 值 问题 为 出 来 讨论 . 
全 部 节点 按 定 次 序 编 号 ,对 第 i 个 节点 ,把 它 周 转 所 有 由 邻 入 点 的 集合 记 为 
U( i) ,这 样 前 面 介绍 的 差分 格式 可 以 统一 表示 为 
Аы шоадар- рә = f: ГЄ G, 
| ү EIG. {7-15) 
并 约定 , 求 和 号 的 下 标 jE ӘС], w = a ВОГ ТУЖ ВАШ а, = 0. 
假定 (7-15) 式 的 系数 满足 菜 件 
pa > 0, a; > 0, JE бу. 


d, = а - 2 ja 0, ¿€ Gy. 
єс 


(7-16) 


并 且 存 在 b tE + = ¿ 8: 一 个 相 邻 节 点 是 过 界 点 叶 ,严格 的 不 等 号 成 交 . 

PIER G = G U9G 是 连通 的 ， PIX PC Rr E SS BN Pn P GA- -上 串 属 
F G 的 节点 PGi = 1,2,…,m) 可 将 Po、P 排列 起 来 ,如 PoP… PB, 使 前 后 两 点 
为 相 令 节点， 

差分 格式 {7-15) 的 定义 域 G, 连通 ,系数 ai ai 满足 条 件 (7-16)] 式 , 则 有 下 面 
定理 1 ~ EMIT. 

定理 1 (RARA) 设 

1° z 是 定义 在 网 格 区 域 && 上 的 -组 值 ， 

2 tF wë 常数 ; 

P Amh iE бу 
则 ”不 可 能 在 内 部 节点 上 直到 正 的 最 大 值 . 

类 似 地 ,如 果 将 3° 改 为 Аш, > 0,BI| 上 不 可 能 在 内 部 节点 上 达到 负 的 最 小 值 - 

定理 2 差分 格式 (7-15) 的 解 存 在 而 且 唯 … 


8 HSEEE TAE -53 
定理 3 {比较 定理 ) 设 wAn EELER С, 上 的 两 组 值 , 且 
] Ag pl Аа li E бу: 
2 кз! liE Әбу, 
W o l ш; iE б,. 
定理 4 ”车 泊 松 方程 第 了 边界 条 什 的 解 ulr С ССС), нл 
ШУ и; -RRD uti), HA tiritak 
max | ufi) — ú |= max ia; [+ Mhi, 
6 я 
其 中 村 是 与 和 不 无 关 的 常数 ,hi = А + #2, El max Га | EDR LEBIR KIR 
Ж. 
ER 4 EARI МЕЖЕ EA, РУ ЧАТААР. 
设 分 别 用 h.L Жл. 算出 了 差分 方程 的 解 , 并 为 lA, k) 和 中 (72， 
k/2) ,采用 的 差分 格式 具有 截断 误差 Ok + K) WA 
ulh k) — ukli) == ef h + Ёё), 
th KA) uli) = e((hZ2)' + (К/2)'), 
Яффо вуд кг LEAM HE < 得 
T Саа) - _(А,&)). 
ЕИ F ERETI AURREA ЯЕ (л д) ы (АА, kD) ЧЕ 
小 于 容许 误差 , 即 可 认为 (hk 是 满足 精度 要 求 的 近似 解 . 
用 差分 法 解 柄 圆 型 方程 边界 问题 ,离散 后 得 到 的 是 线性 代数 方程 组 ,求解 过 
程 可 参阅 数值 代数 部 分 . 


TOET Ck.) ~ 


8 ”抛物 型 方程 的 差分 解法 


8.1 ”抛物 型 方程 及 定 解 条 人 忻 


8.1.1 方程 


抛物 民 方 程 最 常见 的 是 热传导 方程 
ie (b > 0,0 < : = T). (8-1) 


8.1.2 定 解 条 件 


1. 初 值 问 是 
E < 的 变化 范围 是 - me < x <+ mm, 则 方程 (8-1) 的 定 解 条 件 只 有 初始 条 件 : 
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«(х,0) = р(х), - ә < x <+ w, (8-7) 
若 ptx) 是 1x1<+ 上 给 定 的 有 界 和 连续 函数 ,本 问题 的 解 存在 而 且 唯 一 ,并 连续 
依赖 于 初 值 . 
2. 混合 型 问题 
若 z* 的 变化 范围 是 -- 个 有 限 区 域 , 不 妨 扔 设 为 0<< = 1, 则 定 解 条 件 除 给 定 韦 
始 条 件 外 ,还 要 在 端点 x = 0,x = 1 处 增加 边界 条 件 . 


第 「 类 边界 条 件 : 
ибх.0) = ф(х), 0 < x = 1, 
[wo = iti), 1! => Ü, (8-3) 
и{1,4) = 0), 1 > O. 
ЖИ. ШЕ: 
и(х,0) = ф(х), O =< x 51, 
(52 асои) = gili), #>®0 
ду 7А! оо ы б» (8-4) 


(52. Azl 1)u) = 2561), t> 0, 
HP р(х) gg CE) > О.А) > RER АВА. АЕ (8-4) 式 中 , 当 
ACO 和 af 都 等 于 零 时 ,为 第 RSF: ГА СЕ +l А4504) 1> 0FJ 228 


Ш 类 边界 条 件 . 

下 面 主要 介绍 混合 型 问题 的 差分 解法 ,并 假设 p(x) gG) руб) 在 讨论 的 区 
域 上 足够 光滑 ,以 保证 u(x,t) 在 所 考 虚 的 区 域内 存在 \ 唯 --, 且 具有 所 堪 要 的 有 界 
WFR. 


8.2 ”抛物 型 方程 的 差分 近似 


8.2.1 MHS 


BAHE C= O< x =< L,0 < : < TRA a h = ТАА, т >0 作 网 


Ж: 
й = x; = ih, L = 0,1,2, N. 


== й, }=01,2, 9 |, 
称 格 点 (x 0) АРРА, REIS), съл ЯЕ КК. 
#22 差分 格式 
(1) 车 用 数值 微分 公式 


EAN = НОЕ 1) - абі, р) + OCT), (8-5) 


8 ”抛物 型 方程 的 差分 解法 + 55 · 


2: 
(эм), = Fal -l.j) - 2804,3) + uli +1, ПӘ) + ОСА), (8-6) 
代 人 方程 (8-1T) , 略 去 误差 项 О(т + А2), JER u 表示 uli. j) BE, ER 
Ак riii, = (шуа 一 ш) 一 ACAN 一 2u;.; + u; |.) = 0, (8-7) 


其 中 As.。 是 差分 算 子 .用 (8-7) 式 逼近 微分 算 子 Luw，, 其 截断 误差 为 DO(z + h). 
(2) 者 -- 阶 导数 用 向 后 差 商 


EIN = lij) -uli j-1)) + Okr) (8-8) 
近似 ,将 {8-8) 和 {8-6) 式 代 人 方程 (3- 1) ,得 另 一 差分 格式 
Ак ri jr = (ша 一 tj) 一 (а – 205 + щщ} (8-9) 
= 0. 


(8-9) RIRE Lu, 的 截断 误差 为 O(r + h). 
(3) 若 一 阶 导数 用 中 心 差 商 


(22)... = 二 (ar 0) ulj- 0) + 0009) (8-10) 
近似 ,把 (8-10) 和 (8-6) 式 代 人 方程 (48-1) ,得 差分 格式 
Акш, = АГЕН - tjj) - $ Cun — Duy + щщ.) (8-11) 
= Ü. 


(8-11) 式 通 近 Luj тана O( z + K). 
(4) 计算 二 在 第 1 +5 上 层 的 值 ,用 j 和 | + 1 层 上 的 算术 平均 值 来 近似 , 即 


Š) = TUN + CJE ОС т). (8-12) 
将 (8-12) 和 (8-5) 式 代 人 方程 (8-1) ,得 六 点 格式 


1 b 
Аш, = (4 А Иш цу) 一 zpi tir. jr1 20 уу + щ.д) 一 


ез шу 2 + tj- 1.) = 0, (8-13) 
用 (8-13) 式 通 近 Lu, 的 截断 误差 为 O{ Tr? + h). 
8.2.3 ”边界 处 理 


对 第 1 类 边界 条 人 忻 (8-3), аин 
шо = plik), ¿i= 0.1, 
|“ ... т (8-14) 


Nj 
ЖП, H 类 边界 条件 (8 4), 在 点 (0， t) 用 向 前 差 商 ,在 点 (1,1t) 用 向 后 差 
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商 , 则 边界 的 差分 方程 为 


1 

p u Чо) ~ Ано, = gij 

\ (8-15) 
pN 一 им} + Али = gj» 


其 中 Азау ga OR АС) АС) а (С 的 值 ,这 种 差分 近似 的 截断 误 
EROR). 


8.3 ЛЕЕНЕ 


对 混合 型 问题 第 | 类 边界 条 件 给 出 差分 格式 ,并 令 步 芭比 s = = 


= үт 
1. BARA 
由 (8-7) 和 (3-14) 式 给 出 

Hije = Mi + bsi tiap 2р + topo 


BN = Li = L2 N- Lj = 0 7 ]-1, 


шр = plih), r = 0.1, N, (8-16) 
о; = gF), T 
, = 1,2,5. 1: 
ик = #0). И I r | 
写成 向 其 形式 为 
. T> 
per = Au +f, j= CE PES ,| P «вр 
Ha = P, 
其 中 
Беу Ср) 
W o plh) 
"o= “н f = : ， p= p(k) ‚ (8-18) 
: " : 
UN- Begs (fr) ФА - 1)h) 
l -2Ь bs Н 0 ü 
4 (8-19) 


0 о о + h ї-2Ьь 
以 上 将 武 在 初始 条 件 so 和 边界 条 件 цону, з 蕊 知 后 ,可 以 逐个 计算 ,所 以 叫 显 式 
格式 . 
2. RARA 
由 (8- 人 9) 和 (8-14) 式 给 出 
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Ui. Кы bst шл, 一 2ш уза + Шуд) = Wj 


¿= len N-i, і = 0ле. E ]1- l, 


tig = plih). i = 0,1,5, N, (8-20) 
цор = #107), Т 
- = 1,2, 一 

ну; = gtje) 7 i ] 

写成 向 其 形式 为 
+ r T 

[re = шж је 02| (8-21) 

ну = m. 
其 中 

1 + 265 — bs 0 rea Ü 0 
В = l + 2% - 6 т 9 0 (8-22) 
0 0 Ü l -bss l+2bs 


以 上 格式 在 已 知 m 计算 上 时 要 解 -个 代数 方 各 组 ,所 以 吗 耻 式 格式 ， 
3. 六 点 格式 
由 {8-13) #18-14) 式 给 出 
' — PELIE EUI — Хш + шр) = u, + 2hs{ my — lyt u. РГ 


Чо; 


i= 1,2+#,М-1, ， j= 0,1,2,…,[ 二 1]- 1. 


tio = plih), E= 0,1l,’ N, 
шо, = gije), 2_ rr 
ux; = plie), 5 
{8-23) 
写成 向 量 形式 为 
[o> В)и = (T+ A)u + fa + fi. }= 0.1.2,…, £ 1- L, (8-24) 
Hga = Ф, 
其 中 了 是 NN -1 类 单位 矩阵 .六 点 格式 是 隐 式 格式 . 
8.4 ”差分 格式 的 稳定 性 
前 面 几 种 差分 格式 可 统 :表示 为 
Q = Hu + fa j= 0,1. 1-1, (8-25) 


Ho = Фф. 
对 术 同 格式 ,对 应 的 H +E). ИЛА Н А, Н = ВАДА H 
= (I+ В) (I+ A), НОЖКЕ ВЕ. 
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8.4.1 定义 和 定理 


假设 边界 值 炉 确 ,初始 层 引 人 误差 so- 用 wn” 表示 初始 层 存 在 误差 时 由 (8-25) 
式 得 到 的 解 , 即 =" Wa J E 


. T 
fen = Hu; +f J= 0 [Z] l, (8.26) 
н = Ф + ЕЦ. 


Фе = шў - ш. g, ЙОГЕ 


= нел, усло 
[a = нен, ј = 1,2,- [7 |. (8-27) 
во, (初始 误差)， 
由 此 推出 
Геї < ml Пай, j= 12,11. (8-28) 
定义 1 # s 在 一 定 范 数 下 满足 不 等 式 
lel selel Gan, (8-29) 


虽 称 差分 格式 稳定 ,其 中 。 是 与 4、r 无 关 的 常数 ， 
定理 1 差分 格式 (8-25) 稳定 的 充分 必要 条 件 是 存在 !17 h、r 无 关 的 常数 c, 使 
得 对 任何 j(0 < у < [EDA 
IE < e. (8-30) 
若 设 А\ „Аз, *"" „Ам 是 H BJ FEB Р ot H) 表示 Н 91221, WH 
定理 2 差分 格式 (8-25) 稳定 的 必要 条 件 是 : 


оН) = 1+ Oir). (8-31) 
稳定 性 的 这 个 必要 条 件 十 分 重 权 ,在 许 包 情况 下 也 时 充分 条 件 { 如 H 是 正规 矩阵 ; 
HH’ = H` H). 

8.4.2 几 种 常见 格式 的 稳定 性 
1. 显 式 格式 


这 时 Н = А.А 的 特征 值 


А = 1 - абзан 28), 1.2... N - 1 
楼 使 (8-31) Ж ЯН FL 
1 
bs = >° 
注意 到 4 的 对 称 性 ,5 < + 也 是 招式 稳定 的 充分 条 付 . 


2. 隐 式 格式 
这 时 五 = 号 -: ,特征 值 为 
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pi = (1+4мшё(Ж)) , кома. 


无 论 ; 如何 选 取 , 均 有 0 < pp < 1 因此 , 隐 式 格式 是 无 条 件 稳定 的 . 
3. 六 点 格式 
ЖЕН = (I + В) (I + 4), 特 征 值 为 


(1 - 2мзиё{ 2) ) (1 +2һе( 2) ) ， k = 1.2, N - 1. 
不 说 s ШИЯ ,特征 值 均 小 于 1, 因此 ,六 点 格式 恒 稳 定 . 


8.5 ЖУЖАН 
KAREPKE hor -0 时 ,在 一 定 范 数 意 义 下 ,对 什 - -点 (, 门 , 差 分 方程 的 


解 u; 趋向 于 微分 方程 的 解 e(i 六， Ñ 
1. 显 式 格式 
ду = EP PS 满足 的 方程 是 
K = AP; + re, j= 01,10 (8-32) 
pa = 0, 


其 中 Р; = (ра, bzi pW) ё = (ерде рема), 矩阵 A 的 定义 由 
(8-19) 式 给 出 ,e; = Olr + 名) ,由 方程 (8-32) 得 


P; = T А”! е, + Ate, + + Aê; + ерл). (8-33) 
А = .. |: А 一 , = zy BJ 
A | 户外。 = тах leyli Гей = „пек 1 в! О(т + h°), 


lp lla r TANE Neole + КАЙ Hela + + Пе). 
当 0< b < T ПА. = 1, 步 长 比 s = Z = 常数 时 有 


| Pi Паж ў K) = T- Olh), 
Et 0 gjg T: Ar 
l Pij | = HR). . 
若 第 1 边 值 问题 金 解 在 区 域 CG = 10 < < = 1,0 <= : < ТЧЖА 


Tu SE HAO < bs < T За ИЕ. 


Jip 
2. ERRA 
隐 式 格式 的 误差 满足 方程 
Bp =P; + тер ро = 0, 
其 中 吾 由 (8-22) 式 所 定义 , 隐 式 格式 的 截断 误差 6 = О(с + А2). ВУ B ТТЕ, А 
有 
р. = rB le + (B le; + с + (Ве). 


H А, т 081, | B-' |, =< 1. Пе Л + О(т + А2). PE 
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l pal; < rG DNE- Or + kè), 
Hp Nh = 1,s = с/А? = 常数 . 即 得 
| ү. | = Об 用 
“Ж 1 边 值 问题 的 解 在 区 域 C = 10 < x = 1.0 < t= T| REFARIS 
“и CH M| s 如 何 选取 , 隐 式 格式 收敛 


dx or 
3. 六 点 格式 
六 点 格式 的 误差 满足 方程 
(1+ B) ó.: = (IÍ + А)р; + rej, po = 0, 
HP EN - 1 维 单位 矩阵 ,4 MB H (8-19).(8-22) RETE X, е = Olt? А2) E 
六 点 格式 的 截断 误差 , 因 (7 + В) FE, + B) ' (I + A) 的 特征 值 小 于 1, 所 以 


[ (1+ ВРА. 1,8 1а Р О(А20(:2 5 k) БЕ з = 
= 常数 时 ,得 
lp | = ОА), 
六 点 格式 收 伍 ， 
一 维 抛物 型 方程 9 - 6 TE 0 的 差分 格式 如 表 8-1 Вл, Нв > 0 5358, 


pe， = Milj -2щ; + Шуру = r h° . 


Ж} 8-1 
A O | 差分 格式 биик | 稳定 条 件 
《0 йд Hijet = ОФ, ‚+ Ыш; Dra А?) ha t 
(2) аж | щл = + её? ы; ра (тож А?) не 
(3) 六 点 格式 шуа = t+ B Pu + шы) tHig? + к?) їн 
| (4) EER | ош, = шшр + 2 (шл - ja — СЕ + А) Е hi | 
А ‚ша + ша.) _— 1: 人 fr __ 
(5) ДИЯ л, | 3 е. aj- 9 
J hje ‘3 д7 а Dr? + А?) H B 
= Бзд; н 
(б) MERAT | во) (а ра 一 шу) 一 (ш; — шр? 
= bë ш, у {т + А?) н 


= ЖЧ > Ü 
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RRE | ERE 


КҮҮЛҮҮ 
hit 


(8) ЕХ - 
Ж? ДИ; 


1 
Tarje 一 ТИПП. + PAO 一 nio) + 


| + А) Hia 


1 hs А 
СИ 一 Mond = FELLAS + 8р 


Отг + А?) 


ЕЧ 一 上 r-l 十 2&6вёї и, 


ЕЕ Са), (5) „(6),(7) E Ea k 55 E IA АЙН УК IESS H. ВЕНЕ у. fE 
— ЕСЕД ЕЗД, | el < (Heel + Йе, (РЕ 2), Erl e tgh r X X. 


8.6 “一 维 雪 传导 方程 混合 型 问题 的 效 分 近似 
以 下 列 方程 为 例 , 介 绍 二 维 热传导 方程 的 盖 分 格式 . 


设 


Ju _ (ms. Zu) D< x< 1.0 < y< 1, 
д{ Әх? yl D< t< T.b > 0, 
и(х.у„0) = fx, у), Осх=.Олу=&1, 
ualO, y, t?) = piyi), ， {8-34} 
иу) = фу), OSTES ОЕ! ЕТ, 
u(x,0.:) = pixi}, 
ufa, l,i) = gix, г), 
KERAM G = 10 х,у 1,0 t= TARENTAAL УК РЕДОК а(х, yt), 
其 中 让 内 、 册 ,giz 为 已 知 连续 前 数 . 
Ж һу = Ах = (АМ, Ау = Ау = IM, Ar = > 0 RREH 
x = x = lh ir ¿(= 0,6,2, №, 
у=» = Ё, & = 0,1,2, M. 


Ü = x= 1.0 < t! = T, 


ezgai, }=02, [E]. 
RGA D ERRE Ta ey tp EAG k, D LAKRA uli, k Ж 
示 , 近 似 值 记 为 a AES 

д к = шск - 2ш + haso 

ёш + = шір Bily t шу, 

s= rhi, 

зу 二 TAR. 
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现 将 常用 的 一 维 热传导 方程 的 差分 格式 列 于 表 8-2 rh. 


+ 称 


(1) 6 


(2) ERA 


Qy 平均 隐 成 


(4) ЖЕМ 


(5)P-R F = 


DR 格式 


(DE-N t 


(3) 局 部 一 维 


表 8-2 
25 y a ж 


uy = uka + TERA + sabari a) 


uk = uj, + bÚs tti + заде) 


шү = u + б (обі и + эёиш, L) + 


О(т+ ñi + А) 


E (ёш + sadi 


1 | 

Tt - 4) {т> + ы + М) 

= = бзр р шаа шд ,) + ос= =, = 
КАСЫ - шз 和 мою 


изү? = “l, + e+ 
stuig) 

wth и + s+ 
збы) 


Oir? + h? + М) 


ир = da + blait + 
sii р) 
ДЕ і = ш + АСТЫН + зш.) 


= цір + СИ + б") + 
Кайы + + 
оаа - щл) 


ШҮ" = ul, + bs dtf 


z 2 
ui! _ ш, ñ бз? и Обт + hi + А2) 


稳定 条 件 


rg [e] 


稳定 


恒 稳 


ER 


ҥй 


39 
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91 双 曲 型 方程 及 其 定 解 条 件 


3.1.1 一 阶 双 曲 型 方程 的 定 解 问题 


一 阶 双 曲 型 方程 定 解 问题 为 
Qu Ju 
et (9-1) 
uf x0) = ф(х), |x] <+ œ. 
其 解 gx = plx- at, | x |< @,t > О,ТЕЖ И x-: 上 沿 直线 
х-и = с (с) (9-2) 


其 值 保 持 不 变 ., 直 线 (9-2) ШЛЕ. 
如 果 把 初始 条 件 看 作 ! = 0 时 的 * 波 " 形 , 当 a >0 时 , 波 洛 着 + x 方向 传播 ,图 
9-1(а)),{ а < OH EH - х С 9-1(Ь)), AERE. 


图 9-1 
юй [n] ES Jy IR ТЕ Н з |a] СЕ, 则 要 规定 俗 当 的 边界 条 件 . 如 图 
9-1(e),a > 0, 在 1 = 0 时 给 了 初 值 ,要 求 在 1 0,0 < x 声 1 上 的 定 解 . 设 在 左边 
Ж. x = 0 处 给 了 上 & 的 边界 条 件 , 则 由 特征 线 走向 可 知 ,t > 0.0 < x = 1 上 的 解 唯一 
确定 ,在 右边 界 x = 1 处 不 能 再 给 边界 条 任 . 反 之 ,对 a < 0 的 情形 , 则 只 能 在 右边 
界 x = 上 处 给 出 边界 条 件 . 


9.1.2 二 阶 双 曲 型 方程 的 定 解 问题 
1. 方程 


Fu рди 


2 一 а 922 = 0. (9-3) 
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2. 初 始 条 件 
u liao = @(x), 
|= = ф(х). 9-4) 
这 时 有 两 簇 特 征 线 : 
x- a = e 和 х+а = c (crec, WER). 
3. 边界 条 件 


方程 (9-3) 中 含有 = 的 二 阶 导 数 , 定 解 问题 应 在 左右 区 个 边界 上 各 给 个 边界 
条 件 . 委 -个 边界 的 边界 条 件 -- 航 有 三 种 给 法 ， 

第 1 边界 条 件 ”给 定 孙 数值 . 

ЖОН 边界 条 件 ”给 定 导 数值 . 

ЖОШ 边界 条 件 ”给 函 数值 和 导数 值 的 组 合 . 

从 未 能 只 在 -一 个 边界 上 给 出 两 个 条 件 , 这 样 的 边界 条 和 什 是 不 恰当 的 . 
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9.2.1 一 阶 双 曲 型 方程 的 差分 格式 


将 x, 平面 用 两 组 平行 直线 x = ih,t = 产 剖 分 成 矩形 网 格 ,为 空间 步 长 ,r 为 

时 间 步 长 .选用 适当 的 差 商 来 代 普 微 商 ,就 得 到 各 种 不 同 的 基 分 格式 , 现 将 方程 

ñ а 5 = 0 的 各 种 差分 格式 列 于 表 9-1, 其 中 8 = arh, 0 = пд, п 为 任意 实数 . 
表 9-1 


名 


(1) J: ÍR SP. л. pa — Щр + (u. = u) = 0 - l = Ë = Ü 


G =l- A ей) 
(2) EWEA шона шщ. + Bwj- щл) = Ü Оч 8 = 1 
稳定 
= Be) 
(3) Хт шн Шу + бш шн) = 0 | Отк в) Ago 或 gael 
稳定 


= (! + 0-е) 
О(т+^һ)д=-1 或 fet 
稳定 


(4) FERRA 


Wj ОШ, + ЙС уз 一 баа) = 0 
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增长 因子 和 


E | Вай 
| 


G —1-13}зп8 
tiri 


or -一 一 КЕЧА CG 一 一 --- Ка 下 一 一 -一 一 一 


(5) + ЕШ д, i,j ОН, + LONN =- ща) =Ü |O(r + ш 
| 


m аа Be | e = (1 ва). 
(6) Фа азе жыз Ну + 5 Салы waqa) fotra i! G = (Í + ifsinf) 


= 0 x Hf 
ЕЕЕ 一 一 一 一 下 一 一 一 
| a | | 1- ынд 
„p Hg jel А.р + 4 Сш.) 一 biy | А | G = -一 一 
(7) УИ А. | 出 rah )| 1+ Bg 
+ Шш 一 шад) = f) | | 3 
i ! Hë 
р а c- n. F о... 
| | 
8 ш ) = | ñ | 
мА Mije T у + (шла, - мр) | k = 1 Ë tef a N 
t 2i 7 ; 
(lax- Меги) Ë у бе r h ) + Ples -2 ње) 
тх ? ш | 24 б s 0 | | 12151 稳定 
| i 


-二 ala. бзш. 
| G. = – ізн 


(9) RERA fi 2 р + Ваг еа) = Ü ОС x к) + (1 -= P'ai 8 y 


r Ile I, Вад 
НА H e Ра | t 
Hi; КИШИ + нуу} + 


G = созй + ifin 
‹10) {ч pa Bë А, Iligli 


稳定 


Шыр 一 1,3) = 0 


9.22 二 阶 双 出 型 方程 


1. 矩形 网 格 上 二 防 双 曲 型 方程 的 差分 格式 


Fu Pu 
| 一 二 а 一 
Je ° дҳ? 0 
Fu 2 ч 
:+ 6з += Ü 


其 各 种 差分 格式 如 表 9-2 所 示 , 其 中 
бш; у! = Hi <> 一 ща + шу, дш = bay 一 2и + шр, 
а > Ü, b,c > Ü, В = or, б = пћ,а = БУВ, у = e. 


(3) FUE L 


(4) ЛЛА 


91591 数值 分 析 


表 9-2 
差分 格式 


бш, л = ЕЖЕЛИ 


ёш, у 一 іш, .2 


ёё, а = Ё (а, + ёё, ыз) 


ёа; л = (общ, иэ +(1-2е@}- 


ёи, jal + аб) 


Оа ¿G =1 


和 = Ёё а 一 -—‹ Шр 一 


шщ) = CB; + 


(2) Вю 


ы, „а = Ви; je 一 


й 
> (ua 一 ij) = CHi,j+2 


方程 I 
特征 方程 
和 稳定 条 件 
@ + (аат E - 
2.) * G + 1= 0 
Els 1; 焰 定 
4а? у - 


2G +1 =Ü 
HW 


Жн. 25: 


Olr? + h?) 


Olr’ + А?) 
2 у, 
(1+2{@зи > б 一 


О(г? + О 2С + (1 + 2{7зи® E) 


恒 稳 


| 
þa snn —2B , ` 
тае ти 


TETEK EE 
| 2+)6+(@--5-) = 0 


ааг L + E + 


-26+ (1-2) 
=0 ё 
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Hre 


(1 + 2Ёзи? + ++ 


бар = L (Pui 一 ушщ) + 
(3) FABR L (Piu а Yanpi) = |0002 + Аһ) 


5-26 -26+ (1+ 


20. үр ау 
(ua _ ul.) р sin > + 2) = 0 


二 一 


(l+ Z + 408562 + 


2 

(KI -20)B+ y+ 

ч 236 + 408 - 

іш, ыл = (дн, 2 + А + Яя. 

(1 一 26), ja + аёд,) 一 > +1 =Ü 

ола | o 2, 

I C шә 一 ш) 一 Уи; В = Psin F 
0251 144 < о < 1,80 

0 1 

= Ç = 4° 


= lvy | — 4 


2. 初始 条 件 处 理 
ЖРТ РЕ г В ЕТ, ВЕ, ВУ ТЕЕ, 
и = ф(х) Ж 58 = ф(х). 
20 г= 0 


对 第 一 个 初始 条 件 , 用 直接 转移 mo = g. 
对 第 二 个 初始 条 件 ,可 利用 
(1) 向 前 差 南 Wi = р + uh, BRE О(г). 
(2) 中 心 差 商 站 (un - ш.) = 办 ,截断 误差 O. 
公式 中 出 现 了 u -4 要 利用 微分 方程 的 差分 近似 与 初始 杀 件 联 立 来 消去 u,._,. 
mi ”波动 方程 定 解 问题 


Pu _ Fuy 
д? ә ‚4 > 0, 
以 ө = ф(х), 


9ш 1,0 = pCa). 
利用 显 式 格式 得 差分 方程 
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г? 
шым T tig + шул = рэ! рр Щр + w ) 
H: o = 4р 
Hi | a = zr 
e j = 0, 则 有 
2 
有 一 2+ Hi -| 二 yaaa 一 20 + нду}, 
和 初始 条 件 联 立 ,消去 &,_1, 得 
] 2 
ш = L fary, + p Pin 一 2; + P) 一 29; |. 


iH LF B| ih Jb ЖЇН C ЖЕ iqar. HAS pa B tt {Н ЖККУ ЛУ КЕТЕ! 
始 线段 = 0 REET., Ж ИШТ -—#Е Ж. 

3. 边界 条 人 忻 处 理 

基于 边界 条 件 的 差分 近似 , 司 抛 物 型 方程 的 办 法 完全 从, 可 参阅 第 8 Ж. 


03 EX ERMEE 


Ж УР ЧЕК А т *0 人 时 .车 差 分 格式 的 极限 形式 中 微分 方程 ,就 称 该 整 分 
格式 与 微分 方程 相 容 .。 - 

前 面 各 天 中 介绍 的 善 分 格式 , 当 睛 .r x O HJ. AARE E: ps] TE EJ ENTE ЛУ 
微分 方程 相 容 ， 

EX2? 差分 格式 的 依赖 区 域 是 指 当 用 某 - -格式 计算 拒 - 层 主 的 函数 值 时 ， 
所 用 到 的 初 妨 屋 上 网 格 节 点 的 所 在 区 间 . 

依赖 区 域 与 所 用 的 差分 格式 有 关 , 也 和 和 计算 的 时 间 屋 有 大. 

in, HA Ж АТЕВ. PP 点 上 的 函数 值 wp 时 ,如 图 9-244) 要 用 到 初始 线段 ВС 
全 的 网 格 节 点 上 的 值 , pc ВД ЕЛА P IR AIk, 


pd 9-2 
苦 用 中 心 益 旺 式 计 算 P 点 上 的 函数 值 ip .如 图 9-2(b) ,各 用 到 初始 线段 AC Т: 
网 格 节 点 ,因此 ,中 心 差 显 式 在 户 点 的 依 帧 区 域 为 46 ЮРУ. 
从 pisl :条 特征 线 , 设 与 上 = 0364 D á. ШШ 9-2(Ь)›. # Dp кк АСЕ ВЕ 
外 ,说 明 莽 分 覆 式 的 依 球 区 域 不 包含 加 ,因此 , pA 线段 上 初始 值 的 变化 对 用 差分 格 
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定理 1 (HFIBB - 弗 里 德里 希 斯 - $U28(Courant-Friedrir'hs-Lewy) 条 件 ) 差分 格式 
收 全 的 必要 条 件 是 差分 格式 的 依赖 区 域 包 含 微分 方程 的 依赖 区 域 . 柯 朗 - Зр Е 
里 希 斯 - 列 维 条 件 简称 柯 朗 条 人 忻 或 CFL ЯЕ. 

例如 当 a 0 时 , 左 偏 显 式 的 柯 朗 条 和 件 是 

O = ага h; 
rB Ly 3 W yK BJ] BH 2 ЕЗ, 
- h = Qr = h. 

定理 2 (拉克 斯 (jax) 等 价 定理 ) 给 定 一 个 送 定 的 线性 微分 方程 初 值 问 题 
和 它 的 -… 个 满足 相 容 性 的 差分 格式 , 则 差分 格式 的 稳 特 :性 是 保证 收 全 的 充 要 条 
件 . 

该 定理 说 明 ,在 一 定 条 什 下 ,差分 格式 稳定 的 结论 等 价 于 该 略 式 的 收 和 化 性 . 因 
此 ,下 面 只 说 明 差 分 格式 的 稳定 条 件 . 

AEN Foune) 方法 是 分 析 初 值 问题 稳定 性 的 一 种 前 用 方法 .下 面 以 右 仿 显 
式 

Hird у Ошу - шщ) = 0, B= orah 

为 例 , 说 明 用 傅 里 叶 方 法 分 析 称 定性 的 过 程 . 

设 只 在 初始 值 ЧЕ 上 有 误差 а, EA 

(ш+ Е) ро = uka + 6,05 

АНЛАУ ЧЕ. ; EARE ej BI 


(м + ЄЎ; = ЧЕ; + З 


误 莽 满足 的 方程 为 
Екы — Sk. — P Enj 663) = 0. (9-5) 
(1) 假设 误差 方程 (9-5) 的 解 是 谐 波 形式 
epy = Ge (n 为 任意 实数 )， (9-б) 


其 中 СЭ, n 为 频率 . 
(2) 将 (9-6) 式 代 人 (9-5) 式 并 消去 公 因 于 G es ЕЖ А] х, = КА, х = 
(К+ 1) 二 ,得 到 差分 格式 的 特征 方程 


(G - b) - Ве _ 1) = 0. (9-7) 
(3) 由 (9-7) 式 算出 增长 因子 Ç 
G = G(n) = (1 ~ 283іт m) + i(28sin P оов 在) (9-8) 


(4) 由 于 初 逮 误 差 可 以 表示 为 不 则 频率 的 谐 波 的 个 加 .并且 由 于 计算 中 舍 人 
误差 的 随机 性 ,应 该 认为 所 有 以 л 为 频率 的 谐 波 分 量 玫 村 能 出 班 ,因此 ,数值 稳定 
的 条 件 是 

i Gla 1+ 07), 1—89 a,0 < Z = T. (9.9) 

(5) 从 (9-8) 式 容易 推出 . 若 w > 0, -1< 有 <D0 则 有 121<s1. 这 就 是 右 搞 
格式 的 稳定 条 件 . 

用 辣 祥 方法 可 以 导出 表 9-1 和 表 9-2 中 各 种 格式 的 特征 方程 .增长 因子 和 稳定 
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条 件 . 

博 里 叶 方 法 原则 上 虽 只 适用 于 线性 常 系数 方程 ,但 可 以 适当 推广 到 变 系数 以 
及 非 线性 的 情形 . 对 变 系 数 问 题 ,要 假定 在 一 个 小 区 间 上 不 你 ,再 在 小 区 间 上 用 傅 
里 叶 方 法 .对 非 线 性 癌 题 则 要 逐 鼎 线性 化 .此 外 , 因 考 虐 初 值 问题 , 所 以 没有 考虑 边 
界 条 件 的 影响 . 若 用 人 情 里 叶 方法 讨论 混合 型 问题 , 则 要 注意 边界 条 件 , 有 时 边界 条 
件 趟 影响 稳定 性 的 基本 结论 . 


оа 对流 - 扩散 方程 的 差分 格式 及 稳定 条 件 


对 流 - 扩散 方程 
2 
-b=0, р > 0. (9-10) 


和 前 面 一 样 建 立 差分 格式 , 仿 取 А 为 空间 步 长 ,r 为 时 间 步 长 .选用 适当 的 差 商 来 
代 蔡 微 商 ,就 得 到 各 种 差分 格式 如 表 9-3 所 示 ,其 中 
дщ; = щу, - Žij + ща 


称 — .. е —————————— 

С = 1-0 (28-а): (1 
созё) 一 азаб 

0= 25-а 1, 


шн шр + абшар а) - 


Вб; = 0 


О(г + А) 


Оќт+ h) 
ПЕСИК, Ole + А) 
T 
Вёш, ja = 0 
tbi jl — thy + «Си, 1 一 
(4) дв i О(т+А) 
шд) 一 Ёш, jai = 0 


1) ARRA 


. а? 

JE og 1! 
G= 1-28 +а) * (1 - 
coa) – iaging 

Ü = 28 +a 1, 


шы ар + alni. - шщ} - 


{2) 左 偏 显 式 Вб, = 0 


а? 
Но al =! 
C= (1+ (28-а) + íl- 
соа@) + іааіп@)-! 
`š 28-a =-1 
或 20 - a > 0 


C = il+ (28 +a). (1 — 
сов) + iasin0)-t 

М 2+ач-1 

或 28 +а з 0 


AO A 


ч СА ОЧ p L b = 
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续 表 
截断 误差 | “增长 因子 和 稳定 性 条 件 _ 


Ç = 1-28(1 -easg) - 


(S) ih L Ж ijel — Чу + EALAN 一 izsin0) 


- OQ(r + А2) 
s ЖП, 一 EHTA = Ü | 28 = EiT = Í 
ааа G = {1 + 28(1 - cos?) + 
(6) = Ë ktl НЕП 2 к, jel Olr + А?) insint}! 
шлу? 一 ёш, 1 = Ü не 
КЫ | G = (1 - В+ ped 
Ë 
Шужа Ш 79 (іш, ыт 一 | iS sin) -l+ p- 
7 э] 
D PIRR б) + а eje ша + OUT t EO peoa + i- sind) 
вар ш.) = 0 | 918 
G< (+28). 
(8) 拉克 斯 ` Шар Bi; + (шз; ш | ( : WASA 
温 得 罗 夫 aè OGAY) ано | 
HA ti-i) — CI + Bö = 0 | о" a 
шыт шу + абша ы - OL? + h?) | п Ми т бн | 
(9) SERA шла) — 20 (шан - 002) | МР ` 
Wi j2 Ш.р + lipije) = 0 № | I lal<1 
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1 S 


数值 代数 的 基本 问题 是 数值 求解 线性 代数 方程 组 
Ах = Ё, 
НИЕ PER EF AE [Н a] 155 
Ах = Ах. 
И] ж АК ж ТЕ ҢИЛ. RA a ЕЕ ty T ЖЕГЕ ЇР] ЖЕ ЖЕБЕШ {ЕД ЗЕРНА [О ДЕ, Ж И 
是 前 者 , ЕНЕЛ A ЗАЗА УЕ ВУ p] ЕД АЕ ЕН). П Н ТЕЛ {Ж f, TF, E ke 
是 大 规模 和 稀 朴 的 . 
这 类 问题 看 直 米 似乎 简单 ,但 在 实际 工作 中 ,很 多 问题 其 本 质 的 难点 常常 是 如 
{ДТ е ЕНУ t ,选择 适当 的 算法 , 运 诈 人 台 适 的 软件 去 育 效 地 解决 这 类 问题 . 
本 篇 通过 古典 算法 的 研究 ,力图 体现 求解 这 类 问题 算法 的 基本 思想 :同时 从 实 
用 出 发 ,介绍 近 十 几 年 来 发 展 成 熟 并 得 到 广泛 应 用 的 若 上 小 新 方法 . 


1 求解 线性 代数 方程 组 的 经 典 算法 


数值 求解 线性 代数 方程 组 的 方法 КОЛАК К EB ЖИЕ {КЕЛЕ КЖ. ВТ 
谓 直接 法 是 指 , 假 设计 算 中 没有 舍 人 误差 ,经 过 有 限 次 算术 运算 能 给 出 问题 精确 解 
的 数值 方法 .对 中 小 规模 的 问题 ,这 类 方法 很 有 效 ,而 对 人 规模 的 问题 ,更 过 的 要 依 
TARE. 
直接 法 过 是 基于 如 下 这 个 简单 而 又 直观 的 事实 :对 于 线性 方程 组 
Rx = Ë , ( ] - 1) 
如 果 系 数 矩 阵 R 是 上 上 三角 或 者 下 三 角 的 , 则 方程 的 解 马 上 就 可 以 得 到 .例如 R iÈ 
上 三 角 的 ,方程 (1-1) 即 为 
Tyt + у + """ + TI X = bjs 
уух + ``" trina = bn. 


Fan = ба, 
пење kR HAREE ТЫ = 0, k = 1 ,2,…,n, 就 可 以 依次 求 出 Жаз Frl’ 
х1. 


АЕ, НА ЛН ДЕТЕ ТЕТЕ СЛ ЕЕ 3 2 38: Ли = 
角 ( 或 下 三 角 ) 形式 求解 . 
1.1 高 斯 消去 法 与 LU 分 解 


考虑 一 般 的 线性 代数 方程 组 
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Ах = b, (1-2) 
НЧЕ 4 是 林道 的 .(1-2) 的 分 量 形 式 为 
Aiti + GX, + + аа, = б. 
ati + 6р + + = bas 


"жаат 


Anty F Пу) + 二 an = bpe 
1.1.1 高 斯 请 去 法 


НТА п] 0, й ац. Ë = 1,2, n, EDA PAS F В аң PRIR ШВ ЖН 
元 为 


аур f QX, + ` + арыл = bí, 


аў}! х, + + afle, = Б, 
aay а = В. 
其 中 ap = ayj- іа Ы = b; - L bi, l = deans 


1 = 2.3," . n, j= 2. n. 
ЖАНТА E а.к = 2, wm 中 至 少 有 - -个 非 零 , 设 ab) 关 0, 可 以 进行 类 
ЮН Н ас. ei k o- 工 次 消 元 后 的 结果 为 
anty +a 十 “十 Atk Ut + ata = by 
) (1) -. ыо, 


1 А 
аз) x, + С „ех, + `` + fin Xn 


1-3 
а, + ``" + а\ Dx = brO, ‹ ) 


ad x+ + al i | - БИ, 
а) ¿ 0, 第 上 次 消 元 可 以 将 后 面 a -个 方程 中 的 x 项 消去 .所 以 经 过 一 
次 的 消 元 得 


A т ашр + jn = b| + 
L) {15 
Я коз ваха = 85, 


"r+... 


这 就 得 到 “个 与 原 方程 组 (1-2) 6400 ЕСИН HH a = apb = bpi, 
了 = 1.2," ni, 


k) {А-1 А-1) {k (k-1) k- l) 一 上 由 _ 


Ё = 1 .2 下 一 1， i, J = k + 1,- . n. (1-5) 
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1.1.2 ”矩阵 的 LU 分 解 


记 消 元 后 线性 方程 组 41.4) ARRERA U, Ch AEEA W. iden К 
ya kB 


L = А {з 1 


l ho Fa с 1 
则 方程 组 (1-2) PJ SA SERBE А 有 
А = LU, 
PRK ЗЕРЕ 4 的 上 LU 分 解 .这 时 求解 方程 组 (1-2) 等 价 ГОЯ ТРТ СЫНА 
的 方程 组 ; 
Ly = b, Ux = y. 
这 与 高 斯 消去 法 是 等 价 的 . 
1.1.3 $) 
必须 注意 的 是 ,计算 机 的 运算 是 有 限 字 长 的 ,这 对 算法 会 有 很 大 影 呈 .如 考虑 
FRH 
оа + x; = 1, 


X(+ x, = 2, 


用 高 斯 消去 法 消 元 一 次 得 到 


人 +X, =}, 
(1 -100z =2-1@. 
由 此 可 得 方程 组 的 解 
ow 
0 


假设 在 一 台 计算 机 上 求解 上 述 方程 ,该 计算 机 浮 点 数 集 为 十 进 制 且 尾数 长 度 为 3， 
则 上 述 方 程 在 计算 机 中 的 形式 为 
0. 100E - 3 ху + 0.100Е1 x; = 0. МОЕ], 
0. 100E1 xı + 0.100Е1 x; = 0. 200Е1. 
仍然 用 第 一 个 方程 消去 第 二 个 方程 中 的 x 项 ,这 时 第 一 个 方程 变 成 
(0. 100Е5 - 0.100F1)x, = (0. 100E5 – 0.200Е1), 


由 浮 点 数 的 运算 规则 ,上 述 方 程 为 

0. 100Е5 x, = 0.100ЕЗ, 
由 此 得 到 Жу = 1, x4 = 0. 
星 然 这 根本 不 是 原 方程 的 解 . 


如 果 用 第 二 个 方程 消去 第 一 个 方程 中 会 x| 的 项 ,消去 的 结果 为 
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[° 100E1 ху +0.100E1 x; = 0.200Е1, 
0. 100E1 x; = 0.100EI, 
由 此 得 到 的 计算 解 为 x, = 1,x! = 1. 可 见得 到 了 原 方程 解 的 很 好 的 近似 ， 


1.1.4 主 元 素 商 斯 消去 法 


前 面 的 高 斯 消去 法 第 上 步 要 求 e 人 此 -D x 0, 该 元 素 称 为 第 上 步 的 主 元 素 . 在 消去 
过 程 中 即使 а „ 0, 车 纪 对 值 比较 小 ,也 会 因 用 它 作 除 数 引起 会 人 误差 的 急剧 
增长 ， 

二 元 素 消 去 法 是 对 高 斯 消去 法 的 改进 и" k REDEK 


а4-0 |, 
对 换 第 上 个 方程 和 关 方程 后 再 执行 前 六 如 果 记 
初等 年 阵 


Plij) = КО (1-6) 


WA ERAAN РАЛЕ ВО РЕ 05 
РА = LU. 
MAREEA 


|4 |= max |айу?|. 


则 称 消 去 法 为 全 主 元 高 斯 消去 法 . 它 所 对 虚 的 矩阵 分 解 则 为 

PAQ = LU, 
其 中 矩阵 p ЯПО 是 一 系列 形 如 矩阵 (1-6) 的 乘积 . 注意 到 ,全 卡 元 消去 法 不 仅 要 对 
挽 方程 次 序 ,还 要 交换 未 知 数 的 位 置 . 


1.1.5 *F#kjE £ EBE 65 3 9] 38 38 2 88 


WE n VH EA 是 对 称 正 定 的 , 则 A 有 如 下 的 分 解 ， 
А = EDL", (1-7) 
Жн DERAPE, L Rn r F = АЕ БЕ. НРА ДЕЕ, ПУ D ЙЧ МС 
索 都 是 正 的 . 记 嘱 的 对 前 元 束 为 由 ,由 :三 , 则 
D = рірї, 
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其 中 


Шу 
ШЖ (1-7) 式 得 到 
A = (ID XID} Y.. 
可 见 , 当 4 ЖОЕ, WEEE HHT AERA FEAE L, M: 
得 
A= МЛ. (1-8) 
(1-8) 式 称 为 4 B) РИТ ЖЕ (Cholesky) 分 解 .所 以 求解 以 4 ЖЕРЕН ИЕК 
方程 组 ,可 以 通过 顺序 求解 
Ly = b, ІЛх = у 
得 到 . 


1.1.6 算法 的 计算 复杂 度 
E 4 是 #4 阶 非 奇异 矩阵 , 则 高 斯 消去 法 求解 方程 组 (1-2) 需要 计算 
RRM: nA лг n/3 = + 


WMR: nin - 12n + 5)/6 = La, 
列 主 元 高 斯 消去 法 还 需要 额外 计算 
逻辑 运算 次 数 :n(n - 1)/2; 
全 主 元 高 斯 消去 法 需要 计算 
逻辑 运算 次 数 :nfa - 1)(2л - 1)⁄6. 


1.2 ”矩阵 条 件数 与 消去 法 增长 因 于 


1.2.1 QERA 


空间 R" 中 向 量 x 的 范 数 Il ,是 一 个 实 值 函数 , 它 满足 如 下 的 条 件 : 
Ë 对 所 有 的 #* C Ra ,都 有 | >| ss 0. 而 且 当 且 仅 当 x = 0 时 ,| x! = 0: 
2 对 任意 的 ERA x € Rn ,都 有 
[ох 1 = Тет іх 1; 
T 对 所 有 的 Y.y € К", В 
{х+у glxi + zl 
记 x =(x Xa XI) C К^, АУЕ 


2- 范 数 : x Ú; (Xix 2) 2, 
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1- 范 数 :xh = Буран 
со - 范 数 . | x l< = mac 1 xl. 
E - 般 的 有 p 范 数 
|x], = {Xi a)". 


1.2.2 Ж 


ЕЁ: А € В" 的 范 数 | a |р ЕА F 85 РЕ: 
l° 对 所 有 的 4 E Rn ,都 有 | 41 0. ЧАЇ ЧА ВЕН S Hall = 


0; 
对 任意 的 a C 及 及 任意 的 4 € R"**, 都 有 
[24 1 =le 1 Jal; 
也 对 任意 的 4 B € R"*", 有 
1А + 81 = lal + Í| Bi; 


4 对 任意 的 4 € R”, RB C Rr п ,都 有 
ПАВ = 1А1 181. 
ЖЕНЕ RAEE ле азан. 
п Br AREA, BREIE Als Azt An M 
PA) = тах | À; i 
ВЕРЕ 4 MWE., 对 任意 的 ж, 都 有 
(А) = lAl. 
男 上 方面 对 任意 的 。 > 0, 都 存在 -一 种 范 数 | ， Су е 有 关 ) ,使 担 
А. бА) + є. 
设 4 = 【a ЈНА k W Н 
2- W: |А 1; = (САТА); 


ГВ ГА Ii = mox оу 


о. 范 数 :| 4 1. = лах У ву! | 
它们 分 别 与 相应 向 量 范 数 相 客 , 即 


Ах |, = lal xl S. +s = 1,2,%. 
TERE 种 向 量 范 数 1 - |1,40 FÁ KA 
l Al = пах ТАКТ. 


Aih Т ВВЕ, Вк AETR, 也 称 为 该 向 量 范 数 的 诱导 范 数 或 导出 范 
数 .年 阵 的 2- 范 数 .1- 范 数 和 = - 范 数 ,就 分 别 是 由 相应 的 向 其 范 数 诱导 出 来 的 . 
值得 注意 的 是 , 不 是 算 子 范 数 的 矩阵 范 数 也 是 存在 的 , 例如 , 下 面 著名 的 


1 RRRA ВЕНЕ fi Wa. 。81 ° 


Frobenius 范 数 就 不 能 由 人 在 何 一 种 向 量 范 数 导出 . 
l A r= (XX i a). 
1.2.3 ЖАА. 


假设 A 为 n ВЗЕН , ШЕ: 
сопібА) = ТАН А! 
JIER A 的 条 件数 . 若 cond A) 1, 及 是 坏 条 人 忻 的 成 病态 的 . 
25 F kh |Ë 


l i 
A = [| бооп” 
它 的 道 短 阵 为 
| 10001 - 10000 
A = [ою ОООО ` 
于 是 有 
сопйы(А) = |a f. FA lI. = 20001 x 2.0001 = 40004.001, 
所 以 А 是 病态 的 . 希 尔 伯 特 和 矩阵 


= 
l 
6 м | 
上 | 一 Lo — 


是 典型 的 坏 条 人 忻 距 阵 ， 
1.2.4 Жа ЛЕ 


ух Жж 8:3: іои ДУ p| Ж Ау а АА АЕ, 观测 有 误差 ,计算 也 会 有 误 
ЗЕ. ЭЕ) ОАЕ ЕН EFREM AEDE 


[> soor] А] 7 | oo 
EHRE r = (1,11. H LER EHSA 


2 6 21 8 
2 5.09999] [ ү. = [s ool: 
这 时 方程 的 解 为 * = (10, - 2)7. 这 表明 估计 解 的 误差 是 十 分 重要 的 . 
假设 线性 方程 组 (1-2) HERRERA НАГ А5 ЗА 和 让 ,由 此 引起 解 的 
TES 5x, 则 
‹А+8А)(х+бх) = b + b. 
ШЖ 4 是 订 道 矩阵 ,向量 b => 0 B 1А 1 1А || < т, Я] 
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Jax] ожа) ү 1А] ә 
[=] * [4-1 | ат! Jal * H bl ). 


对 于 确定 的 相对 误差 salli ANA bl I 5 mR condi A) ЁЛ, ЖЕД 
确保 解 的 误差 jx] Z] xl 比较 小 ;如 果 cond( A) 很 大 , 解 的 误差 就 可 能 很 大 -所 
以 comd(4) 刻 刘 了 方程 解 对 原始 数据 变化 的 敏感 程度 ， 


实际 计算 中 如 下 的 估计 更 有 意义 , 设 y 是 方程 组 (1-2) 的 计算 解 , 则 


r= Б – Ах 
KARE E 4 可 逆 ,b 0 ШЖ 


1 үг _[|х-х| rl 
са sl < Nii < А) yT: 
上 述 结果 给 出 了 方程 组 计算 解 的 误差 界 .在 4 的 条 件数 已 知 (或 有 较 好 估计 ) 时 ， 


该 误差 界 有 是 可 以 计算 的 ,这 可 以 帮助 我 们 分 析 计 算 解 的 可 靠 程 麻 ， 
1.2.5 消去 法 的 增长 因子 


假设 方程 组 (1-2) 的 计算 解 是 * , 它 可 以 看 成 是 如 下 方程 的 精确 解 : 


(А + Е) х =b. 
基于 这 一 点 可 以 给 出 消去 法 的 向 后 误差 估计 : 
desele < 4п?сопё„ (A )p e, (1-9) 
其 中 x 为 方程 组 (1-2) 的 精确 解 ,e TL BESLER ЕЛАН. о 称 为 请 去 法 的 增长 因 
子 , 它 定 习 为 
тах | аў? | 
p = max | арі" 
这 里 的 a 是 矩阵 4 АЈ, а ЖА Е ИЙЛА. 
消去 法 的 向 后 误差 估计 (1-9) 式 表明 ,消去 法 的 误差 与 增长 因子 的 大 小 有 密 
切 关 系 .在 其 它 因 素 不 变 的 前 提 下 ,增长 因子 越 大 ,数值 方法 的 误差 可 能 越 大 ， 
对 列 主 元 高 斯 消去 法 ， 
р = grl, 
而 且 这 个 上 界 是 可 以 达到 的 .出 如 ,对 
1 1 
-1 1 1 
4=| -1 -1 1 1 


-i 1 -1 — 1 
对 全 主 元 高 斯 消去 法 , 则 有 
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它 在 量 级 上 要 比 列 主 元 方法 小 . 

上 述 增 长 因子 的 上 界 都 是 指数 型 的 ,特别 是 列 主 元 商 斯 消去 法 , 确 有 个 别 问题 
的 增长 因子 能 达到 这 个 界 , 但 一 般 来 讲 ,增长 因子 的 上 界 估 计 是 十 分 保守 的 .在 实 
际 应 用 中 , 列 主 元 的 高 斯 消去 法 是 常用 的 ,而 且 通 常 是 可 第 的 . 这 个 问题 困扰 了 人 
们 很 长 时 间 ,近来 得 到 了 在 统计 平均 意义 下 高 斯 消去 法 增长 因子 的 分 析 . 全 主 元 消 
去 法 的 统计 平均 增长 因 于 约 为 na, 而 列 主 元 高 斯 消去 法 仪 有 m .这 从 一 个 侧面 
说 明 高 斯 消去 法 在 统计 平均 意义 下 是 可 靠 的 . 


1.2.6 矩阵 条 件数 的 估计 


前 面 几 节 的 分 析 表 明 ,了解 一 个 第 阵 的 条 件数 可 以 帮助 我 们 研究 计算 解 的 可 
信 程 度 . 通 过 直接 计算 4 -' 从 而 计算 它 的 条 件数 是 然 不 可 行 , 只 要 能 较 好 地 估计 它 
就 可 以 了 . 

考虑 方程 Ах = b. А 是 可 道 的 , 则 

x = A-!b. 
两 边 取 范 数 ,得 到 
lxl = ТА?Ы Е < ТАТ lg. 

所 以 只 要 b 0. ВЕ 


Па = H, 
Hz ЕЕС pt) {ЦУНУ EJ x 有 


tp) 
ПА! [| = max |x 
Іра | 


pir? | ' 
将 А 的 条 件数 的 估计 值 取 为 
солад) ПАЇ: тах ZL 


а Б 
这 是 许多 现行 软件 中 提供 第 阵 条 件数 估计 的 方法 ,通过 对 上 的 适当 选取 ,可 以 给 出 
ФЕ ЕЖЕ ПЫ ИЕ {И iF. 


1.3 QR 算法 


在 线性 方程 组 的 直接 方法 中 ,QR ЖЕ ҤЕ I WH W = А ni SR FE SE М КЖ 
点 ,同时 QR 方法 所 需 计 算 量 也 高 于 高 斯 消去 法 .所 谓 OR AEETI QR 分 
解 ,这 种 矩阵 分 解 很 重 识 ,在 特征 秆 的 计算 中 还 会 用 到 ， 


1.3.1 Æi QR 分 解 


-… 个 方 阵 可 以 被 分 解 为 一 个 下 三 角 惩 阵 和 一 个 上 半角 矩 竹 的 乘积 ,这 是 矩阵 
的 EL 分 解 . 矩 阵 的 CR 分解 是 指 它 可 以 分 解 为 一 个 正 交 村 阵 和 一 个 上 三 角 抵 和 噬 的 
乘积 , 即 
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А = QR. (1-10) 
Н Q ЕЖЕ „К РВЕ. 
给 出 答 阵 OR WJ TAEA, x КЕ yr ЕЗ КИЛ ЖЕ H Æ 8348 (Householder) 
方法 .对 任意 单位 长 度 的 a PRI н (Вр wtw = 1) ЕЕЕ 


P = L 2w" 
-E E. F 26). Ú A = lalana НХ 
wy = plan 一 sir Qy U a YU, 
. Tx 1 
Hp $1 = ` (ад )? 2 Hi = 一 a. 
! 全 " } v sils — пц) 
是 应 验证 
„афо ор 
í ... I) 
А'!! = С 1, - 2w wl) A = 0 92 аў, . 
о шр а 
ЕТА 
W, = PALF а) 一 sa aii pe, ауу, 
HF 


= NY 1212 1 _ o l — . 
5+ = h a " = —— — 
> { < В } ГАР: WEIN s — ati) 


НР) = ¿ - 20259! DJ 


51 x 
0 $7 

А) 一 РА -= POPUA = 0 0 ‚ x 
Ü Ü ++ x 


继续 这 -过程 , 最 终 就 得 着 
R = P : D pir n... p' p'a 
是 上 : O AER H FS T Р 都 基 正 交 的 ,所 以 
0 = pir p(n-21... p (2) Pr 
也 是 正 交 的 .注意 到 对 任意 的 正 交 算 阵 0AA g = Q@'. РЕЯ] А 的 OR 分解 
(1-10) 式 
1.3.2 求解 线性 方程 组 的 QR 算法 
考虑 线性 方程 组 Ах = .假设 系数 矩阵 A 有 QR 分解 (1-10), 则 有 
ORx = b. 


注意 到 ОТО = 了 .所 以 得 知 
Rx = ОТЬ. 
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而 这 是 “个 易于 求解 的 上 三 角 方 程 组 ， 
1.4 ИКЕ ДКВС: 


D BRER R H 
Ах = b, х.ЁЄ К". (1-11) 
它 总 可 以 等 价 地 写成 
x= Bx +f, rfeR'. (1-12) 
给 定 初始 向 量 хо C R", 即 可 以 构造 迭代 法 
х0 Br уу, k= 04.2o, (1-13) 


其 中 的 B c R 称 为 选 代 矩 阵 . 
ШЖК Де (1-13) 生成 的 序列 |x#t5 ЖЕНА, ЖШ ЕЕ ЕЙ. [ЫШ 
lim к = к, 
则 x* 满足 方程 组 (1-12). 由 于 (1-12) 式 与 (1.1) 式 是 等 价 的 ,所 以 x" 满足 原 方 
#ФЁҢ (1-11). ERARO- 收 襄 的 充分 必要 条 件 是 
СВ) < 1. 
HENRETTE REGAR РЕ EE КЕ НК НУР ЕО ФО), -EA 
(В) = IBI], 
所 以 [В| < 1+5&Ж{ Ду (1-13) КЖЕ ЕЙ. ii H. 


k | 
|| xt С < TIT hr ol, (1-14) 
П хб р < El рне уез, (1-15) 


(1-14) AA НАЗ КРЕ АЕ А At. | B | RRE, att ү 
得 越 快 ;it1-15) 式 则 可 以 作为 停止 计算 的 准则 之 一 , 它 表 时 | B81 < 1 但 不 很 接近 
1 HJ, Н EHRE x 2) х ОЯ, хо CG, rs т“ 很 好 的 近似 了 . 
1.4.1 和 雅 可 比方 法 
Hep {НЕЕ 
B = I-D'!A, f = р-Б, 
便 得 到 雅 可 比 [Jacobi} 方法 ,其 中 


€u dz | Tı 0 
dya бу © @&) T 
А = А + и Ы Р = . * 
` 0 ам 


Tal йл; ` “tan 
T u] IL r zk IWJ pr BE JE z A 
een = Lea- Zah), {= 1.2. n, (1-16) 
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所 以 ,对 基 个 问题 , 蕉 可 比方 法 妆 敏 的 充 要 条 件 是 
pT- D-!A) < 1. 


1.4.2 高 斯 - 塞 德尔 方法 


在 雅 可 比方 法 中 ,如 果 每 步 迭 代 是 按 zf — x 一 … 一 x59 的 顺序 计算 的 ， 
则 更 新 第 i 个 分 量 时 ,前 -1 个 分 量 已 被 更 新 过 了 ,所 以 (16) 式 可 以 改进 为 


1—1 n 
rD = Lin _ 人 Pa _ > at). 
f i +1 


这 便 得 到 高 斯 - 塞 德尔 (Seidel) 方法 .将 它 写成 (1_13) 式 的 形式 即 为 
xt DD 4 Ср L'h. 


其 中 
0 0 Ü аз ыз 7 е. 
ay 0 0 ев Tin 
- L =| ay ау - U = 
: . 0 
Gn Goo 0 0 


А Ж РЕА АЕ LEERE A = Lagla WM 
Га і> Хуба, is 1,2, 
则 称 4 是 严格 对 角 占 优 的 . ВАРЕН ЙЫ аон EAR 
可 比方 法 和 高 斯 - 塞 德尔 方法 都 是 收 伍 的 ， 
1.4.3” 超 松弛 方法 


假设 x) 是 第 大 步 的 夺 代 值 , 超 松弛 方法 以 x 为 初 值 进行 一 步 高 斯 - 3:48 
RER, F 


i-L п 
x (80 — 2.06 Хаё _ Dagf”), i = 1.2, n. 
н jal Im (+! 
Ж k + 1 步 的 超 松弛 选 代 取 为 
KD wD (1 x, (1-17) 


其 中 心 称 为 松弛 参数 .将 它 写 成 矩阵 形式 为 
x +U) _ (D - oL) oU +) Dr + (р-а). 
АХА АК РЕН 
B. =(D - оі) (oU + (1-6) 0). 
Y w = 1 时 {1-17) 式 就 是 商 斯 - 塞 德 尔 方法 ,所 以 超 松弛 方法 ( 亦 称 SOR 方法 ) 是 
高 斯 - 塞 德 尔 方法 的 加 速 与 推广 . 超 松 弛 方法 的 关键 是 如 何 选择 合 (t-417) 式 收敛 
得 更 快 的 松弛 参数 w. 
使 得 超 松 弛 方法 收 人 证 ,w 必须 满足 
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O < о < 2. 
对 请 足 特 殊 人 性 质 的 系数 矩阵 ,可 以 分 析 最 佳 松 弛 因子 的 选取 问题 , 即 寻找 使 p. 的 
谱 半 稳 达 到 最 小 的 松弛 因子 w. 


1.4.4 分 块 迁 懂 法 
在 实际 问题 中 ,所 要 求解 的 问题 常常 有 自然 的 分 块 形式 ,如 分 抉 带 状 等 . 设 
Ап Ар 7 Аш 
Am Аа "` Ал 


其 中 A. Жл, АУРЕ ПВ n + 本 + 和 + л, = n. lD 
А = Dy 一 Ls — Us, 


其 中 
D = diagt А, „Аз, с „Ая ) > 


Ü 0 A. ` Aim 
Аз 0 0 `, : 

Ln = | : +. -， | Upg = | ., А | 
Ani ii Аме m-i 0 9 


E nh, C R%,k = 1,2, 由, 则 求解 线性 代数 方程 组 Ar = b BJ Yin НК, 
为 


4 = ф; – > rie, i = 1,2,5, m 
SRI - BERARI 。 
Аң xiin) = b; 24 xD _ Èa xP, i = 1,2.,--- т 
类 似 地 可 以 给 出 分 块 超 松弛 (BSOR) Tre. 


1.5 ”和 邱 阵 求 逆 与 行列 式 求 值 


这 两 者 通常 都 是 矩 阵 分 解 的 副 产 遇 ， 
1.5.1 AES R ig 
假设 4 是 可 道 的 , 记 A 如 下 按 列 分 块 : 
А”! = (gga ga) 


由 于 |AA = i, RÄ 
Ag; = ё, i= 1.2, .n, (1-18) 


其 中 e 为 第 ;i 个 分 量 为 1 其 余 分 量 为 零 的 n 维 单位 向 量 . 利 用 4 B) LU 分解 或 QR 
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分 解 都 可 以 较 容易 地 解 出 {1-18) 式 中 的 gi = 1,2,…,n. 
应 当 指 出 的 是 ,计算 逆 矩 阵 的 计算 代价 是 比较 高 的 ,除非 特别 必要 外 ,应 当 尽 
可 能 避免 


1.5.2 FAREI 


BEER 4 £ LU ЛИ. 
从 而 有 А = LU, 
del A) = deu L)de(( U). 
由 于 上 是 单位 下 三 角 的 ,所 以 de( L) = 1 而 区 是 上 三 角 的 , 它 的 行列 式 值 只 是 其 
对 角 元 素 的 乘积 . 
如 果 是 在 求解 线性 方程 组 的 同时 计算 系数 矩阵 的 行列 式 值 , 则 其 代价 很 小 , 例 
如 用 高 斯 列 主 元 消去 法 求解 方程 组 , 它 等 价 于 
PA = LU, 
P 的 行列 式 很 易 求 得 ,所 以 很 易于 求 得 A 的 行列 式 ， 
对 一 些 特殊 问题 ,如 对 称 正定 系 阵 ,有 一 些 更 有 效 的 特殊 算法 ， 


2 求解 大 型 稀疏 问题 的 直接 法 


计算 机 的 处 理 能 力 和 运算 巡 度 在 不 断 增长 ,但 与 此 同时 乱 阵 规模 的 增长 似乎 
更 快 .加 世纪 负 年 代 末 阶 数 为 10000 的 线性 方程 组 已 属相 当 大 规模 ,而 今天 它 已 是 
一 般 通 用 软件 很 容易 处 理 的 问题 . 稀 朴 算 涟 是 指 其 大 部 分 的 元 素 均 为 零 的 集 阵 .如 
何 具体 描述 “ 零 元 紊 很 多 ”, 则 有 许多 不 同 的 定义 ,如 “ 非 零 元 素 不 超过 5 w”, “每 行 
上 的 非 堆 元素 不 超过 10 个 ",“ 当 n 很 大 时 , 非 圭 元 素 的 个 数 与 a 同 阶 ”等 等 .但 这 
些 都 是 比较 表面 化 的 .这 一 概念 的 根本 点 应 当 是 : 当 值 得 通过 考 虐 大 量 存在 的 零 元 
素 而 获得 明显 利益 时 ,这 祥 的 矩阵 就 是 稀疏 的 .这 里 的 基本 因素 有 三 个 ;矩阵 、 算 法 
和 所 使 用 的 计算 机 .任何 稀 朴 的 矩阵 可 以 作为 满 的 矩阵 来 处 理 ,而 任何 满 的 矩阵 也 
可 以 看 成 是 稀 羽 的 ,只 不 过 代价 会 更 高 ( 计 算 时 间 更 长 或 需要 的 存 竺 空间 更 天). 本 
章 集中 讨论 大 型 确 玖 问 是 的 直接 方法 { 即 消 去 法 ,深信 的 讨论 见 文 献 [3] 和 [4]. ), 
ЖЖ аГ 


2.1 Ж КРИШТИНИН 
设 n 阶 方 阵 4 = 【ay]sxn ;如 果 存 在 正 整 数 mtm < an) ,使 得 
aç = 0, ШЕ 11- 了 > m, 
则 称 刀 是 带 状 炬 阵 , m 称 为 4 的 半 带 宽 . 带 状 矩 阵 当 m 比较 小 时 是 笑 朴 的 ,而 且 其 


非 零 元 素 的 分 布 具 有 被 好 的 规律 性 ,所 以 它 也 是 最 简单 、 最 易于 处 理 的 稀疏 和 矩阵， 
在 实际 问题 中 十 分 常见 .特别 当 m = 1 时 ,A 的 形状 为 
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а| Yi 
В a n, 
А = a `, * 
+ - Faal 
ñ, Tn 


它 被 称 为 三 对 角 和 矩阵 . 
2.1.1 解 三 对 角 方 程 组 的 追赶 法 


A th B is Âa Yi = 0, i = 1,2, n,n- 1. 的 为 如 果 有 某 个 Ё sË у, ВЕ 
性 方程 组 Ax = b 等 价 于 两 个 阶 数 重婚 的 三 对 角 方程 组 . ШИЖ: А ЗЕНА 的 各 入 
顺序 主子 式 非 奇异 , 则 有 


А = LU, 
其 中 
1 п Ha 
l l ' 
L= 21 | I ! U = “р 
ta t Un,n 
А-1 1 ал 
而 这 里 的 
= L. = . q i- 
п 41, i i-t Ви 十 -1 i= 3 
+ = Yi- ty = i- i i-18;_1.i s 


这 样 方程 组 Ax = БАК, 等 价 于 依次 求解 
у= b, Ux = y. 


它们 的 解 则 依次 为 
тз = br, 
ук = bg- алуы, K = 2, ni 
Xa = Уң Шы 


хд = (Yk 一 ЕРЕ k= n- 1,5,1. 
EERE у 的 过 程 称 为 “ 据 ” ,而 计算 x 的 过 程 称 为 " 赶 " , 故 称 追 赶 法 ,不 难看 出 用 
追赶 法 求解 三 对 角 方 程 组 计算 量 很 小 . 
注意 ,如果 矩阵 4 满足 对 角 占 优 性 质 , 即 
lilo:i>t yl, 
{е;1®1!1+1! y l> 0, = 2,3,0, п 1, 
{| аь1!>11. 
则 4 非 奇异 且 4 的 各 阶 顺 序 主 子 式 都 非 奇 异 .这 时 追赶 法 不 但 速度 快 ,数值 稳定 性 
也 好 . 


2.1.2 一 般 带 状 址 阵 的 消去 法 
ЖӨ РЕ ГЕН B) ОБ ЕЕ 
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fit =. ddi.m+l 


21,1 
. 
: 


@ n 一 下 э ам 
FARER ,其 半 带 宽 为 mima n). A 可 以 有 如 下 带 状 特性 的 分 解 ; 
А = LU 
其 中 


1 Hu раі 


бапа е Ё a-l 1 thin 
应 当 特 别 注 意 的 是 ,上 面 的 讨论 都 是 在 可 以 顺序 消 元 的 前 提 下 进行 的 .幸好 实 
际 问题 中 的 带 状 矩 隆 ,许多 同时 叉 是 对 称 正 定 的 ,这 时 顺序 消 元 的 高 斯 消去 法 是 稳 
定 的 .但 如 果 采 用 主 元 素 消 去 法 MEARE RER 4 的 存储 方式 ,这 也 是 一 般 
者 玖 问题 算法 的 重要 方面 


2.1.3 ФЕД НА Ф Л 


IENA, ВИА ЯН T — ЯСЕН А — BE 
的 带 状 矩阵 ,如 果 使 用 的 是 顺序 商 斯 消去 法 ,由 于 运算 中 不 在 带 外 产生 非 淮 元素， 
故 可 以 将 矩阵 存 为 一 个 行 2m + 1 到 的 数组 ,其 中 m 为 4 的 半 带 宽 , 使 得 每 一 列 
存放 4 的 一 个 对 角 线 . 即 存储 如 下 的 一 个 平行 四 边 形 ; 


对 主 元 消去 法 ,上 述 存储 方式 显然 不 理 适 用 ,全 主 元 消去 法 可 能 会 完全 破坏 带 
状 矩 阵 的 稀 朴 结构 .注意 到 在 上 面 所 存 的 平行 四 边 形 中 还 有 一 些 训 无 用 处 的 零 元 
X ,至 好 地 利用 这 些 空间 可 以 构造 出 带 状 矩阵 的 列 主 元 消去 法 (但 不 是 LU ДУР). 
下 面 以 一 个 五 阶 三 对 角 问 题 为 例 , 阅 述 算法 的 基本 思想 . 设 有 方程 
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Ах = ф, 
其 中 
б ар Š, 
Gu ар Gn b; 
A = ар ав ймы ，。 四 = ||. 

9з бы Gas b, 
‚ыд Gas bs 

ЖА 存 成 如 下 形式 的 数组 


也 就 是 说 将 4 按 行 存 ,注意 此 时 m = 1, 每 步 消 元 涉及 的 是 m + 1 = 2 行 . 
第 一 步 消 元 ,是 在 前 m + 1 行 的 第 1 列 选 主 元 , 记 主 元 为 a11 ,将 主 元 所 在 行 的 


RETRE a 后 记 成 am a ,并 将 它们 与 原 数 组 的 第 1 行 对 换 .用 第 1 行 消 
去 第 2 到 第 m + 1 行 的 第 1 列 元 素 . 注 意 的 第 2 行 第 1 列 元 素 被 消 成 零 , 故 将 第 
2 行 (一 般 m x 1 的 情况 即 第 2 到 第 m + 1 行 ) 的 元 素 依 次 向 前 移 , 最 后 一 个 元 素 补 
零 . 即 此 时 


au а |) @ 13 Š, 

"as: n 

an аӊ 0:6, 

C: : 

an ав ам! b 

Ga Ga “s : ba 

а й55 Ü : 5; 

第 2 和 第 3 步 的 消 元 结果 依次 为 

ац ар ар. š, ац ар an i b, 
an ta зы! Б, an s> Р $, 
ay G Ü : b аз ам üy; 5, 
: ~ ^ 1 = 
аа аё ba ш G O 
au as 0 ; bs au as 9 : b; 


ЧӨ 
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ay ам ay: b; 
Пы G< 0 ; $, 


= 


as Ü Ü : $, 
该 数组 的 第 1 列 是 所 有 主 元 察 ,如 果 任 何 一 个 为 零 ,消去 过 程 应 立刻 停止 . 如 果 上 
述 清 去 过 程 不 中 断 , 则 得 到 一 个 与 原 方程 等 价 的 问题 : 


1 äp Ž b, 


ар ар x 
1 
I ün üx | |: 
1 ам ayl 53} = baj, 
a x 
1 0 45 N ba 
Ts b, 
回 代 便 得 到 原 问 题 的 解 . 
2.2 EREE 


从 前 面 的 讨论 已 经 看 到 , 稀 酸 矩阵 的 存储 方式 是 构造 稀 玻 方程 组 高 效 解法 的 
KÆ. ТУ ЖАШ КЛЕЙ. 

P 尽 可 能 少 存 或 不 存 零 元 率 ; 

> 尽 可 能 方便 地 找到 非 堆 元素 在 矩阵 中 的 位 置 ; 

3 尽 可 能 便捷 地 卦 入 新 的 非 零 元 束 和 删除 计算 中 产生 的 零 元 素 . 

上 面 的 要 求 往往 县 相互 矛盾 的 ,选择 怎样 的 存储 方 式 与 所 选择 的 算法 密切 相 
X. 下 面 介绍 儿 种 常用 的 方法 . 


221 还 辑 尺 方法 


Af atp |+ 1 个 存储 单元 中 的 个 二 进 制 位 构成 逻辑 尺 ,其 中 p 是 计算 机 字 
К. БЖ 六 个 二 进 制 位 依次 为 相应 矩阵 A 的 元 素 , 如果 矩阵 中 元 豪 非 零 , 则 该 二 进 
制 位 取 值 为 1, 否 则 取 0 值 ,同时 将 A 中 的 非 零 元 素 按 与 连 辑 民 相 同 的 次 序 ( 如 按 
J) 存 信 一 个 一 维 数组 . 当 А 的 规模 很 大 且 秋 梳 程 度 很 高 时 ,这 种 方法 效率 并 不 
高 .该 方法 的 优点 是 简单 直观 


2.2.22 一 维 数 组 方法 
这 种 方法 需要 三 个 一 维 数 组 
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VE[I:r], В 1:т]„ CH 1; n] 
其 中 п АРЕ A ВЕТ, r 是 A ЧАЕС ВЈ n < ren ЖЕН 
VE КЕЗ +£ А ВУЗЕ ЕЖ: RI Fà VE PHS G S fE A 中 的 行 导 ;C7 ИШТЕЙ А 
中 各 列 第 PEETRE VE 中 的 位 置 . 
这 里 只 存 了 А 的 非 堆 元素 ,要 确定 4 ТЕС, J) {ч Ж L Ju K ap AB 2 5 | RER 
f = CIO), | 


ЖЕШИНЕ 
WRA nsten ER 
ЁК) = i, 
Aj a; = VEG) EA a, = 0. RAMENT K 2 ЗЕ. 


2.2.3 链表 法 


# 4 中 每 一 个 非 零 元 素 存 为 一 个 记录 , 它 包 含 三 个 连续 的 单元 ,其 内 容 分 别 
是 
元 素 所 在 的 行 
Ж 


本 列 于 一 个 非 零 元 素 
对 应 记录 的 首 地 址 也 
为 更 直观 .下 面 着 一 个 简单 的 例子 ， 
D 0 ag Ù 
|an 8 0 ay 
0 ap ag © 
ы 0 0 0 


则 它 存 为 如 下 6 个 记录 : 
101 


K 


"з ° 


SS 


和 如果 该 元 素 是 局 列 中 最 后 一 个 非 泽 元 素 , 则 此 处 取 值 鹤 ， 
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每 个 记录 柜 外 的 数字 代表 该 记录 的 首 地 址 ,是 随意 假定 的 . 此 外 需要 一 个 索引 数组 
给 出 每 列 第 一 个 非 零 元 索 的 首 地 址 .对 上 面 的 例子 就 应 当 有 


所 以 链表 法 共 需 3r + n 个 存储 单元 . 
链表 法 的 优点 是 各 记录 可 以 不 连续 存放 ,可 以 充分 利用 零散 的 存储 空间 ,而且 
填 加 和 删除 元 素 都 较 容 易 ; 缺 点 是 程序 实现 上 要 较 前 儿 种 方法 困难 . 


2.3 ”随机 稀疏 矩阵 的 高 斯 消去 法 


高 斯 消去 法 虽 热 是 一 种 很 吉 老 的 方法 ,但 至 今 仍 是 求解 线性 方程 组 的 有 效 和 押 
法 ,许多 成 熟 的 数学 软件 仍 以 它 作 为 核心 的 算法 . 对 于 一 个 稀 酸 矩阵 ,消去 法 的 每 
一 步 都 会 消去 一 些 非 等 的 元 率 , 但 通常 还 会 同时 产生 一 些 新 的 非 零 元 素 . 新 产生 的 
非 零 元 素 称 为 填充 (BU-in) ,填充 的 数目 称 为 坊 充 是. 当 用 消去 法 求解 稀 朴 的 方程 
组 时 ,为 了 不 破坏 矩阵 的 稀疏 性 ,控制 消去 法 的 填充 量 是 十 分 重要 的 . 除 前 面 讨论 
过 的 带 状 矩阵 外 ,诸如 变 带 帘 的 带 状 矩阵 .分 块 三 对 角 怎 阵 .加 边 带 状 和 可 边 块 对 
角 和 矩阵 等 ,具有 特困 稀疏 结构 的 问题 ,也 可 以 讨论 它们 特殊 的 消去 方法 .这 里 仅 介 
绍 一 般 稀 酸 矩阵 消去 法 的 基本 思想 . 
ЁШ 4 ЖО а БЕРЕ, ES В = [bilin ME 
b- f% „у = 0, 
£ 11, aypa. 
ИВА 相应 的 布尔 矩阵 ， 
设 a 为 一 个 布尔 最 , 即 它 取 值 为 0 或 为 1, 则 a 为 布尔 代数 中 的 “ 补 ”运算 ,其 合 
AHE a =0, 则 a = 1; Жа = 1, 则 a = 0. 由 此 我 们 可 以 定义 上 述 布尔 矩阵 如 的 
HERA B = [5,1]. 


2.31 APARE 


设 有 线性 方程 组 Ar = b, RPA = [oa]. 若 用 ay x 0 作为 主 元 时 ,这 一 步 消 
去 产生 的 填充 量 记 为 g , 称 为 属 部 填充 量 . 利 用 前面 定义 的 相应 于 起 的 布尔 矩阵 ## 
和 它 的 补 , 可 以 证 明 
G = ВВВ, 


HF G = [д]. ЛАН a x 0 作 主 元 时 ,这 一 步 上 的 填充 量 可 以 计算 出 来 .所 
以 ,从 保持 稀 政 性 ,减少 填充 量 的 角度 选择 主 元 ,应 取 as = 0. 使 a.8 满 足 
5 = 84 

应 当 措 出 的 是 :选择 上 述 的 asg 作 主 元 ,只是 在 这 一 步 上 填充 量 达 到 了 极 小 ,得 
从 总 体 上 看 它 不 一 定 是 最 佳 的 . 所 以 这 种 原则 产生 的 主 元 是 局 部 晤 佳 的 . 另 一 方 
面 ,这 样 的 原则 完全 是 从 节省 内 存 的 角度 出 发 的 ,而 完全 没有 考 虚 到 全 人 误差 的 作 
用 .在 实际 中 找 真 正 要 用 的 主 元 ,通常 既 不 是 填充 量 最 小 的 ,也 不 可 能 蚌 会 人 误差 
影响 最 小 的 ,而 需 在 两 者 间 寻 求 一 种 平衡 . 
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2.3.2 ЖХ ЕЮ 


上 面 给 出 了 局 部 填充 重 z, В АНА На Е ЗНА АЁ 
合 入 误差 的 影响 ,也 就 是 说 所 选 主 元 as 不 仅 局 部 填充 量 gs 要 比较 小 ,而 且 agl 
还 要 相对 比较 大 ,所 以 用 比较 小 的 计算 量 给 出 gy 的 估计 是 有 意义 的 

设 a, < 0, 则 用 它 作 主 元 时 的 填充 量 gy 满足 如 下 关系 : 


g = Z = ((B- DM(B -IÐ j 
其 中 B 如 上 节 所 定义 的 , M 是 全 部 元 素 都 为 1 的 п 阶 方 阵 .对 任意 矩阵 C, (C); 
ERRER U, j) 位 置 上 的 元 素 . 


з 求解 大 型 稀 下 问题 的 迭代 法 


迭代 法 在 大 型 稀 本 问题 的 研究 中 占有 重要 地 位 ,本 章 介绍 其 中 较 成 功 的 几 种 
方法 ,详细 的 讨论 请 参见 文献 [1,2,4,5]. 


31 ЕВА 


考虑 线性 代数 方程 组 
Ак = Б, (3-1) 
其 中 是 n 阶 对 称 正定 矩阵 ,5 C В". M n СВЕТЕ ЕВЕ h 38 ВВ 
选 代 法 . 
31.1 JAER 


ЖА БЕ» ЛЕНЕ ЊВ, C В" EE IJ. HM x E RR" 是 方程 组 (3-1) 的 
АУЕ ДЯ х" WE 


ф(х") = mingix}, 
ЄК" 


其 中 р(х) = —(x.Ax) - (z,b). 

上 述 结果 将 对 称 正定 线性 代数 方程 组 的 问题 等 价 为 一 个 = 元 二 次 函数 ( 亦 称 
Ей) 的 极 小 问题 . 这 一 结果 称 为 变 分 原理 或 里 兹 {Rit) 原理 ,是 构造 本 节 算 法 的 
基础 


3.1.2 了 最 过 下 降 法 


由 变 分 原理 ,计算 p(x) 极 小 的 算法 也 就 给 出 了 求解 方程 组 (3-1) 的 算法 ,而 
求 得 ф(х) 极 小 的 关键 当然 是 如 何 使 р(х) 的 值 下 降 ， 

设 xo I R° 中 任意 的 一 个 点 , 则 рх) 在 该 点 下 降 最 快 的 方向 是 它 的 负 梯 度 方 
向 .经 计算 知 
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— grad ф(х) = b - Аху = ғ, 
T= у 
其 中 rn 称 为 残 差 向 量 . 令 


X, = Xo + оғо, (3-2) 
其 中 a 待定 ,由 于 ф(х) MY ro 的 方向 是 下 降 的 ,可 专 期 望 

pixi) < ф(х). 
为 使 下 降 的 效果 最 显著 ,自然 的 想法 是 令 


dL p(xo + aro) = 0. (3-3) 


这 样 选择 的 а.б x, 沿 ro 方向 下 隆 最 多 .不 难 给 出 (3-3) zü ia R 
{Fos ro) 
= (атт). 
如 果 在 (3-2) 式 中 取 а = n RAR 一 步 最 速 下 降 法 .一般 地 
X: = Ху + а, Ё 1,2,0 


(тл, гул) 
其 中 лл = b Ака = СА): 


由 于 4 是 对 称 正定 的 ,所 以 它 所 有 的 特征 值 都 是 正 数 , 设 为 41 > А; > `": > А, 
> 0. 这 时 1 х1 = 《x,Ax) 半 给 出 的 是 一 种 向 量 范 数 ,最 速 下 降 法 的 收 合 性 有 如 
下 的 结果 : 


Га ае Ma < (08) ае Mas 


ЖФ x* 是 方程 组 (3-1) 的 精确 解 , хо 为 初始 点 ， 

上 述 结果 表明 最 速 下 降 法 是 收效 的 , 收 敏 的 速度 取决 于 A 的 特征 值 分 布 的 情 
е. 如 果 À, > An ДААН Ч ВУ. 

还 应 当 注 意 的 是 ,是 ptx) 在 xx 处 的 量 速 下 降 方 向 ,但 这 是 局 部 的 .以 尽快 
到 达 ф(х) 的 极 小 为 目标 ,如 此 的 选择 不 一 定 是 最 优 的 , 另 - -方面 ,特别 当 r, 比较 
小 时 ,实际 计算 中 由 于 伟人 误差 的 影响 会 偏离 最 加 下降 方向 ,从 而 计算 中 显示 范 数 
值 不 稳定 性 ， 

车 囊 下 降 法 并 不 是 很 实用 的 方法 ,但 它 是 从 多 新 算法 研究 的 出 发 点 . 


3.1.3 RHEE 


最 速 下 降 法 中 对 plx) HRR MERER RA, 35 Su БЕЛЕЕ ВОДЕ + IA AB e 

对 ф(х) 极 小 化 过 程 要 整体 化 .如 果 在 К^ 中 能 取 到 pi,p2,… ,ps 是 线性 无 关 的 ,使 
Ху 满足 

pix) = пипф(х®), (3-4) 


Нє 5; = span І ,pas ,Pel „Вр Pi Po @ `" Рк 张 成 的 线性 空间 , 则 k= n 时 就 
给 出 了 方程 组 (3-1) 的 解 . 
Щщ k = 1 时 ,只 要 取 p, = ro = b — ахо, ЖДЕ (3-4) 式 的 要 求 . 
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BES р.р," рь 106 > 2) 使 得 


Хр] = Узар, 
ЖЕ ф(х л) = mi pir}. 
ИА НИК 

X; = Хы + оу Р. 
这 里 要 求 选择 p. ,全 得 


(pi. Ap) = 0, í = 1,206,861. (3-5) 
Жор, Бр... ЖА ЗЕ А, m 
в, = (b, р.) CA р.р). 
жЕ (3-5) 式 的 非 零 问 量 是 可 以 构造 出 来 的 , 即 到 


Px = Fi + бурү-1› 
Ања) 
其 中 Ё. =- (р-у, AP- 


如此 构造 出 | х1 就 是 求解 方程 组 (3-1) HAREE. 

从 理论 上 讲 , 共 思 梯 度 法 是 一 种 直接 方法 . 由 方法 的 构造 过 程 可 见 , 若 4 是， 
BEREA x, 应 当 是 方程 级 (3-1) 的 精确 解 .但 由 于 实际 计算 中 伟人 误差 的 影响 ， 
1р; |}. 不 可 能 严格 保持 А 正 交 的 ,甚至 当 上 # 大 到 一 度 程度 后 ,|p jj RRL 
乎 线性 相关 *, 所 以 共 纯 梯度 法 更 多 是 作为 选 代 法 使 用 的 ， 

E А 是 对 称 正定 的 , 它 的 特征 全 设 为 4 > A), > - > А, > 0, 则 求解 方程 组 
(3-1) 的 共 驾 样 度 法 给 出 的 向 量 序列 满足 如 下 个 计 

| x, = x" (0А >) TERIN 

АГА Н FRERIKS EE e. Вц А, > 1, Ë НАЛЕ О 

ЕНЕН 以 它 为 基础 发 展 起 来 了 -系列 实用 的 计算 方法 - 


3.1.4 MAHR KE 


ЗЕЕ Е — 3:80 84025, M K sa; ET ЖЯ ЖН Ж ЖОР EE 85 56 Ж 
性 ,计算 步 屋 简明 ,易于 并 行 计算 等 .为 克服 A, > X, ЇКА, ЕЛЕЕ 
术 基 必要 的 辅助 手段 , 它 的 基本 思想 是 将 方程 组 (3-1) 化 成 与 之 等 价 的 方程 级 


Ах= ф, 

其 中 Á 仍然 是 对 称 正定 的 ,而 且 А 最 大 与 最 小 特征 值 之 比 远 远 小 于 4 的 比值 . 

常用 的 预 处 理 技 术 之 一 是 多 项 式 预 处 理 , 即 选择 一 个 次 数 趟 高 的 实 系数 多 项 
A C14), 则 方程 组 (3-1) 便 等 价 于 

С(А)Ах = С(А)Ь. 
如 果 能 取 CCA) = A,B C) = 174, 则 经 过 预 处 理 的 方程 已 不 用 再 求解 ,这 当 
然 不 可 能 ,况且 我 们 要 求 COA) 是 多 项 式 , 但 我 们 自然 可 以 试图 求 一 个 次 数 不 高 于 
/ 
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т-1< п 的 名 项 式 , 使 
1 _ cQ)| 


max 
AET 
RAED, AP REST A 全 部 特征 值 的 一 个 区 辣 . 它 等 从 于 求 Cail) ,使 
тах | i- См-1\А}А I= min matl- CAN Т, 


СОЄ к 
其 中 л 代表 所 有 次 数 不 高 于 m-l 次 的 实 素数 多 项 式 的 ЖЖ. 这 是 一 个 通 近 论 
问题 , C. (А) 的 表达 式 可 以 异 助 切 比 雪夫 多 项 式 给 出 . 


3.2 不 完全 因 于 分 解 


ШЖ 4 是 对 称 正 定 的 , 虽 它 一 定 有 想 列 斯 基 分 解 ,但 车 4 ЖАКЕ ЙУ, Rl 

分 解 很 可 能 完全 破坏 4 的 笑 玻 性 .不 完全 楚 列 斯 基 分 解 ,就 是 将 A 分 解 成 
А = LL T+ R, (3-6) 

Жр Lj F =J8EEBE,R PF PW OEPE. 由 于 这 里 中 是 可 以 变化 的 ,所 以 工 的 竹 琉 
性 可 以 预先 规定 ,比如 可 以 要 求 工 与 4 有 相同 的 稳 玻 性 ,从 而 死 服 楚 列 斯 基 分 解 破 
IEPER ТЕА PIE. 

类 似 (3-6) 式 的 不 完全 分 解 有 相当 大 的 灵活 性 ,不 仪 可 以 指定 L АЧАТ, H 
R 中 元 素 的 选择 也 有 相当 大 的 余地 ,不 完全 因子 分 解 景 成 功 的 应 用 就 是 作为 预 处 
AFE. 


3.2.1 不 完全 LU 分 解 
ЕРЕ А = [а] $ n В, 
I, = ИД) Ilg ijg ni * ji 
称 为 指标 集 . 令 
h = 1G.D Є L la; 01, 
也 就 是 说 下 是 4 非 霍 非 对 角 元 穴 的 指标 集 ， 


T 的 性 意 包 含 的 子 集合 了 及 任 一 参数 ,0 < w < 1, 若 4 有 分 解 
А = LU + R, (3-7) 
其 中 上 = 1 是 单位 下 志 角 给 阵 , 且 
=0 уре Тір 
= [uç] 是 上 三 角 矩阵 ， R 
u = 0, YD)E Т> j 
而 剩余 矩阵 R = [r] 满足 
г; = 0, y (ú, p € i, 
r; = - “Хут, i= lpn, 


则 称 (3-7) 式 为 4 关于 了 和 的 松弛 不 完全 ZL 分 解 ,w 称 为 松弛 参数 . 
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在 上 述 分 解 中 ,w = 0 对 应 著名 的 不 完全 分 解 yw = 1 即 是 修正 不 完全 LU 分 
解 .分 解 437) 式 可 以 由 高 斯 消去 的 峰 正 得 到 .很 多 实际 中 常见 的 矩阵 ,其 松弛 不 完 
全 LU 分 解 是 存在 的 .在 实际 计算 中 ,可 将 工 存 放 在 4 的 下 三 角 部 分 原 占 用 的 空间 
中 ,将 U FREA 的 上 三 角 部 分 ,通常 中 不 需要 , 故 不 保存 它 . 


3.2.2 + 23 УЖ 9 8. 


现 假 设 4 是 对 称 正定 的 ,这 时 4 的 指标 集 了 也 是 对 称 的 , 邑 车 有 (1, 站 E T, 
WEG E 了 ,对 应 于 一 般 矩 阵 的 松弛 不 完全 LU 分 解 ,可 以 考 虚 对 任意 с 


7 сЁб= = = 1,А 关于 j 和 mw 的 松弛 不 完全 楚 列 斯 基 分 解 : 
A = ІПТ + R, (3-8) 
其 中 D 是 对 角 矩 阵 , 世 是 下 三 角 矩 阵 旦 
L =0, V(i Раі < j. 
БУ HX E НОЈЕ ЕЕ 丸 也 是 对 称 的 .对 很 密实 际 常 见 的 矩阵 , 若 4 基 对 称 正定 的 ， 
则 它 的 松弛 不 完全 楚 列 斯 基 分 解 (3-8)] AFE, ME LL 是 正定 的 , 即 D 的 名 对 
角 元 素 都 是 正 的 . 


3.3 СМКЕЅ 算法 


科学 与 工程 计算 中 ,大 型 线性 代数 方程 组 (3-1) 是 基 李 问题 .多 数 情 况 下 4 是 
稀 榴 的 ,但 不 具有 对 称 正定 性 . 寻 理 这 类 问题 ,本 节 介 绍 的 基于 慷 辽 金 (Calerkin) 原 
理 的 一 类 算法 有 重要 价值 . 


3.3.1 Жї Ж ДР 


取 xo € R" 是 任意 向 量 , 信 x = хе + z,; 则 方程 组 (3-1) 等 价 于 方程 
А? = Гу, (3-9) 
其 中 jo = 6 – Axo. 以 下 总 使 用 方程 组 (3-9) 的 形式 . 
К, ML ER 中 两 个 m 维 的 子 空间 ,它们 分 别 由 jr) 鱼 | 和 二 wil 元 | 张 成 , 求 
解 方 程 组 (3-9) 的 熙 辽 爹 原理 为 : 求 z. € К, 作为 方程 四 (3-9) 的 近似 解 , 使 
(r A Ww) = 0, YE Li. (3-10) 
令 m 三 (ri, Роа, Б}, W, = Cw Ww 它们 都 是 F x m HERF, 
由 于 z, € KaR y, € R", 使 得 z, = Von. 所 以 (3-10) 式 可 改写 成 
{WAV }у„ = То. (3-11) 
求解 方程 组 {3-11) 可 以 给 出 方程 组 (3-9) 解 的 近似 . 注意 方程 组 (3-11) 是 一 个 m 
维 的 问题 ,只 有 当 m = 上 时 才能 给 出 方程 组 (3-9) 的 精确 解 . 
== [B| K, Ж, 不同 的 选取 便 给 出 不 同 的 算法 . 当 严 人 关上 时 ,我 们 是 用 一 个 严 维 
问题 43-11) 的 解 近似 原来 大 规模 问题 13-9) 的 解 , 当 m 增加 时 和 ЖЕНЕР min h 
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程 组 (3-9) 韵 解 呢 ? 下 面 我 们 讨论 一 些 具 体 的 算法 ， 
3.3.2 BiAA 


设 ro 为 给 定 的 向 量 , 则 span| ro, Агы, AT 加 | 称 为 克 需 洛 夫 [Krylov) + 
Ís] , 它 在 线性 方程 组 的 近 现 代 算 法 中 占有 重要 地 位 . 阿 诺 尔 德 (Amold) 过 程 是 建立 
克 雷 洛 兴 (Krylor) 子 空间 标准 正 交 基 的 算法 . 

首先 取 


"=] A 
ВЕС к, р," E spani Аг, A ir l EE Hm ЕЛЕЙ, ve 的 
构造 过 程 如 下 < 


А 
Ра = Ам - РЭС 
i=l 
其 中 hs = (Ap) i = 1,2,.,k. 
则 取 
Pesi = У kai” Ат, 


其 中 heng = | Pagala 
# m < n, А, 2 k = 1,2,9, по – 1, 则 如 上 构造 出 的 向 量 组 iyi 号 | 构 
WÈ spani ro, Aro,… ,六 "iol 的 一 组 标准 正 交 基 ,而 且 对 所 有 的 上 < m ДН v.a L 
apani ло, Arot ,A™ rol. 
阿 诺 尔 德 过 程 也 可 以 用 矩阵 符号 写成 ， 
AV, = V,H, + hhi, Prati (3-12) 
其 中 的 F; = (му, Paata УЬ), 
hu ho сє а Аа 
ha he сс Mpka hak 
H, = 0 he … Вз ħaj. 


0 Ü + hra hu 


3.3.3 MERE 


ЗЕ ИГ АЕ Ф НЕ K. = La = span| гъ, Ало, AT Iro] „ФИХ 2: AE PJI E 

诺尔 德 算 法 .这 时 方程 组 (3.11) 有 如 下 的 简单 形式 
H y, = Ée), (3-13) 

其 中 有 = irole = {1,0,…,0)TE В. П H. 非 奇 异 ,方程 组 (3-13) 由 > = 
Тыў 给 出 了 方程 组 (3-9) 解 的 一 个 近似 ;如 果 五 ,奇异 , 则 称 算法 出 现 瑟 性 中 断 , 将 
会 无 功 而 返 . 

关于 阿 诺 尔 德 算法 的 残 差 有 

| ло – Az. 5 = А.а, | еу 1. 
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它 是 实际 计算 中 判别 т„ 近似 程度 的 重要 尺度 ， 

注意 到 当 问 题 的 规模 п КЕ, m 通常 也 会 相当 大 ,这 时 为 了 求 得 z, БЕР 
存 41mja1, 这 使 得 算法 存储 的 开销 过 大 . 而 所 谓 循环 型 的 算法 是 实际 中 常用 的 . 其 
基本 思想 是 ; 选 定 一 个 m 放 ,执行 了 向 步 的 阿 诺 尔 德 算 法 后 ,以 第 m EERE 
ЗЕ r, 作为 初始 向 量 , 恒 新 启动 阿 诺 尔 德 算 法 . 

阿 诺 尔 德 算 法 的 最 大 弱点 是 无 法 预料 恶性 中 断 何 时 发 生 . 可 以 构造 出 这 样 的 
MF, Tit m < п 如何 选 取 , 算 法 都 会 出 现 亚 性 中 断 . 

另外 ,对 一 般 的 矩阵 , 阿 诺 尔 德 算 法 的 收 人 语 性 至 今 仍 没有 给 出 证 明 .然而 不 少 
数值 计算 又 表明 ,循环 阿 诺 尔 德 算 法 蚌 很 有 效 的 . 


3.3,4 GMRES 算法 


ШЖ K. = врапі ғо, Aro... AT Trl ,而 L. = span] Агу, А? po... ATF l = 
АК, X IP КЧ fg i£ 4 КИ 30 Ер Н GMRES JE Ж (Generalized Minimal RESidual 
Algorithm) Г Б |a pit ipe EL k ЭЖЕҢ RAEE T 
具 . 对 空间 K, M L, 选 取 z = Ушу, y, 是 方程 组 (3-11) 解 的 充分 必要 条 件 是 

| ғ. 15 = Ñ ro- Azm 1: = min I ro – Az ||. (3-14) 


这 也 是 方法 名 称 的 来 由 , 它 将 方程 组 (3-11) 的 求解 等 价 为 残余 向 量 2- 范 数 的 极 小 
化 问题 . GMRES 算法 与 阿 诺 尔 德 算法 的 差别 在 于 , 它 每 步 构造 ,要 求解 一 个 最 小 
二 委 问 题 (3-14) ,而 不 是 线性 方程 组 (3-13). 与 阿 诺 尔 德 算法 同样 的 理由 ,GMRES 
算法 也 有 循环 的 GMRES 算法 , 它 也 是 实际 问题 中 常用 的 . 

在 通常 情况 下 ,求解 线性 方程 组 要 比 求解 蚊 小 二 乘 午 题 简 单 , 但 这 里 的 (3-14) 
式 有 很 特殊 的 结构 ,所 以 有 比较 有 效 的 解法 . 男 一 方面 它 也 克服 了 阿 诺 尔 德 算 法 可 
能 有 晋 性 中 斯 的 困难 ， 

对 原 问 题 附 加 一 定 的 条 件 还 可 以 证 明 GMRES 算法 的 收 笋 性 .例如 ,假设 4 是 
可 以 相似 对 角 化 的 , 即 存 在 非 奇 异 矩 阵 天 ,使 得 4 = ХАХ-!, "Р А = diagià,, A3, 
= 1,2, n R A WRI, MEAKAI m ,循环 的 GMRES 算法 是 
Mam). 


3.4 Eb- ИП 


线性 代数 方程 组 讨论 的 是 适 定 的 线性 问题 ,其 方程 的 个 数 等 于 未 知 数 的 个 数 . 
设 有 
Ах = Ё. (3-15) 
ШВА Є Re В „ы п, ШЕЖЕ (т > nm 及 ,通常 如 此 ) ,或 者 不 能 唯 
一 定 解 (m < n ht). RER, ERR r C R" ,使 
IAr- bl, = mal Ar- Ф 1. (3-16) 


而 在 所 有 满足 (3-16) 式 的 x 中 , 范 数 最 小 的 称 为 最 小 范 数 解 . 最 小 范 数 解 是 唯一 
的 ,(3-16) 式 有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 
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rank( А ) = n. 
容易 证 明 ,x (3-16) АУ, SARH 
АТАх = АТБ. (3-17) 
方程 (3-17) КЕ АС ОШО УШ. 
3.4.1 法 方程 方法 
这 是 一 个 古老 而 直观 的 方法 .如 时 А RRA HBE m > n), MAG-17) 
的 系数 矩阵 ATA 是 对 称 正定 的 . 如果 п 不 很 大 ,可 以 利 用 局 = ATA 的 楚 列 斯 基 分 
解 痊 出 方程 (3-17) 的 解 , 从 而 得 到 (3-16) 式 的 解 . Ч т> n 时 ,存储 A474 要 比 存储 
А 更 经 济 ， 


然而 该 方法 一 个 显而易见 的 缺点 是 ,方程 (3.17) 的 条 件数 是 A 条 件数 的 平 
方 ,特别 当 А 已 经 比较 病态 时 ,这 种 方法 的 数值 稳定 性 较 差 . 


3.4.2 ” 正 交 北方 法 
В m > п Н гапк(А) = n. 若 4 有 QR 分解 ， 
4=-g[5-ro 02115] = ок. 
其 中 О, € R", Q, € RT- R Вх". (3-16) 式 等 价 于 
J Q'(Ax - b) ilz = min | ОА» – b) lla 


Фс d, = 人 ,只 要 求解 三 角 方 程 
Rx = d, 
就 可 以 给 出 最 小 二 慰问 题 (3-16) 的 解 ， 
该 方法 具有 良好 的 数值 稳定 性 ,通常 计算 结果 比较 准确 ,但 计算 的 代价 也 比较 
高 . 


4 ”和 矩阵 特征 值 问题 


本 章 讨论 矩阵 特征 值 问 题 
Ан = Àu, 
的 数值 方法 ,并 简单 介绍 广义 特征 值 问题 
Ан = АВы, 
HF ABE Ве". э) 是 这 方面 的 经 典 著作 ; 译 玉 的 讨论 参见 文献 [4] 和 [6]. 


4.1 ”特征 值 问 题 的 条 件 
先 考虑 黄 个 极端 的 例子 . 设 
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0 Е 
4(e) -| ве) = | 
| l 0 є | 1 


显然 4(0) = В(0) 是 严格 下 三 角 的 矩阵 , 它 所 有 的 特征 值 都 是 0. 若 取 矩阵 的 蠢 数 
为 加 , 取 e 为 10 一 ,这 时 4(e) 特 征 值 的 模 为 10” ,而 号 (s) 的 特征 值 全 是 零 . Ate) 
与 B(e) 都 是 对 АСО) 的 拢 动 ,机 器 的 存储 所 导致 的 全 人 误差 ,足以 使 A{s) 形式 的 
抗 动 引 起 和 矩阵 特征 值 显著 的 变化 ,而 є 再 大 也 不 会 影响 B) 的 特征 值 .这 表明 特 
征 值 可 以 对 有 些 元 系 的 变化 敏感 ,而 对 另外 一 些 元 素 不 敏感 ;不同 的 特征 值 对 不 疝 
的 元 素 敏 感性 还 可 能 不 同 . 由 此 可 见 ,全面 刻 划 特征 值 的 敏感 性 是 极其 复杂 的 ,只 


0 
1 O 


有 在 某 些 特 殊 条 性 下 才能 讨论 . 
Bit 4 ETARA MEES RER Pp, 使 得 
Р-! AP = дїар(А|,Аз. А). (4-1) 

设 有 和 矩阵 范 数 上 - I, УЕА ЙИР р = дарба. drs dh) BA 

Í Р = max 14,1, (4-2) 
《注意 ,常用 的 范 数 如 i |.|, a d J. „ 等 者 是 满足 上 述 条 件 的 ) , 则 对 任意 
ЖЕЕ 8A ,都 有 

зр(А + 8А) C Ú 5, (4-3) 

kul 


其 中 的 sp{ М) 7 Е M 特征 秆 的 集合 ,而 

S = |z € C|z - Alscond P) 1 8А 11, 
这 里 的 cond( P) = НР 1 P-t| , 即 大 家 熟知 的 矩阵 条 件 教 . 

注意 ,使 (4-1) 式 成 立 的 PP 并 不 是 唯一 的 ,而 (4-3) 式 荐 对 所 有 满足 (4-1) 起 的 
P RRL REX 
P(A) = inf |cond(P)}, 
ЖР S = [PE R| PCAP = diaglAi hz sAn) IA 
sp(A + ёА) С Üie Chiz- lg ГОА) ПЗА |1. 


所 以 也 称 ГОА) EIER A 关于 特征 值 问题 的 条 件数 ， 
应 该 特别 强调 的 是 ,和 矩阵 关于 特征 值 问 是 的 条 件数 和 关于 方程 求解 问题 的 条 
件数 是 完全 不 同 的 两 个 概念 .例如 对 


А = [5 2 10-51 ' 
它 已 是 对 角 的 ,所 以 关于 特征 植 问题 的 谱 条 件数 书 (4) = 1 是 良 态 的 问题 ;而 关于 
方程 求解 问题 的 谱 条 件数 则 为 
соп%(А) = 14 1,047 = 10, 
对 方程 求解 问题 它 是 坏 条 件 的 . 
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42 MESRA 


本 节 介 绍 特征 值 问题 最 简单 .最 古朴 的 及 种 方法 ,虽然 计算 特征 值 问 题 时 已 很 
少 使 用 ,但 其 中 的 思想 是 可 坟 异 鉴 的 . 


42.1 ЖЖ 
取 К € C HEER 
Ji = Ах, 
Fha = Кы k = 0,1,2,---, 


тпак( Yksi)” 

此 即 是 上 所谓 的 加 法 ,其 中 мах(у) 代表 у 按 模 最 大 的 分 量 . 设 4 的 特征 值 满足 
Ду 14А lat | A, 1. 

如 时 存在 p € Вх", IË 
P lAP = diagl A A2 An), 

iE P = (иуи. е ,н„),Ш и, E С^ УНА, 的 特征 向 量 . 故 存在 ar,a,,. l ,os € 


С, 
Уо = Ден. 
只 要 其 中 的 a, = 0, 则 当 上 一 wm 时 有 


X, шү, max(yk) — Aa. 


4.2.2 АЖЖ 
取 wo C C", 反 天 法 产生 如 下 的 序列 : 
Ару, | = Wi, 
тм = — za k = 0,1,2,. 


тах #,|)' 
假设 A 是 可 以 对 前 北 的 , 且 它 的 特征 值 满足 
| А; [= À, [Z al Ар |> 1 A, l. 

Вр EREEREER, M| 8.8.77, 6, TES 

Wo = Bity + би; + + би. 
如 果 其 中 前 B 关 0, 则 当天 -> © 时 ， 

W — H, max(v,) — An. 

这 表明 轿 法 给 出 按 模 最 大 的 特征 值 和 特征 向 量 , 反 关 法 给 出 按 模 最 小 的 特征 值 和 
特征 向 量 . 


4.23 Фан Ж 
Ё А € зр(4), ËD А TE АШУ ИН. М А ВА 的 特征 值 ,g 是 相应 的 特征 
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向 量 , 而 且 
14-А!<134-нк1!, уа Є pA) А, 
也 就 是 说 4 是 离 X 最 近 的 特征 值 . 取 


yo = q+ Dra 
其 中 is Q> (7, А 是 相应 于 4 BECHER pipa `" + £Em HEERE. (65 


(А 一 i I) hk. 一 Vk, 
Mi k = 0,1,2, 


max tje ’ 
FERNE. q k — wm 时 有 


wq, тах, — А. 


注意 到 , i ЖЛ А ФИ ПУ ЖИЛЕ ЕЕ, {НАНЫ РЕ А - À 了 更 加 病态 ,从 
而 会 造成 选 代 过 程 上 的 困难 .这 也 就 是 说 , 带 位 移 的 反 竺 法 的 收 敏 速度 与 算法 的 稳 
定性 是 对 立 的 ， 


Wk. = 


4.3 ” 雅 可 比方 法 


ER 4 是 对 称 的 . 雅 可 比方 法 的 基本 思想 是 构造 简单 .特殊 的 正 交 矩阵 序列 
TAR: 
Ар = А, 
Ара = РАР, k = 0,1,2, 
逐渐 接近 对 角 型 ,从 而 得 到 A 的 特征 值 ， 


4.3.1 二 维 情 形 
先 考虑 a = 2 的 简单 情形 . 设 有 炬 阵 


dG 4р 
А = [ ар], йм = 002, 
ён 


性 矩阵 


P = | “° є J, е 5? = 1, 
该 第 阵 确 是 正 区 的 , 取 c = cos0,,s = sinƏ, 
ch é 
C= РАР! = ( 7" e], 
ca = 612- 


如 果 ay = 0,0 4 已 是 对 前 的 ;否则 只 要 取 
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canz = 21-20, өє{_-#,0)у) (0,5), 


它 使 сн = бр = 0. 由 于 P JEZA, ВТЕ 


Ci + Ch = ай + ab + 2ab. 
4.3.2 一 般 情形 
对 一 般 的 a ЕВРА = [0], WME a; 0, 令 


па00 = 29, gef- P)O (9.4). 


POER 


Р(і, j) (4-4) 


II 


i Р) 
РАР? 中 的 元 素 CG = QG = 0, 而 且 有 
24% = 244% 
¿ESE EE A ЛЕБ С,РЯ-ГЕ ЕПВ ВИЕ у 两 行 和 i.j 两 列 .对 任意 的 
ж M = [my laxa 记 
DS(M) = У) mh, 05м) = X m} 
分 别 表示 对 角 和 非 对 角 元 素 的 平方 和 , 则 有 ü 
DS(C) = DS(A) + Kaj)’, 
OSC) = OSLA) – 2( а,)°. 
上 述 结 果 表 明 ,每 次 雅 可 比 选 找 ,其 效果 是 对 角 线 元 素 “ 比 份 ” 增加 ,变化 的 密 少 取 
决 于 a, 的 大 小 - 雅 可 比方 法 的 最 终 目 的 是 使 
lim 05‹ А,} = Q. 
要 强调 指出 的 是 , 某 个 元 素 变 成 零 ,在 后 面 的 迁 代 中 仍 可 能 下 变 成 非 零 .选择 (站 
的 原则 ,应 使 a; 尽 可 能 大 . 


Ду РЕ cy ] ,、， = C 
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4.4 ”QR 算法 


Wr 1.3 rR TER QR 分 解 , 本 节 基 于 此 构造 计算 特征 值 的 数值 方法 . 
4.4.1 方法 的 原理 


假设 А 是 任意 的 方 阵 , 记 41 = А, QR 算法 的 基本 过 程 是 : 

对 天 = 2, 

(1) 计算 А, 的 人 分解:4 = Q Ri- 

(2) 构造 新 的 矩阵 :4 = RQ. 
上 述 过 程 给 出 了 一 个 和 矩阵 的 序列 4,| ,而 且 

Ani = RD: = OFA QO, k = 1,2... 

这 表明 14,| 中 的 每 个 矩阵 都 是 相互 正 交 相似 的 ,从 而 都 与 A, = 不正 交 相 似 ,所 以 
该 矩阵 序列 具有 相同 的 特征 值 . 

ИЖ А 是 可 道 的 且 它 的 特征 值 满足 

Дуо Аі anl> б, 

再 车 A = [400]... АЖ F 24 


lim а? = А, і = 1.2, . n, 
lim а =Ü, Vi>5> j l=r,j = n. 


ЯГ < ЛЕЛЕК k o 时 它 可 以 没有 极限 ,也 就 是 说 А, PEARES LA 
ЖИВ. 

OR 算 潜 的 收 化 性 是 数值 代数 中 具有 重要 意义 的 结果 . 它 的 证 明 过 程 克服 了 分 
析 中 的 重大 困难 . 

当 4 有 模 相 等 的 特征 值 时 , 当 玉 一 =, А, 在 结构 上 趋 于 分 医 上 三 角 和 矩阵 ,这 时 
对 角 块 的 矩阵 不 一 定 收 伍 ,但 它 的 特征 值 是 收敛 的 . 


4.4.2 海 森 伯 格 矩阵 


这 是 一 种 特殊 形式 的 矩阵, 它 在 计算 特征 值 的 QR 算法 中 具有 重要 意义 . 上海 
森 伯 格 [Hessenberg) 矩阵 为 


hy hr ii hin 
hz h> a... aaa h>, 
H = hy +++ r- han _ (4-5) 
h. =-1 ha, n 
它 的 转 置 矩阵 也 称 下 海 森 伯 格 矩阵 . 


设 4 是 任意 的 方 阵 , 记 
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ап ау © Gis 

А = “2 “P и 82» = (а1,6,,--,9,). 
ал а At Gha 
令 G, = (а.а, a € Re- ,如果 取 


#| = gí 在 ， 一 51@1) Є R"-!, 
其 中 雪上 = (1.0.07 Є RI R 
1 


=- | o l, signt g Te,), а} = ; 
| Gi- ё il 


ЙЕР 


д. = £1 ~ 2u ul C Rüs-lx(a-1) 
是 正 交 的 .再 令 


1 
o - | „| В" ", 
则 @ 仍 是 正 交 的 矩阵 ,而 且 
аа а с о 
з aP Q, aP 
QAQI=|]| о aP … ap). 
AUB. k = 2,3,--,9- 2,9 а, = (ай, sali O" € в", И 


н, = AÑ а k- 96) Є Е", 


其 中 
f = (0,7,1,0, T € R"-*, 
s =- la, | зіп oT p), 
gy = ` 1 * 
а k - sk || 
М] F£ 


Ó, = Fr- 2и?) 
Ж; n -大 阶 的 正 交 矩阵 ,而且 


T, 
| 
Q. 
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Ж п RREZE. T 2 — ЖЛ ТЕ ЗЕЛЕН ЈЕ 
Н = 0..2 Q AQTU Ол. 
ЖР нж ИПИЕ ЗЕР: 当然 它 与 4 有 完全 一 样 的 特征 值 ， 


4.4.3 ARIRE OR 分 解 


对 {4-5) 式 的 上 海 森 折 格 矩阵 可 以 用 (4-4) 式 中 的 平面 旋转 矩阵 给 出 其 QR 分 
解 .首先 取 


i 
其 中 
сб = huto у= hyrts o = ((ha)' + Chay y”. 
P, 是 正 交 的 , 它 从 在 作用 在 HEARNE EARP tY , , 即 


е А2) ‚ы ss hi? 
0 ЫР ... asn А? 
P H = hp aaa ... ian . 
га һ-Ї бы 
一 般 地 ,对 k = 了 ,村 下 一 1, 
Ё, 
Ck Sk 
P, = Ру ку = 
一 ыо Сү 
f, .k-1 


其 中 
G = Алц, s = heate зу = ТОКО + СА 20. 
最 终 得 到 
Р.Р, PaP H = R. (4-6) 
Ж RELAI. S Q = PIPU: РІ, Q ЛЕЗ MI H = 8R ,给 出 二 的 
ОБ 分 解 . 
444 实用 的 QR 算法 


É H E-e LERA, іс А = Н,Щ(4-6) 式 给 出 了 它 的 QR 分 解 . 考 
H H ñ) QR ЖЕ, ВП 
H. = RQ = RPIPY-: РЇ. 
不 难 直接 验证 Н, ЕВНА EFF. 用 数学 归纳 法 就 可 以 证 明 ,万 的 0R 
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算法 生成 一 个 矩阵 的 序列 1 Н ,其 中 每 个 н, 都 是 上 海 森 伯 格 矩阵 ， 
п, РИНЕ A 的 特征 值 的 QR 算法 包含 如 下 商 个 步 又 ; 
(1) 将 4 化 成 上 海 森 伯 格 矩阵 吾 . 
(2) 对 H fE QR 算法 ,生成 一 个 上 海 森 伯 格 矩阵 的 序列 | 所 |. 
对 中 小 规模 的 矩阵 ,这 是 一 种 很 有 效 的 算法 . 


4.5 22372705 


AK hibrit Во ЕДЕ ЕКЕ ЕЕ. 由 上 一 节 的 结果 知 ,对 任意 的 实 方 阵 
4 ,总 存在 正 交 年 阵 О 和 上 海 森 伯 格 矩阵 所 ,全 
H = QAQ". 
由 于 4 是 对 称 的 ,所 以 豆 也 是 对 称 的 , 故 豆 是 三 对 角 的 ,但 如 果 А ИА), А 
化 成 羡 对 角 的 过 程 中 其 释 朴 性 可 能 被 破坏 ,从 而 导致 算法 计算 过 程 中 存储 量 过 大 ， 


4.5.1 Е-Е 


兰 乔 斯 {Lanczos) Е ДЕЕ Ж] БЕЗЕ БЕТЕ 32 48 R Ik ТЕК ЭЛЕ РЕВ ИЭК, 
Fie EE ЛУИ ЛЕР ЕНЕ 4 保持 不 变 ， 
设 4 Жл АЗУРЕ, ИТЕЛЕ n 阶 的 正 交 矩阵 人 ,使 得 
@| В. 
orag - | °® > . (4-7) 
`. `, Bt 
a-i Ta 
Ego = fg 所): 兰 乔 斯 过 程 的 目标 就 是 确定 上 式 中 的 lei, 房 | REZE 
О.-с Rr, H 1415 = 1,04 
ау = (Аф). B= | Ag -ag 1. 
矩阵 ОЖ 2y 
f: = a Aq - afi). 
一 般 好 ,对 上 = 2,3,…,n - 1,85 
а, = (44,9), 
ñ = 11 А4 - ам - Вла 12, 
4+1 = я, (Ае, – ань - Prif- 
最 后 a, = (Аф, a). 
RE ARRAK, ААН Q ЖЕБЕЙИН. 当 后 续 计 算 中 不 需要 他 的 信息 时 , 兰 
乔 斯 过 程 只 需 存 最 新 的 三 个 列 jg , 色 , 和 寺 , 所 以 这 时 兰 乔 斯 过 程 存 信 的 开销 并 
不 大 . 兰 乔 斯 过 程 还 可 以 写成 绝 阵 形式 : 
AQ, = О.Т, + nle)", (4-8) 
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其 中 
e, = (0,--,0,1)ТЄ В", ЄН", 
Fy = Aq, - а — Вла. 
О, = gogongo € В", 
а ñ 


4.5.2 ZAARA 


设 4 Жз BY tJ AOp E ,其 特征 值 记 为 
Ài > À, > n > À,, 
АПАНА RREH EA zta WEA y) = бу,4,] = 1,2,=л. T, 是 兰 乔 
斯 过 程 第 mim < л) 步 生 成 的 对 称 三 对 角 柴 阵 ,其 特征 信 为 
8, > 9, > б > On- 
Ө 称 为 4 的 里 兹 秆 , 严 格 的 理论 分 析 表 明 
Ду > 9, > À, ~ (А, ~ А.) (С at METAT 
À, = 0, = À, + (Ау - And КРОН 
ЖР софу = igoz) heop, = 1 СФ...) l; C, (x) 是 m - 19 ЙИЛҤЕЕ ЕЛ 
式 , 且 设 
当 多 项 式 的 次 数 增加 时 , 切 比 要 夫 和 多项式 在 1 + 20, > 1051 + 20, > ! 处 的 值 
是 迅速 增 大 的 ,所 以 4 的 极端 里 慈 值 能 给 出 4 的 极端 特征 但 很 好 的 近似 .由 此 得 到 
切 比 雪夫 算法 基本 步 又 如 下 ; 
DEREKA: A E n У, 
jl 进行 m 步 切 比 雪夫 过 程 ( m < п), ЕВЕ Ta. 
步 2 计算 ,的 特征 值 ( 即 А 的 Fiz 值 ) 
Йу = Өк = б„. 
步 3 继续 切 比 雪夫 过 程 得 也 (mm < s < n). 
Жа 计算 工 的 特征 值 
т} > z+ = * оё, 
JP 5 Ж | д, 一 TE | É | e 一 Ty | 充分 小 ,停止 ; 否 唱 令 m: = з. ЮР 3. 
切 比 雪夫 算法 是 计算 对 称 矩 阵 极 端 特征 值 ( 即 景 大 和 最 小 的 ) 09485 УЕ. 5 
阵 4 的 次 大 里 兹 值 和 次 小 里 兹 值 也 可 以 用 来 近似 4 的 次 大 和 次 小 特征 值 ,加 避 近 
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ME А,0, HER Ags Om- E Ana 及 各 -2 近 候 4,-2, 但 效果 不 及 最 极端 的 情况 . 
此 外 ,算法 在 实际 应 用 中 ,在 此 原理 的 基础 上 有 许多 剑 形 ,该 原理 也 是 计算 特 
征 值 问题 新 算法 的 重要 生长 点 . 


4.6 SWETTEN 


本 节 仍 假设 矩阵 4 是 对 称 的 ,其 特征 值 为 
Ар > А2 зз n a А. 
兰 乔 斯 算法 对 极端 特征 值 的 计算 是 有 效 的 ,但 对 中 间 的 部 分 特征 信和 或 计算 全 部 特 
征 值 ,出 不 一 定 很 有 效 .本 节 介 绍 的 豪 斯 党 尔 德 (Householder) 方法 是 特别 针对 中 间 


特征 值 的 . 
由 于 A 总 可 以 正 交 相似 于 一 个 对 称 三 对 角 和 矩阵 , 故 不 外 设 
{| ba 
b а ' 


А = | 
Èn а 
而 且 可 以 设 5; = 0,í = 2,3,…,n, 否 则 有 可 以 分 解 为 更 低 阶 的 三 对 角 矩 阵 . 
i T, 为 4 的 r* 阶 顺序 主子 矩阵 , 则 
P. (À) = daí T, АЁ) 
RS F À 的 > 次 才 项 式 .如 果 记 
P (A) = 1, P. (A) = 0, 
ША ТАЕ: 
P.(À) = (a, _ А)Р, (А) 一 (Ь)?Р,_›(А). 
计算 4 的 特征 值 就 是 要 得 到 P,(4) 的 根 . 
IPA ao 是 前面 给 出 的 多 项 式 序列 , 是 一 个 实数 ,定义 
sgn( Pi( #)) _ K 的 符号 ， 车 РК н) = 0. 
' р Р. (u) 的 符号 ， 车 Р.( н) = 0. 
由 于 Р.А) RHR p > = z а S P. (A) ВИЕ h = m > С z р. 之 间 总 
满足 


Fr > h > Ир > Te > 5 h- > Hs 
MAEA uP le) = О.Р, (e) ЕЛЕ, ЙК sgnl Pi)) 总 是 有 定义 的 .如 
下 结果 构成 了 间 斯 起 尔 德 算法 的 理论 基础 :有 序 集 
E = {+,sgn( Pile) hsi PH sgn( P 

中 相 邻 元素 符 号 变化 的 次 数 等 于 多 项 式 P.(A) 小 于 к 的 根 的 个 数 . 

注意 :也 可 以 考虑 上 5 中 相 邻 元 素 符 号 相间 的 个 数 , 它 等 壮 PC4) 大 于 等 于 4 的 
RETK. 

жиилей: 

步 1 将 4 正 交 相似 地 变换 为 对 称 三 对 角 矩 阵 . 
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#2 HERR La, 51, ВЕЕР, а)! ГЛ Р СА) 6 的 变 号 数 ,计算 出 [6,45] 
中 特征 值 的 个 数 . 
Жз 不 断 等 分 [a,58] 中 有 特征 值 存 在 的 子 区 间 , 直 到 区 间 的 长 度 达 到 误差 
FR. 


4.7 广义 特征 值 问题 


广 尽 特征 值 问题 常见 的 形式 为 
Ах = ABr. (4-9) 
它 是 某 些 工程 中 常见 的 问题 . 如 果 А 是 对 称 的 ,8 是 对 称 正定 的 ,这 时 求解 方程 
(4-9) 的 通常 方法 是 将 它 转 化 为 一 般 的 特征 疏 问 题 . 
由 于 吾 是 正定 的 , 故 它 存在 楚 列 斯 基 分 解 
B = М, 
其 中 三 是 实 的 非 奇 异 于 三 和 角 和 矩阵 .于 是 方程 (4-9) 等 价 于 
LlA(LF-1)TETy = АМЛу. 
如 时 令 
C = LALL)", y= Іх, 
则 方程 (4-9) 又 等 价 于 
Су = Ау. 
Зр УЕ АЧТА, ЕШ НОА hn 41053 НДЕ 915832 X НЯ РЕА 
#у КЖЕ, ЕИБ ОКЕН. 进一步 的 讨论 请 参考 文献 [4,6] 和 
[7]. 
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数学 软件 Matlab 介绍 


Matlab 是 英文 Matrix Laboratory 的 缩写, 它 是 一 个 适用 于 老 种 类 型 计算 机 的 软 
件 平台 , 它 的 基本 数据 单元 是 不 需 指定 维 数 的 矩阵 .可 以 将 Matlab 看 成 是 一 种 计算 
МЕЕ ,但 它 使 用 起 来 要 比 其 它 商 级 语言 简单 且 方 便 ,Matlab 具有 很 强 的 编程 和 绘 
图 功能 ,这 里 不 拟 对 该 软件 作 全 面 的 介绍 ,而 只 介绍 一 下 它 在 第 阵 运 算 和 线性 方程 
组 求解 及 特征 值 问题 方面 的 功能 ,更 深 估 的 了 解 可 以 借助 它 的 “help” 功 能 或 参考 


其 它 的 资料 . 
1 ЖИ ИША 


生成 小 规模 矩阵 的 基本 方法 是 直接 键盘 输 人 .在 命令 窗口 键 人 
A=Ü 3 5:3 4 2;5 3 1] (Е-1) 
回 车 后 会 在 命令 窗口 显示 如 下 结果 ， 


MFE 4 被 赋值 为 一 个 三 阶 的 方 阵 . 如 果 ({F-1) 式 的 最 后 加 上 ”;” ,执行 的 结果 仍 是 
及 被 赋值 为 一 个 三 阶 方 阵 ,但 不 显示 在 命令 窗口 上 . 

形成 大 规模 矩阵 的 常用 方法 是 用 "ioad"” 语句 从 数据 文件 直接 读 人 .着 fort.1 是 
一 个 纯 数 据 文件 ,该 文件 共有 m 行 ,各 行 之 间 用 回 车 分 割 ,而 同一 行 上 数据 两 两 之 
间 用 空格 分 开 , 且 每 一 行 数据 的 个 数 都 为 x 个, 则 

load fort. 1; 
执行 的 结果 是 形成 一 个 m x 的 矩阵 font. 


2 КОЕШ 


Майа 中 提供 元 种 常用 的 特殊 和 矩 阵 : 
ones(m,n) 生成 m x 有 的 矩阵 ,元素 均 为 1; 
zeros(m,n) 生成 m x n AFERE; 

eye(n) 生成 王 阶 的 单位 矩阵 ， 


з ER 
假设 A 和 严 是 两 个 mn 阶 的 方 阵 , 刚 
А+ В ҢА. В ВЕЕ; 


А-П Ж ЊА. ВБ ЕЕ; 
А+ В НА. ВЕНН; 
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А 和 为 实 矩阵 时 ,给 出 ANHE, 
À 为 复 和 矩阵 时 ,给 出 #4 НЕЕ. 


4 ”线性 方程 组 


首先 介绍 几 个 重要 的 函数 ,它们 在 方程 组 的 求解 中 有 重要 价值 ， 

hilb{n) ÆW п 阶 的 项 尔 拍 特 矩阵 .这 是 一 类 著名 的 病态 矩阵 . 

cond( A) НЕЕ 4 条 件数 的 估计 

rcond( A) ЕВЕ А 条 件数 倒数 的 估计 ,与 上 述 cond( A) AE, ЕА 

但 也 更 粗 糖 . 

lu( A) ФАНЕР 4 的 LU 分 解 . 

А) ШВА 8) QR 分解. 

choA) ”给 出 对 称 正定 撼 阵 的 Cholesky 分 解 . 

Matlab 中 还 提供 了 稀 芍 方程 组 的 求解 功能 “sparse” 是 起 重要 作用 的 函数 , 它 
有 针 种 使 用 方法 ,其 中 之 一 是 将 矩阵 存 为 稀 梳 形式 . 俩 如 

А = эрагвеб тоз, со], уай, n,n}; 

其 意义 是 :4 是 一 个 n x n ЖЕРЕ, row, eol 和 val 是 维 数 相同 的 三 个 向 量 ,4 EC, 3) 
= (row( k), coll k)) 处 的 值 为 val( k). EE, row, col,val 并 不 是 稀 本 和 矩阵 的 内 部 存 赃 
方式 ,而 只 是 界面 形式 ， 


考虑 线性 代数 方程 组 
Ах = b, 
当然 可 以 借助 u qr 等 函数 进行 求解 ,但 Matlab 中 还 提供 了 更 加 简洁 的 方式 : 
或 者 х= А\ Ë; 
x = bÀ. 


它 所 采用 的 算法 是 根据 矩阵 4 的 性 质 由 Matlab 自 适应 选择 的 ,方法 有 主 元 高 斯 消 
去 法 ,QR 分 解 竺 法 和 楚 剂 斯 基 算 法 等 .如 果 44 是 存 为 稀 琶 形式 的 ,使 用 的 算法 也 是 


针对 稀疏 矩阵 的 ， 
5 ҮШ 


Matlab 的 基本 函数 为 “eig”, 它 可 以 计算 标准 的 特征 值 问题 : 
An = Ан, АЄ К", 
也 可 以 处 理 广义 特征 值 问题 ; 
Au = ABu, A.B C R". 
针对 不 同 的 问题 及 不 筷 的 要 求 ,函数 “sig” 有 如 下 中 种 调用 方法 
l= ciglA);, in GAR, Д А РИЙ. 
[и,4] = sig(4); 是 mn 阶 矩阵 ,其 列 向 量 是 A 的 特征 向 量 ;i 是 对 角 和 矩阵 ， 
对 角 元 案 是 其 特征 值 . 
1 = еш(А,В); {Ж п TRR, HEREA, B) 的 广义 特征 值 . 
[и,4] = sig(A,B); иа ЕРЕ, НЛА ЕСА, B) 的 广义 特征 向 量 ;/ 是 
对 和 角 阵 ,其 对 角 元 素 是 其 广义 特征 值 . 
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6 其它 软件 和 软件 包 


除 Matlab 外 其 它 流行 的 软件 平台 还 有 Mathematica 和 Maple 等 ,但 数值 计算 方 
面 的 功能 还 是 以 Matlab 最 好 ,另外 两 个 均 更 长 于 符号 计算 . 

数值 代数 方面 最 早 的 两 个 软件 包 是 Linpack 和 Eispack ,它们 都 基 由 矩阵 运算 基 
本 程序 库 BLAS 支持 的 .上 述 这 几 个 软件 包 都 是 FORTRAN 语言 程序 包 .Linpack 的 
基本 功能 是 线性 代数 方程 组 的 数值 求解 , 它 所 提供 的 基本 方法 是 直接 法 ; 而 
Eispack 是 求解 逢 和 阵 特 征 值 问题 的 软件 包 .LApack 是 在 Linpack 和 Eispack 的 基础 上 
发 展 起 来 的 , 它 的 功能 更 强大 ,也 吸收 了 更 宗 近 代 的 算法 , 它 有 FORTRAN 的 版 本 ， 
也 有 fC 的 版 本 ,上 合用 上 也 更 加 灵 话 .方便 . 


有 限 元 法 与 边界 元 法 


编 者 余 德 浩 
TRE ERZ 


Н 
ag өө (H9) 
2525582350 -. з (119) 
|2 еу ‚жазатка жааз (121) 
1.3 有限 元 离散 化 c (123) 
协调 元 的 理论 分 析 ………… (124) 


2.1 索 伯 列 去 空间 初步 … (124) 
2.2 变 分 问题 的 适 定性 = (126) 
2.3 BAES fiit … (127) 


其 它 类 型 的 有 恨 元 法 ………: (128) 
3.1 非 协调 有 限 元 法 vev (128) 
3.2 WAARME 660 (129) 
3.3 хина Ck SERT 

өө . (130) 
Bilik ажаа кажа ктаязя (131) 
4.1 间接 边界 归 化 ceee (131) 
4.2 ВЕНЕ 本 (153) 


4.3 ”边界 积分 方程 的 数值 求解 
a {135) 


录 


5 BADR eetere (136) 
5.1 自然 边界 归 化 oeeen (136) 
5.2 上 典型 区 域 的 自然 积分 方程 

a (137) 
5.3 超 奇 异 积 分 方程 的 数值 求解 
和 ( 138} 
5.4 АУЛЫ лі? 
ааа зоккнавааав ане еттяя ктан (139) 
自 适 应 有 限 元 边界 元 法 …… (141) 
6.1 自 适应 有 限 元 法 ees 《141) 
6.2 自 适应 边界 元 法 ees (143) 
ES: 550 8 2 Es { 144) 


7.1 有 限 元 区 城 分 解 算法 


‚ (144) 

了 .2 基于 边界 归 化 的 区 域 分 角 
算法 такала т ва татава к» (146) 
参考 文献 《4 


1 ЖҰ 


许多 科学 和 工程 问题 可 以 通过 不 同 的 途径 归结 为 不 同 的 数学 形式 .它们 或 是 
表现 为 偏 微 分 方程 的 边 值 同 题 ,或 是 表现 为 区 域 上 的 变 分 问题 ,或 是 归结 为 边界 上 
的 积分 方程 或 其 它 数 学 形式 .这些 间 题 的 准确 解 通 常 是 难以 求 得 的 .必须 应 用 计算 
机 近 拟 地 求解 这 些 问题 ,这 些 不 同 的 数 堂 形式 尽管 在 理论 上 是 等 价 的 ,但 在 计算 实 
践 中 却 未 必 等 效 ,它们 往往 导致 不 同 的 数值 计算 方 尘 . 

有 超 元 方法 是 从 等 价 的 区 域 上 的 变 分 形式 出 发 , 近 拟 地 求解 微分 上 方程 边 值 问 
题 的 一 类 非常 重要 的 数值 计算 方法 .有 限 元 离散 化 的 原始 思想 可 追 潮 到 为 世纪 40 
年 代 , 从 和 年 代 起 结构 工程 师 便 开 始 应 用 这 一 思想 于 实际 计算 .有 限 元 教学 理论 
的 研究 则 直至 的 年代 才 开 始 ,我 国 数学 家 冯 康 院士 (1920 一 1993) 在 其 研究 小 组 的 
大 量 工程 计算 实践 的 基础 上 ,于 印 年 代 初 独立 于 西方 系统 地 提出 了 了 有限 元 方法 并 
奠定 了 其 数学 理论 基础 ,为 有 限 元 法 的 创始 和 发 展 作出 了 及 中 性 的 页 献 . 

有 限 元 法 的 创立 是 计算 数学 发 展 中 上 的 一 个 里 程 碑 . 目 前 已 在 椭圆 型 妨 微 分 
方程 数值 求解 方面 占有 主导 地 位 ,有 限 元 法 有 广泛 的 适用 性 ,特别 适合 几何 或 物理 
条 件 比 较 复 杂 的 问题 ,便于 程序 标准 化 和 工程 应 用 .但 有 限 元 法 也 有 局 限 性 ,例如 
难以 处 理 无 界 区 域 问题 及 断裂 或 凸 角 区 域 上 的 问题 ， 

与 有 限 元 法 在 区 域 上 求解 不 同 ,边界 元 法 则 把 微分 方 各 边 值 问 题 归 化 为 边界 
上 欧 积 分 方程 ,然后 利用 各 种 离散 化 技术 来 求解 .对 微分 方程 作 边界 归 化 的 思想 可 
AME 19 世纪 ,但 将 它 应 用 于 数值 计算 却 是 从 20 世纪 60 年 代 开 始 的 .有 银元 离 
散 技术 与 边界 归 化 理论 相 结合 为 这 一 方法 的 发 展 和 应 用 打开 了 新 局 面 , 从 而 在 70 
年 代 末 被 定名 为 边界 元 方法 . 

边界 元 法 将 问题 降 维 处 理 ,特别 通 于 求解 无 界 区 域 问 题 . 

今天 ,有 眼 元 边界 元 法 的 内 容 已 非常 丰富 ,在 经 典 方法 的 基础 上 ,已 发 展 出 一 
系列 新 型 方法 ,如 非 协调 ,非常 规 有 限 元 法 、 自 适应 有 限 元 边界 元 法 .无限 元 方法 、 
自然 边界 元 方法 ` 有 限 元 边界 元 耦合 算法 .各 种 类 型 的 区 域 分 解 算法 ,等 等 .各 类 有 
限 元 边界 元 法 已 被 广泛 地 应 用 于 结构 工程 .机 械 设 计 、 土 木 建筑 ,水利 建设 .航空 航 
天 .石油 勘探 .大 气 海洋 ,核能 技术 等 领域 . 


1 变 分 原理 与 章 分 插值 


有 限 元 法 的 基础 是 变 分 原理 与 剖 分 插值 .一 方面 ,有 限 元 法 以 一 种 大 范围 .全 
过 程 的 数学 分 析 即 变 分 原理 为 出 发 点 , 它 是 传统 的 能 量 法 ВП E 22 -(NOLT жЕ АЛЕ 
形 . 另 一 方面 ,有 限 元 法 又 采用 分 片 几 项 式 通 近来 实现 离散 化 过 程 ,得 到 的 代数 方 
程 组 的 系数 矩阵 是 稀 琉 的 ,从 而 它 又 可 看 作 差 分 方法 的 变 展 .有 限 元 法 正 是 这 两 类 
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方法 相 结 合 .取长补短 而 进一步 发 展 的 结果 ， 


11 变 分 原理 


椭 贺 型 方程 边 值 问 题 常 有 适当 的 变 分 原理 与 之 等 价 . 考察 平面 区 域 0) 上 的 一 


人 


a ди, 
h = цо, TE, (1-1) 


ди 
Bz t mu = z, Г, L, 
其 中 8 окуп БЕНЯ, нот Го Г, БПС Ж, n 为 边界 
的 外 法 线 方 向 ,在 边界 Го 上 给 定 第 一 类 边 值 ,而 在 边界 Г, 上 给 定 第 三 类 边 值 . 该 
边 值 问题 等 价 于 如 下 变 分 问题 ; 


Ки) = iní Jir}, 
| rE Wi (1-2) 
u = цу, mE, 
其 中 к») =] #[(5=) (39) л) ау + 
„т – gu)ds (1-3) 


ЖЕШ, АНИ LA 00. 
更 一 般 些 , 设 0(4,v) 为 如 下 对 称 双 线 性 泛 画 ; 


Q(u,e) = [со + БС, + шуу) + cay, + 
пй 


dur] ахау + | ев, (1-4) 
其 中 x, 等 表示 偏 导数 ,ae、d AN ОЯ, a Гг, 上 的 已 知 阔 数 . 如 果 


а > 0,ас > 2, d > 0,z > 0, M| Olu) 为 半 正 定 栅 莫 型 双 线 人 性 证 转 . 叉车 
а> Ова > 0, 1 О(и, о) ІЕЕ. УВЕ В 


Fip) = [лаа + |, evds, (1-5) 
fr] l 
其 中 ff 及 上 g HAARAD EAEAN ELA 
Ke) = 3000,0) - FC»), (1-6) 


于 是 变 分 问题 


„Є! (0) (1-7) 


W = inf Де»), 
и = Ho, Ге + 


等 价 于 建功 方程 


1 变 分 原理 与 剖 分 播 值 б121* 
Q(u,s) = Fie), YE HQ), 
[°` шу» o +, (1-8) 
其 中 HO) = o € HU(Q)| e = 0, El. 
这 两 种 变 分 形式 又 都 等 价 于 微分 方程 边 值 卓 题 
-Lu = f, Ор, 
| lu = g, DE, (1-9) 
u= ш, ME, 
其 中 
Lu = (ан, + фи,), + (bu, + сиу), — du, 
ш = au + [aeos( n.,x) + bcos(n.y)]u, + [соз а, к) + ceoat п, y) Ji. 
H BE B 12 рай Е sk B] ЯЙ th Ж S ЖОШ 25 (Ritz) 法 ,而 由 虚 功 方程 出 发 则 导致 
АМТ 4 (Galerkin) 法 .后 者 比 前 者 的 适用 范围 更 广泛 .此 二 法 的 关键 均 为 写 出 等 价 
的 变 分 形式 及 找到 解 函 数 空间 的 一 组 坐标 函数 系 . 


1.2 {ШШ 


与 经 典 的 里 兹 - 伽 辽 金 法 采用 支 集 为 全 区 域 的 坐标 山 数 不 同 , 有 限 元 法 将 求 
解 区 域 剖 分 为 有 限 个 单元 ,然后 用 分 片 插值 车 数 来 逼近 解 函 数 . 削 分 通常 应 请 足 一 
定 的 正规 性 条 件 ,单元 应 具有 简单 的 形状 .在 二 维 情况 下 党 采用 三 角形 或 四 边 形 . 
插值 则 分 为 科 格 郎 日 型 及 埃 尔 米 特 型 .近似 应 数 空间 前 基 三 数 都 只 有 小 支 集 . 
在 正规 剖 分 的 条 件 下 ,点 元 数 , 鲍 元 数 与 面 元 数 之 比 对 三 角形 前 分 为 
Му: М: N. = 11312, (1-10) 
ПХ р 02 Е а A 
Му: М: N, = 1: 2: l, {1-11} 
三 角形 剖 分 下 的 有 限 元 法 带 采 用 面积 坐标 (Au AnA А, = 0,4 = 1,2,3. 面 积 
坐标 是 一 种 局 部 坐标 , 若 三 角形 三 顶点 的 直角 上 坐标 分 别 为 (x ,1) (x2;72) (аз, 
уз) ; 则 有 
x = жуду + 20242 + 343, 
], = УА + 7242 + узАу, (1-12) 
及 
À, + À; + Азу = 1. (1-13) 


1.2.1 三 角形 线性 单元 
以 三 角形 三 项 点 为 插值 结 点 ,在 面积 坐标 下 , 基 函 数 有 最 简单 的 表达 式 ， 


L, = TR. 
p = А», (1-14) 
L; = Аз. 
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此 时 函数 у, у) 的 线性 插值 为 
3 
һҺ/Хх,у) = 之 Jay (1-15) 
ЕНЧА ТЕ — n) ЕЖЕ ТЕНШ FOB F EE: 
ГАА flag Mh2 1/1 д. s= 0,1, (1-16) 


其 中 м ЖА Жу ЖАЛИ, h ARNA F Su S С КЇН. RA Pk El ЕН RE 29 
点 元 数 No. 


1.2.2 三 角形 二 次 单元 


и = = IN k ж = зв дз НА ТЕНЕ К, НРАВА) 
б = А (2А - 1), B= Aa- 1), 


L, = Азб243- 1), 
М, = 4АзАз, М, = 4А\А,, (1-17) 
М, = АА}А,. 
ШЕН РА (х, у) 的 二 次 插值 为 
bf(x,y) = DUAD + ВМ], {1-18) 


其 中 А.В: = 1,2,3) 分 别 为 三 角形 的 三 顶点 及 三 边 中 点 .分 片 三 角形 二 次 插值 
有 唯一 可 解 性 .整体 连续 性 和 如 下 通 近 度 : 
| L,f - f V... n = MR? Рза» s= 0.1. (1-19) 
яажа Б р; No + № == 4 No. 
1.23 Ж Жил, 
以 矩形 四 顶点 为 插值 结 点 ЕА ЗАВК E, p) F , 基 函 数 的 表达 式 为 
h = 10-094 - 9), 


L = TG + 90-р), 
(1-20) 


1з = а + £)X1 +), 
L= EA- EA 0). 
此 时 函数 fO x, у) 的 双 线 福 插 值 为 
HJ(x,y) = DADL, (1-21) 
其 中 Ali = 1,2,3,4) 为 矩形 的 四 顶点 . Sr H EE XZ ER YES A NE — [ЖЕ „ЖЖ 
连续 性 和 如 下 逼近 刻 ; 
1-ADps M: | flap, š = 0.1, (1-22) 
其 中 请 为 单元 的 长 边 长 .其 总 体 自 由 度 为 No. 
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1.2.4 дБ 4ЕЖ Яя, 


EE ТТЕ кх, ‚ШР Л С 9181855 A, ТЕ БУЙРЕК, ЖЕРИ ҖЕП ЕБ 
为 


L = tga- L= Le &(1-), 


Ш 


= T9G +) + 0), b+) 
Le = Q- ËN- Zm), (1-23) 
Mi = FEE- DU- 0), M = Eyl- DU- ë), 


Ш 


м = FEE DO- 0, М, р DA- 8). 


此 时 函数 /( х,у) 的 双 二 次 插值 为 
П.К х,у) = DADL + f( Bi) M,] + усу, (1-24) 


其 中 ABC = 1,2,3,4) ЯЖУЖ ЛЕРЧТИ A Б ШЕН уН, C AED. ЯЛЕ ЕЛА 
次 插值 有 唯一 可 解 性 、 整 体 连 续 性 和 如 下 逼近 雇 : 
Mf- fl, = M | f lyp, s= 0,1. (1-25) 
Хай А 由 度 为 № + № + №, == 4. 
LUE Atuk PH Н 81А 7с. 


1.3 有限 元 离散 化 


考虑 有 界 区 域 Q 上 的 变 分 问题 (1-7) 或 1-8) ,它们 等 价 于 微分 方程 边 值 问题 
(1-9). 为 简单 起 见 , 设 u = 0. 有 限 元 离散 化 控 如 下 步骤 进行 : 
Fi 单元 剖 分 ,对 求解 区 域 作 正规 寓 分 ,例如 三 角形 单元 前 分 . 区域 边 界 被 
截 弯 取 直 . 对 点 元 编导 ,位 于 约束 边界 Го 上 的 点 元 因 其 什 己 知 可 不 编 在 内 ， 
步 2 ”选择 捕 值 方式 .例如 取 分 片 线性 播 值 . 设 4(xz,y) 为 对 应 于 各 点 元 已 ,# 
= 1,2,……,m 的 满足 齐 次 约束 条 件 的 插值 基 砂 数 , 即 满足 
L, #=}, 
A PP) 一 б; = K ix j, 
№ A; (Р) = 0, y P € Г. 
ЖА іл, 线性 组 合成 索 伯 列 夫 (Soboler) 空间 A(O) 的 子 空间 S, . TE 
О 上 任意 满足 齐 次 约束 边界 条 件 的 分 片 线性 获 数 均 可 表示 为 


(х,у) = УИА, (х,у). (1-27) 
Hl 


(1-26) 


V(x,y) 在 结 点 Р, BE И. 
步 3 建立 离散 方程 .离散 变 分 问题 为 
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í: и, E 名 ,使 得 

1 (1-28) 
Fii = minji), 
z МЕ k) 

ч Є Shr i 
ú [o икә) = Fios V m Є S (1-29) 
二 者 均 导 致 求解 线性 代数 方程 组 
2 ОА, АДИ = F(A;), ¿= 1,2,:" m. (1-30) 


其 由 = DOUA, 即 为 有 限 元 近似 解 . 
Фф = ОСА А) ,方程 组 (1.30) 的 系数 矩阵 Q = [4], , 称 为 离散 变 分 问 
题 的 刚度 矩阵 .对 上 述 由 自 巷 边 值 问题 导出 的 离散 变 分 首 题 ,刚度 矩阵 有 对 称 正 
定性 
фу = gi» 
BZ V, = 007 = 1,2,- m) 时 等 武 成立 .又 由 于 基 函 数 A 的 值 仅 在 少数 几 个 单 
HEEF, MNRE ARERR. 


2 协调 元 的 理论 分 析 
若 有 限 元 解 函数 空间 为 原 间 题 解 空间 的 子 空间 , 则 称 为 协调 有 限 元 ,否则 称 为 


非 协调 有 限 元 . 
有 限 元 法 的 理论 分 析 通 常 在 索 伯 列 夫 空 间 的 框架 下 进行 . 


21 索 伯 列 夫 空间 初步 


设 名 是 和 W 维 欧 氏 空间 BR" 中 的 开 集 ,x € Е", х = (х,а, а). е = араз, 

… ,an| 为 索 重 指标 ,ai 为 非 钢 整数. 记 
„дз? 
PE Iate 

对 定义 在 П КЕЛЕ х), EER зирр/\х) RERA) 0 的 x 点 集 的 闭 包 . 记 
N Am KERTAA {Жу С" ОО), ДР m ERER =. С"(0) 中 所 有 
在 绎 内 有 紧 支 集 的 函数 的 集合 记 作 ССО). 

WR u E СП), оС (2) ,多 次 应 用 格林 (Green) 公式 可 得 


| орчих = {— De uprvdx, үес С (0), [оГ Ё. 
利用 此 式 可 推广 导数 的 概念 . 


[al= я: + + ву. 
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EXI WP C 1,00), Т ы L,(0) ERAH eE cr (0) 
8 
| Tatax = (- Di uDsax, Vs € cetay， (2-1) 
则 称 айтат AARM, TPirieE D'u. 
ГУ ЕЕ ТЕЛ. ЛЕЛЕ ЛЕ УУ E. ае r ДЕГ УОРД, BEZ 


A. 
在 函数 空间 CO) 上 定义 内 积 : 


k 
(u,v) = | 六 pruowadr， (2-2) 
lal еф 
其 中 求 和 符号 表示 对 一 切 @ = (0,0, амі ,О gl < |= 2. и 的 范 数 (或 称 为 
模 ) 定义 为 
lullen = М (и.ш),. (2-3) 


СКП) 在 此 内 积 下 成 为 内 积 空间 ,但 并 不 完备 , 即 对 于 任意 ССП) 中 的 基本 列 
Ры Ж ТЕ CD 中 找到 极限 元 a tih j| en- uú. onm ©), 

ip СО) 在 范 数 | - „Ж F CS ria D| ЕК TAA АСП), (0) 在 
б lo „жт асан 58 (O), BH 所 (2)} АСО) 的 子 空间 ， 
ЖЇН] ЖБ [Н] АСО) 及 A) 均 为 完备 的 内 积 空间 , 即 项 尔 伯 特 空间 ， 

РСП) 表示 本 身 及 其 直到 上 阶 的 广义 导数 均 属 于 憾 (2) 的 函数 全 体 . 当 p = 
2 时 , RERO) = НСП). 

定理 1( 要 人 定理 1) Fk > LEAM ERAT AOS 


нд) с (о). (2-4) 


定理 2( 嵌 人 定理 2) 车 有 非 负 整数 /满足 上 - 上 > > MO НСО) Wik AT 
C(A) iA 


нд) с.С(й). (2-5) 
对 于 分 片 充分 光滑 的 函数 ,车 它 在 全 区 域 属 于 COCO). ДЕ АСО). 
1 
Га = [f 2 чиа] (2-6) 


F u Вок MR. 
定理 3 (等 价 模 定理 ) 车 PO) > 1) ЕВЕ h.L. 对 于 
KATAT k- 工 次 的 任何 非 零 多 项 式 不 同时 为 0, 则 模 iul S тит + 


Ут Аба) 1 等 价 , 即 存在 正常 数 a 与 ,使 对 一 切 u € n), RE 


i=} 


aluli гата iu) pi ule (2-7) 
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由 此 定理 可 得 如 下 两 个 很 有 用 的 不 等 式 . 
Be 38(Poincare) 不 等 式 : 若 u Є 是 10D), 则 存在 常数 ,使 得 
lelin s eil ulig +1] uds I). (2-8) 
弗 旦 德里 希 斯 (Friedrichs) PER: A u € 有 HD), 则 大 在 常数 ,使 得 
Пао e(lulua+1 [aa 1). (2-9) 


特别 地 , 当 vE 后 (D0) 时 ， 


lalio = сво. 
2.2 ” 变 分 问题 的 适 定 性 


微分 方程 边 站 问题 或 变 分 问题 的 解 的 存在 性 .唯一 性 和 稳定 性 (也 即 解 对 定 解 
条 件 的 连续 依赖 性 ) 统称 为 适 定性 .在 用 有 限 元 法 求解 微分 方程 边 值 问题 前 ,应 首 
先 研究 相应 的 变 分 问题 改 其 离散 问题 的 适 定性 ， 
定理 4 (拉克 斯 - 米尔 格 兰 姆 (Lax-Milgramy 定理 ) 设 下 是 硕 尔 伯 特 空间 ， 
B(u,v) 是 H ВУЗЕ 6, НЕ 
| Bluso) |= M| sl H + | ( 连 急 性 ,有 界 性 )， 
B(u,ə) > У 1101 GRE, v- ЖИЕ), 
其 中 My 为 正常 数 , 又 Fo) 是 万 上 有 界线 性 泛 函 , 则 存在 唯一 的 и € H, 18 
B(u,wu) = Fir), уе H, 


且 有 估计 lel < TF. 
应 用 拉克 斯 - ЖКА КЕЖИГЕ ЕВН F aj ER УЕ n: PE. 
#1 WEDER ANA.: 
p Ан = ү}, 0 内 ， 
n= 20 E. 
取 希 尔 悄 特 空 间 = НСО), w= u- ио, Ша € НОП). (1-4) RAE 
Ж, EEEE t F 
x: wE HV( GO) ,使 得 
@(ш,е) = (fr) ~ Оби. 0), у»Є НИП), 
再 应 用 拉克 斯 - 米尔 格 兰 姆 定理 , 妓 证 . 
H2 第 三 边 值 问题 : 
[е ы = AÑ, 


+ 如 = в, 20, 
其 中 nN 为 有 界 区 域 , yg、b 有 界 ,g >= qa > 0,5 > 0, 8 q > 0,b > bo > 0. 
E H = 形 ( 呈 ) ,应 用 拉克 斯 .米尔 格 兰 姆 定理 即 证 . 
з 若 第 二 边 值 问题 
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dn = Ë, 90 +. 
满足 相 容 性 条 件 | azay + [eds = 0, 则 解 存在 县 可 差 一 任意 常数 . 
ü an 


在 子 空间 H' = lo € HCO) ( [vaxdy = 01 中 考虑 变 分 问题 并 应 用 拉 吉 斯 
п 
米尔 格 兰 如 定理 , 即 证 . 


2.3 ” 收 伏 性 与 误差 估计 


и É u, 分 别 为 原 问 题 的 准确 解 及 有 限 元 法 近似 解 . 
定理 5 《投影 定理 ) 当 有 限 元 解 空间 S, 是 原 问 题解 室 间 二 的 子 空间 时 , 则 

Оби — шщ.) = 0, YES, 

l e а do = inf | u- w ll. 
кезд 
推论 Об, шщ) = Оби, ш). 
LEHA T В лә НОЛЕ ВВЕЛА АЗЕМ PEBE. 
定理 4 《抽象 误差 估计 ) 设 号 为 项 尔 伯 特 空 间 , 品 ARRETE, o C BE 
u € 5. 分 别 为 如 下 问题 的 解 ; 
O(u,s) = FIr), ү”Є H, 
Ou 9%) = Ё), V s € 5, 


其 中 双 线 性 汉 函 Q БЕТЕ РЕ F W E u ya - АКШ 2 ШЕ EB B 26 PF , 则 存 往 与 
S, 26093 с, (815 


(2-10) 
(2-11) 


lu- а [а= с inf | ë m || ç. 
u 5, 


下 面 特别 设 о С A) ЖАНЕ RS В ОИД ЖШ. 
Оби,ъ) = (fv), ү» Є НОП), 
其 中 Qa) = (5 56+ эу ap) ака», 
M a € S, c 山 (2) 是 其 有 限 元 近似 解 : 
Оби.) = (f,w), V n C€ 5. 


如 果 区 域 剖 分 和 插值 选取 满足 插值 通 近 定理 的 条 忻 , 则 有 下列 结果 ; 
定理 7 (ШЇ) 


(2-12) 


lim [ш 一 ц lọ = 0. (2- 13) 


定理 8 (WEER a MD n нп), ШЕЖЕ ПНО) П 
F+ ОП) ж Š, 保持 


Hp, = рь, Vn EP, 
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其 中 P, 为 次 数 不 高 于 天 的 包 项 式 全 体 , 则 
lu- u do = ошл, k >. (2-14) 
ЖН („ЖА ВОЛЕ, иЄ НИП) ПНО). ВЖ 
足 定 理 В 中 条 件 , 则 
l e- u Пса < ht | ийа, k > 1. (2-15) 


定理 10 (1° RA 对 三 角形 剖 分 下 的 线性 协调 元 ,车 ecE AMN 
We (Q), 
l| u n || tim = ch? I lah °F [ | „д. (2-16) 
上 述 定 理 中 ¿FJ А Жи 无 关 的 常数 ， 


з 其它 类 型 的 有 限 元 法 


踪 经 典 的 协调 有 限 元 法 外 ,有 限 元 法 还 包括 非 协 调 有 限 元 法 .将 合 有 限 元 法 、 
厅 交 有 限 元 法 及 无 限 元 法 . 


3.1 非 协调 有 限 元 法 


才 取 有 有限 元 解 旺 数 空间 不 在 原 问 题 求 解 空间 内 , 则 称 为 非 协 调 有 限 元 . 非 协 调 
元 法 在 实际 问题 中 有 很 多 应 用 ,特别 适用 于 求解 四 阶 问题 . 

下 面 列举 几 个 非 协调 元 的 例子 . 

Crouzeix-Raviart 70. 这 是 一 类 三 角形 单元 ,节点 参数 为 各 边 高 斯 点 处 的 通 数 
值 ,特别 取 1 阶 高 斯 点 时 ,节点 即 为 三 角形 三 边 中 点 . 

Wilson 元 .这 是 定形 单元 ,节点 参数 是 函数 在 矩形 单元 上 四 项 点 处 的 值 及 两 个 二 
阶 导数 Dijv.Dws 在 单元 上 的 平均 值 ,在 单元 KE, tr € PCK). 

上 述 两 合用 于 二 阶 问题 ,其 有 限 元 函数 空间 不 属于 C9{D). 下 面 是 四 阶 问题 
的 非 协调 单元 . 

Morley 元 .这 是 一 个 三 角形 单元 ,节点 参数 是 三 角形 三 项 点 处 函数 值 及 各 按 中 
点 外 法 同时 数值 ,办 ,fr € РСК). RDE 元 . 

De Veubeke 元 .这 是 不 完全 三 次 播 值 三 角形 单元 ,节点 参数 是 三 角形 三 顶点 及 

: 边 中 点 处 的 函数 值 以 及 三 边 上 法 向 导数 的 平均 值 .这 是 C 元 但 不 是 C' 元 

Adini 元 . 这 是 一 种 不 完全 双 三 次 播 值 抢 形 单元 ,节点 参 儿 取 竹 形 四 顶点 函数 
仁 及 丙 个 方向 导数 信 , 共 12 个 自由 诬 . 由 于 在 相 邻 单元 的 公共 边 上 法 向 导数 有 论 
ЁК , 故 也 是 非 协调 元 . 

在 非 协调 元 法 中 QC ш, 0.) 可 能 没有 意义 ， 帮 用 


Qalin a) = 2и, va) (3-1) 
RE Оби... ЖЕР ЛУ) ФУТ. 于 是 非 协调 元 法 就 是 


з ”其 它 类 型 的 有 限 元 法 、129 ， 
全 a 世态, 使 得 (5-2) 
ОХ usa ta) = FO), V 5, Є Fha 
其 中 V, 为 非 协 调 元 解 函数 空间 ， 
EEI £ | s = СОС, 012 AR 失 空 间 中 的 范 数 , 则 由 (3-2) 式 得 


到 揭 代 数 方 程 组 必 有 唯一 解 . 
定理 2 f а SEHER R, u 为 相应 的 非 协 调 元 解 , 如 果 à, ЕЛЕ 


I · 10, KARA , WALS 
A= s ‚сө! — 0 (һ-=0), (3-3) 
Я [| th la 


其 中 
E(u) = Oyu, ta) - Fi). 

反之 , 著 (3-3) 式 成 立 , 且 插 值 误差 |u- Mallo 一 0, 则 1 — u ll g — 0 

非 协调 元 解 的 误差 由 两 部 分 构成 ,第 一 部 分 是 插值 半 近 误 差 ,第 二 部 分 是 由 非 
协调 性 引起 的 误差 ,因为 对 协调 元 来 说 , 访 (u,ww) = 0, 非 浴 调 元 解 是 否 收 证 将 取 
决 于 当 上 六 一 0 时 各 是否 趋 于 0. 

定理 2 给 出 了 非 协调 元 收 仇 的 充 要 条 件 , 但 这 一 条 件 并 不 容易 验证 ,于 是 需要 
*“ 广 各 分 片 检查 ”及 更 简 醒 的 “EM-Test"{ 参 见 文献 [6]). 


3.2 ”混合 有 限 元 法 


有 限 元 法 的 基本 思想 是 将 微分 方程 的 边 值 问题 化 为 变 分 问题 ,然后 离散 化 求 
解 .但 同一 边 值 问题 可 以 对 应 不 同形 式 的 变 分 问题 .将 微分 方程 降 阶 以 后 再 化 为 变 


分 问题 便 导 致 混合 有 限 元 法 . 
考虑 边 值 问题 
- Au = f, п, 
G = g. Iü E. (3-4) 
引进 新 的 未 知 函数 р, = SË , 则 方程 化 为 
ди А 
р; = Эх” i=l ‚й 
әр, СО В). (3-5) 
_ 之 Эх, f, 
由 此 人 恒 得 如 下 形式 的 变 分 问题 : 
Жре (Н!(й))”, и € 1200), 18. 
К + b(q,u) = Cig) Yg E UMD, (3-6) 
5(р,ъ) = Е(0), ү»Є 20). 


对 于 问题 (3-6) o E3 ра 
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Kav) = Ta(gqg) + 509,5) - Elg) - FU), (3-7) 


于 是 问题 43-6) 等 价 于 泛 函 (3-7) 的 驻 点 问题 . 

土 述 变 分 问题 的 抽象 提 法 是 : 设 YY 为 希 尔 伯 特 空 间 , а(р,) B Xx X EB) 
ARRATERA, bg) EX x Y БАВНО, СК q) 是 世上 的 有 界线 性 
ZR, FO) E VY БЕНЕТ. р € Х.и € 了 ,使 得 

fopa) + 0ш) = Gig), ФЕ X, (3-8) 
b(p,s) = Fiv), Ve Y. 
Же BEBE r E ХОНАВУ 2р Х,. YARE FEE, р Є X, 
tts Є ,使 得 


Гек) + Бф) = Gip), V q E А, (3-9) 
b( Prita) = LETER V n, € Ya 
在 X, PREAM p , px, "`, Pr ЕЁ Y, PREAS Z... 0... T 
Pr = 220. = 2249, 
便 可 由 (3-9) 式 得 代数 方程 组 : 
[4 + Ви = ғ, (3- 10) 
ВТр = Ў. _ 


其 中 
p= Cpis pz Pn) s u = (uru, u), 
Е = (gi, g2, HN) f = (f. Sad 
ан лЕН Ж k: E Пр h FEBS: SIT YJ: CERE u 的 
ЕТЕК Н р. EDEP, р 往往 表示 应 力 , 是 重要 的 未 知 量 ， 
混合 有 限 元 法 的 缺点 是 ;方程 复杂 ,代数 方程 组 变 得 更 庞大 ;两 个 空间 X, 55 Y, 
的 匹配 很 不 容易 , 若 选 用 不 当 会 导致 精度 降低 ,甚至 不 收 合 . 


3.3 ”无 限 相似 单元 法 与 无 限 元 法 


经 典 有 限 元 法 将 求解 区 域 剖 分 为 有 限 个 有 限 大 的 单元 ,例如 三 角形 或 四 边 形 ， 
因此 难以 处 理 无 界 区 城 问题 , 为 训 分 无 界 区 域 , 必 须 用 无 限 交 个 有 限 大 的 单元 ,或 
虽然 只 有 腿 个 单元 ,但 其 中 必 有 若干 单元 无 限 大 .于 是 在 有 限 元 法 的 基础 上 ,于 
了 0 年 代 又 发 展 了 无 限 相 似 单 元 法 及 无 限 元 法 . 

设 Po 是 平面 上 的 一 个 凸 儿 边 形 ,其 外 部 区 域 为 中. 不妨 设 坐 标 原 点 在 D 内 
部 .为 求解 人 上 的 边 值 问题 ,将 如 有 规律 地 刘 分 为 无 限 密 个 三 角形 单元 ;以 原点 为 
相似 中 心 , 取 有 Т, Е, 22,566, E, 为 比例 常数 , 作 Го 的 相似 形 ,分 别 记 作 Г,, 
天 有 ;每 两 个 和 多边形 间 的 区 域 为 一 层 ,再 将 每 一 层 进一步 章 分 成 相似 的 车 
于 个 四 边 形 ,每 个 四 边 形 叉 分 为 两 个 三 角形 ,每 层 剖 分 方向 - - 致 .于 是 得 到 无 限 相 
和 似 旗 分 .将 各 层 刚 度 和 矩阵 按 节 点 于 加 ,可 得 一 个 无 鹤 阶 的 总 刚度 矩阵 ,从 而 得 无 穿 
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阶 的 代数 方程 组 .由 于 剖 分 的 相似 性 ,各 层 的 刚度 年 阵 根 上 加 . 利用 这 一 特点 ,可 应 用 
特征 系统 方法 或 迁 民 法 巧妙 地 求解 上 述 无 穷 阶 代数 方程 组 (参见 [3]), 这 便 是 无 限 
相似 单元 法 . 

所 谓 无 限 元 法 则 是 指 单元 的 几何 形状 是 无 限 的 ,单元 个 数 则 是 有 限 的 . 剖 分 的 
外 层 单 元 在 某 个 方向 没有 外 部 边界 ,或 者 说 边界 在 无 限 远 .无 限 元 法 在 单元 划分 上 
保持 了 灵活 性 ,可 纹 充 分 利用 有 限 元 法 的 解 算 技 术 和 应 用 软件 , 以 线性 代数 方程 组 
的 系数 算 阵 仍 具有 稀疏 对称 . 带 状 等 特点 .这 一 方法 比 无 限 相 似 单 元 法 简单 ,便于 
推广 应 用 .其 缺点 是 关于 无 限 单 元 的 形 函 数 需要 特 珠 榴 造 ,要 选择 适当 比较 困难 ， 
且 数 值 积 分 的 计算 量 很 大， 


4 经 典 边界 元 法 


边界 元 法 是 在 经 典 的 边界 积分 方程 法 的 基础 上 吸取 有 限 元 离散 化 技术 而 发 展 
起 来 的 偏 微分 方程 数值 解法 . 它 将 所 处 理 问 题 降 低 一 维 , 只 须 在 边界 上 进行 单元 前 
分 .这 对 无 界 区 域 问题 特别 有 意义 ， 

边界 元 法 的 基础 是 边界 归 化 理论 .边界 归 化 的 途径 是 多 种 窜 样 的 . 从 同一 边 值 
霹 题 可 得 到 许 驳 不 伺 的 边界 积分 方程 .这 些 积分 方程 可 能 是 非 膏 异 的 ,可 能 是 蓝 奇 
异 的 ,可 能 是 柯 西 型 奇异 的 ,也 可 能 是 起 奇 异 的 ,从 而 导致 不 同 的 过 界 元 法 . 

经 典 边 界 归 化 方法 通常 分 为 间接 边界 归 化 与 直接 边界 归 化 两 种 类 型 . 


4.1 ВУНЕ 


МЖА А {у Spio Н Ж, УКЖ ТИЕ py y Ë 59153 18 B EER] (L 32 ЗВ Ш ТЕК 
Wj Fredholm) 积分 方程 .此 时 积分 方程 的 未 知 量 不 是 原 门 题解 的 边 值 而 有 是 引入 的 
新 变量 . 

设 为 世 封 闭 曲 线 古 为 边界 的 二 维 有 界 区 域 .考察 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方程 的 
3k A| Ya FB ( Dirichlet) 问题 ，; 


Au = 0, Ор, 
l, = un, r E, (4-1) 
K WI (Neuman) 问题 
{Аң = 0, 2 内 ， 
|z ГЕ, (4-2) 


Эһ TE 
其 中 有 为 上 的 外 潜 线 方向 . 边 值 问 题 (4-1) 存在 唯一 解 , 而 边 信和 问题 (4-2) 在 清 足 
相 容 性 条 件 : 


| gas = 0 
ВЕ ПЕЕ X F st — 6. ЗН, Е 2 的 补 集 的 内 部 他 上 也 有 拉 
普 拉 斯 方程 的 狄 利克 雷 问 题 及 诺 伊 曼 问题 . 对 这 两 类 外 过 值 问 题 ,必须 对 解 在 无 穷 
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远 外 的 性 态 作 一 定 的 限制 才能 保证 解 的 唯一 性 , 即 要 求解 在 无 穷 远 处 有 界 ， 
为 建立 解 的 积分 表达 式 , 亡 用 到 格林 公式 : 


|, våudx = | > наз -| V u- Ҹох, (4-3) 
及 第 二 格林 公式 ， 
| Cou 一 илг)ах = ІКС 2 >ц 99 jas. (4-4) 
二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 为 
Е(х,у) = - уг, (4-5) 
ferh r =1 x - уі= v fx- ур)? + (а 一 yz)? Е 
- АЕ(х,ү) = ó(x - у), (4-6) 


ôl) МАКЫ ya (Dirac) 289. 
定理 1 БГ ег Г HRAN, ФЕ y E] a 指向 号 外 部 , 则 
拉 普 拉 斯 方程 的 解 wn 有 如 下 积分 表达 式 : 


uly) = RL ТЕ х- у|- Е x- у | \а (а), (4-7) 
其 中 YE Q U, 


2ш) _ ди _ ди 
dn т дп м дп сағ’ 
[и] = ular - ш. 
引信 辅助 变量 
р = Га], $ = E и], 
有 如 下 结果 : 
二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 解 用 单 层 位 势 表 示 : 
u(y) =- Ef alal х-у14(), vy ER; (4-8) 
对 狂 利 克 雷 问题 ,得 到 第 一 类 弗 雷 德 电 姆 积分 方程 
- 并 | ас |]|x-yld(x) = ау). УЄ Г, (4-9) 
халин log 075927 SE TE; отав, На 233 E ASME O F 
+ L буў - AR gix) hn | x- y| ds(x) = giy), у Є оа кт, (4-10) 
其 积分 核 有 柯 西 型 奇 泽 性 ， 
二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 解 用 观 层 位 势 表示 : 


u( y) = >= Р) утаа y 1 (а), vy ye AUY, (4-1) 
За А 1]. 4520255 ЗБЕГ {суу Pe 
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+ +e) + 二 | =) ч. Iæ- ylds(x) = mly}, y € өт, 
(4-12) 
其 积分 核 有 柯 西 型 育 异 性 :对 诸 伊 号 问题 ,得 到 第 一 类 积分 方程 
2 
AOE | x- у(х) = gly}, YET, (4-13) 


其 积分 核 有 阿达 马 (Hadamard) З FTE. 
对 于 三 维 区 域 避 或 (Y 内 的 拉 普 拉 斯 方程 的 第 一 类 或 第 二 类 边 值 问题 ,只 蓝 应 
用 三 维 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 


Е(х,у) = ЖЖТЕП? (4-14) 
Ж {ЗП ТЖ. 
三 维 拉 普 拉 斯 方程 的 解 用 单 宕 位 势 表示 ; 
uly) = Fl reas, уу € ЕЁ, (4-15) 
ЖЇК АЯ, {4 ЖЕ — ЭЕ ЗЕ БИНЕ УУГ 
二 | те. = (у). y € P, (4-16) 
ЖАНН ЭЗ йр PPE TE; WHERE 9 laisi 823 ӘКЕ 
+ L 4) + Ef ас) тт) 96) = (у). YE т, 
(4-17) 
其 积分 核 有 柯 西 型 奇异 性 . 
三 维 拉 普 拉 斯 方程 的 解 用 双 层 位 势 表 示 : 
0) = -让 | ed (тт) 09, yyE NU DY, (4-18) 


对 独 利 克 雷 问题 ,得 到 第 二 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 
+ Lay) 一 thew girri = lyh y € iae 


{4-19} 
НЕВА PE PE; АГИ {И sn Гар ,得 到 第 一 类 积分 方程 


2 
_ | та (т) 8860 = бу), УЄГ, (4-20) 
其 积分 核 有 阿达 马 型 起 奇异 性 ， 
由 导出 的 边界 积分 方程 求 得 g(x) 或 ф(х) 后 ,再 利用 单 层 位 势 或 双 层 位 势 表 
达 式 即 可 得 不 问题 的 解 u(x). 
42 直接 边界 归 北 


从 基 本 解 及 格林 公式 出 发 ,导致 直接 边界 归 化 .直接 法 并 二 引入 新 的 变量 . 积 
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分 方程 的 未 知 量 就 是 原 问题 未 知 量 的 边 值 . 
仍 以 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 问题 为 鲍 . 在 第 二 格林 会 式 (4-4? РУЖ 为 所 考 
察 边 值 问题 之 解 ,* 为 基本 解 (4-5) ,立即 得 到 解 的 积分 表达 戒 


u(y) = RUS т! к у1- аба) | х- у азс), y € n, 


(4-21) 
以 及 在 边界 上 
10) = э]. POF ga) a- y 1- En s- y I hdst), y € Г. 
(4-22) 


对 (4-21) 式 求法 向 导数 还 可 得 
302) = + Д 5 ан ш! ra аута), ЄЙ. 
(4-23) 
{Е (4-21) (4-23) 式 中 , 令 7 趋向 边界 入 ,注意 到 单 层 位 势 及 双 层 位 势 越过 边界 时 
В) Б ӨЕ КЕКЕ, КРЕСТ ЭЕ Ж. 
对 拉 普 拉 斯 方程 的 狄 利克 雷 问 题 ,只 须 求解 舍 lo 型 弱 奇 异 积 分 核 的 第 一 类 弗 
雷 德 替 姆 积分 方程 


К E(x,y)ds(x) = L (y) + f mta) 55(z:7)ds(z)， ЄР, 
(4-24) 
sk S fE p I asp 2 В — Ж 91КЕ ч 
2 
- (э) - | mta) Bx, ylds{ r} =- f ш) Зад В, a)y Є Г, 
у x 


(4-25) 
HERAT EERE HA, RTRA А МГ 388 Ay 3 РАЯ — 38 ВЕЕ 
姆 积分 方程 


абу) + | uola) ЕС оС) = | mE da), уЄ Г, 


(4-26) 
或 含 阿达 马超 奇异 积分 核 的 第 一 类 积分 方程 
2 
-| мэ) Ее.) = 109) - [GO Ебу), y€ r. 
(4-27) 


EARR PANE A, ПО А ЖИП u, Ruo. ЖЕЙ Ө. u, 9 оола, ЖАКЕ Hi 16 
uo 或 u, 1 МАННУ АТК 


бу) = | [о EC,y) ~ ola) 30-Е, y) fasta), (429 
BHS ДИНИН a. 
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注意 ,由 于 基本 解 并 不 唯一 且 实 际 上 有 无 穷 多 个 ,例如 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 
加 上 任意 一 个 调和 函数 仍 为 基本 解 , 故 对 同一 边 值 问题 通过 间接 或 直接 边 署 归 化 
法 可 以 得 到 无 穷 吕 个 边界 积分 方程 ， 


4.3 ”边界 积分 方程 的 数值 求解 


”把 边界 剖 分 成 单元 .在 二 维 情况 通常 取 直 线 或 圆 缠 段 边界 单元 ,在 三 维 情 况 党 
取 平 面 三 角形 或 四 边 形 边界 单元 -然后 应 用 配置 法 或 其 辽 金 法 将 边界 积分 方程 腐 
散 化 ， 

配置 法 以 满足 纯 插 值 约束 条 御 的 方式 寻求 边界 积分 六 程 的 近似 解 .例如 求解 
边界 积分 方程 


f KG, y)uo(x)ds(a) = Ќу), (4-29) 

其 中 ulr) 为 未 知 男 数 . 设 
ualr) = Уика), (4-30) 
其 中 ф(х), = hou А, а F 下 上 的 播 值 其 函数 ， U Ше, Шу 为 待定 


系数 .将 (4.30) 式 代 人 (4 29) sË, 并 使 其 在 适当 的 配置 点 y. yn R, FEA 
W FREED EA: 
Sij, К(х,у фу х)4з(ж)10, = Йи), = А. (4-31) 


在 求 得 Uj E L2" ,入 ,后 即 可 由 (4-30) 式 求 得 wosfx) . 它 便 是 (4-29) 式 的 配置 
法 近似 解 . 

配置 法 简单 易 行 ,计算 量 小 , 常 被 工程 界 应 用 ,但 不 便 症 理论 分 析 . 

黎 辽 金 法 即 有 限 元 法 在 边界 上 的 应 用 ,是 将 边界 积分 方程 化 为 边界 上 的 变 分 
问题 然后 离散 化 求解 .由 于 有 限 元 法 已 有 成 熟 的 理论 ,因此 该 法 容易 进行 理论 分 
析 . 缺 点 是 需要 计算 许 儿 二 重 积分 , 增 大 了 计算 量 . 

考察 如 下 第 一 类 弗 雷 德 逢 姆 积分 方程 ; 


Ef асада [к-у1@й(х) = Жу). yEr. (4-32) 
> 
(4р) =- а [m Ix- yi qla)ply)dsix)ds(y), 
于 是 (4-32) 式 等 价 于 变 分 问题 
Ж qla) Є Н-?(Г), #18 
ИК - f ља, p € нг), 
其 相应 的 离散 变 分 问题 为 


(4-33) 
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求 AEF. Є Sa 19 
оао = | яра, Ур € Sh, 


其 中 s, с н-2(Г), арни г БАВЕН ОВ СЕР [B| sk 5} Beb 2k васе [Н]. 10 
(з), = 1 为 5, HERH. S 
qa = 2296), 
Ea (4.34) 式 得 到 如 下 线性 代数 方程 组 : 
2004,,1)% = | zas, (4-35) 


这 里 每 一 个 系数 Q. L) 是 一 个 二 重 积分 . 
由 于 积分 算 子 是 非 局 部 算 耶 ,无 论 应 用 配置 法 还 是 伤 辽 爹 法 ,得 到 的 线性 代数 
方程 组 的 系数 年 阵 都 是 满 矩 阵 ， 


(4-34) 


5 自然 边界 元 法 


自然 边界 元 法 是 我 国学 者 首创 的 一 种 新 型 边界 元 法 , 亡 与 国际 流行 的 间接 法 
或 直接 法 完全 不 同 , 有 很 多 独特 的 优点 .这 一 -方法 基于 自然 边界 归 化 原理 ,将 区 域 
内 的 微分 方程 边 值 问题 化 为 边界 上 的 超 奇 异 积分 方程 ,然后 在 边界 上 高 散 化 求解 . 


51 自然 边界 归 化 


自然 边界 归 化 是 从 格林 人 各 式 及 格林 画 数 出 发 的 一 种 特殊 的 直接 边界 归 化 方 
法 .其 思想 由 冯 康 院士 首先 提出 ， 
жже.) GCR fh £h Гоу АЗРЕТ О FAREMA ОУ ЖАТТЫН {Н 
ај й. 
Аи = 0, п 内 ， 
PË = u ГЕ, (5-1) 


其 中 心 € 月 -+(P) ,满足 相 容 性 条 件 
| mds = 0. 
边 值 问题 (5-1) 式 等 价 于 如 下 变 分 问题 : 
[è u € НСО), ER 


О(и,ъ) = Fle), yr C HA), (5-2) 


其 中 
Ө(ы,ъ) = | Yu- Vyd, (в) = | е. 
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设 G(x.y) 为 格林 函数 .满足 
人 = lx- y), 


G(x.y) l. n = 0. (5-3) 


在 格林 第 二 公式 
Ке? 一 нАр}йж® = КС ош -H E ds 
中 取 u WE Au = 0,0 = C(x,y), 即 得 拉 普 拉 斯 方程 的 解 的 积分 表达 式 
u(y) =- | ula) Cla yds, vyen, (5-4) 
即 泊 松 积分 公式 ,其 中 ww = zlr. 对 (5-4) 式 取 法 向 导数 并 令 7 ih О ARENAN 
厂 , 便 得 自然 积分 方程 
z 
О) = | [En | ods уЄ r. (5-5) 
算 子 .多 : u = u, 称 自然 积分 算 子 ,也 称 D-N 扯 子 .(5-5) 中 的 积分 核 有 超 奇 异性 . 
设 
доо) = = | | Sie) dsla). 
则 自然 积分 方程 (5-5) 式 等 价 于 边界 上 的 变 分 问题 
h uo € НАГ), 819 
(ш, в) = Flero), Yw € HEO., 
通过 求解 变 分 问题 (5-6) 式 得 到 ,再 应 用 泊 松 积分 公式 {5-4) 式 , 便 得 原 问 题 的 
解 
自然 积分 算 子 是 正 数 阶 的 所 微分 算 子 ,对 单 连通 区 域 О 上 的 调和 边 值 问题， 
自然 积分 算 子 .多 满足 


(5-6) 


жъ - £ (5-7) 


ds?” 


ИФ: Ar EAMES. 
5.2 ”典型 区 域 的 自然 积分 方程 


某 些 椭 贺 型 方程 的 解 可 以 复 变 钵 数 表 示 . 
着 忌 为 中 调和 方程 ( 拉 普 拉 斯 方程 )Aw = 0 的 解 , 则 
и = Кеф(), (5-8) 
其 中 ple) 为 9 内 解析 函数 ,z = x + iy. 
车 и ЖП 中 重 调 和 方程 Au = 0 的 解 , 则 
u = ReL p(s)z + @(z)], (5-9) 
其 中 p) 及 wz 为 下 内 解析 函数 ,> = x — iy. 
# ш = (oz2) 为 总 中 平面 弹性 方程 
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HAH + (À + p )grad( divu) = 0 


AAE, MI 
人 (5-10) 
Limf А+Зи г) + zp (2) + Z (z)| , 
Н р(:) É ф(:2) 为 总 内 解析 函数 
Ж м = (nr u) Ж р 0 中 斯 托 克 斯 方程 组 
m vån + pradp = 0, 
divu = 0 
的 解 , 则 
u, = Rel- @'(z)z + @(z) — @(z)], 
Ë = Im[ ф' (2) + p(z) + ф(2)]. (5-11) 
р =- rheg’ (=), 
其 中 (г) 及 (z) An РАЕН. 


应 用 上 列 复 变 函数 表示 КРА Е оТ, ,可 以 得 到 若干 典型 区 域 
上 典型 边 值 问题 的 自然 积分 方程 与 泊 松 积分 公式 的 具体 表达 式 . 例 如 ， 


上 半 平 面 调和 边 值 问题 的 泊 松 积分 公式 为 
ибуџ уз) = |" бу - И (de, уз > 0, (5-12) 
自然 积分 方程 为 
(у) =- р" А аа, (3-13) 
半径 为 R ВА РУ Ж И ЖИ {Ё ТЕ] БИ НОН ИД 0 53 
“ду = ар, О&г<к, (5-14) 
自然 积分 方程 为 
њ(0) =- sil PEE (5-15) 


半径 为 R 的 国外 区 培 调 和 边 值 问题 的 油 松 积分 公 趟 为 
(т.б) = г? – R° – R° шв) yg 
' 728 Jo R? + r – 2Rreos( 0 - уч? К 
自然 积分 方程 仍 为 15-15) 式 . 
关于 这 方面 更 多 的 结果 请 见 文献 [4]. 


5.3 ” 超 奇 异 积 分 方程 的 数值 求解 
自然 边界 归 化 导致 超 奇 异 积分 方程 . 当 吕 为 图 内 或 圆 外 区 域 时 ,从 调和 方程 、 


F > R, (5-16) 
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重 调和 方程 .平面 弹性 方程 及 斯 托 克 斯 方程 等 典型 方程 的 边 值 问 题 归 化 得 到 的 自 
然 积 分 方程 的 积分 核 都 含有 超 畜 异 项 . 设 边界 上 的 基 本 数 为 站 (9 人 = 1,… М, 
须 计算 


1 
qç = KR METE TA ОА (5-17) 


ВЯ. В АЕН ПИКЕ Ry A ATEREA X pa e 
中 的 重要 公式 


ILN 
- | n | em = лд, (5-18) 
< ` 去 之 Ы ст a 
则 可 得 
4 = L ШЫГ, (0) (0 40 49. (5-19) 
特别 当 L(0),i = 1,…, 刘 ,为 分 片 线 性 基 活 数 时 ,经 演算 可 得 
g; = ац- Дэ L, J = 1,:--, А, (5-20) 
其 中 
= “у, эш сов Ол, k=O lon, 1, (5-21) 


这 是 一 个 收敛 级 数 . 于 是 自然 边 掉 元 的 风度 短 阵 便 可 得 到 | 例如 对 单位 加 内 调和 方 
程 ,自然 边界 元 刚度 矩阵 即 是 由 оо, ол, "~", aw] 生成 的 循环 矩阵 : 


а бр ”an-z GNI 
амр Фу -3 ауз 
Q = [glnw=| i i ; : |, (5-22) 

а Q СС w a| 
t ar аҥ_\ Go 

且 其 中 

а, = ау, ¿i= 1. NO 1, 
Ж 全 是 对 称 循环 矩阵 . 


对 于 分 段 二 次 或 高 次 元 ,也 可 得 团 度 矩阵 系数 的 收 合 级 数 表 达 式 .但 对 分 段 常 
数 元 则 不 然 , 得 到 的 系数 表达 式 是 发 散 级 数 ,这 是 因为 分 段 常 数 基 三 数 不 属 于 


Н (ГУ, 积分 (5.17) 没有 意义 ， 
上 述 积分 核 级 数 展开 法 当然 并 非 是 求解 超 奇 异 积分 方程 的 唯一 方法 . 
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自然 边界 元 方法 和 有 限 元 方法 基于 同一 变 分 原理 , 外 自然 边界 妇 化 保持 能 重 
不 变 , 故 自然 边界 元 与 有 限 元 的 耦合 是 自然 而 要 接 的 .可 将 求解 区 域 分 为 本 个 子 区 
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域 ,在 一 个 有 限 的 子 区 城 上 问题 可 以 是 非 线 性 、 非 均匀 的 , 而 在 舅 一 个 无 限 但 规则 

的 子 区 域 上 ,问题 则 是 线性 的 .均匀 的 ,通常 取 画 周 为 两 个 子 区 域 的 交界 线 . 可 在 前 

一 子 区域 用 有 限 元 法 ,而 在 后 一 子 区 域 用 自然 边界 元 法 ,一 者 耦合 以 好 取长补短 . 
Bo 为 光滑 闭 曲 线 厂 的 外 部 区 域 .考察 口上 的 拉 普 拉 斯 方程 的 诸 仍 受 边 值 问题 


Ан = 0, 2A, 
P = #. rE, (5-23) 
其 中 g € H-3(T) АНИЯ I, u MEENDEN GRIF. i 
@‹и,е) = | Yu- Yoda, 
则 (5-23) Fir T F ГЕЈ 
ЖиЄє R ,使 得 
ш») = | mds, ve € PA). (5-24) 


无 界 区 域 Q 上 的 函数 空间 PA) 的 定义 见 [4]. 直接 由 (5-24) 式 出 发 的 离散 化 便 
导致 有 限 元 法 ,但 由 于 Q 为 无 界 区 域 ,直接 用 有 限 元 法 求解 难以 得 到 满意 的 结果 
今 人 半径 为 只 的 圆周 GET, P 为 人 工 思 办 .无 妨 设 其 圆心 为 坐标 原点 , 忆 分 站 
为 有 界 子 区 域 n, 及 无 界 的 贺 外 区 域 A, 于 是 有 


O(u,s) - |, V u М рйх "Уе Yod 
i 


= Qiu, + Qalu, v), (5-25) 
其 中 
Q.(u, e) = | Vu Vede, i = 1,2. 


对 区 域 Q, 可 应 用 自然 边界 归 化 得 Г 上 的 自然 积分 方程 如 (5-15) 式 所 示 . 令 


Д „і 1 _ 
0,6 ио, 90) = ig; | т Arsin? @ =] шу(#' eoi de 480, (5-26) 

于 是 当 Au = 0 及 us 满足 无 穷 远 条 件 时 ,应 用 格林 公式 可 得 
9,(ы,0) = Ф (уш, уе), (5-27) 


其 中 у 为 号 中 函数 到 书 ЕВИ. НЕВИННЕ ЛЕ. TEER 
问题 (5-24) РАЯ Q 上 的 变 分 问题 


求 и Є ҥй, ) „В 
Pen = | ds, yr € HA). (5-28) 
其 相应 的 离散 问题 为 
Ku Є 5,001), 019 
DAN + 0,0 у, Уз) = | as. Уз € 8.001), (5-29) 
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其 中 5,001) c H) 为 Q, 上 的 有 限 元 解 室 间 ， 
х 02, ЕА ВЕНА 9 НЕ ATHAR Tr КЕЙ ЯГ 的 等 分 点 , 取 分 片 线 
ЕЗЕРА, 10105-29) 出 发 可 得 线性 代数 方程 组 


QU = b, (5-30) 
Ж О = 0, + 0,0, 可 由 通常 的 有 限 元 法 得 到 ,人 @; EMAR НҢ ЕЛ Т. 
刚度 筷 阵 , 它 是 由 оо, а," ayi 所 生成 的 循环 短 阵 ,其 中 а, = 1,…,N - Y. 


(5-21) 式 给 出 . 

上 述 厅 合 法 也 可 用 于 源 裂 及 四 角 区 域 .进一步 的 结果 可 见 文献 [4]. 

上 的 自然 积分 方程 是 人 工 边 界 上 准确 的 边界 条 件 ,由 此 出 发 可 导出 一 系列 
近似 的 微分 边界 条 件 或 积分 边界 条 件 , 在 有 界 子 区 域内 用 有 限 元 法 求解 时 ,加 上 这 
样 的 近似 边界 条 件 ,自然 可 期 望 得 到 比 简单 地 在 人 工 边 界 上 上 置 零 边界 条 件 更 好 的 
结果 .这 是 田 一 类 较 精 确 她 处 理 无 界 区 域 问 题 的 方法 ( 见 文 献 [4]). 
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科学 技术 的 发 展 对 计算 提出 了 越 来 越 高 的 要 求 , 仅 仪 进行 一 次 计算 得 到 一 个 
近似 解 往往 是 不 够 的 ,还 必须 知道 计算 的 精度 及 进一步 充 进 计算 的 方法 . 也 就 是 
说 ,计算 过 程 还 应 包括 :对 计算 结果 作 后 验 误差 估计 ;根据 后 验 估计 控制 计算 过 程 ; 
通过 后 处 理 从 近似 解 得 到 所 需要 的 高 糖度 数据 . 
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如 世纪 7 加 年 代 未 自 适 艇 技术 首先 被 应 用 于 有 限 元 法 中 . 有 限 元 遏 近 通 常 分 为 
上 型 p 型 及 hrp 型 .型 方法 通过 不 断 细 分 网 格 从 而 使 单 疙 尺寸 h 一 0 来 实现 表 近 ， 
p 型 方法 通过 不 断 提高 分 片 儿 项 式 的 次 数 使 p 一 © Ж ЗЕНИТ. л-р HIENE 
者 的 适当 结合 .对 许多 问题 ,通过 纳 分 全 部 两 格 或 提高 所 有 单元 的 播 值 多 项 式 的 次 
数 来 改善 计算 结果 ,显然 很 不 经 济 且 并 非 必 要 . 自 送 应 方法 的 特点 在 于 依据 对 已 有 
计算 结果 的 后 验 误差 居 计 ,对 网 格 进行 局 部 细 分 或 仅 对 基 些 单元 提高 插值 儿 项 式 
的 次 数 ,然后 进行 下 一 步 计算 .这 样 便 相 以 尽 可 能 少 的 代价 取得 尽 可 能 好 的 结果 ， 

由 于 自 遂 应 方法 允许 局 部 细 分 网 格 , 故 必须 突破 标准 有 限 元 法 对 网 格 的 限制 ， 
即 由 正规 网 格 推广 到 某 种 非 正规 网 将 ,由 拟 一 致 网 格 推广 到 K- 网 格 . 

设计 自 适 应 过 程 的 关键 是 选择 可 车 的 误差 指示 值 ,时 此 获得 可 靠 的 可 计算 的 
后 验 局 部 误差 居 计 是 自 适应 过 程 设 计 的 重要 任 筋 . 

Ау ТНА Н ГАЈА 
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2 
Lu = – > Dil ауры) + bu = Z, 2A, 
上 = 上 
t 三 0, DE, (6-1) 


Sorama = 2102 euD) m = 8, Г, 上 
及 其 变 分 形式 


Жас MN), В 
| Ж 


B u,v) = | fax e f eas, yec СО), 
其 中 Dr = рә! = 1.2, 


2 
B(u,v) = | >(opupu + bw)}dx. 
Et=1 


НКО) = fv€E 用 (io = 0,15 Fi. 
进行 后 验 误差 估计 的 最 简单 的 途径 是 借用 标准 有 限 元 法 中 已 有 的 先 验 佑 计 ， 
如 
lu- а 1а «АС [| иа, # >з, (6-3) 
fk —{&1 Ж ЧЕБАНАТЕ. Н ОУ ЖИЖ ПЕ u 的 高 阶 模 , 本 身 不 可 计算 . 问 
题 化 为 如 何 由 ш, 计算 "的 高 阶 模 的 近似 值 ， 
Babuska 等 人 提出 了 通过 剩余 量 进行 后 验 估计 的 方法 ,特别 对 二 有 阶 椭圆 边 值 问 
题 及 天 网 格 给 出 了 p = 上 时 型 方法 的 如 下 结果 : 
Ju Па < СУР I RI, + 271 rl), (6-4) 


Jt h mt c Q н, >, ERY 08 内 的 单元 求 和 ,下 = Lu -fH 


剩余 量 ,r H БУЫ tk b pull УР EREA ЄЙ) RRR”. 这 一 估计 是 局 部 
的 . 

更 进一步 ,对 正方 形 大 网 格 上 的 双 线 性 元 ,在 一 致 网 格 片 {上 有 渐 近 礁 确 的 
ааа: 


lu- alle = УУ R DaF + e, (6-5) 


其 中 1A1 为 单元 边 长 ,pi IALMA, [Da (pi) ] 为 р, Би, 的 = 方向 导数 越过 
单元 边界 时 的 婚 度 ,s HABE. 

关于 任意 双 侦 次 元 及 双 奇 次 元 的 相应 的 浙 近 准确 后 验 局 部 误差 悄 计 可 见 [9] 
及 其 所 引文 献 . 

值得 注意 的 是 ,对 双 奇 次 矩形 元 误差 可 仅 用 " 线 剩 余 ” 估计 ,而 对 双 偶 次 矩形 
元 误差 只 能 用 *“ 面 剩余 " 估计 ( 见 文 献 [10,11]). 
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6.2 ВЭТ 


特 自 适应 技术 应 用 于 边界 元 计算 始 于 中 年 代 中 .计算 实践 表明 自 适应 方法 对 
边界 元 计算 同样 有 效 . 

在 有 限 元 法 中 ,微分 算 子 的 局 部 性 及 有 限 元 基 函 数 仅 有 局 部 支 集 ,保证 了 用 局 
部 制 余 估计 局 部 误差 前 有 效 性 . 而 在 边界 元 法 中 ,由 于 边关 归 化 得 到 的 边界 积分 算 
子 为 整数 阶 的 拟 微 分 算 子 ,有 有 拟 己 部 性 质 ,及 边界 元 基 函 数 仙 有 局 部 支 集 ,也 保证 
了 可 用 局 部 剩余 来 估计 局 部 误差 . 

考察 平面 有 界 区 域 的 充分 光滑 边界 站 上 的 积分 方程 


Au = | абза) = А), (6-6) 


ЖЕ А: АСГ) HO7(D) Ж Г Ece = 27 阶 强 椭圆 氢 微 分 算 子 .假定 方程 (6-6) 有 
唯一 解 ,定义 双 线 性 型 


Al u,v) = (Ан,р) = | Анд». 
则 积分 方程 等 价 于 变 分 问题 


о = | в. у» € НОГ). (6-7) 
HEF HERA 
Ж ч Є S, EIB 
K. = | ма. T Є Sge (6-8) 
FBLR [В] 5, СОНО Г) W ДОШ E EE 
„ш {»- у Ао, V e € Er), 
O < j= m,j =< k MRAR TA: 
[а-а h а. (6-9) 
l = Y = m,y = Б, 
R = Alu- u) = f- Au. (6-10) 


当 近 似 解 由 求 得 后 ,剩余 量 КОЖ ТИЙ. 

先 验 估计 (6-9) 趟 是 整体 误差 估计 ,并 未 提供 关于 局 部 误差 分 布 的 信息 .下 面 
的 结果 是 通过 分 析 剩 余 量 在 厂 上 的 分 布 来 估计 误差 前 分 布 . 

# 4 为 a 院 强 梢 圆 拟 微分 算 子 ,边界 元 定义 在 K ARRE, u € FUL) П 
Ҥ(Г)„А с k c Г.Ш S, = Sit с НГ) 上 的 上 型 边界 元 解 满足 如 下 后 验 局 部 
误差 估计 { 见 [9]): 

当 w=-1 时 ， 

| й 一 ы | б = ef | R || BA + д! +! | u | „г + ді | R il л). (6-11) 
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当 t = оҥ, 
lu- lon «СПАЙ ол, + Mele] aj; r+ | Ria r), (6-12) 
当 а = 1 时， 
l- ш llon er (6-13) 
在 大 多 数 应 用 中 ,边界 积分 算 子 都 属于 a = -区 弱 奇异 积分 方程 ) а = 0( 柯 西 
型 商 蜡 积分 方程 ) 及 x = 1{ 超 奇异 积分 方程 ) 这 三 种 情况 . 于 是 由 (6-11) 等 式 可 
见 ,剩余 量 适当 的 局 部 范 数 可 以 作为 误差 措 示 值 . 
对 于 р 型 边界 元 方法 ,局 部 误差 满足 如 下 居 计 ; 


|| e [| ah Ж © I z 0,1, + cp hellar, 
а = 9,1, (6-14) 


| е I ni, 2 ©З ll R Il И ш сур”! | e | a.f: 


i 
ll ell ол ж © lI RI Li, + Op 2 lal -4,r， 
| z =-1, (6-15) 


1 
H ell 0.1, 22 ©з I R| L4 = <р? | ell -lr 


其 中 e 为 误差 .于 是 对 р 型 边界 元 法 ,近似 解 的 局 部 误差 也 可 用 剩余 重 的 局 部 模 作 
ЖАТ. 


7 区 域 分解 算法 


区 域 分 解 算法 是 20 世纪 80 年 代 以 来 获得 迅速 发 展 的 偏 微 分 方程 数值 求解 新 
技术 ,该 类 算法 把 计算 区 域 分 解 为 若干 子 区 域 ,将 原 问题 的 求解 转化 为 定义 在 子 区 
域 上 的 一 系列 简单 问题 的 求解 ,从 而 将 问题 由 大 化 小 ,由 复杂 化 简单 , 旦 便于 进行 
并 行 计算 .由 于 人 允许 在 不 同 子 区 域 建立 不 同 的 数学 模型 ,选择 不 同 的 计算 方法 , 进 
行 不 同和 的 网 格 齐 分 ,应 用 现 有 的 各 种 软件 ,特别 是 可 以 在 着 干 规则 的 子 区域 上 采用 
快速 情 里 叶 变 模 、 自 然 边界 元 方法 , 谱 方 法 等 快速 高 效 算法 ,这 类 算法 与 其 它 方法 
相 比 有 特别 的 有 灵 话 性 和 显著 的 优越 性 . 
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有 限 元 区 域 分 解 猎 法 将 有 界 的 求解 区 域 分 为 两 个 或 多 个 重重 的 或 不 重生 的 子 
区 域 ,在 各 子 区 域 用 有 限 元 法 求解 . 
ЖА. (Schwarz) 交替 算法 便 是 一 类 重重 型 区 域 分 解 算法 .考虑 如 下 模型 癌 
RH. 
l. - ú ка (2-0) 
将 日 分 为 两 个 重重 的 子 区 域 厂 | 及 n,. МАЖЕ 60 с ВП). G mD, 


7 区域 分 解 算法 ，14S ` 


u {2п+2) ‚ 


п = 0.1，…， 分 别 满足 子 区 域 上 的 方程 
— Auh _ f, ЙЧ. 
мо 二 207 әй, E. (7-2) 
K 
_ шб +2) =f, 7 р. 
[ana = x ən, k. (7-3) 
ЖЕЕ ОГА (7-2) (7-3). © V, = Ai = 1,2, е0 = u-u PETRE. 
于 是 有 如 下 结果 ， 
定理 1 ШЕ W. [И = 10| ,或 等 价 地 成 立 VF= V+ y, R ео Оп 
о). V = V, + 三 , 则 必 存 在 常数 a € [0,1) ,使 得 
ler? gal еб") || үз (7.4) 
Вр EJLA. 
狄 种 克 雷 问题 (7-2) 及 (7-3) 均 可 用 标准 有 限 元 法 求解 . 
施 瓦 兹 交替 法 可 推广 到 密 子 区 域 的 情况 . 
在 不 重 亚 区 域 分 解 的 情况 采用 D-N 交替 法 { 即 狂 利克 雷 - ih tat yt) NK at 
Жаб - BëjMDE(Steklov-Poincare) 算 子 在 其 中 起 关键 作用 ， 
考 虚 非 齐 次 边 值 问题 
Lu =f, QA, 
b = / 202 F. (7-5) 
ОЛЕ DC OQ 及 他, 本 = 20. П #0,. ЫН DN 交 蔡 算法 如 下 : 
Fl AMRA E b = lv |r I s € HDL @ т: = 0. 
步 2 ER ERRA EA 
Lal =f, MA, 
(e = А”, ГЕ, (7-6) 
ul” = g, IAAT E. 
33 0, CARFE la sa 
pe = f, 0, М, 


дыў дщ") 


Эш = эш, ГЕ, (7-7) 
aÍ”) s z, 3 A P k. 
Жа “计算 或 输入 名, 并 置 


AD = өш +(1-8)А'”, TE (7-8) 
步 5 л: = n+1 转 第 2 步 . 
定理 2 D-N 交替 法 与 预 处 理 理 查 德 森 (Richardaon) 达 代 法 
SAI) _ дб) = @(Х- gtr?) (7-9) 


等 价 ,其 中 s = S, + S, 为 斯 蒂 克 洛 夫 - ВЕЗЕТ. S, - ЭВ, -Jk = 1,2,R, 
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为 调和 扩张 算 子 ,X = F- ТОТ We 


LT, = f, G, 内 ， 
ъл. 0, rt, 
T, f = z. о АГ Е.Е = 1,2. 
定理 3 车 选 定 参数 
0 = >—Ñx sIIPətQ 
2+ ЧГ М 
则 迁 代 (7.9) бо, своее 0 Ж ТЭ дин 
_ К,АЙ, _ ПКА 1 2 
= W Trala’ T RERA (7-10) 


在 DN 算法 的 第 2 步 及 第 3 步 中 应 用 有 限 元 法 求解 问题 (7-6) 5 (7-7) , ЖР 
离散 DN 交替 法 . 

定理 4 HR D-N 交替 法 的 造 代 答 阵 [3 名 ] -5 的 条 件数 及 收 敏 速度 与 有 限 
元 网 格 参 数 无 关 . 


7.2 ”基于 边界 上 归 化 的 区 域 分 解 算法 


有 限 元 方法 及 其 区 域 分 解 算 法 斥 管 对 有 界 区 域 问题 很 有 效 ,但 对 无 界 区 域 问 
题 则 难以 获得 理想 的 精度 .边民 允 化 是 求解 无 界 区 域 问题 的 强 有 力 的 手段 . B 20 
世纪 如 年 代 以 来 ,有限 元 与 迹 界 元 的 耦合 已 成 为 求解 无 界 区 域 问题 的 主要 方法 ， 
龙 其 是 自然 边界 元 与 有 限 元 耦合 更 有 许多 独特 的 优点 .但 硝 合 法 的 刚度 矩 手 已 不 
再 是 带 状 稀 下 的 ,已 育 的 有 限 元 程序 也 不 能 被 直接 应 用 . 
将 边界 归 化 与 区 域 分 解 相 结 合 , 导 致 了 基于 边界 归 化 的 区 域 分 解 算 法 ,这 类 等 
法 特别 适 于 求解 无 界 区 域 问题 .这 是 与 国际 流行 的 有 限 元 区 域 分 解 算法 完全 不 同 
的 一 类 新 型 区 域 分 解 算法 . 
考察 调和 方程 的 外 这 值 问题 
[> Аю = 0, n 内 * 
t = g, r +, 
其 中 只 为 闲 曲线 r 的 外 部 区 域 .此 问题 等 价 于 泊 松 方程 的 齐 次 边 值 问题 
[- Ац = Р, 0 内 
ц = 0, Р» E. 
EFRA R 及 К, АСА T A P. AE ro, R > R, > 0. É п, ADAST A 
的 有 界 区 域 ,70, 为 Г. 外 部 的 无 界 区 域 .定义 如 下 施 瓦 兹 交 才 算法 : 
Ë AP = f， ñN, 


(7-11) 


(7-12) 


u = 0, DE, k = 1,2, {7-13) 
ue = 454-9, DE, 
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人 =f АЙ, a2 (7-14) 


uj = uih, r. Е, 
其 中 wm є A) 任意 给 定 . 
Н е9 = u- t) í = 1,2, 表 示 误 差 , 则 有 
定理 5 施 瓦 萄 交替 法 (7-13) 及 (7-14) LERS: 


lim letli =0, 2= 1,2. (7-15) 
且 存 在 常数 a C [0,1) ,使 得 
Ге а ОН, 16000 а 0 |. (7-16) 


在 实际 计算 中 ,在 号 上 可 用 标准 有 限 元 法 ,而 在 Q, 上 则 可 直接 应 用 通过 自然 
边界 归 化 得 到 的 泊 松 积分 公式 . 
仍 考察 外 部 区 域 Q 上 的 泊 松 方程 的 狄 利克 雷 问 题 
{人 = {2 内， (7-17) 
u= ғ, Го Е. 
ИШ ЭЕ ЕВЕ Уг ТЕЕ — Я. EFA R 的 圆周 Г, 包围 Го, ШАХУ Г, 
分 只 为 内 子 区 域 呈 | 及 外 子 区 域 092. 定义 如 下 D-N 区 域 分 解 算法 : 


a 选 初始 am € HE), n: = 0. 
2 0, 上 解 儿 利克 雷 问题 


-å л) = Jx П 内 ， 
| { 2 { 7 (7-18) 
из* = А = 于 Г, Е. 
步 3 ÆA EEA 
一 Аи") тору 021 内 
диб") ди" 
Ən, = — ап, ” Г, L. 《7- 19) 
мб") = f, ГУ Е. 
Жа в 
д?! = дш (Е ВА), ГЕ. (7-20) 


ES Фп = n+1, 转 第 2 步 . 

注意 到 第 2 步 为 求解 圆 外 区 域 的 狼 利 克 备 问题 ,而 第 3 步 中 仅 需 要 问题 47-18) 
之 解 在 P, 上 的 法 向 导数 ,于 是 根本 不 必 求 解 问题 (7-18) ,而 只 要 应 用 [4] 中 给 出 的 

п} 

自然 积分 方程 直接 由 AO RE 即 可 .这 是 一 个 超 奇异 积分 计算 问题 ,工作 量 委 
路， 

Жб 0 < min0, = max < 1, ARE D-NE MS, H iray НЕ 1535 
代 第 阵 的 条 件数 均 与 有 限 元 网 格 和 参数 A ЖЖ. 


特别 取 0, = — 时 , 迁 代 收缩 因子 必 不 大 于 村、 
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基于 边界 归 化 的 区 域 分 解 算法 将 区 域 分 解 算法 的 适用 范围 拓 广 到 无 界 区 域 癌 


题 .尤其 由 于 目 然 边界 归 化 的 独特 优点 ,使 得 这 一 方法 里 加 简 重 易 行 .本 方法 只 要 
在 较 小 的 有 界 区 域内 直接 应用 有 限 元 标准 程序 , 而 涉及 自然 边界 归 化 的 计算 量 又 
极 小 ,因此 显著 减少 了 计算 量 . 


m м Б шы h = 


11 


12 
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流体 力学 的 基本 方程 ………… (151} 
1.1 守恒 型 和 非 守恒 型 万 程 组 
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3.1 Bj. ЯЗАН BAN. 


ЖШН ВИЙ ЖЕРЕ o... (182) 
3.2 伯 格 方程 及 其 求解 … (184) 
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3.8 多 维 问题 和 NS 方程 求解 
өе . (229) 

4 жининиз Өз 
. (232) 

4.1 用 投影 法 解 原始 变量 的 
N-S 5 Ë: ачаа вена вене ‚тт (233) 

4.2 非 错 位 网 格 下 N-S ДВЕ b 
求解 a (238) 

4.3 BOK 法 解 不 可 压缩 粘性 
流体 流 场 a (244) 
5 高 精 放 格式 … (248) 
r z (257) 
+ 5 09-25 88 Ж 5 a (259) 


5| 言 


随 着 计算 机 容量 和 速度 的 迅速 发 展 ,使 越 来 越 复杂 的 流 场 用 数值 模拟 的 方法 
进行 研究 成 为 可 能 .因此 计算 流体 力学 作为 一 门 新 兴 的 学 科 越 来 越 得 到 广泛 的 应 
H. 


AFAD FREA y ERRER, E r A R B: 8 НЕЕ; ЗС BKL BB E: АВ 
当成 熟 , 但 在 计算 流体 力学 中 大 量 采 用 的 仍然 是 有 限 差 分 法 .近年 来 由 于 非 结构 网 
格 的 出 现 , 它 与 有 限 差分 法 相 结 合 , 使 计算 流体 力学 得 到 更 加 广泛 的 应 用 . 

流体 力学 中 的 有 限 差分 法 的 主要 发 展 方向 有 以 下 两 个 方面 :在 高 速 流动 中 ,出 
现 激 波 , 当 流 动 非常 复杂 时 , 激 波 的 结构 将 是 很 复杂 的 .二 此 为 准确 地 捕 提 和 分 辨 
WEATER TAERAA AHA ТУО, ЕМО, NND, ВСК 等 行 之 有 效 的 
RRRA. SAE, RAAHE 83 KE R ЛЕ, BER E АТР 
流 这 样 复 杂 流 动 的 数值 模拟 的 需要 ,所 以 ,为 尽 可 能 提高 计算 机 的 使 用 效率 , 发展 
高 精度 格式 就 成 了 另 一 个 重要 的 方向 . 

流体 力学 范围 非常 广泛 ,本 篇 仅 限 于 单 相 的 气体 或 液体 流动 .介绍 的 差分 格式 
也 限于 最 重要 的 和 最 常用 的 .由 于 流 体 力学 基本 方程 是 蝇 目 线性 的 ,流动 十 分 复 
杂 , 目 前 尚 无 成 熟 的 有 关 流 体力 学 四 有 限 差分 法 的 理论 ,本文 介绍 的 仅仅 是 有 关 模 
型 方程 的 理论 或 仅 有 和 启发 性 的 理论 殿 读者 敌 考 , 


1 流体 力学 的 基本 方程 


1.1 等 恒 型 和 非 守 便 型 方程 组 

流体 送 动 苯 循 质量 守恒 ,动量 守恒 和 能 量 守恒 定律 .流体 力学 基本 方程 就 是 这 
些 基 本 定律 在 描写 流体 运动 时 的 数学 模型 ,通常 用 守恒 型 式 方程 加 以 描述 . 

根据 以 上 三 个 基本 定律 ,流体 力 党 基本 方程 的 积分 形式 为 

d 

d Í odr = 0, 
А | ovar =- ф рид + ф Tadg + Галас, 
ПР фы vanf- va 
4; ple + > )dr =- ре. дс + Ф т, о + |е T+ 


BT 
à ando + (овас. 


(1-1) 
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其 中 o ABE, VAERE, t = тон, = рат, тА ЗК, n 为 封闭 
曲面 外 法 线 单 位 向 量 ,e 为 内 能 ,了 为 温度 ,4 为 导热 系数 ,为 和 站 界 激 体 力 , q 为 外 
界 汶 体 加 热 ,dr 为 体积 徽 元 ,ds 为 积分 面 元 . 

利用 高 斯 (Guass) 积分 公式 并 计 及 积分 体积 的 任意 性 ,可 以 得 到 守恒 型 方程 组 


dow Әрир Әрлә Әри др, Әт 


Zate + É) + [рибе + у )] + 六 Love + > у] + lowes P] 


_ ог. дри Jp рш 
= V- 3, ay drt 


azur, + ye + Wrm) + (а, + sr + ит.) + 
2 (ur + Ws 十 ur.) + 
дт М F = 
а 51) Za эу) + 
(1-2) 
当 流 体 为 常 比 热 完全 气体 时 ,有 р = оТ, е = СУГ, С, 为 定 容 比 热 容 , 员 为 气体 常 


Ж. 
不 计 激 体力 和 流体 如故, 上 述 方 程 组 可 改写 为 向 量 形式 ， 
3U дЕ 3G ЭН  ?Fy абу JH, 
э * За t 3y t э" 9x Жду * дг 0-9 
其 中 
U = (p, pu, pv, pw, pE,)", 
F = (ри, ри? + р, puw, puw, u( pE, + p))', 


д 
Fy = (O, æ Tp ra E + иг. + VU x + wra)’, 
G = (pv, рио, p? + ppw, ol E, + р))!, (1-4) 
Су = Os tyst tr 55 + UT gy + т, + xry), 
H = (pw, puw, pw, pu? + pwl E, + p))', 


д 
Hy = (0, fo, ta, t=, À s: + uras + т + Bln), 
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pE, = ple + É). (1-5) 
由 本 构 方 程 知 
r = (р - Z aV. V)I + 265. (1-6) 
1 даң aY. 
5 = [S] = 1205, t ag (1-7) 
其 中 =. ЕЕК РЕЗОН НЕ З Ў. 
(1-3) 式 可 以 改写 为 非 守 恒 型 . HAEN 
aF 268 ән 
эп = А, зр = В, эр = C. 
通过 直 楼 验算 可 知 
AU = F, BU= H, CU = H. 
其 中 
ü 1 0 心 心 
tp (了 一 y)u -—(y- Dve -(y- Due у-1 
A = = u v u Ü ü ‚ 
— шё w Q u Ü 
-~ aE, + (y — Y) uy ›®, - 1106307 + ай + ад) -(у- Па  — (y - us yu 
Ü Ü 1 Ü 0 
一 ш! v u 0 0 
в! -è -Ds G- )+% -Oy-Dw у-1|, 
– р 0 w p [Н 
- #E, + (y -D (У lu yE, - 50а 4 3e + аё) - (y – Drm > 
0 0 0 1 0 
一 иш t 0 u 心 
一 w 0 tp п © 
С = 
YR (у-у -(y- De (3- у) y-1 
-yo Do Dm (у Юн BR- yw 
于 是 非 守 恒 型 方程 可 写作 
aU дй „зи 190 дЕ, 2G, ан; 
э tA aa t Вау + Са; = 3x t ду t ә, ` (1-8) 
不 难 分 析 知 А 的 特征 值 为 
(1-9) 


À = u+cC,tt, u u, u — <. 


记 А, = Фары + cu, tu u - с), P4 
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А = S'AS, (1-10) 
其 中 
d L 
l 2с? 0 0 2e2 
了 u ipu 
и Р + 1) о Ó PL - 1) 
2. v 
S-' = о x P 0 2с? Ы 
w w 
w 2? 0 P Ie? 
v? 10? КД ) L. + l } 
2 202+ e ty 1 Re 772 куу 
1- 2-12 (у-1)-— (y- DE (у- 0 5 = (у= 0-5 
2с? с с? 2 е 
- me + Lv? e-(Y-Du —(у-1» -(y-DÚDe yy-1 
s = _+ 0 1 0 0 
Р Р 
-#2 0 0 - 9 
р р 


wt —-с-(у-1ш -Cl -Dw У 
类 似 地 B 的 特征 值 w 为 


天 二 下 十 三村 (1-11) 
记 
Ав = diag( yy + Crp vo — с), 
有 
В = T'AT, (1-12) 
其 中 
1 { 
— ў —— 
! 2e? 0 2с? 
u A 
ш 2‹2 e 0 202 
l, v l; v 
| _ it 一 (二 
T'=| v ziy +D 0 0 э + ， 
w к. 
Ы 2с? 0 p 2e 
K? дүү" + 1 ) Le Lo, 1 ) 
2 292% ç усі 6 © 5.522 + у_| 
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и (0-05 O-DË -(- D 


20? 
-w4 y? -(y-Du е-(у-1# -(-De 1 
р Р 
_ e 0 0 + 0 
Р p 


«+ 21у? (yl -е- (у l) -(у-1ш y-1 
以 及 CREE 3 


E = m+ cena, to. tb — с. {1-13) 
1 Ас = diag w, w + с, w, Ww, 0 — e), C = QAQ, (1-14) 
其 中 
L і. 
l 2с? 0 0 2? 
u E. 
и 2 e 9 Je? 
_ t + 
О”! r > 0 P є? ЫШ 
l, Дүш 
t y = +1) 0 Ü эсе - 1) 
V: 1y? w d d, mw l 
7 Gate +y- oi 5092-е *у-1) 
-1 u t w _1 
1- 22у? (y- 1) 52 (y- 1) 23 (7-0-3 - (7-10 3 
- w+ y? Duy -De е (у Du yi 
t 1 
= 一 一 一 0 0 Ü 
o б б 
_ —_ 0 L Ü) 0 
р Р 
ие + y? -(y-Da -Dr -c- (у Dw у - 1 
设 W = (p u,v w, p)", (1-15) 
Уло p+ = 30 (1-6) 
ШЕН (1-9) 式 得 
2 2W -1 村 -1 2W 9W _ ОРу Әбу ӘН; 
р!” + Аро, + BD љу + © о, = Ax t y +: 


第 4 篇 计算 流体 力学 中 的 差分 法 


* 156 > 


两 侧 同 时 堪 乘 D 得 
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y 1 y 
10052 3 w гоо Ü -72 
о1о O 0 to + c око 0 0 

_ |9 1 O 0 t 00 1 0 0 

7 y æ 
0 9 >< Zæ w 000 > і 

1 1 pe 
000 -> 2 + — с 000 -> 1 

(1-20) 
1.2 特征 理论 


一 般 地 ,通过 降 阶 的 方法 可 以 将 高 阶 偏 微分 方程 (组 ) 改写 为 一 阶 妨 微分 方程 
《组 ) .所 以 不 失 一 般 人 性 ,下 面具 讨论 一 阶 售 微分 方程 组 . 
与 时 间 相 关 的 一 维和 疝 题 的 一 阶 假币 分 方程 组 具有 如 下 的 形式 : 


= + АЗ = R, (1-21) 
它 的 特征 方程 为 
det14 - А1= 0. А = 57. (1-22) 


SRR - О BRERA - XI 中 任意 一 列 所 得 短 阵 的 行列 式 的 值 为 零 ,就 得 到 特征 
值 的 关系 式 .这 是 一 个 微分 关系 , 它 积分 后 得 到 的 积分 常数 就 是 繁 曼 (Riemann) 不 


ш. 
—## ЖЕШ Н] Ҥй kh PEN ЖИНДИ С Euer) 方程 党 
u 1 
are ə 0 
ИЕ ‚| 1°]- [ (1-23) 
1118 37 À = u+a,u- a, 
特征 秆 的 关系 式 为 
и-А 一 dp 
dt _0 
а? dal 
р 出 
或 ade + du = б, 
积分 得 ZQ * u = conet. 


EMERE TER., ПРИ u+ о. 
多 维 问题 的 俐 微分 方程 组 的 一 般 形式 为 
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7А: 50 3 = (1-24) 
填 中 U = (ду, ua `+ ут, = (rista faj. (1-25) 
ІХ m л ннн она анин, БИН x 转 到 z, 二 者 的 关系 为 
д = тр + х + + пр = р (1-26) 
[= 1,2,:-,т, | 
其 中 n. 是 有 坐标 方向 与 坐标 方向 间 的 夹 角 的 余弦 .由 .上 式 可 得 
_д_ dz 
区 =- - уз ЕРА Jx, = >. ky Эк? (1-27) 
Ж, (1-24) RAG A 
D Aim, H + D Am, 50 = К, (1-28) 


其 中 ， А-а 方向 . > 表示 从 1 到 mm 求 和 . 供 不 包括 ,方向 .上 式 
进一步 可 改写 为 | 


Ал, 55 = R- > Am, 50. (3-29) 
当 det | 2 Ал, |= 0 (1-30) 
有 时 ,v 为 特征 面 的 法 向 . 沁 特征 向 量 为 4， 则 有 
这 里 此 为 扫 ~- 化 的 单位 向 和 量 . 因 ‚ы омы ‚Ам! 1 #01-30) 式 可 改写 为 
det| Хад | = = (1-31) 
这 就 是 多 维 问题 的 特征 方程 . 若 记 А, = Га, а) ка 则 上 式 串 改写 为 
det A tt laxn = 0, а = (а prs (1-32) 


WERKER, ШЕШН 2 Pk , БЕШ. ЕЁ (1-29) эз SPE Р t: ези ЖК 
Ал, -起 构成 的 增 广 抵 阵 的 行 间 应 当 是 线性 相关 的 . 换 寺 之, 存在-- 个 不 全 为 
ЖЕРИҢ a = laaa ER 


A. (ta + 09А ур + + a À * й@„ у = Ü, 
ayÀ с G, + ОА ` G, +77 + GÀ + Aaa = 0, 


-33 
ОА An + А yn t + G À ° G... = 0, ( ) 


т ЖР 2U T 
a: ÈR- 21074 Sa) = 0 
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或 简写 为 
а [4 а, 111, = ©, 
|, . (к - > Am 0). = 0. (1-34) 
由 于 (1-34) 式 中 第 一 式 可 以 改写 为 a (27А) ”= 0, 它 与 第 二 式 相 减 得 
a(R- 2А 50) = o, (1-35) 


这 就 是 特征 相 客 条 件 .一 个 特征 向 量 A 对 应 一 个 we n 元 问题 有 个 特征 向 量 ,应对 
Мпа. 
以 二 维 不 定常 理想 完全 气体 等 燃 流 动 的 方程 


1 ооо u о 0 0 v 0 0 ù 
1 отоо, | 9 отар 
| соо 1 0|'“ o oaol 0 0 » 一 | 
2 P 
-a 00] -ou 0 Ü 4 -ar 0 0 r 
特征 方程 为 det АА, + АА, + ДА, 1 = 0, 
展开 得 Ф[ 4 eA + А2)] = 0.4 = А+ д, +, 
方程 的 根 为 


di = А, + ul, + À, = 0, 

d, = À, + uÀ, + m, = 0, 

ds = À, + ША, + ш, = а МАЎ. + А5, 

d, = À, + uà, + m, =- ауа + А2. 
А А КЛЭР, t ги ЖИЕН), ИТА ИГ ЕИ АТ + А2 = 1.2, 
= соз@,А, = sin8, 于 是 四 个 特征 值 为 

À, + uco + тап = 0, 

À, + исоб + езіп = 0, 

À, + ucos0 + vsin? = a, 


À, + ucosQ + van? = – а. 


为 确定 z, Ви 


о а 
МААЛА ААУ =] Ó 0 а др 
0 
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行 间 线 性 相关 的 系数 ,不 难 验证 下 列 a 与 对 应 4 使 相应 条 性 满足 
at) = (0.1,, ~ А„,0) = (0,sing, ~ cos0,0), 
а) = (0,0,0,1), 
e) = (at, — раА„, – рай,,1) = (а?, — pacos, — pasin0,1), 
@\#) = (а?, pad, рад, ,1) = (a2,oacos0,oaein0,1). 


相应 的 特征 相 容 条 种 为 
a 中 对 应 sin0(9 , 158) - csl + + 22) = 0 
«0 对 应 AB) = 0; 
E 
a) 对 应 а[90 (у. Det + y 99) = 
pasing( Š + P 2 58) + 74 = Ü; 
a” 对 应 TE + p(8， 92 cond + 252) + 


а dz р. 
pasin0( ү. + р 2-92) + «С ) = 0. 


1.3 阿 断 条 件 


在 双 曲 型 方程 为 线性 时 , 则 特征 值 都 是 常数 ,所 以 同族 特征 是 互相 平行 的 直线 
或 锥 面 ,它们 是 不 会 相交 的 .但 是 在 非 线性 问题 中 ,特征 都 是 曲线 或 形状 复杂 的 曲 
面 ,它们 之 间 有 可 能 相交 .另外 这 时 特征 的 几何 位 置 要 与 方程 的 解 同 时 确定 ,所 以 
事先 不 知 其 形状 ,也 不 知 是 否 会 相交 以 及 相交 的 位 置 .由 于 同族 特征 满足 相同 的 相 
应 的 特征 关系 ,在 相交 时 要 求 不 同 值 满足 同一 条 件 ,这 显 热 是 址 可 能 的 .这 就 意味 
ЖП БШ АЖЕ Ж, РИНИТ. 当然 间断 位 置 不 与 同族 特征 相交 的 位 置 一 致 , 它 的 
位 置 也 由 求解 过 程 同时 祖 定 . 

在 有 间断 的 地 方 ,微分 方程 就 不 再 成 立 ,但 是 积分 型 的 方程 仍 热 满足 .所 以 可 
以 借用 积分 型 方程 得 到 间 汤 前 后 物理 量 冯 的 关系 式 .对 于 一 维 情况 ,方程 组 可 以 写 
{Е 


50 + Е = 0, {1-36) 
相应 的 间断 条 性 为 
[U]p= ғ, р = Š. (1-37) 
итле 学 方程 给 , 


= (р.ри,рЕ,)', Е = (рш,ры? + р.и(рЕ, + р))", 
TEHN мий» 
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[0]0 = [рн]. 
[wa = [өй к]. (1-38) 
[2Е, 1р = [ Er + ри]. 
若 记 mm = pilD- и). WA 
[m] = 0, m[u] = [p], m[E,] = [ри]. (1-39) 
可 见 [w] = 0,[p] = 0 时 有 wi = оз, ру = р. ADSL E. = 03 Е, = Е.Х 
о 和 和 ? 值 无 约束 ,在 问 断 两 出 可 以 相等 ,也 可 以 不 相等 . 当 岗 侧 值 均 相 等 时 就 不 成 其 
为 间断 , 属 无 聊 解 . 当 左 右 两 侧 速 度 、 压 力 相 等 而 密度 .温度 不 等 时 , 称 作 接 般 间断 . 
更 为 一 般 的 情况 是 各 个 物理 有 量 均 有 间断 , 叫 作 强 间断 .在 可 压缩 流体 流动 中 这 
种 间断 就 是 激 波 .由 (1-39) 式 可 知 流体 穿 过 激 波 时 的 流 莽 是 不 变 的 .引信 记号 e = 
D – и, КГ Р St В Эст Л) 


p It = 0215, 
бй + pi = 0203 + Prs (1-40) 
ё 十 La = 1) + T+, 


其 中 = e+ p/p 为 炊 ,e = OT 为 内 能 .由 上 关系 可 所 得 到 如 下 的 关系 : 


В. (у + 1) р + (y – Lp; P- Pi _ Pat т _ 
Dar Da e- пе (1-40) 


= ү +1 1 py -2-1 _ 
2d 55 Р + r= = Mt rtl E 2y $ (1 425 


tita = (а* у, 


D = ul + а} r=! ri Pi ааз 221. ZH B 31р. (1-43) 


(1-41) 式 又 称 为 КЕРИ Н 41)—(1 аз) ананан 
性 , 即 除了 无 聊 解 以 外 还 存在 两 个 解 , 即 р, > p 和 pz < pi. 但 考虑 到 流动 是 绝热 
的 ,流体 通过 激 波 时 袖 只 能 增加 不 能 减少 , 设 1 表示 激 波 前 的 状态 , 即 流体 尚未 通 
过 激 波 的 状态 ,2 表示 激 波 后 的 状态 . 则 由 炳 增 原理 可 知 必须 有 р, > pop > pot 


< p M, È < 1 < M, = ВАНИЕ ВОВА Е. 
й7 . 41 


14 [Н 


有 两 个 不 周 的 各 自 均匀 的 流 场 ,在 上 = 0 时 刻 在 某 处 接触 构成 间断 {该 外 可 设 
为 x = D0). 以 该 有 间断 的 流 场 作为 初始 场 的 一 维 不 定常 气体 动力 学 方程 (1-36) Ж 
解 问题 , 称 作 黎 曼 问 题 .可 表述 如 下 : 

2U ЗЕ 


і. x < 0, 
= -4 
U(x,0) {vy х > ©, а 5) 
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В y = (р,нур)! F = (pupu + р, (Е, + Pu). 该 获 司 问题 可 有 五 种 不 同 的 
奖 型 ,如 图 ]-1 所 示 ， 


В 1-1 
其 中 虚线 为 接触 间断 , 细 实 线 为 膨胀 波 , 粗 线 为 激 波 .由 图 不 难看 出 这 五 种 情况 都 
是 由 左 传播 波 和 石 传播 波 组 成 的 . 设 接触 间断 面 上 的 速度 为 ,压力 为 P, 则 


v- fi- (2) ], Р < peis 
y Pe 
"=j y -pm C Р> р, 
па эу [Z -1) +1 
у-1 
v a[i- (2)2]. P < pe 
"жел, == Р , Р > рк. 
PRER (Е i)e 


U.P 可 由 图 1-2 得 到 . 
这 五 种 情况 分 别 对 应 
(1) 分 解 成 左右 传播 的 两 个 行进 激流 . 它 对 应 于 两 个 汶 波 对 挤 后 的 情况 . 
(2) 分 解 成 右 传 播 激 波 和 堪忧 播 膨胀 波 . 
(3) 分 解 成 左 传播 激 波 和 石 传 播 脱 胀 波 . 
(4) 分 解 成 左右 传播 的 膨胀 波 , 对 应 流体 向 两 机 外流， 
(5) 同 (4) 情况 ,但 中 间 产 生 真 空 区 . 


2 发 展 方程 的 有 限 差 分 法 


描写 随时 间 变 化 的 物理 过 程 的 数学 方程 称 为 发 展 方程 . 如 热传导 方程 21 А 
方程 不 定常 纳 维 (Navier}t Stokes)- 斯 托 克 斯 方程 ,不 定常 欧 拉 方程 和 波动 方程 等 . 
一 般 地 说 ,发 展 方 程 可 以 分 成 两 大 类 ;与 扩散 相关 的 方 稳 ,一 般 具 有 抛物 型 特点 ;与 
波动 相关 而 不 计 其 耗 散 的 方程 ,一 般 具 有 双 曲 型 特点 . 对 于 复 洒 问题 往往 两 者 兼 而 
有 之 . 

有 限 差 分 法 是 用 差 商 代 痊 微 商 ,从 而 达到 方程 离散 化 的 目的 .通过 求解 离散 化 
的 代数 方程 组 得 到 离散 点 上 的 解 的 近似 值 . 可 见 所 得 的 解 只 在 离散 点 近似 地 满足 
方程 .这 种 离散 的 代数 方程 叫 作 有 限 差 分 方程 


2.1 ”差分 格式 的 适 定性 ,拉克 斯 定理 


一 般 地 讲 ,边界 点 建立 差分 方程 的 方法 和 内 点 建立 差分 方程 的 方法 是 不 一 致 
的 .在 求解 微分 方程 时 ,将 建立 的 内 点 和 边界 点 的 差分 方程 则 作 整 分 格式 .但 实际 
上 ;人们 一 般 将 内 点 差分 方程 叫 作 差 分 格式 .所 以 以 下 也 将 来 用 这 种 简单 的 称呼 . 
以 热传导 方程 的 初 边 值 问题 为 例 , 方 程 及 其 边界 条 件 为 
да Fu 
dt -Yar 
и(х,0) = f(x), 
u(0, t) = Фан), нб L, i) = galt). 


t > 0.0 = x = L, 
(2-1) 
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为 确定 起 见 ,求解 范围 限于 0 << 了 ,了 为 某 一 确定 时 刻 . 此 差分 法 求解 时 ,首先 
要 将 求解 域 用 网 格 进行 划分 . 设 在 (0,L) 之 间 划 分 为 了 等 分 .10,7) Z B] P М 
等 分 ,如 图 2-1 所 示 . 于 是 有 
Ax = ӘД, М о = T/N, 
x; = Jx, hh = п, 
= 01,9, Jin = 0,1,4, N. 
(j,n) 点 上 的 值 记 作 ш? ,该 点 的 微 商用 差 商 近似 时 ,可 有 不 隔 的 计算 差 商 的 方法 ， 
不 同 的 近似 方法 就 形成 了 不 同 的 差分 格式 .最 简单 的 办 法 是 
диү* ши 
(5° ) = Àt 
үп п нъ un 


: д? 
一 将 它们 代 人 {2-1) 式 后 ,可 得 差分 格式 如 下 : 


ЕНЕ її bnt eba, 
R=0 


j=0 | 2 © ji u? = u(x;,0), (2.3) 
图 2.1 w= ORAL = оба), 


uj = u(L,nàt) = pl nAr). 
(2-3) 式 中 的 第 一 式 可 改写 为 
и"! = guna + (L - 20) ш + owa n > 0,j = 1.2m -1， 
| råt (2-4) 
ås ` 
在 这 里 时 间 差 分 用 的 是 向 前 差分 ,空间 差分 用 的 是 中 心 差 分 ,所 以 该 格式 又 叫做 
P'TCS(forward in time, center іп space) 格式 ,一 般 地 ,差分 格式 可 以 表示 为 


Т = 


L. = 0, (2-5) 
其 中 表示 离散 化 后 的 算 子 .原来 的 微分 方程 记 作 
Lu = 0. (2-6) 


Bu МАЯК, w 是 差分 方程 在 x, 二 ) 处 的 解 , 记 (ET = Isu - (Lu)? A 
差分 格式 的 截断 误差. 若 对 于 一 个 足够 光 请 的 函数 4, 当 Ax -* 0、At 一 0 时 的 截断 
误差 对 于 每 一 个 (j, n) 点 都 趋 于 零 时 , 则 称 差分 格式 ар = 0 过 近 微分 方程 Le = 
0, 即 差分 格式 与 原 微分 方程 相 容 . 

PAAR Taylor) 展开 ,不 难得 到 {2-3) 式 中 第 一 式 为 

(3) = (22), оом) + осла). (2-7) 

ЕТШ ЕТ)? = Об) + O(Ax2). M At Ax — 0R}, СЕТ) — 0( V j, n) ,所 以 FTCS 格 
式 与 原 微 分 方程 是 相 容 的 .截断 误差 的 时 间 方 向 为 一 阶 , 空 间 方 向 为 二 阶 . 

差分 格式 与 微分 方程 相 容 是 保证 差分 方程 所 得 的 近似 解 在 离散 点 上 允 近 真 解 
的 必要 条 件 . 种 实 上 ,为 使 差分 方程 能 得 到 通 近 真 解 的 近似 解 .还 必须 要 求 差分 格 
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式 是 收 伍 的 a E ЙЧ) Ж ЕТЕН ЈЕВ. 
记 差 分 格式 (2-5) 的 解 和 微分 方程 (2-6) НОЯ :2 [0] АЧ у єў = GP - ul), 
若 对 于 相当 广 证 一 上 类 定 解 函数 ( 初 值 和 过 值 函数 ) ,下 式 都 成 立 
и? - Тете 0, (2-8) 
ДЗЕ ВОЛАС. 
设 在 与 时 刻 差 分 格式 的 解 为 必 , 但 在 实际 计算 中 自 闻 某 种 原 困 { 如 计算 机 会 
人 误差 ,数据 误差 ,小 扰动 等 ) 得 到 的 值 为 (u)9, 二 者 之 间 的 差 为 Bw = 1 (u) - 
ио 1, fE е, ВТЗ] бит = | (а) — 丰 1. 如 娄 存 在 一 个 与 АОН ЯНЕ K. 9 
sup í би = К вир { даб, 
则 称 差 分 格式 稳定 . 
若 差分 格式 与 微分 方程 是 相 容 的 ,差分 方程 本 身 是 收 生 的 .稳定 的 ,及 差分 方 
程 的 解 对 定 解 条 件 有 连续 依赖 关系 , 则 称 差 分 格式 适 定 . 
对 于 线性 微分 方程 ,有 如 下 的 拉克 斯 (Lax) 定理 ; 
定理 1 车 线性 微分 方程 的 初 秆 问题 是 适 定 的 ,相应 的 差分 格式 是 相 容 的 , 划 
差分 格式 的 稳定 性 与 牧人 就 性 是 等 价 的 , 即 
强 性 方程 适 定 的 初 值 问题 ， 
КОРУ Л ЕБИНЕ 
微分 方程 的 适 定 性 是 指 微分 方 释 在 给 定 的 定 解 条 件 下 存在 唯一 解 ,并 对 定 解 条 件 
EM. 


证 明 。 记 发 展 方程 为 3 = Lu, 相 应 的 差分 格式 为 t = Lr, ÝA ш"! = 


ЕМ)" + OLANIYI + ОСА) ,其 中 ,vz 为 正 数 ,ECAL) 为 时 间 方 向 算 子 , 存 如 
下 性 质 : 
E(O) = F, Eli + 5) = 下 全 ED)， 
由 稳定 性 定义 知 , 设 本 格式 是 稳定 的 , 别 在 0 = na 三 了 范围 内 有 
Hi < 
其 中 |- | AEH, К jn 无 关 的 有 限 数 .又 由 适 定 性 知 ,车 初 值 为 f, 则 
WEDI < КУ]. 
ЕК 


lat- «(аЙ = TP - Eoy 200, 


(1) 证 收效 一 稳定 
BRAHE Y про 
Ju] < KH FN. 
由 于 o = у, 9 上 < KI ч | ‚ШШ ЕЕ ЖЫН. 
(25 证 稳定 一 9 
由 差分 格式 相 容 性 知 Ax/A; < а, лж ORT IL, – ЕС) Jul — 0, 
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lim x; L [L, ~ ЕА) ЈА =0 (8 > O). 
或 ARSIS. E( nAt)]/ = = фам, Н 
Ам = [LY - APEC) + UPELA) - LAMPEA) + + 
„ЕС {a DA - ЕК(лАг}]/ 
= [Ц ~ ECA] + KAPEL, ~ ELAD JELA) + `" + 
[Ly -— Е(Аг)]Е( (л - Dae) s 
= DBD, – E(A:)]E((n - 1 — m)A:)/., 
由 稳定 性 条 件 知 ， 


Íza = SOUMI ECAOJEC a - 1 - m)A0) / | 


< К] >! [L - EADIE a — 1 -mao 


< кў, | (1 - Е(Ал)]Е((а-1- maf | 


KAS м I [Ls - ЕСА) TEC n -1 - m)A4)/ | 


Krt ` пахі. [Li - ЕСА) ЈЕ(( а - 1- т)Аг)/ ll A o, 


lim || 14% — Ел) = 0, 
Bp йш as) “2%. 
也 就 是 说 格式 收 伍 证 毕 . 
由 上 分 析 可 知 :对 于 线性 问题 , 收 敏 性 与 稳定 性 是 等 价 的 ,只 需 分 析 其 中 之 一 
即 可 ,习惯 上 人 们 首先 分 析 稳定 性 .另外 注意 到 拉克 斯 定理 只 适用 于 线性 问题 ,对 


于 非 线 性 问题 ,目前 尚 无 相应 的 定理 ,所 以 只 能 作 局 部 线 化 而 得 到 一 些 有 启发 性 的 
分 析 结 果 ,最 后 验证 收 敏 性 和 稳定 性 ,由 实际 计算 得 到 , 


2.2 ”差分 格式 的 稳定 性 分 析 


下 列 各 种 分 析 方 法 都 只 适用 于 线性 问题 ,对 于 非 线性 问题 则 采用 局 部 线 化 进 
行 分 析 , 所 得 结果 作为 非 线 性 问题 的 有 局 发 性 的 分 析 . 
2.2.1 ЖЕЖ 


为 方便 起 见 , 差 分 格式 写作 


II 


ul = Еш". (2-9) 
设 上 = ОЯТИ ШО = мо + е7, Жн #0 38 £ = 0 时 的 误差. 假定 在 以 后 的 计算 
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中 不 再 引 人 新 的 误差 , 则 有 


и = E, и". (2-10) 
(2-10) 式 威 去 (2-9) 式 得 

Et = E, g", 
或 进而 得 E RAR, 


保证 稳定 的 条 件 是 ‖ El Т, E 的 模 可 取 为 max | 4; | ДР А, AERE E, 的 特征 
值 .所 以 稳定 条 件 为 


supl max | A; I = 1. (2-11) 
DR Н 
以 格式 (2-4) ЭЙ, Е, 为 
1 – 25 a 
ë 1-2т е 
Еһ = `. 
т 1-2 g 
G | — 20 
它 的 特征 值 为 
А; = 1 — 20 + 2осов C — Lu = 1 - 4osim[ 108], 


为 使 А; 绝对 值 均 和 不 大 于 1, WER 
Il-4 lgi 
或 с = ке < L, (2-12) 


这 就 是 FICS 格 式 的 稳定 条 件 . 本 方法 由 于 确定 和 矩阵 特征 值 比较 困难 而 在 应 用 中 学 
到 限制 . 
2.2.2 25 (4 3 2 k 
首先 设想 将 解 作 周 期 延 拓 , 于 是 解 可 以 用 情 里 叶 级 数 表 示 出 来 ,同样 误差 也 可 
以 用 储 里 叶 级 数 进 行 展开 . 如 果 该 误差 的 每 一 个 健 里 叶 分 中 在 差分 算 于 E, 的 作用 
下 都 是 训 减 的 , 则 整个 误差 也 必 糙 是 衰减 的 ,于 是 格式 就 是 稳定 的 .所 以 实际 分 析 
中 只 要 对 某 一 分 量 进行 分 析 就 可 以 了 . 比如 设 
єў ~ е), (2-13) 
于 是 
erl el = Ge, (2-14) 
其 中 & 为 放大 因子 . 当 G ИЙ РЕТИ ЗЕ; 都 小 于 等 小 1 时 ,格式 就 是 稳定 的 . 
事实 上 , 设 差分 算 子 E, 表示 为 


t 
м2 Еш? = > аш, 1, h.h > 0, (2-15) 
ta -j 


类 似 地 有 误差 满足 
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5 
gn+1 一 Е, єў = Daehn б. = Ü. (2-16) 
= 有 
设 (х) = 2) Get, (2-17) 
RAH ehl = > a a es j+! = CO, Лх) ее. (2-18) 
Z= 
hFa, 1069 Pas = Ул QCh Ак) Р, (2-19) 
тах | Gik, jót} lag 1 (2-20) 
"$ 
时 有 
二 | | £t" п+ 1002) [dx = > | G, Gk Ах) 2 = > I С, | "= |” | eH x) dz 
k т k Í ” ddo ' 
即 Peti е" Г. 


所 以 (2-13) АЖ ЖЛЕ Е. 
用 这 一 方法 对 格式 (2-4) 进行 分 析 , 记 名 ~ els ,于 是 
ert! се + (1 — 2@)е#% + сел 
= её“ де + (1 — 20) + се] 
= Biti[1 + 2(coskAx — 1)т] 


= els [| — 4zsi( кх y], 


BH G = 1 ИУ 


使 所 有 的 1 6 1 都 小 于 1 的 条 件 是 
11- 401=1 或 о < +. 
所 得 结论 同和 矩阵 分 析 法 .不 难看 出 本 方法 非常 简便 而 实用 . 
2.2.3 Hin 稳定 性 分 析 方 法 
该 上 方法 是 一 种 启发 性 的 分 析 方 法 ,其 基本 思想 是 将 差分 方程 在 (j,n) AFE 
HEF, A- . 双 曲 型 近似 方程 ,确定 该 点 的 依赖 城 . 当 近 似 方 程 的 依赖 域 太 于 差分 


计算 的 依赖 坡 时 ,格式 才 是 稳定 的 .如 格式 (2-4) 中 各 点 值 都 在 tj, n) 处 展开 ,得 到 


P+ (2) A + 二 (器 ) ae +' 


КИК) Ax + =] + (1 20) + 
了 
ola _ (35) д^ + L(a) "as + e] (2.21) 


或 改写 为 
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В 2-2 


略 去 高 阶 项 后 得 到 一 个 双 曲 型 方程 ,其 特征 线 方程 为 9# = ty X ,积分 得 特征 线 


为 = жє 2 + conet. 图 2-2 中 填 线 表示 其 特征 线 所 构成 的 近似 方程 依 业 域 , 实 
线 为 计算 差分 方程 时 的 依 燥 域 .不 难看 出 当 


Ах /2_ им l 
м >N MIT д2 € 2 
时 才 是 稳定 的 ， 


2.2.4 修正 方程 判别 法 


本 方法 间 样 对 差分 方程 中 各 项 在 (六 ,ma) 处 作 泰 勒 展开 .但 对 关于 :的 高 阶 导 数 
用 关于 x 的 各 项 导数 加 以 表达 ,这 一 点 用 对 所 得 近似 方程 反复 求 导 可 以 得 到 .如 对 
格式 {2-4) 中 各 项 在 (j, п) 灶 作 素 勒 展开 后 得 们 -21) 式 , 它 可 以 简写 为 
Lu = Lu, (2-22) 
Не 2 Tit ;.n. H L, 1. 均 为 线性 算 子 ,所 以 有 
Liu = Llu, (2-23) 
其 中 ! 表示 算 子 作 用 次 数 , 于 是 有 
7 aš 
{= 4 Оя + уш = у + "Yu, 
a ^ 5 х2 д" 
і = 2 Gp + ias +") = Дег + aat беш, 
2? p > 2 Ax 3 t P 
{= 2 (а + A +t 二 + at р Ps t 
a MË AO мА а 
{= | (7+2 32+ бор? д э t u 
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(2 „бє ME A O ..) 
= VV9 2 t 12 axt t 360 2,5 t 20160218 + 
用 上 = 2,3,4,: Wu OE PRET S NRA TR 
2+1 а 2k 
ze = (v + „) ^ч Әх s + Doni ЕН + Z =. (2-24) 
Bik и = ее" , 代 大 方程 后 得 
P=- a?2(y + və) + > 1}tig* t! va + > 上 ig. 


设 < .8 都 是 实数 , 故 可 以 看 出 vra 引起 波 的 耗 散 ， 而 vya. ‚яе. бй [ИЕН 
总 为 正 ,要 求 


十 н > 0, { 一 1) va < 0, k = 2,3, 


在 上 述 例子 中 ww = 0,v = (85 学 ,] … 稳定 条 件 为 
pooma а, >02 <. 
这 里 得 到 的 结果 偏 严 格 ， 
由 上 分 析 知 (2-24) 式 与 差分 方程 是 等 价 的 ,与 原 求解 的 方程 有 差别 , 故 称 作 修 
正方 程 .用 修正 方程 的 方法 作 稳定 性 分 析 得 到 的 将 是 充分 杀 件 . 


2.3 一 些 常用 的 差分 格式 


对 液 扩散 方程 是 最 具 代 表 性 的 发 展 方程 , 它 具 有 如 下 形式 ， 
9ц a2" y 
Ji + 295 一 V a 
и{х,0) = ф(х), 
и(0,1) = Alt) wt Et) = fix) (А c (0,L)). 
其 中 设 a > 0,» > 0.28 y = 0 时 为 对 流 方程 ,也 是 双 曲 型 方程 ; 当 a = 0 时 为 扩散 
方程 . 


2.3.1 扩 数 方程 (ae = 0) 
I. FICS 格式 ( 即 (2-4) 式 ) 


n+l 


utl ош + (1 — 26) ыў + ош. 《2-26) 


(2-25) 


稳定 条 件 为 


2. BTCS 格式 (即时 间 后 向 空间 中 心 格式 } 


цп"! _ p’ at 了 Nd + h 
一 = у 二 
At А? ' 


Вр adti — (1 + 20) + сш = и". (2-77) 
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FTCS 格 式 由 第 = 层 的 值 直接 推进 计算 得 到 第 上 “+ 1 层 的 和解 , 故 称 显 式 格式 . BTCS TE 
式 的 第 n + 1 层 的 值 需 解 联 列 方程 得 到 ,所 以 称 为 隐 式 格 臣 .利用 辣 GPS h 
可 以 得 到 放大 因子 
1 

1 + АсэйЁ( zax) 
不 难看 出 | Cig 1; 所 以 格式 无 条 件 稳定 ， 
3. Crank-Nicolson 格式 
将 以 上 两 个 格式 加 以 组 台 , 得 


а! _ оң пі _ "+! +l п o т д 
+ = vla” +1 ар. + H;_| + (1-8) Sunin tia], (2.29) 
其 中 0 < 0 < LAS: APERTA 


l-4- | = 


G(k.,Ax) = – (2-28) 


G(k,&x) = —— T T, (2-30) 
1 + dassin ( #22) 
稳定 条 件 为 
EET 无 条 件 稳定 ， 
| | (2-31) 
@<су, б<се&у ла, 稳定 . 
利用 泰勒 公式 可 得 


ol Ot 20! + 0 + (1- 8}(и% – 207 + и? |)] 
= [2201 - 20) - vara ]( Zup + OMAL APARAS’), 
故 一 般 情 况 下 格式 具有 Mår maw. 当 
9-а = (1-2) (2-32) 
时 ,有 较 高 的 精度 . 当 9 = — 时 , 称 上 述 格式 为 Crank-Nicolson 格式 ; 当 0 = 


tài- 2) 时 ,上 述 格式 称 为 Mitchell-Fairweather 格式 . 


2 
4. DuFort-Erankel 格式 
ая ni n — E ц! п 
= = v и = + Hia, (2-33) 


用 汉 ，: 诺 伊 曼 方法 分 析 , 这 里 设 e ~- Arei, aig 
[а + @}А"*\ — 270080 KAX) А" = (1 — o)An"!, 
А" = A". 
写成 第 阵 形 式 为 
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e] 
pe аенда | | ° | 
l 1-а 


ЖЕ КЕРЕ 
Ë 2тсоз( Ах) е 


0 1 
c-|i:。 2ocos( kar) 1+ l+ol. 
1-а l-g I 0 


为 使 | G|] 三 二 要求 有 的 两 个 特征 值 的 物 对 值 均 志 大 于 1. АРНЕ ЕН det | G 
- A11= 0 确定 ， 
А = gceol kay) + V 1 — osin (Ах) 


l+ 
无 论 otsin КАХ) > 1 或 是 oz2sinft kår) < 0, 都 不 难 证 明 | À Т К ЗС 3k 
称 定 ,但 用 素 款 展开 可 得 截断 误差 为 OLA АР, Ах), НОЙ AAxx 一 0 时 格 
式 才 是 相 容 的 ,因此 限制 了 本 格式 的 使 用 . 


2.3.2 对流 方 程 ( 双 葛 型 方程 ,v = 0) 


Zu + а Zu = 0, (2-34) 
1. 迎风 (Godunor)] 格式 
nel _ y” T _ u’ _ 
и 元 и; + +161 — a s=lsl ma - 0. (2-35) 
用 冯 : WIF S$ 1535 KINT- 
G = l1- s+ зе, s = 212. (2-36) 


可 见 稳定 条 件 为 = LELA < 1. 该 数 称 为 震 兰 特 (Courant) 数 ,其 稳定 条 件 叫做 

CFL 条 件 (Courant Re Lewy) .迎风 格式 在 时 间 和 空间 方向 均 为 一 阶 的 . 

2. ЖЕЕ. 拉克 斯 格式 

由 于 方程 (2-34) 的 特征 线 为 x — at = ceonst, 洛 特征 线 上 的 u 是 不 变 的 ,所 以 
и?! 应 当 与 雪 相 等 ,其 中 ААС, taai) 点 的 直线 x* а = 好 Maal 与 直线 上 
= 1, AZA. S a> О ,А M ш_ u ШИИ, a < 0BF A На", ил, ME 
得 到 ,这 就 是 上 述 迎 风格 式 的 由 来 . 若 4 点 值 直接 由 un |. ил, 之 间 线性 插值 得 到 ， 
就 构成 了 弗 里 德里 希 - 拉克 斯 格式 : 

I л Ах aai 


и = a + OA (ua 01), 
即 из! = ta + Sa + ta 一 s) uf, {2-37) 
HAKAT G k Ax) = cosi kñx) — isini & Ах}, 


E 
Ах i” 


稳定 条 件 为 ls i= 
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3. 欧 拉 隐 式 格式 
n+l ря tt __ „зї! 
sio + a 1 tjat = 0. (2-38) 
放 太 因子 


G = 


1 
V l+ ге (kAx) =l 
故 欧 拉 格 式 为 无 条 件 稳定 .顺便 指出 显 式 欧 拉 格式 为 无 条 件 不 稳定 的 . 
4. ЖЕЙ (1еар-Їгод) 格式 


«Ус aiunt с, (2-39) 
敢 大 因子 矩阵 
— i2s зп khx) 1 
G = [ o|: 
该 矩阵 特征 值 的 模 小 于 1 的 条 件 为 
s = вшм =l, (2-40) 


这 就 是 稳定 条 件 .显然 殖 跳 式 格 式 在 时 间 和 和 空间 方向 都 是 : - 阶 精 度 的 ， 

5. EN- 湿 德 罗 夫 格式 

如 上 所 述 ,迎风 和 Friedrich 格式 都 是 采用 办” = ú HRI, REA u, 的 算法 
不 局 ,从 而 构成 了 不 同 的 格式 .在 本 接 式 中 由 由 叹 小 四 .通过 二 次 插值 得 到 . 


2 
由 于 这 时 и, Вр а? — (а — 01) + > (йы — 2и] + и? |), ЖА, Уу 


ш! = u? 
它 的 放大 因子 为 
С(&,Ах) = 1- isin kår) – 2s2ain°( Коа). 


PRE! G |= 1 的 条 件 为 


СЯ 一 ua) a E Cata- 2ш + wah. (2-41) 


s= A ащ 1. (2-42) 


这 就 是 拉克 斯 - 温 德 罗 去 格式 的 稳定 条 件 ， 
6. Мас Cormack 格式 
上 -格式 可 改写 为 
at = аў 一 TETA 一 и), 


n+l a Ati asi _ „пз 
uti = шыў! - s( шг), 


u = YG + 05), 


考虑 到 з = 91 жп ан = 户 则 上 式 可 政 写 为 
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-CT рт), (2-43) 


? 
ше = О Ш), 


这 就 是 Мас Comack 格式 ,其 中 第 一 步 为 预测 步 ,第 二 步 为 校正 步 . 当 了 为 的 线性 
函数 时 ,也 即 #4 为 常数 时 , 则 该 格式 与 L- 久 格式 是 一 致 的 ,稳定 条 件 也 相同 . 当 了 不 
是 上 的 线性 函数 时 , 它 对 应 的 微分 方程 为 


S ifo (2-44) 
或 ба + alu) 58 = 0, alu) = 52. (2-45) 
2.3.3 ЖАЯ (2738 (2-25)) 
1. RERA 
该 格式 建立 了 n 和 n+ 1 ВЕТА АО Ач КАНИ - АЭС: 
ан] + арш}! + а.ш) = аи + арш} + оой. (2-46) 


利用 泰勒 展开 可 建立 该 格式 与 微分 方程 相 容 的 条 件 为 


(ор + аорта) — (ар + ao + a) = Ü, 


ale, + ao + а) = [бар-а 1) — (а — a)l, (2-47) 


væ + g + a =- Ha + aa) 一 (а; + a_1}] a, 


或 
а = + (2 — s + 2)a,) + 3-04 – s)ao + -— (20 з) 
aq = — 20a] + (1 — 20) ао — 200.1, {2-48} 
ад = 3-02 + 5)а + 10: + s)&p + 42-024 + s + 2)а ц. 
‚= 20, о = А. (2-49) 
放大 因 于 为 


ао + ба + 站 -1)oosf ЕАх) + ilaj - a ]sin( kAx) 
С.А) = аб + (ау + a leal kx) + ila - oi )sin( Ах)" (2-50) 


TEREFE sat Qo + G) = вау + GQ + = 1; 且 引信 记号 
[* = 101 ~ сов(#Ах)), В = 164,2 ,8 = laia | 
C= 4[ (а 一 a _ 32 一 dr + aail, C = 4[ {а 一 an- a 十 a] 


. = _ (в — B)X + (C — C) 
不 难 验证 GG=l-X YA ' 
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其 中 五 为 6 ЖЕ .注意 到 0 < X < 1, 使 GE = | Ç 2 =< 1 的 条 件 为 
[В - В)Х+(С'- С) > 0, 
В'-В+жС'"- C >O, C-Cl, 


Вр 
x -aa -la-a d - Car + a. - а-в) > 0, 
Aaea — а) + а 一 а 1} 一 (al 一 a) 一 Со + -ll- ü - aa) = Ü. 
(2-51) 
这 就 基本 格式 稳定 的 条 件 . 
2. FFCS 格式 
n+l п п _ n n _. п п 
a nt (2-52) 
整理 得 atl = Lia – ғ)ш + (1 20) + T+ (2 + sjuf (2-53) 
ІВ Е-е rh Rz 
a| = а = Ü, ws = 1, 
|. = +ç —s),a = i- 20,6 = 1-00 + s). 
代 人 (2-51) RABE RIFA 
ło -s 20, -Eo — з} + 28 —- 2 ж 0, 
即 TET TET 
其 中 R = а 吗 做 格子 雷诺 数 .上 述 条 件 写 为 
2 = 04 < min[ >, |: (2-54) 
3. BTCS 格式 
n+l ий n+l _ n+i n+ _ art A+ 
HO ое шц LLAK Ae (2.55) 
或 305 = 20) + (1 + 20) a FC- 20- sagt) = up. (2-56) 
类 位 分 析 得 稳定 杀 件 为 
с? + 27 а 0, 4л + z 0. 
HT o > ОКАЖЕ ВЕ. 
4. Crank-Nicolson 格式 
asl _ л пе] _ n+l п o y’ 
ML щш x; ы + а= zig p SaL Шы Hle] -~ 83] 
n+l n+l д-1 п п п 
ut ~ 2utt + нш] цр 2и? + щщ. 
= [i (6)], (2-57) 


整理 得 
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a =- Hla- s)(1- 9), a= (1+ 20)(1- 8), 

ал = зу (Фе + sX - Ө), (2-58) 
д 0. 

а = – 7\20 = s}, ag = 1+ 200,01 =- > (25 + s). 


稳定 条 件 为 
[2020 - с + 1 > 0, 
(20 - 1): + 40 > 0. 


故 6 > > 时 为 无 条 件 稳定 ; 
这 20)" < Тт. Е 
= + 时 即 为 Crank-Nicolson $ z. 


5. аа 
цъ+Ї 
= + 00 ~ e ua 一 ш n) + (14 є\би? 一 只 1 
аа дажа) = 0, (2-59) 
I, а > O, 
其 中 e = sle) = |0, 2 = 0, 
- 1, = < 0. 
同样 得 稳定 条 件 
sezi ‘< R= (2-6) 


ERTEKE, ІАЕ агі БЁН И ЙН 85 
(50), + (58) - (у кат до) (25 3) = Оле, А2). 


可 见 这 里 粘性 增加 了 lal Ax ÎR, 这 一 部 分 又 称 格式 粘性 系数 , 它 的 出 现 使 精度 下 
БЕ ,稳定 性 得 以 改善 .格式 粘性 项 在 流 场 计算 中 必须 密切 诗意 ， 
6. Mac Cormack 格式 


ai = 2 АА f, 
шў' = uy мА у, (2-61) 


zel Lag + иР'). 


Е 
il 
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同样 分 析 可 得 稳定 条 件 为 
1. 
ЧЕ RI TH s = 1. 
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(2-62) 


ау 是 党 数 时 ,方程 是 线性 的 , 即 可 得 到 相应 的 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 格式 ,这 里 从 


7. ERARA 
ш*! - шл! шү 一 Wa wi -1 - EH ш” т! 
ФА; + а 2А x = Fk Aa? + 
这 是 一 个 三 层 格 式 , 它 的 放 太 因子 矩阵 为 
— i2ssin( kAx) 1- вози) 


G = 
l 0 


它 的 特征 方程 为 
А? + i2ssin( KAx) +A-1+ 8osim( ss ) = 0. 
ТАТ 1 的 条 件 为 
O< з= 1-20, ¿=> Ri 
DuFort-Frankel 峙 跳 格式 为 


шш асай шатна 
2А; + а 2Ах = v ^а? y 
其 稳定 条 件 为 agl, s>. 
ERER EMEEN 
ц"! _ wml +| | , | а) | | 
2м + u Sa (uj 一 up-i) + T "Сай, 一 и?) 


у 一 一 一 
= хы ча ~ 2и] i wi) 


稳定 条 件 为 c< s> 20. 
ЖЕРЕ, F Pd. DuFort-Franke] 格式 为 
ч' =! а+!а! 2a -lel 


А; + Ал (ш? 一 ш.) + 2 Ax (ат 一 79) 
= t+) 
稳定 条 件 agl, о җ<Ч{2з5. 


2.4 ”多维 问题 的 差分 格式 
二 维 的 对 流 扩 散 癌 题 的 基本 方程 为 


(2-63) 


(2-64) 


(2-65) 
(2-66) 


(2-67) 


(2-68) 


(2-69) 


(2-70) 
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Ju Ju Фи ы Pu 
92 а 5 +692 = [52 >) (2-71) 
建立 差分 格式 有 以 下 几 个 途径 : 
1. 在 x,y 方向 分 别 用 以 上 一 维 问 题 中 采用 的 格式 
以 扩散 方程 为 例 ， 
ди (= Zu) 
at T Уа * ду? 
用 Crank-Nicolson 格式 得 
(ийй - щы) = УСА ш + Аш) + 
(1 ON Asi Дун?) 1, 
其 中 
ара = 2и; ар 2; w 
Ааш = dl tnt + ш LE Арш = Нйз — үз + Bs 1 
UE ет – Ате) , 则 放大 因子 为 
1 - A(I — 0) [ oosin( Болт) + oysin( 24 | 
| 1 + aol гаі Аг) + oysim( =] | 
记 B= озн л) + | 4 „ДІ 
с < = 441-8) В 
一 1 + 488 
可 见 ,6 > 十 时 ,无 条 件 稳定 ; 
l x „4. _ „4. — ! _ 
9 < 立时 ,稳定 条 件 为 „м{ a + za) < 201-20): 
又 以 双 曲 方程 为 例 ， 
9ч дн Ь ди 0 
a, t 9% * 22у * 
Ж д — 1! _ _ — l Р 
引 人 旋转 坐标 < = a + by), y = Ури bx + ау), 


д с d 
= + а + 0255 = 9. 


f 
于 是 前 面 介 绍 的 各 种 一 维 下 双 曲 方程 的 差分 格式 都 可 以 使 用 .相应 地 
ма? + A: (а? + ba 
T Ax T ax + bAy ` 
2. ЗЕЕ) (АГІ) 
胸 式 格式 的 直接 引用 ,在 多 维 问题 中 将 生成 过 于 庞大 的 代数 方程 组 ,以 至 于 无 
法 求解 . 交 圭 方向 法 就 是 在 某 一 方向 上 用 隐 式 格式 而 其 它 方向 上 由 量 式 , 该 方向 逻 
换 了 好 取 为 各 个 方 问 . 


2 ”发展 方程 的 有 限 差 分 法 


以 扩散 方程 为 例 “县 体 形式 为 


ү = УС Ашу! + Аы"). 
нк? — ир" žnl FETE) 
А; = (Ашу + Ашу), 
放大 因子 为 


1 – 4o,sin?( э) Ї — desi Д н 


] + доліт? | 


故 无 条 件 稳定 .但 该 结论 不 能 直接 推广 到 三 维 , 在 三 维 问 题 hip 


ы Д 
Hik — Чун! 


ГҮ = „Данга + А„иў к + А.ў 02, 


性 + * 
Hiki Hik! жож * 
Ai = у Анд 一 Ами). 


и ун HURI 
ыйы +1 + я 
м = Аш ГИ 一 А.и?) А 


该 格式 也 是 无 条 件 稳 定 的 . 
з. 时 间 分 裂 格式 
利用 泰勒 展开 


m+] ди | 92 ц РЕ 

шк цк + (ж), А + (52), Ar + 
= tpt (L + Ыш At + (L + Lia 
= (1+) + L yu Ar + OAP), 


A 
2 


其 中 L.L, 分 别 为 <.y 方 向 上 的 差分 算 子 .在 略 去 AP 以 上 小 量 后 可 得 


[ss = (1+ Ltg. 
= (1 + БӨЗҮ 


这 就 相当 于 将 一 个 二 维 问 题 分 列 成 两 个 一 维 问 题 ,于 是 求解 大 为 简化 .这 个 方法 也 
可 推广 到 三 维 问题 中 去 .该 方法 最 早 是 由 ЯМенко 提出 的 ,该 方法 的 一 个 缺点 是 边 


界 条 件 处 理 有 时 比较 困难 . 
2.5 ” 桥 正 方程 及 其 应 用 


前 面 已 经 提 到 修正 方程 是 差分 方程 所 对 应 的 微分 上 方程, 它 是 通过 内 勒 展开 得 
到 的 ,是 差分 方程 求解 时 实际 求解 的 微分 方程 . 它 巴 近 原 微分 方程 ,但 有 误差 ,可 以 
说 是 原 方 程 的 自 正 ,所 以 吗 修 正方 程 .下 面 再 以 双 若 型 方 得 为 例 说 明之 . 


双 昌 型 方程 为 


kda) 1 + 40 ‚зи{ 52 ) | 


+" 
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дн du 
а таз, =0, t > 0, (2.72) 
u(x,0) = е, -P < x <+ ©, 
迎风 格式 为 
п+1 n 
ы ri Ш ра ы = а> 0. (2-73) 
车 选 Ax = ам, Ез 
uat = Ts 
所 得 的 解 和 精确 解 一 致 . 当 Ax = aAt 时 ,用 半 离 敬 格 式 
学 4 a = 0, 


它 的 解 为 


aiis секаде) 
ul х, 1) = e" 可 于 一 rkr \- afl- FS 


与 精确 解 相 比 ,幅度 以 exp( - a 二 -eas(e 人 dt] 速率 下 降 ,而 波 速 下 降 为 saigex 
HAY Ar A ~0 时 ,幅度 才 不 下 峰 , 波 速 保持 为 a .可 见 离散 化 后 产生 了 附加 的 


训 减 及 波 速 的 变化 .衰减 就 是 耗 散 . 波 速 变化 与 波 数 a 有 关 ,所 以 叫做 色散 .这 种 变 
化 是 由 差分 引起 的 .将 (2-73) 式 改 写 为 


"ош (1 з)ы + зш, $= AK (2-74) 
利用 泰勒 展开 得 
м 9% М? Fu м и 
u tatg + > agt art ap t” 


2 3 
= а ораз ону "j, 


Jx 31 3x 
这 里 省 略 了 标号 ул. КЕМНЕ 


рг Lu = Lu. 
由 于 1..1, 是 线性 算 子 , 故 有 
Ша = Ша, 191,2, 
像 前 面 一样 , 取 = 2,3, TUERA E ZU ZE.. 用 空间 导数 表示 的 表达 
式 ,整理 后 得 


S. a$ = айл - р L an2? - 3з + DEE + (2-75) 


或 记 作 
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ДЫТ 


gu + 5а = Уа о 2x т" + Zaa д? (2-76) 
这 里 voi ЕТЖ IRF BKL Пу mt 使 方程 增加 色散 ， 其 中 
у) 三 ада (р-з), ta = - aAx2(252 — 3s + 1). 
再 设 ы ~- efen , 代 人 (2-75) 式 得 
j - >C Dinga, 
те! 
а = Se L yaa tt, 
kl 
可 得 差分 格式 的 稳定 条 忻 为 
【一 Ein © 0, k = 1,2, е. (2-77) 
ФОРА L-W 5 WA 
n+l A й п 
ші = ш; + а 1-01 = а tisi 一 32 ша, (2-78) 
НЕЕ Де 
3 
2u +a ои = 一 Ая] – 5?) ти 一 g Ах°5(1 - 8°) 2 一 (2-79) 
另 一 种 具有 二 阶 精度 的 格式 为 
9 4 я _ ү ИРИ: 
+ A (At- ФМ)” үл 02-80) 
它 的 朵 正方 程 为 
дц дц a< 2 Pu 
3, t G 3, = 6 ё (1-5)(2- s) 53 一 
$ Аяга - 52)(2- s) или +. (2-81) 
记 LW 格式 为 
и: = (1— +a д АЛ Jur = Lisu, (2-82) 
(2-80) 式 可 写 为 


ш = LCI- s)L(1)un, 
将 二 者 组 会 得 
ш = Ls) + LO- 90000014, (2-83) 
它 的 妖 正 方程 是 两 个 格式 的 峰 正 方程 2.75) 和 (2-79) 之 和 . 当 ， < 工时 ,两 个 格式 
的 色散 项 互相 抵消 , 耗 散 略为 提高 ,于 是 所 得 的 格式 更 稳定 而 色散 减少 了 . (2-82) 
AP At = Wht upi 7 u = uj — ш]. 
HT ELE ESTE JEE ЕЕЕ. 得 到 稳定 的 充分 条 件 .利用 峰 正 方程 
还 可 以 设计 精度 更 高 .色散 小 .稳定 性 好 的 格式 .事实 上 由 (2-75) 式 知 , 它 对 应 的 格 
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式 是 一 阶 精 度 的 ,为 了 提高 精度 ,要 将 (2.75) 式 右 端 第 一 项 “(1 _ p2 消去 . 


格式 (2-80) 正 是 这 样 得 到 的 ,所 得 格式 的 修正 方程 中 果然 没有 T- эя ( 见 (2-81) 
式 ). 这 种 做 法 正 是 反 扩 和 散 格 式 的 基本 思想 ， 
可 网 收 正方 程 可 以 用 来 分 析 稳 定性 ,还 可 用 来 构造 新 的 格式 ， 


З “可 压缩 流体 流动 的 差分 格式 


控制 可 压缩 流 悼 流动 的 基本 方程 是 纳 维 - WETER ( Navier-Stokes Jy #ë , N-S 27 
程 ). 与 粘 福 相关 的 二 阶 导 数 项 都 是 线性 项 ,并 不 带 来 计算 上 新 的 困难 .在 不 计 粘 性 
的 条 件 下 ,基本 方程 就 简化 为 欧 拉 方程 . 由 于 它 是 非 绕 性 的 , 亿 有 双 曲 型 特性 ,并 且 
容易 产生 条 断 , 所 以 正确 地 捕 握 激 波 是 可 压缩 流体 流动 计算 中 的 核心 问题 . 


3.1 AB. E AR ДОШ НЕНИИ S< PE 


ХУНИ ЖЕР {Н hy Ж#Н — REAS 
ди dF -0 (3-1) 


B+ А = SË. (3-2) 


A 的 特征 值 全 都 是 实数 . 在 气体 动力 学 中 由 于 严 各 项 都 是 z 各 项 的 齐 次 二 次 多 项 
式 ,所 以 ,还 存在 
dF 
F = Jy" = Au. (3-3) 
不 难得 知 存在 特征 线 和 特征 关系 式 { 见 第 1 章 ). 当 同族 特征 线 相 交 时 就 章 味 着 间 
断 的 产生 . 在 间断 处 方程 的 解 不 连续 ,所 以 方程 本 身 不 能 满足 ,但 主导 流动 的 守恒 
律 仍然 满足 , 故 在 间断 处 作 封闭 曲线 ,在 该 曲线 所 围 之 面积 上 对 (3-1) 式 积分 , 利 
用 高 斯 积分 公式 ,可 得 
[up = [Е], 

其 中 [.] 表示 向 断 两 侧 值 的 差 , p ЖДИ ШЕ а: .由 于 存在 间断 ,所 以 微分 广 
程 在 间断 处 不 再 得 到 满足 ， SEERIA BENAR. 

БТ БЕЛЕЕ E S RRT A ER ГВА ВИЕ. ETT LN: AETA 
EREA, TER EA EEN RER N BAR. 

弱 解 也 可 以 这 样 来 定义 ; 设 р 为 试验 函数 , 它 在 : > 0 的 上 平面 内 的 有 界 区 域 
n 内 无 穷 可 微 ,在 О PE E; и ЖЗ ИНА 函数 ,对 任意 试验 函数 o 均 有 


Jles 2e ааа = 0 
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成 立 ; 则 称 и 是 微分 方程 的 能 解 .可 以 证 明 这 两 个 明 解 的 定义 是 等 价 的 . 

大 家 知道 ,满足 间断 条 件 的 解 不 一 定 都 是 方程 的 解 , 只 有 同时 还 满足 丧 条 人 忻 的 
解 才 是 真正 有 意义 的 解 ,在 气体 力学 中 ,流体 微 团 的 炉 函 数 就 是 炉 本 上 身 , 对 于 一 般 
的 非 线 性 又 曲 型 方程 , 需 人 为 地 构造 搞 孙 数 和 相应 的 粹 通 量 ， 

WARTA Ulu) ,相应 的 粮 通 量 记 为 F(au) ,它们 需要 满足 以 下 人 条件 : 

ДЕЯ: 


F, = ©. (3-4) 
其 中 
ӘЕ (ӘЕ 3F .. ӘЕ 
F, = Ju = (52,32, 52) 3 5) 
u -23 (20 290. 90 I 
#7 дц ш диз’ ди 


2° U Ен 的 严格 的 凸 函 数 , 即 
Ul auj + (1 — a)i) = @U(u,) + (1-а) (а) 
Ü=<a=l1 
在 这 种 情况 于 , 黑 塞 (Hesse) 矩阵 


uU [ар 
ы = диди 一 Em (3-6) 


是 正定 的 . 
不 难看 出 ,在 连续 可 被 区 内 
au ӘЕ 
ar * 25 * 0. 


BHATE. хі FENE, MERRER 
ГоСи)] Z - [F(a)] > 0 


或 ф 0 (и)ах - Ен): > 0. (3-7) 
可 以 证 明 这 和 是 允许 弱 解 的 充 要 条 件 , 另 外 一 个 表达 形式 可 以 是 
| (и‹сш)®#, Peu) 2) dxd f > о, (3-8) 
xk TF F+ n WF ЯЕ, ЖИЙ JE 28 (ft ВО. 88 РЕ Ж ЖИЙ Hj) St A ñ: — E I| ЖОЙ. 
丧 对 构造 如 下 : | 
在 单一 方程 时 , 即 变量 ¿ 是 一 数量 时 , 则 可 设 


U = Lg, F = u и) - хадаа. (3-9) 


在 方程 组 时 , BER 4 = H 的 特征 为 41,42,…,24,, 组 成 对 角 线 阵 A = 
diag(A1,A42,… An) HS 
А = RAR-! = L'AL = RAL, 《3-10) 
其 中 R HO RP] ЗЕЛ, L. 由 左 向 量 列 组 成 .于 是 
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U(u) = LLU, 
1) = ШЛАіц. (3-1) 
ЛЕЕВ үн}: рс: F. 
ВЕРЕ 4 的 特征 由 小 到 大 地 排列 为 
AL < A Te (3-12) 
Р fr a (ua) WAC) 之 间 , 即 
Аб иң) < x < Àk шщ.) (3-13) 


ИЖЕ д SKOR BJ. EREA W ЖИЕ] Уз k 族 特 征 线 相 交 ( 图 3-1). 
—-Їв] Iñ ñj X САОНА ЯЕ ЕЕЕ Олейгшк Е ЕО XA TF OF IN Е А6: 
fug) — flu) < А ив) — Кш) < u) — Хш) 
ир 一 ы UR — Hk u 一 ur ' 
(3-14) 
u C (ов, шо) 
MFELEEBRH(3-1) хр и 37 — ЛЕ u ВЗВ 
条 件 (3-14) 的 弱 解 是 唯一 的 . 

应 当 指 出 ,条 件 (3-13) HERH ERE 
AREMT H. 条件 (3-14) 对 于 标量 方程 才 
是 成 立 的 ,并 且 它 与 条 件 (3-3) 是 等 价 的 ,对 方 

х ， 程 组 尚 不 能 证 明 一 定 等 价 . 对 于 方程 组 ,拉克 斯 
Е 3-1 提出 了 另 一 个 与 条 件 (3-13) 等 价 的 条 件 : 
Албш) < (3-15) 


3.2 ERDERA 


184 (Burger) 方程 是 一 个 模型 方程 ,具有 非 线性 对 流 扩散 方程 的 一 些 主要 特 
性 ,而 本 身 比 较 简 单 ,便于 分 析 ,所 以 许多 新 的 差分 格式 均 专 它 为 首选 加 以 应 用 ,以 


验证 烙 式 的 捕 提 滞 波 能 力 . 伯 格 方程 为 
ды Ju _ Fu (3-16) 


引信 Hopf-Cole 变换 ， 
п =- 2 机 = — 200), (3-17) 

可 和 后 (3-16) 式 改写 为 
(8) - 489. om 


HWH K(¿ 76), = (фл), ERTAGA 
($), = ($), 
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对 x 积分 , 计 及 在 4+ s Ш ú = сопа, Н 
ó = v (3-19) 
这 是 一 个 典型 的 热传导 方程 .积分 得 
G 9 d€, 


1 = 
фб(ж,1) = -z tO- dpi 


Bx) = 4050) = exp{- э] anh, 
pix) = иќ х.0), 


进而 得 
ы -¢ È x — г)? 
Г. š t exp] - tf ера -S 4м jas 
ulx,t) = “= Гу, (ий. ` (3-20) 
l el- ilona- 87 hae 
Ж 
1, x < Ü 
и{х,0) = plx) = fo x = б, (3-21) 
- 1, «>0б, 
MI 
~ exp( 三 )[ uel- dE + | -exp 全- |а 
ux, i) = 一 . {3-22) 
地 l- lde + | екрі– ё|4ё 
exp[ у Г» |ы 
Щ-— о 时 有 
п(х,{) = - tanh( 2). (3-23} 
不 难看 出 , 当 ， О а(х, г) 一 g(x), 即 间断 保持 不 变 ， 
当 , = 0 时 方程 (3-16) 成 为 无 粘 伯 客 方 程 ， | 
2и + a Su = 0, (3-24) 
它 的 解 在 u(x,0) = ф(х) 初始 条 件 下 为 
их.) = g(z), z= x~ о иц\х,!)1. {3-25) 
不 难看 出 
Jul x , дц 
A 
或 
дц z 
Bx “1+ р’ (>)? 


H pla) < OR - (2) = 18.52 — =. П 3-2 ВТ 
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A\ г Л\ 


ф'(:)<0 2. 
图 3-2 
这 就 意味 着 连续 点 的 出 现 .该 方程 的 特征 为 
х= Š = u, (3-26) 
间断 条 件 为 
2 
[=]D = [5] , (3-27) 
165 
Кш) – Ки) > ua) -/(u) Ки) - Хш) (3-28) 
Ыр — t ug 一 u = Иң u ` 
2 
HR Au) = > , 则 由 上 式 得 
шщ > Ë > ив. (3-29) 


即 只 有 在 u, > uz Дн Sbi ЖЕТ, РЫН ТИ RARE. 下 面 考察 一 些 早期 格式 
用 于 求解 起 始 条 件 为 (3.21) 式 时 的 无 精 伯 格 方程 的 数值 解 
1. 迎风 格式 {Godunov 格式 】 


иі цо Hetati f- f ‚Чо!ш{! 及 -有 (3-30) 
м 2101 Ах 2101 A 
ЕРЕ Л иы є1. (3-31) 


它 是 启发 性 的 结果 ,只 作 参 考 ,因为 方程 是 非 线 性 的 .下 面 也 是 一 样 . 
2. 拉克 斯 格式 


n+ 
t. = -A = ' (3-32) 
BERA 
| u I 3 = 1. (3-33) 
з. 拉克 斯 - {ШЭ 
他 m ag АЫ (Араа а +). 
(3-34) 
HER PF, E: 
| u! At = 1. 
өл Ax 
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4. SS 格式 
"е (1- D) + ёш - а Еур - fD), 


ut = ш - [la - MEn + OR- OH (1- a -Afa +"! Т). 
(3-35) 
ia = 1,8 = 人 0 或 1 时 ,为 Mac Cormack 48 zÑ; 
当 о = +. = -工时 .为 Richitwyer 略 式 ; n+l 


ща = 1,8 = + 时 ,为 Rulin-Burstein 格式 ; 
Оса <1,B = + 时 ,为 MeGuire-Morris 格式 ; 
ны"! 的 预测 值 是 图 3-3 中 庶 线 交点 的 值 ， 
所 以 稳定 条 件 也 是 
| ш Ima 22 = 1. (3-36) 
5. Beam Warming 显 式 格式 
人 ру), ш> 0, 


ш = 
2- Ми Д), 00, 
po [=з +з =Й |, И 
а 2 Ах Ах _ 
и" | м[ 2⁄5 + 3 їз УТ), ш? < 0. 
稳定 条 件 为 
E |... 2 = 2. 
6. Bean- Warming 隐 式 格式 
вв 24.0057)". (4) ea 
TA Luti + x + 2а 
它 是 无 条 件 中 性 稳定 的 . 
7. Rusanov І 格式 
ut = ш AL (n - £ 51) + э (Ga - 29 + upa), (3-39) 


其 中 w PANSE MATERS, 则 有 三 阶 精度 : 


- 188 ` 第 4 条 计算 流体 力学 中 的 差分 法 


1 п 
КИШ 由 一) 
uP = шр 2 Ву _ у), 
+ uf 1А 
ши = а заат - 1/9 + 29,) - 
3м (Кї - Л?) - эд С> - 4и, + би? — Aufa + 0.2). 


Ax 
它 也 称 Rusan ll 格式 .其 稳定 社 条 忻 为 


s=! ul м = 1, 
|». "= Ax (3-40) 
452 - £t = а = 3. 

计算 表明 ,迎风 格式 、 拉 克 斯 格式 将 间断 抹 平 了 :RussanovI 格式 和 
Beam-Warning 显 式 格 式 结 梁 尚好; 其它 格式 在 间 斯 附近 产生 强 列 振荡 ,甚至 无 法 计 
算 下 去 ,为 分 析 产 生 振 萝 的 原因 ,可 以 采用 由 正方 程 的 方法 加 以 分 析 . 

妊 正 方程 的 统一 形式 为 


2u д] _ ... 


其 中 >, 都 可 与 有关 .在 = 变化 比较 平稳 处 , 令 u = ugt ш, ЧЧ vw 为 党 
数 ,z 4—8, RAER HH а ЖЕ Hu, vav И уу, уз, CIEE u 
= 如 处 的 值 . 略 去 高 阶 小 量 ,得 


; 2 

52, Wo (3-42) 
如 迎风 格式 的 修正 方程 为 
58 + Г = 2201 ~ 2@м) + (ow - S us) | ий + 


{Эла - gu) + Ах?[ (Szu ~ De 一 kawa + 


дааа у -二 e+ (3-43) 
设 上 游 u = 1, 则 得 
2 
92.5% = Sq -ou – 88-01 - @)(1— 26). + *. (3-44) 


FES а = 1HRS ЕЙ LARARE TR Эу Реда — Sk BS. AS 
各 格式 的 修正 方程 可 以 直接 用 相应 的 线性 方程 所 得 的 峰 正 方程 ,使 推 导 大 为 简化 . 

由 上 式 看 到 ,o < 1 时 豪 厂 比较 大 ,而 色散 项 的 作用 是 使 解 内 不 同 波 数 的 波 随 
时 间 推 移 而 相 筷 错开 .本 来 没有 波动 ,是 由 于 不 同 波 数 波 相 诺 生 加 的 结果 ,但 随时 
间 推 其 后 ,它们 互相 错位 了 ,因此 显示 出 波动 了 . 当 衰 碱 足够 大 时 ,这 些 波 不 同 程度 
地 衰减 ,特别 是 高 波 数 波 衰 减 得 比较 快 ,因此 使 波动 得 到 抑制 甚至 消失 .可 以 看 出 
迎风 格式 就 是 因为 赛 碱 大 , 即 耗 散 项 大 而 使 解 没 有 振东 , 甚 至 将 应 有 的 间 汤 被 抹 平 
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Т yuntinpi ta 
58, ош = 学 (二 с) + SE 7) ws +. (3-45) 
Жос < 1 时 耗 散 项 比 迎 风格 式 还 大 . 
L-W 和 Mac Cormack ERES EA 
2u ёш „_ Дра гу a а haral - 07+, (3-46) 


在 。< 1 时 耗 表 是 三 阶 的 ,所 以 不 足以 使 振荡 消失 ;又 由 于 о тво =- SEU 
_ aD) < 0, 它 使 波 的 速度 碱 少 ,所 以 使 波 向 上 游 移 .类 似 地 ш, = - 1 时 会 使 流向 下 
游 移动 .因此 在 间断 附近 ,这 些 不 同 波 数 的 波 会 分 别 向 上 下 游 移 开 ,于 是 在 间断 前 
后 都 出 现 急剧 的 振 范 


Beam-Warming 显 式 格式 的 修正 方程 为 
5 
r = -arlo - 1)(2 - 0) 96 Ara 00-0) ZH +, 


(3-47) 


显然 。 < 2 时 有 三 阶 衰减 .而 w=- 2200 - 1)(2- о) 在 比较 小 时 大 于 0, 所 以 
使 波 速 增 加 , 所 以 应 在 间断 下 游 出 现 波 动 . 这 与 计算 的 结果 是 吻合 的 . 
Beam- Warming 隐 式 格式 是 中 性 稳定 的 ,说明 衰 减 为 零 , 这 上 时 振荡 不 可 避免 , 需 加 人 
加 粘性 项 加 以 抑制 . 
Rusanov] 由 于 加 强 了 粘性 ,使 间断 抹 平 .而 Ңизапоу Н 格式 的 禾 正 方程 为 
Ju ди a= | @ 3) ди 
as tas Ma 4+9) t+ 
are Sw + 4 + 15а? — 40%) : 2 + (3-48) 


ЕИ с < 1.462 - ої < o = 3,ХХЮН v, < wan 于 中 是 O(Ax*) 的 ,所 
以 不 足以 抑制 振 葛 .根据 以 上 分 析 可 以 看 出 ,高 精度 可 以 减少 间 匡 ,但 据 功 也 可 能 
增加 .为 此 大 们 提出 以 下 的 一 些 方 法 碱 少 振荡 . 

1. 保单 格式 

一 般 显 式 梅 式 可 以 写 为 如 下 的 形式 ; 


b 
н. ‚4 Сш? у. (3-49) 


Жош > u GF at ыш", ү] за, = Ф nil < ош, у, 
(3-48) 式 称 为 保单 格式 .容易 证 明 : 

34 б, > OUY k) 时 ,(3-47) 式 为 保 章 格式 .这 是 保单 格式 的 充分 条 件 . 保单 格 
武 总 是 一 阶 精度 的 ,因为 
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-È Cai = {(1- Ҳе» ы а : Ха), 


其 中 а = 入 . 考 虚 到 差分 格式 与 微分 方程 本 身 是 相 容 的 . 故 有 
b 
1 - 26 = 0526 -1, 


(3-51) 
вш : 2а = 0-5 IG, =- 91, 


HF G > D sam 


( Dab) < 2 20, (3-52) 
故 有 
226)". ( PU) (X avar 
< > бв}, С, = > PG. (3-53) 
为 使 差分 格式 有 二 阶 精度 ,需要 
ast, > ЁС, = (3-54) 


由 于 {3-52) ESSANG a/b; 与 无 关 时 才 可 成 立 ,而 这 在 (3-59) 式 中 是 不 
成 立 的 ,所 以 (3.52) 式 中 等 号 不 成 立 , 所 以 (3- 肥 ) 不 成 立 . 因此 保单 格式 只 能 有 一 
阶 和 精度 .但 由 于 它 对 各 种 波动 的 庆 研 作用 很 大 ,因此 不 会 产生 振荡 ,而 且 还 将 间 肠 
抹 得 模糊 起 来 . 

2. IRS EL WS zÇ 

由 于 精度 的 下 降 和 振荡 的 产生 主要 集中 在 间断 附近 ,所 以 将 具有 二 阶 精度 的 
格式 L, 和 只 有 一 阶 精度 的 格式 L, 组 合 起 来 ,使 组 合 参 数 在 间断 附近 使 天 起 主要 
作用 ,而 在 离间 断 较 远 处 L, 起 主要 作用 .具体 形式 为 


uit! = ш = [Өң + (1- 8)1]ш7, (3-55) 
其 中 8 = Luna m =l u= шд! " (т = |- 2). (3-56) 


l] ia — u |+ 1 ш — Шу 
EE fr BI ИНЕТЕ о 比较 接近 1 ,在 平缓 变化 区 9 接近 0. 这 就 达到 以 上 日 
的 了 .而 二 阶 精 度 格 式 是 这 样 建立 的 ， 
由 迎风 格式 得 知 
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n+1 | a ТА 
и; 


L й п añt A й 
= Liu; = W- aAa 1 0840) +2 ш - ag и 1), 
对 应 的 二 阶 精 度 格式 是 通过 抵消 二 阶 误 差 项 得 到 的 即 得 
l = Lut = u - E(w - 0) + 5 | тися – 2и? + ш) 
-isl 1А С. Wa- Ж + uła). (3-57) 


н E REAR TAMIS GA .该 方法 可 以 扩展 到 脆 式 格式 的 建立 ， 
这 时 一 阶 隐 式 格式 为 


ntl п ам _ 
|" = | - алу %+ upa) + (нир ш) + (3-38) 
> Q (ut – 2и}! + и), 
9 在 0.1 -0.3 之 间 变 化 . 
二 阶 隐 式 格式 为 
17 = i- FAE Gap - ш) + GEA - 1+ 
об ~ 2, 0, (3-59) 
uy! шу --у 0ай - 2af + s-i). 
混合 格式 为 
ш! [Га Фа - 29 ка) 0) өше. (3-90) 
ИТЕН АН И PY ya 
ш! = ш - BEUN - f) - 201 сен т 90) 00 ‘i “9! И 


осе h + р) -ERA - Са - 200 + шй). 
(3-61) 

该 方法 中 m. О, 是 两 个 人 为 选用 的 参数 ,对 计算 结果 有 一 定 的 影响 ,是 一 个 不 足 之 
处 . 

3. NND 格式 

该 格式 是 一 个 无 振东 无 自由 参数 的 耗 散 差 分 格式 ,在 反 扩散 格式 中 ,间断 处 附 
近 是 以 所 夫 精 度 为 代价 来 消除 振荡 的 ,而 且 还 有 自由 参数 需要 选用 ,对 结果 产生 影 
响 .本 格式 是 在 分 析 修 正方 程 时 发 现 有 些 格 式 使 波束 向 下 游 传 ,而 另 一 些 格式 向 上 
洲 传 ,因此 考虑 在 间断 处 附近 将 它们 组 合 起 ,即使 波动 向 间断 处 汇集 ,从 而 使 间 电 
外 成 为 波 的 陷阱 ,以 达到 消除 波动 的 目的 ,同时 又 不 降低 精度 .这 里 首先 分 析 迎 风 
二 阶 格式 : 
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n+l 


w 一 и 


ГҮ p otitis i-2 _ 0, a > 0, 
n+ n (3-62) 
sg =, a 23 t 4 uba - щш _ 3 + 二 a < 0. 
а > 0 时 的 修正 方 各 为 
2 3 
Sada ars. ax ша), (3-63) 
这 里 = OE реН АНИ, ПТК FERE n = 222 < одай 
减 作用 ,从 而 使 计算 得 以 稳定 . 
a < ОН IE y ЭУ 
TIT (22 0, 42 gu 
н + 225" 3 


513+ 4 м mee), (3-64) 
可 以 看 出 o, < 0 仍 有 稳定 作用 ,而 o, < 0 使 得 波 传 播 速度 减 小 ,因此 该 向 上 游 推 
#. TERR PURA: 


шут ъа теа = 0. (3-65) 
它 的 履 正 方程 为 
3 
=u, aë = = DE + (3-6) 
以 看 出 ,该 格式 和 格式 (3.53) 组合 可 以 减 小 小传 播 速度 的 变化 ,起 到 抑制 波动 的 
产生 和 传播 AER N 
шеш AAAS БАДА рей 
„м п эг" жал - 1% 245 п (3-67) 
ш - щ ~ fd а-л y 
x = 一 JAN 一 + [И F 32. 
其 中 
+ +Í а!) -_ а-|а1 
[е = df й = z а = > 
f= au, f = a" u 


(3-68) 
这 里 可 以 者 出 :在 间断 上 游 , а* 部 分 用 二 阶 迎 凤 格式 ,六 > 0,e 部 分 用 中 心 格式 ， 
уз 也 大 于 零 .这 就 使 各 种 波 都 向 下 游 推移 ;在 间断 下 游 , 所 出 的 格式 正 相反 ,使 各 种 
波 都 向 上 游 推移 .两 者 结合 正好 达到 消除 振 蓝 的 目的 . 若 引 人 记 号 
Mi = 5 Лар = 5а 5 
出 间断 上 游 1Aw: 上 1> l Aad LEBTE i даа Ааа ТОРЕ FERR 
统 -- 起 来 ,得 NND 格式 为 


= 
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0) A >x 
J=- (м - а), 
f = = frh, 上 + 
(3-69) 
= + y min тюй АД Ал, АД Лл), 
Jtt Rfi- — min то А л. АЁ Дл). 
sasata = fet) -minli a |. lli, > (3-70) 


本 格式 由 我 国学 者 张 涵 信 提出 , 他 已 证 湖 ， su 用 - - 阶 差 分 时 稳定 条 件 为 


ате 之 ,用 开 阶 差分 时 稳定 条 件 为 LL 人 < | 该 必 式 计算 结果 表明 ,-- 般 


不 出 现 波动 (个 别 S = 习 处 可 能 出 现 波动 ,但 不 大 ), 叉 不 需 选 用 参数 上 共有 二 阶 梢 
度 .月 前 已 被 广泛 用 于 气体 动力 学 中 的 计算 ,并 取得 很 大 的 成 功 ， 
4. TVD 格式 


鉴别 振荡 大 小 的 -个 方法 是 确定 总 变 差 熙 Tlu) = >, 1 tpi- u 1. BRE 


振 落 剧烈 处 ,总 变 差 僵 会 是 很 大 的 ,在 平缓 变化 区 总 变 差 尼 将 会 变 得 比较 小 . 因此 
如 果 将 总 变 差 其 不 断 减 小 ,晶振 茵 就 会 被 挤 制 和 蛮 减 罚 . 合 总 变 差 不 断 磊 小 的 着 分 
格式 就 是 TYD 格 式 , 该 格式 是 由 Harten 最 早 提出 和 发 展 欧 ,后 来 人 人们 进行 了 广泛 的 
研究 和 发 展 ,在 气体 动力 学 计算 中 成 了 最 重要 的 计算 格式 .关于 访 格 式 将 在 第 4 节 
中 专门 加 以 讨论 . 

以 上 的 各 种 格式 虽然 是 在 对 伯 格 方程 的 讨论 中 得 到 的 ,但 它们 都 可 以 推广 到 
方程 组 的 情况 中 去 ,只 要 作 坟 下 的 变动 : 

u SAWU F 来 代替 ,后 者 均 为 向 量 列 ,在 气体 动力 学 中 的 表达 形式 已 在 第 


一 章 中 详细 列 出 了 .另外 a МА = ЗР 代替 ,是 一 个 算 阵 , 它 可 以 作 如 下 分 解 : 

А = RAL, R= 1, L= К, 

А*= RA* L, А = diaglà;). 

A A 

A* бов SELAI) „ арад РӘ, д, А, А Йй n МЕ, 

F*= А? U. 
而 min mod{a, b! = Ímin mod( a, Б) ВЕ ЕЗИНЕ da AB T DUE HT N 
ЖШТ. 


33 迎风 格式 
迎风 格式 是 由 黎 曼 问题 解 得 到 启发 而 建立 的 , 它 叉 是 以 后 格式 的 基础 ,所 以 本 
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节 关 重 介 结 该 格式 的 建立 . 
首先 讨论 伯 格 方程 的 黎 曙 问题 的 解 . 
Ju ди 
u, x <0, j 
ux,0) = |" х > Ü 
HEJ 
(1) 当 u > u, 时 
u(x,t) = I: < а= 10а жид. (3-72) 
(2) H u < u, Pj 
ы. x< uj t. 
их.) = Ё, #_ t < x < H, É, (3-73) 


и, “> u, t. 


图 3-4 显示 了 解 的 图 案 . 当 u> u, 时 ,间断 保持 不 变 , 以 激 波 速度 ç 向 前 推 
ЙЕ; Чи < u, 时 ,生成 一 稀 玻 区 IB IN EW i < о 
# AE. L > st Bf, 


(218) = d| садаа 


L а Ł д 
= Г, p (x. t)dx = | 一 31а, = F- Ж, 


其 中 f= fluo f, = e). 9—8 х 2, 
u. d: 
特征 线 
Ë _— 特征 线 
t20, 20 вак  * 
{=й > 0 | | | | | 特征 线 
图 3-4 | 
d L 


FT _ (x. ЭЧх = ia + 六) + (L~ st)u_] = s(s_— u,). 
二 式 比 较 得 


s= . (3-74) 
保持 间断 的 条 性 为 
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2 > $ > £. (3-75) 
该 结果 推广 到 线性 方程 组 
= y A 50 = 0, (3-76) 
其 中 д 为 常数 矩阵 .上 式 改 写 为 守恒 型 
EU PAU _ 0. (3-77) 
由 于 方程 是 双 曲 型 的 , 故 有 
А = SAST, (3-78) 
Нф A = diag( Anto A D B] A 
V = 5-10, (3-79) 
(3-77) 式 可 改定 为 
9 +A s = 0 (3-80) 
或 2а + = 0 (i= 1,2,. ,nn), (3-81) 
HEH 
„, 1 < Ü, 
ж(х.0) = [e Ч (3-82) 
解 为 s(x,t) = 005 А,0), (3-83) 
最 后 得 U(x,t) = 8У(х,(), (3-84) 
其 中 s PAAA ERRARE лла, т, RB 
S = 《Pr (3-85) 
因此 U(x,t) = >> {x - Àz.0)r;. (3-86) 


BEHR U) 不 只 和 初 值 有 关 ， 还 和 区 域 有 关 为 清楚 起 见 , 设 有 三 个 特征 ( 即 
л = 3), 则 和解 可 如 图 3-5 所 示 . 


Кк, 1] = n + &r: + бг) 
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图 3-5 为 x =0 处 发 出 的 三 条 特征 线 ,将 * - :平面 分 解 成 四 个 区 ,在 每 个 区 域 
内 的 解 U(x,:) = дуг + бугу Gara. ЖР 0, OA ЖЕКЕЙ О УЧ Сг) 点 作 三 条 
特征 线 , 设 第 ;条 特征 线 与 : = 02T ax <0 处 时 ,4 = aT > 0 外 时 8 = 8. 
cai 所 即 所 在 处 的 s 的 初 值 . 当初 值 存在 向 断 时 ,间断 将 沿 特 征 线 传 播 , 即 穿 过 六 特 
征 时 的 间断 


[47]; = (È 一 a; ) r, ti = 1,2, e,n), 
(a = A[ U]; = (8, 一 а; ) Аг; 
= (&-а)Аг = ALUN 
Жы 


U(x,t) = 0+ >, (Б; - ai)r; = U,- > (ñ; - аг, 
XL. < z”t А> sz 
U,- U. = Sp 一 ai) Fi, 
iel 
其 中 2 > 局 的 i 求 和 ,2 表示 4; < у 的 i 求 和 . 


这 里 如 的 sn 个 分 其 21,42,…, 避 构 成 # 维 相 宰 间 , 当 如, У УА Вул ЕН 
向量 之 一 x 平行, 即 U,- UA ri, 则 该 则 电 将 在 特征 线 上 保持 ,否则 将 分 解 为 = 
个 间断 . 这 种 保持 单一 问 断 的 情况 叫 作 Hugoniet 轨迹 .Hugoniot 轨迹 是 一 条 栅 线 ， 
通过 相 空间 内 任 一 点 ИС ш, ‚т, ш) 可 以 作出 л RES, ERA SAANS г.г), 
5, FIT. MR U, 和 和 U_ 不 在 同一 族 线 上 , 则 是 一 个 一 般 的 情况 ,它们 将 分 解 为 
п у, H п 个 不 同 的 方向 传播 ,方程 的 解 U(<,:) 在 不 同 区 域内 的 慎 和 上 面 
讨论 的 n = 3 的 情况 相 类 似 , 即 


m Fí to + Aao d: < Д, 


0 (5,0) = qami + + ari + Вала +77 вл А < 2 < Àp = Len- 1, 


Pari + + бу, HESS 
(3-87) 
ШЕСЕ УРИН ОИТ, TEHE ERHET ЖЕНИ. 方程 为 
UD „р ШУ an E -0 (3-88) 


其 中 矩阵 4 B) п TRIERA 
A, < À> < СС < Ax; 
对 应 的 特征 向量 |, г, r, 线性 无 关 , 并 且 归 一 化 , 即 151= 1(4 = 1.2, . n), 
АТ U 的 函数 .在 线性 问题 中 间断 以 特征 速度 (Ai) 转播 .但 在 非 线性 问题 
中 间断 应 满足 的 条 和 件 是 
[F] = s[U], (3-89) 


其 中 Хуа. FREMD U 呈 固 定 不 变 , 满 足 (3-98) ЖЕРЕН — 8 r 
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和 * 可 以 有 许多 个 , 记 前 者 为 好, AADU RE U 和 * 是 未 知 的 ,共有 п + 上 个 
重 . 由 于 解 有 无 限 个 , 故 可 将 解 视 为 含有 一 参数 , 记 作 “, 于 是 这 个 解 可 记 作 
人 = U.+ tri, (3-90) 
alg U, = AAU.) (i= 1,2,- n). 
对 于 线性 问题 ,mr 是 常 向 量 , 故 U 落 在 过 U, 点 的 相 空 间 内 的 n RERE. 对 于 非 
线性 问题 ,(3-90) 式 表示 п 条 曲线 ,在 这 些 曲 线 上 
FLU (rt,U,»] 一 F(U,) = К U +U (£. DU.) "т &,]. 
i = 1,2,5, n. (3-91) 
方程 两 侧 对 《 求 导 并 令 5 = 0, 则 得 
F [U (0,U,)]U.(0,U,.) = (0, U,) U; (0,U.). 
由 (3-90) 式 知 U; .(0,U,) = U,,s(0,U.) = А00). Еру 
F'(U)_ - UO, 0 ) = А U.) * :_(0,0,). 
HAU O 就 是 F (U, ) 的 特征 向 量 , 故 07, (0,07, ) K Pi T n ШЖ ЕИ 
U. 点 的 相 空间 内 的 曲线 在 U, 处 的 切线 与 U, 处 的 六 方向 平行 . 这 些 曲 线 叫 
Hugoniot 沿线 .所 有 这 些 昌 线 上 的 点 集合 则 做 U, 点 的 Hugoniot 轨 这 .如 果 V 落 在 
Ж“ ЖИ Е, 就 与 DU, 构成 第 工 族 波 . 为 构造 歼 曼 问题 的 解 ,过 U, 和 U, 作 
Hugoniot ‚ДИ EA 条 件 的 交点 .应 当 指出 黎 上 部 解 可 以 有 间断 ,也 可 以 无 间断 
无 间断 的 解 应 是 自 相 似 解 , 即 解 为 * 的 函数 .利用 以 上 方法 可 以 确定 非 线 性 双 曲 
型 方程 的 一 般 形式 的 黎 氏 解 . 关于 一 维 气体 动力 学 方 穆 的 歼 章 解 已 在 第 1 章 中 介 
绍 过 了 . 
迎风 格式 的 基本 思想 是 :在 各 离散 点 上 的 值 可 以 看 作 该 点 邻 域 内 的 平均 值 , 故 
函数 值 分 布 是 一 台阶 函数 ,在 每 相 邻 两 个 单元 的 交接 处 就 构成 了 一 个 柳 押 问题 ,用 
上 面 方法 得 到 的 歼 曼 辉 可 以 得 到 At 时 间 间 隧 后 的 物理 姑 的 新 的 分 布 ,只 要 气体 逗 
BE u 和 当地 声速 Wa Р ЯК 


м 
(l u [+ Ax < L (3-92) 


ЖЕ ЖЕШ ЕВЗ ИЖ ЕН ЖШ ТЇ. 
这 也 就 是 Godunov 格式 的 稳定 条 件 ,将 
所 得 的 第 曲解 在 (+ à: 处 的 分 布 值 在 离 
散 点 的 邻 域 内 再 次 平均 ,就 可 以 得 到 离 
散 点 上 新 的 物理 量 的 值 .这 一 过 程 就 构 
成 了 Godunov 格式 . 考虑 到 平均 过 程 十 
分 每 开 ,可 以 由 单元 两 侧 的 通 量 差 得 到 
单元 肉 攻 的 变化 .由 于 黎 曼 解 的 复杂 性 ， 
具体 建立 过 程 中 还 需 用 线 化 方法 必 一 些 
简化 ,得 


A = 6 - Еш) - (еи) 1}, 
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Фри)" = (ри) – Ср + ри?) а - (p + ри) 1, 


2 2 
Собе 1" = Тобе + Dp - оне Ea Ру 


2 
[pule + > + 541, 


其 中 j+ 方 处 的 值 可 取 歼 曼 解 在 j+ 士 .n+ L 处 的 值 .这 个 值 可 以 这 样 计算 : 
Ир" = Pitsu" = i,t 
ар, + Sjt Pj + аы bat (u 一 ч) 
P = а. 5,1 
(3-93) 
. _ Gat шщ + bjt ша + P; — ра 
ZELT 


500% Юр" +(y- Dalas р" = ру» 


1 р" 7р; ` 
Үр 一 一， р" < ph 


i-p“ Ip E Tr 


fid * 
ү? +1)р" + (y — Ж P >= Pinio 


6. = = (3-95) 
w "Реб, = + p < Pirl: 
VE RI- 


7 


其 中 


(3-94) 


9+3 = 


有 了 u“ p“ aeo = Pje |» 
{е /ру)?, P; = Вунь» 


пыр” /pdt, р < ры. 
不 难看 出 ,确定 p* .u 是 一 个 求解 非 线 性 方程 组 的 问题, 计算 出 较 困 难 , 若 相 邻 两 
点 之 间 的 物理 量 相差 不 大 , 则 可 以 作 弱 波 处 理 ， 这 时 近似 地 有 


ant = 5.1 =A/ бру + pia (p+ рда), 


(3-96) 


р" „Сн „у EO, (3-97) 
и иу + м a Pi 一 Pisni 
н = 
2 24.1 


A Тр". и, о“, ПОЗЕ + 过 处 的 ej- 二 处 的 忆 " .Pp”.e 也 用 同样 方法 
确定 .这 就 给 出 了 Godunov 格式 求解 的 全 过 程 .不 难看 出 ,这 - -格式 是 一 阶 精 度 的 ， 
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有 较 高 的 耗 散 . 为 了 提高 精度 ,在 离散 点 的 邻 域内 物理 量 不 看 作 常 数 , 而 看 作 线 性 
变化 的 .这 样 做 使 交接 面 上 的 问 断 变 弱 ,精确 度 可 以 提高 . Godunov 格式 还 有 一 些 其 
它 改进 型 的 表达 式 . 这 里 不 一 一 详细 介绍 . 

Godwnov 格式 由 于 其 精度 侨 , 使 间断 抹 平 ,在 气体 动力 学 计算 中 已 不 天 广泛 应 
用 ,但 它 的 构造 (从 歼 曼 解 出 发 ) 是 富有 启发 性 的 ,在 以 后 构造 其 它 烙 式 时 极 有 湖 
考 价值 .因此 它 的 影响 不 可 低 司 . 


3.4 TYD 格式 
TYD(total variation diminishing) 格式 是 Harten 最 早 提出 和 发 展 的 , 它 的 基本 思 


想 是 通过 限制 和 减少 解 的 总 变 差 来 达到 搞 制 态 至 消除 非 物 理 振 荡 玖 目的 , 设 差分 
格式 一 般 地 表示 为 


иа = La， (3-98) 

当 ТҮС?!) < Ту(и") (3-99) 
时 格式 (3-98) 称 之 为 ТУЮ 格式 ,其 中 

ТҮС u") = > | u — ul. (3-100) 


不 难 证 明 TYD 格式 必定 是 保单 格式 .用 反 证 法 易于 证 明 这 一 点 . 设 
ч бб ира U =< uha < ' = ug, 
Г TV(u") = ug- ш. 
在 第 n+ BEARR, E 
ш = = ш, wst > ип) yt! = `" =< Шр 
则 тубш) = 327 i at a D ap -yl e шу шг}! 
#ң/-1 iri 
= lg- Шу + 2( nti 一 ati) > tp- ш = TV(un). 
可 见 总 变 差 就 不 再 减少 .这 表明 ТҮР KADEER. EZI. 
TYD 格式 的 一 个 充分 条 件 是 , 若 格式 写 为 


= (3-101) 
其 中 Ci ЮА S0, G4 Dag < 1, YU,n), 
则 该 格式 是 TYD 的 ， 


事实 上 
4 
Ти!) = 2 gi ш 
і 
< Duga- 1 Са - Вр) + Gh lha- uha 19 
і 
Ра ш 
л п 
= Уа шб р а) + Саа ая 


I 
Р 1ш ш 1) 
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= TV( ), 
为 提高 稳定 性 可 采用 格式 如 下 : 
Yast! = Zt (3-102) 
其 中 ZX TDA, M Y 为 TYK 总 变 差 增加 ) 的 . 这 样 得 到 的 格式 
и) = Y"! Zu 


是 TVD 的 . 
在 讨论 ТУР 格式 构造 之 前 ,首先 讨论 一 般 守 忆 型 方程 甘 分 格式 的 一 些 特性 . 
单 变 量 守 恒 型 方程 (2-43) 的 差分 格式 的 一 般 形 式 为 


"мч =" 
ul g „Ha – fj- 


x — =0, (3-103) 
其 中 7258638 8 , Вр 
Fiet = fs (3-104) 
它 是 一 个 连续 函数, 旦 满足 相 容 条 件 
Furu, ru) = Кы). (3-105) 


如 在 弗 里 德里 希 - 拉克 斯 格式 中 
Fit = La) + f(u;) - С - u;)]; 

在 拉克 斯 - 温 德 罗 夫 格式 中 

Pg = FUD + /9) = оаа а = 8), 
其 中 а = 51, а = а ы), 
ФЕ Мас Cormack 格式 中 

Pag = уы) + баў -EU -AD 
在 Godunov 格式 中 

Tig = FVO, wrt w)), 
REE ou 为 j+ 十 RERE. 
不 崔 看 出 格式 {3-103) 具有 守恒 性 . 


引入 记号 
Er = 
GO Ra d - f-1], 
Æ g Ifat a А 
дщ, T O дщ = fto 


经 繁琐 的 运算 可 以 得 到 格式 (3-113) HEESEN 
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да Ff MA Ju 
Jt tg, = 2 АГ Сум ун] + 


Ar [yG 1) PE + ls 
其 中 
al u >. {г- })?б.,.,- ($f). 


ео (9), 
КУ (г =i tls- [2 


а. г2 


Cr - в)°}б,. -; + 3( 9) : 24 


Jut 
利用 这 些 公 式 可 以 用 来 分 析 各 种 格式 的 精度 . 
НУЛА ГЕЛЕУ у 
REFI JF 
д{ t д» 


= 
eig ge ЕР 

— 

II 

— 
23 ТЕ КЕ 


— 
II 
— 


©? 
— 
E 


= Ü, 
在 间断 处 糖 条 件 为 
È U(u)dz - Flu)dz > 0, 
或 导致 
JU dF 
9; оу üx = 0. 
ЖЛ НУ ЯН W hw 54 98 Pë ВЯ A 


(а) _ (и?) „Ба-а 


Öt Ах 
H AHER A 
= Р( Ulat Ша), 
并 且 满 足 相 容 条 忻 


F(t) = #(ц). 
拉克 斯 证 明了 以 下 定理 : 


Fr р) р) 


* 201 ` 


(3-106) 


(3-107) 


(3-108) 


(3-109) 


(3-110) 


(3-111) 


(3-112) 


(3-113) 


m EAr л 0 FS E 38 PF (3-111) KFR (3-103) 的 差分 解 
uix DORER m B JL АКИН РАР НЕ ЕЛГА ulr, e), ЕЕ Е 6 3t 


u(x,t) 是 守恒 方程 (2-43) 的 可 允许 弱 解 . 


应 当 指出 ,该 定理 只 对 单 变 量 方程 作出 了 证 明 , 对 于 多 变 最 方程 组 的 证 了 明 尚 需 


研究 .另外 ,有 时 人 们 常用 半 离 散 化 的 格式 
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ди, pł 一 i-} 
ЕТ! + Ах = 0, (3-114) 
ПЛА BU 882 ЕУ 
у Рї-Ё 1 
ы) + 一 人 = n. (3-115) 


这 些 条 件 可 以 用 来 判别 格式 是 否 满足 这 样 的 离散 丧 条 件 . 

有 了 以 上 的 讨论 ,可 以 进一步 讨论 TVD 格式 的 构造 . 由 于 前 面 提 到 保单 格式 
Ж: ТУР, ЯТ Нр ТУР 格式 的 一 个 方法 是 从 保单 格式 人 手 . 

= 


шу = La = НО aig ans" шд) (3-116) 
或 记 ит = Lyu? = Уса, (3-117) 
相 比 较 可 得 77 
С; = FR (3-118) 
тл > 0 时 ,上 述 格式 就 是 保单 格式 ,也 称 单调 格式 . PT LLIPH IKI а АК 
HRF. 
1. TVD 的 一 阶 格式 
一 般 守恒 型 格式 具有 如 下 形式 ; 
utl = ыл - ЎА), 
w = [дщ + щы) - ol 2322) сы р, (з-119) 
其 中 


a (u), a = ща = а. 


这 里 是 大 为 选用 的 粘性 系数 , 除 保 证 格式 相 容 性 外 ,还 要 求 保 证 TYBD 性 质 , 即 要 
求 


(91е 005) «1 (01 рар <l, 为 一 小 于 1 的 确定 值 )， 
事实 土 (3-119) 式 可 改写 为 


他 g HTS) - Аш] сы - 9 - 


zl EA Аа-а), 


«Мм 
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PAAR ALELA < jy < 1 时 ,上 式 满足 TVD 格式 充分 条 件 (3-101). 这 也 是 该 


格式 的 稳定 条 件 . ОС) 的 选用 可 有 三 种 : 
Q(7) =! p 1,(Roe 格式 ); 
> 
e = 1, l7l=e; 
Iyl, lni> e, 


= 2 
eC) (228 {ylse. 


分 析 表 明 , 当 s = 0 时 ,对 上 述 第 一 种 选择 ,格式 不 满足 炉 条 件 , 可 能 产生 非 物理 解 . 
为 此 用 第 二 、 三 种 选择 . 又 考虑 到 选 第 一 种 0(7) ,格式 具有 最 小 的 耗 数 ,所 以 应 
当 比 较 小 ,一般 选 = 0.025—0.125. 
2.TVD 的 二 阶 格式 
大 家 知道 ,一 航 迎 风格 式 是 一 阶 格 式 , 工 下 是 二 阶 格式 ,但 不 是 TVD 榨 式 ,分 别 
写 出 它们 如 下 : 
nal n Afa+la!l 


л п -l | ñ 
u; = 组 Ах аш) 22 = (da - o). 


2-21 


ш" = g- al л) - 
loo, - 29 + RPE 


比较 可 知 ,在 ato |222 < Lat LW RRE Т muere АЖЕ 


前 面 提 到 过 的 反 扩散 法 .为 使 方程 具有 ТУП 性 质 ,又 有 二 阶 精度 ,可 以 改进 这 一 附 
加 项 ,即使 


(usa 8) — 


мар 1 шур) – 8218162, - u) - 
1191.00) Maa ш) - (е) бш - е 1)], (3-120) 
其 中 
= шш’ 
а 
т и ш, 


而 (>) 应 在 图 3-7 的 范围 内 . 
不 同 的 限制 器 给 出 了 不 同 的 格式 ,可 见 图 3-7 BUR. 
建立 二 阶 格式 还 可 以 用 通 最 修正 法 ,其 思想 是 改变 承 守 便 方 程 的 通 重 项 , 妈 


н, 7 =0, f" = f+ Ate(x). (3-121) 
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Ф = тах[0, mint r, 1}] = max [Ü, тіт(2 7, t), min( r, 2)] 
I-72 1 2 [72 I 2 


є 二 max Do minir, 1 + ww}] 
Оа фа 1 


1), minir, 1 + jj 


тах[0, min (一 和 ETÉ 


172 1 2 


РЕ 3-7 
适当 选用 & ,使 得 采用 以 上 各 种 一 险 格 式 时 得 到 的 方程 与 承 方 程 相 容 并 有 一 阶 精 
度 . 这 是 Harten 提出 的 设想 , 具 枉 作法 如 下 : 


+ n АЁ M >м 
шу = аў A det ЈА), 


н, 
м 
jtt 


FUD + еба) + Оа) + Авба) - 
人 of AEA + у 1) (6 2), 

вби.) 640), ий | = un, (3-122) 
| upa 一 二 

0, ишиў, = ч] ， 


Tr 


5 = min mod( g 3.1, £ j- 1), 


73.1 = 


¿a + Щоб ё) (85 T) lu, - 99. 


з ЕИ ЧЗ ЛуАЗ, - 205 - 


其 中 a 的 定义 同 前 ,Q(9) 的 作法 也 间 前 .该 方法 已 由 Harten 证 明 具 有 二 阶 精度 ,是 
TVD 的 ,而 且 满足 丧 条 件 .该 方法 在 “的 极 值 处 会 退化 为 一 阶 畏 度 . 
在 一 阶 精度 格式 中 ,xj 处 的 左 \ 右 函数 值 用 点 入,1, 为 了 提高 精度 ,可 以 设 


(agant) 之 间 二 的 变化 是 线性 的 ,于 是 x. 1 两 侧 的 值 记 作 аз A ati B 
pls- A (a - fi). (3-123) 


其 中 ыр = ft Guala) + f брав), 
изн = w+ HIC - DA + (1+ ЮА, js 


tg = WaT Hia 一 &)А,+ (1+ &)А_];, 


А, = тах[0, тіп(А, sgnA_, bA арал, }]вепА_ = min modi A, bA), 
А. = max[Ü0,min(À_ sgnå + ,bA, sgnA, ) 1зрпА. = min mod(A БА, ), 
1 < 上 过 3 为 人 为 选用 参数 
(А,); = uja A) 
k = PERA, k = 0 Fromm HA, k = 1 迎风 格式 上 = 1/3 三 阶 精度 . 
这 个 格式 有 较 高 的 空间 精度 ,入 和 作 Monotonic Upstream Scheme for Consevation 
Laws 格式 ,简称 MUSCL 格式 . 
在 以 上 格式 中 对 流 项 采用 迎风 弄 , 所 以 也 岂 迎 风 型 TVD 格式 .Davis 导出 了 一 
种 二 阶 TYD 烙 式 , 它 的 数值 通 量 由 两 部 分 组 成 ,一 项 是 通常 和 的 LW 二 阶 格式 的 数值 
通 量 , 另 一 项 数值 耗 散 项 ,具有 中 心 对 称 形式 .后 Кое Жр Davis 的 格式 表达 成 容易 分 
析 的 形式 ,导出 了 一 些 Davis 没有 发 现 的 形式 .后 Yee 对 对 称 现 TYD 格式 进行 了 深 
人 研究 和 关 量 实际 计算 ,证实 了 其 效用 ,这 种 格式 叫做 Yee-Ree-Bavis 对 称 型 二 阶 格 
式 , 它 的 具体 形式 如 下 : 


иті = и? — 2107.1 ~ ўа), (3-124) 
1 
其 中 Ра = кА? + fiya) 十 dadl, 
А м_\? 
Pt = - 22| Ах, д) qa 1 + Agt ar - üu - 9 )] Ы 
q i = min mod( ы? – мтр Bj, faz — и), 


Хы) = щш) 
— шы o u, ' WÉ М? 
а = 7 F 
aluh a = ir, W = ц» 
fyl, | nl] > Е, 
= 2 十 2 
оо Е 1915 Е. 


2= 
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这 里 可 羽 看 出 , 通 量 六 是 由 LW 通 量 加 上 一 附加 数值 耗 敬 项 得 到 的 ,已 经 证 明 这 一 
格式 是 TYD 的 ,一 般 是 二 阶 精度 的 . 

需要 指出 NND 格式 也 是 TVD 格式 ,其 构造 思想 在 前 面 章 节 中 已 经 加 以 讨论 
T ,不 再 细 述 .此 外 ,前 面 利用 限制 器 的 方法 中 ,0OsherChakravarthy 格式 最 初 是 由 二 
阶 迎 风格 趟 改进 得 到 的 .还 种 说 明 的 是 以 上 所 有 格式 中 时 间 导 数 都 用 前 向 一 阶 精 
放 格 式 . 许 才 种 格式 中 保持 时 间 一 阶 导数 项 ,从 而 格式 为 

Zu +Í, -7-% = Ü (3-125) 

这 叫 半 离散 格式 .各 种 格式 都 可 以 用 这 种 半 离 散 格 式 , 利 用 它 可 在 时 间 方 向 采用 龙 
格 - 库 塔 法 格式 ,从 而 提高 对 间 方 商 的 精度 . 最 后 ,还 可 以 选 一 步 设 计 三 阶 或 更 高 
阶 的 TYD 格式 ,这 里 不 作 详细 介绍 ,可 参阅 有 关 文 献 . 关 于 以 上 格式 是 否 满足 坑 条 
件 , 均 因 过 于 复杂 而 省 略 .一 般 应 参考 原始 的 文献 ,一 个 较 实 用 的 方法 是 通过 标准 
算 例 来 验证 . 


3.5 ENO 格 式 


1985 年 Haren 和 Osher 等 人 进一步 提出 本 质 无 操 划 的 ENO MA (Essentially 
nomoscillatary Scheme) . 它 与 ТУР 格式 的 区 别 在 于 

(1) TVD 格 式 减 少 总 变 辩 , 强 油 消 除 振 薄 ,而 ENO 强 调 消灭 O(1) 阶 的 Gibbs 振 
功 ,但 容许 有 Ok) 阶 的 附加 虚拟 振 萝 ,这 可 以 保留 本 来 应 当 有 的 振 功 , 如 一 访 通 
过 激 波 时 ,这 一 波 不 因 计 算 和 而 消 具 . 

(2) TVD 格式 强调 格式 的 单调 性 ,而 ENO 更 强调 格式 的 自 适应 性 . 

下 面 简单 讨论 ЕМО 格式 构造 的 基本 思想 和 棒 式 的 表示 


设 求解 的 方程 是 
F(U 
50. 2Р0) 0 (3-126) 
它 的 解 可 以 表示 为 
U(x,t) = EC UC 0) а ЕС) Uol x), (3-127) 


其 中 EC) 为 一 时 间 算 子 ,这 只 是 一 个 形式 上 的 记号 .引入 平均 生子 

WO) = +| ‚ду = (Ак) (9), (3-128) 
其 中 A, "каи. 于 是 对 (3-126) 式 作用 平均 算 子 ， 有 

[000 0) 0-0). 
对 时 间 积 分 得 


Uls, t+ e) = U(x,t) — +ЇЁ(х + U) - Р(х - su) 


其 中 Pia, U) = Lj’ r U(x,t + 9))dp. 


з 可 压缩 流体 流动 的 差分 格式 - 207 - 
设 x; = Jh,t, = а = nr, 故 有 
ү! = U ОРС ,0:0) - РО 1.4: U), (3-129) 
其 中 07 = 005.) = ПЕ U(x, t, )dx, (3-130) 


称 作 网 格 区 间 平 均 . 以 上 方法 是 精确 的 ,但 不 能 直接 使 用 ， 需 用 差分 进行 近似 .比如 
可 写作 


yel У 7 + (Fal - Е.1) = (E, (z) + У) (3-131) 

其 中 Er) DERAT, F; 1 也 不 同 于 (3-129) ,而 为 
Р = ВУ ана, Ура," Ура). (3-132) 
Н. Жук) = Е(У). (3-133) 


4 U = УЕ, Ppa A Pid, U) 之 间 有 ОСМ) 80951, Вр 


2 
“ч 


F 21 = Flat sh U) + d(x,1)h' + OKY), 
其 中 dix) 是 一 个 利 普 希 蔽 (Lipachitz) 连续 国 数 . 特 以 上 各 式 组 合 ,不 难得 到 
(хл + т) - E lr) Ulat) = п 7140234) - dÍ x. 1)]# + OIR"). 


可 见 差分 解 和 U( x, t, + т) 之 间 差 值 是 此 量 级 .下 面 需 要 找 出 F, СЙ, (3-132) 


A) 的 具体 形式 ,并 要 求 不 产生 大 于 W НВК 05. Haten 的 作法 是 ; 
(1) 用 V; 作为 要 (zh 的 初 值 ,设法 再 构造 
Vx +0) = Rix F“). 
(2) 在 小 时 间 间 隔 内 直接 求解 
和 人) 
(3) 在 网 格 内 平均 ,得 
n+l 一 Fad 
V! = Valaja -0) = ПИЙ Vlasti 004, 
这 个 уч! ёр" (e) AERE. 
其 中 对 R(x; V) 的 要 求 为 
К(жуш) = а(х) + e(x)h' + ОСА), 
e(x) 为 利 普 希 芯 连续 函数 ,RGx,w) = w PLE TV(R(: w)  ТҮ(ш) + OCR). 
以 下 介绍 的 方法 是 Harten 的 两 种 方法 . 
1) Какан 
HAR wtx) 的 原 函 数 Wx) 为 


Fir) = f w{ ridx, 
чу 
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故 Wt x 1) = Уе, w = = а(х), Åj = Xni- t- 
利用 FOs, 1) 构造 Сх) 的 分 段 r MEDR Hx, w). TEPE 
А, (ху) = (2,4); 
2 C H (a, W) = Чуба) + OCE), k 0,1,2, 
ах T d Ы 


3 ТУС Н,( х, F) = ТҮС) + ОСА). 
有 了 H, 


R(x,%) = н, У). 


由 于 
Rix, ш) = ги ROx,w)dx = АН}, W>) - Н.С} 1,W)) 
= сы) - W(x-4)] =ош 
所 以 满足 守恒 性 , 叉 
d: д! 
4080,8) = и ДЕТ W) 
由 4! 
= qaa Р(х) + Ok} = qart) + Ok) 
这 说 明 精 度 要 求 满足 . 
2) 展开 法 
这 里 将 wir) 在 x = хо 处 展开 或 改写 为 wtx + 9) 后 在 zx 处 展开 , 即 得 
wr + у) = Уу pra), 
ато F: 
TE 
wla) = 2 adre (а), 
kat 
Ас 1 
о = ют} tady = [EG Di k HAR, 
T72 0, 上 为 奇数 . 


对 w(x) 关于 * 求 1 次 (1 = 0,1,…,r - 1) 导数 后 得 
Аа) = Dl adt wa), 
截断 到 olar) 得 ? 
Arw” (x) = S adata) + OAxr). 
这 就 得 到 TO) 及 其 各 阶 导数 和 v(e) 与 各 阶 导 数 间 的 一 个 线性 代数 方程 组 
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Р(х) = Ср(х) + О(Ах), (3-134) 


wlx) wis) 
— „01 (l) 
no -| Axa) (х) | о.) Аза (а) 
А 


Ax wt а) Кө D(x) 


Га a с вш 


有 了 给 定 的 羡 = [wl = ГС) ВИН 多项式 Hala, w), WE Dl 
下 条 件 — 
1° Halaw) = оюб) 
r 在 w(x) 光滑 点 处 ， 
Ho z.) = Заба) + OCA) (k = 0, m): 
P TV Haix, wD < TVlw) + ОСЛА"). 
有 了 90%) AT Ё(х) 中 各 个 元 素 计算 出 来 ; 


Do, = w(x), 


_ { _ H Е 
D, ; = Ax!min пов н, + 0.6), Any - 0,)) :t= 1,2. F 1, 


其 中 Фон * 0,wW) = Da) + О(Да"+*1-1), 
因此 В; = даи) (5) + О(Ах), 
Вр D, = D(x;) + О(Ах). 


C тА AH, ЕТЕН 03-144) AEE Of(Ar ) 项 后 可 解 得 DD, 并 由 
Dp; = Axtw (х,у) OA), k = 0,1, ,г — 1 
确定 00005). FE 
"一 k 
Кох.) = >, TID. х4 ЕА Әл, 

下 面 的 问题 是 H 及 所 ,的 构造 .关于 构造 的 细节 可 以 参考 有 关 的 文献 .下 面 分 别 将 
两 种 不 同方 法 构造 的 H. É H, 代 人 上 面 的 格式 ,最 后 得 到 的 表达 式 . 由 于 通 量 计 算 
是 在 空间 进行 的 ,所 以 可 以 用 时 间 方 向 暂 丰 离散 的 半 离 散 格 式 . 

用 原 丽 数 构造 ENO, 得 ENO-LF 格式 . 

将 fu) 分 解 为 

fiu) = ft (u) + f" (u), 
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РЎ (u) = — 


(Ки) + au) J (u) = + (üu) - an) 
其 中 a = max| 92| ,构造 


лоск) = £ (x) + О(Арте), |z ші жал | = 
Р nl x) 算法 如 下 ; 


(1) ЖОНИ КО = KL = j, Q%@ = у (x). 
(2) 利用 递 推 法 由 КОО Ka ЖП Об” (x) 计算 KO) KO 和 QU) (x). 由 
于 KE" KG 已 知 , 则 一 个 含有 个 节点 的 插值 区 间 [ x<. x 0] 及 在 此 模 
HERC - 1) ВНА 05-0 (x) BA. 
为 了 扩大 这 个 插值 区 间 ,有 两 个 可 能 的 方向 
向 左 [аак] (рар), 
问 右 [src екоо) ( 右 一 区 间 ). 
为 确定 向 左 .向 右 ,要 分 别 计算 在 左 一 区 间 和 右 一 区 间 上 的 /* (x) й п Era 
Е. п 阶 差 商 定义 如 下 : 
0 级 差 商 ft(x) = ft(x) 
EEF] f (хрр) = L, 
2 级 差 商 f ` (x, хае) = £ (еман) - /' Саду), 


е Жы 


上 级差 商 为 f t (apy җыл» 


КА ) = £ (x 6162562" “3 8) = f* ET + анка) 
rijk? = ху _ *% 
设 
= f' (косо sasa) ERN ”级差 商 
KO = e (aaa) AEA n BAR (3-139) 
М | a" > P 时, 在- 区 间 为 扩大 后 的 区 间 , 即 
K = KO- i, KO = KED, 
а ty (3- 136) 
ox) = _ QO- Dix ) + pt) П (x - x), 
当 1m1<1 加 1 时 ， 厂区 间 为 大 局 的 区 间 ， Т 
K = к -D = KOD, 


gtn- I" 


тах {3.137) 
Q (x) = 05-900) + а |] (x - x) 
Kint 
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(3) Piala) = 09° (х) 即 为 2m 阶 插值 多 项 式 ， 
类 似 地 构造 Pi,1z(x). 差别 在 于 初 值 KD = KY уа, ив Н А 
ERAPR. 于 是 


ал = Plaat) Жал = Роб җәл), (3-138) 
代 人 半 离 散 的 格式 ,再 用 前 面 关 于 时 间 的 А-К 型 格式 , 却 可 解 得 и" МИН. 
对 于 m = Ü, 
Рал(\х) = Q (x), Phial) = Q%(x), 


Fha = Р{ал\анал) = ft = AT[ Ku) + au; 

Pian = Ррлаб\арад) = fia = н) - awa), 

ыал = Pian + ло = HA) + fya) - a(wa = 81. 
对 于 m= 1, 引 记号 тма, 6) = (81 | Pi 


OUES = Л +(х— omif| 222 8а |, 


QP (x) = fra + (x — ы)тм]| Sat Simal], 


Йал = Рі лоб хал) = fi + у 2 L aMi Ала), 


fraa = Phal xj) = fra - L mM(A, saf”, Ay af"). 


ЗТ m = 2, 
0 (х) = 0(х) + 


GE tid АМА ш ааб Aaf- Ааа) 
(24 | АД 1 | Mia 1), 
ба Аа) амдар" Аал Алар Азај) 


JAX 2 
(aai lal Aat 1), 
Q) (ж) = QUU(x) + 


Ca = sad (Asaf Азај рза Малај) 
{ 当 | А, | < | Алл" l), 

тМ( уо — Anal Aarf -Aias ) 
( | А |>] Азыл" [). 


(x — x 1)(x ж) 
2 Ax2 
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对 于 mm = 3, 
Jam = Paaa -E ЭУ Phaala) 
= ff + + > тМ( А ул/* A; nf") + 
(MM nf Арал" Aal- булл) 
(ТД ТА, 
(C$ -PDM aaf- Ала Ajal = Азар) 
(ТА ГАА, 


A. Ах? 22 
Fan = Рдал\ sam) - or Jarl taa) 


= f; – L mM(A; an Ayas) + 
($ - э) МСА ау - Apa эб - Араб) 

( 当 | Avf | <Í Ала e 
《 一 + 一 去 ) mM (Aj Аал ‚Мыр - А ) 


CH Азау Ааа 0). 
ЖШ Е ENO-LF 方法 外 ,还 存在 一 些 其 它 的 ЕМО 方法 . 


3.6 ”气体 动力 学 格式 


在 前 面 讨 论 的 格式 中 ,都 是 从 欧 拉 方程 出 发 ,并 受 繁 晕 解 的 启发 而 得 到 的 .在 
这 里 必须 经 常 关注 所 得 的 弱 解 是 否 满 是 坑 条件 ,而 炉 又 不 一 定 是 物理 意义 上 的 炳 ， 
而 是 由 数学 家 杜 提出 来 的 一 个 函数 .如 前 所 署 到 的 ,关于 焕 汕 数 和 米 通 量 组 成 的 粹 
对 , 尚 有 不 少 疑 虑 , 焕 条 件 的 检验 也 是 十 分 困难 的 事 .本 节 要 介绍 的 由 气体 动力 举 
发 展 得 到 的 格式 , 则 有 全 然 不 同 的 构思 ,这 里 从 微观 方程 出 发 ,通过 取 矩 而 得 到 微 
观 量 与 宏观 量 的 关系 ,进而 建立 宏观 量 的 差分 量 之 癌 的 关系 .该 方法 由 于 是 从 玻 耳 
#6 8 (Бойдпапп) 方程 出 发 的 , 它 总 满足 箭 条 件 ,又 由 于 它 有 较 深 的 物理 内 池 , 所 以 
可 以 计算 各 种 物理 问题 ,而 且 计 算 更 稳健 (robust) . 

用 微观 方法 描述 流体 的 流动 ,首先 要 引入 分 布 函数 的 概念 . 广 体 分 子 的 运动 是 
出 其 不 局 时 刻 所 在 的 空间 位 置 及 其 速度 来 表示 , 设 每 个 分 子 的 质量 都 是 m, Æ +j 
刻 位 于 r 处 的 分 子 速 度 为 中 ,单位 体积 内 的 分 子 数 为 n AEX 

mha = fÍr,i, t} (3-139) 

为 分 布 函 数 ,不 难看 出 / ARARE 50 ARR O EREEREER E ЖАЛТ, 
可 得 
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ё = зида, 03-140) 
积分 域 为 整个 相 空 间 ,积分 值 = (r,t). 这 就 将 分 布 函 数 和 宏 现 密度 量 联系 起 来 
了 .上 面 讨 论 的 事实 上 是 单 原 子 的 情况 ,所 以 确定 其 运动 状态 只 有 三 个 速度 分 其 ， 


对 于 一 般 的 分 子 ,还 有 若干 崔 自 由 度 ( 如 方位 ,相互 间 的 哮 离 等 ), 记 它们 作 е, ё, 
… ,Ew, 这 时 分 布 函 数 了 应 为 


тп = fr, tu, ey). (3-141) 
在 整个 相 空间 内 积分 得 
pkr) = Јем 6 Ey )dudodudai д 《3- 142) 


= {птш ag, 
ЖОР dE = dzdedzod6da5w， & = (自生 加) ,NN 为 自由 度数 . 
根据 统计 力学 理论 知道 ,每 个 自由 度 的 统计 平均 能 其 都 应 当 是 方 k 了 ,其 中 
ЗЕЕ ИК, Т 为 绝对 温度 ,由 此 知道 


1 
2 ТСМ + 3) 
_ 2 _ N +3 _ Ё Ar _ 
Cr = r = 2 R,R = > i 体 常数 )， (3-143) 
而 6 = Су + Е, ЖН y 5 
G Ctl туз (3-144) 
у= “уту =“ муу: 
2 


在 以 后 讨论 的 问题 中 ,都 近似 的 认为 气体 分 子 运动 离 平 衡 态 分 布 不 是 很 远 ,而 
平衡 态 的 分 布 用 玫 克 斯 书 尔 - Ж ҢЕЛ ( Maxwell-Boltzmana) 分 布 来 表示 ,这 是 


g= „(&\ ео? к(а) (3-145) 
开 
其 中 o 为 流体 窗 度 ,) = ру 是 温度 的 通 数 , УР 是 流体 的 宏观 流动 速度 ,p、 
ALDU, V. WAE, г) 的 函数 ,不 难看 出 : 
1 
ё 
pU КА И 
ви |= | e ° dudedwdg, dgy, 
w| “ 
Æ Daoa еа 80) 
其 中 
(Е = +e [U+ V: + В? + f3 : 


即 为 单位 流体 体积 的 动能 和 势能 .详细 的 关于 平衡 态 分 布 耳 数 的 肥 和 矩 积分 公式 可 
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以 在 本 节 末 的 附录 中 找到 .此 处 还 可 以 由 此 求 得 相应 的 内 自由 度 一 了 у 
一 维和 二 维 问 题 有 些 不 同 , 可 见 表 3-1. 


y-1 y-1 
(нн) ео 2) (кю, т, т. ЫЗ) He Узи, E 


此 外 由 统计 力学 知 


m _ _ e m _ Р 
À = >L? p = ВТ = Ё 


这 里 注意 到 平衡 态 的 分 布 函数 与 当地 的 宏观 量 有 一 一 对 应 的 关系 .但 是 一 般 情 况 ， 
流体 并 不 总 是 乌 于 平衡 状态 , 比如 通过 激 诈 时 就 不 处 于 平衡 态 . 一 般 非 平衡 态 下 的 
分 布 函数 记 为 户 洛 的 演变 过 程 满足 玻 耳 慈 曼 方程 , 即 

frmht mh = ON. (3-146) 
其 中 点、a; DAETA Е RATAA CERJE: Л ӨГ ЁЛ ЩЫ, 
OUD RRAN. h TERRE A ‚И ОЧ МОЕ ЕЧ, LAE 
量 也 都 是 不 变 的 ,所 以 应 当 有 


[wc nag = ө, (3-147) 
其 中 dE = dudedwdé dêr, K 即 前 而 讨论 的 让 + 了 3- d,i 
Y, = (rurowa? + 2 + и? + ¿i +t + Apr 


计 以 证 明 由 玻 耳 兹 曼 方程 计算 得 的 粘 福 应 力 张 量 . 热 通 量 等 与 纳 维 - 斯 托 克 
斯 方程 是 相合 的 ,也 就 是 说 从 玻 耳 兹 总 方 程 出 发 得 到 的 宏观 其 满足 纳 维 - 斯 托 克 
斯 方程 .1954 年 由 Bhatnagar-Gross-Krook 提出 的 ВСК 模型 就 关 一 种 最 常用 的 模式 ， 
它 假定 Q < (f - g) .由 于 碰撞 的 作用 是 使 分 布 由 非 平 衡 态 向 平衡 态 过 渡 , 因 此 醒 
之 变 为 平衡 的 速度 应 当 与 分 布 俩 离 平 衡 态 的 程度 成 正比 . 70) -AER О < 1ит, 
即 碰 撞 次 数 越 频繁 , 则 向 平衡 态 过 渡 的 速度 越 快 ,其 中 * 是 质点 先后 两 次 碰撞 之 问 
的 时 间 间 隔 的 统计 平均 值 .根据 以 上 恰 定 ,有 


Q < M-a) | (3- 148) 
于 是 利用 这 个 ВСК AVIARE К S Jr Же у 
f + u Á, -.Ч=ю). (3- М9) 


T 


将 其 中 外 力作 用 项 u; f. EERI, BEHER F A RER 77, (3-147) 
式 可 知 , 有 
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| UZ) dudvdwde = 0. (3-150) 
Dz г 是 - -个 常数 , 则 (3-149) 式 的 通 解 为 
f(x t.u, ё) = 二 | g( x; — ще r). .u Ge de + 
еб, 一 wlt 一 ta), to, u;, £). (3- 151) 

这 个 方程 解 的 正确 性 可 以 将 它 伐 人 !3-149)] 式 加 以 验 让 .万 是 上 = i AAt 
РАЎ, о 0х, г) ARFER. 

F КАРЕ ДЕНЕ а а НЕН, ВПЛ PB AEn Е 
AARAA SC ИЕТ" ВФК] Ж Ehe E АЕ H. 25 ра Р АУТАР УЙ 
用 BGK I И, H E {ДУК ЛЕТИ Е АУ. SARAH — Fil Z E: H EE. H T rAb 8 
жез и E Е р р ра, hith ННВ, ЖСН n] Н 


Н = [и 5, 5 =- Н (3-152) 
来 计算 ,而 在 ; Jy] 09898 Шу 
Н, = [ау №45, 5; =- B.. (3-153) 
НЕ EET] S 
ән 2H; 
Jt + Әх, = 0, 


所 以 由 方程 (3-149) #103-152) .(3-153) RA 
Н, ар — 
“н, Эх, = (27. „52)а + In f)d= 
= | к=! + №45. 
考虑 到 {3-150) 式 中 第 一 式 ( 即 їр 中 1 的 这 一 项 ). 有 
Н. 
.= ОЧЫ 
= 11 - f)(Inf - lngydE + tile - f*IngdZE, 
XER g 的 表达 式 和 (3- 1 和 0) 式 ,可 知 
ju - 万 IngdE = 0, 


因此 = + Эх, = 1 feg - (laf - lng)dE g 0 (3-154) 


("4 z zf 时 由 于 g、/ 都 是 正 的 ,所 以 gg > EB Ing > Inf, 反 之 亦 然 .所 以 上 述 
不 等 式 必 然 成 立 ), 由 上 分 析 得 知 ,由 BOKA RIR | 09 258 E И W E MSB Pi HB PF 
以 在 以 后 的 分 析 讨 论 中 完全 不 必 考 起 炳 条 件 的 问题 ,这 -- 点 是 比 前 面 讨 论 的 格式 
优越 的 她 方 .因为 它 的 出 发 点 是 物理 问题 本 身 而 不 是 从 数学 上 专门 狗 造 一 个 丧 果 
数 ,后 者 并 不 能 完全 反照 笔 理 问题 本 身 ,而 且 也 存在 着 物理 上 难以 完善 的 地 方 .有 
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了 以 上 BGK 模式 ,下 面 来 讨论 由 示 建 立 的 有 限 体 积 的 格式 . їп, 
W = (opu, о)? = | fdudg, 


FCW) = (Fp, Fay Fa)" = |uW asa, 
其 中 РАТНИ, РС) 是 外 的 通 量 ,时 = (1u, (иг + PY HERE SOE 
ККА ИЕЛ А + At) 上 积分 ,得 
fu + uf.) W dud8dxdr = [оол W dudédxrdi. 
ARNAT, Br 11838] 
['#,4идейхй + аса, dudēdxd: = 0 
或 л! _ W? + L | (Fain - Ёрул)Ч = 0, (3-155) 


这 就 是 BCK 有 限 体积 法 格式 . 对 于 多 维 即 为 


£ эЛ “жым 
А 1 1 , 
т! - Fh + Ах | (Кл, - Ё. ло.) + Ay | (F, л 一 F, -dt 十 
P 


п 
t 


эы 
| 
А: | Ку 一 Е.а 120+ = 0, (3-156) 


下 面 以 一 维 为 便 说 明 网 格 连 结 处 守恒 量 通 量 的 计算 .在 构造 -- 阶 精度 的 格式 
H REAR consen 内 ,分 布 函数 是 一 个 常数 ,而 且 基 平 柄 态 , 导 


fa(x.0) = [e ZS% Zas- Xj» (3-157) 
£, Хх > 0, 
其 中 g.g 为 平衡 态 ,由 x Ж х1 处 的 守重 量 大 小 直接 确定 .上 式 又 可 写 为 
Jax, 0) = gll- H(x)] + gH(x). (3-158) 


由 于 分 布 函 数 满足 方程 (3-149) ,所 以 满足 其 通 解 形式 (3-151). 役 go(0,0) 为 xx = 
0.: = 0 时 由 于 初始 磁 接 产生 的 平缓 初始 状态 ,这 样 在 x = 0 处 ,由 (3-151) 80 
可 以 得 到 

fx=0,0) = (1-е) во + e igu) + gll- H(u))]. (3-159) 
不 难看 出 , 当 r -= 0 Bf 

fix = 0.) = go: 
Й т-* œ 时 ， 
f(x = 0,0) = folx = 0.2) = gH(u) + g(1 - H(u)). 

为 了 确定 go, 可 以 利用 相 容 条 忻 ,并 令 x = 0, 即 


| Pagodude = Jen- ut}dudë 
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= | WW една + | wg dudt. 
и>» 0 ц т 


从 图 3-8 АГ], ДР ЖД, у. KERRI ро. 
另外 (3-159) 式 可 以 写作 
[= CE- me + yfo (3-160) 
m = © . 
HL) ЕЕ LOKE —Б НИНЕ БЕНДЕ 
格式 .其 过 程 为 
(1) 给 出 某 -- 时 刻 的 守恒 最 
ГЕ 


其 中 A, = I T — 
p; & — > PiU 


(2) H Á 计算 ЖАЛ 处 的 数值 通 重 


Е лал 
Еб; ло = | mduads = | арача = | ua dude 
реј 
АР 
1 ет ХӘ; 
Z ariel - AYU) +25 
{Л а.) е - 11 
= (2-7 erfe( — зш) + 9 一 + 
бу 2 42; ЛА; 
(2 А кз) erfol- SAU) + (2 ‚ Ë+ 2) ea 
4 BA Шыр 4 84; Zx ; 
Ua 本 
Yj LL 
2 eV he a) ар 
ПА Vje & itl; абы 
A Е 


a k+3 ІА. Е \е ыы 
[+ + 8А, U. )erfe( ç Ара Ора) 7 (= + su) 


(3) 计算 Жз 处 的 守恒 量 
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{ал 
КУ = f wgodude = | F g dudš ‚| Pag; du dé 
{+ 126122 
L artel- МА) 
- 11 


L еіс - МАШ р + 567 + 
J 
à 


LI tal H еы 
IEF H) etet- V A U) + 4 m, 


二 erfe( ki А Ора) 


ен (б 


1 
+1 y U, erfe( Аа U.) 一 > тА, 
+ 


(3-162) 


1 í uz a, A 
p. EEI) а) Жу! © 


` Ж 
(4) 由 zo 计算 xa 处 的 守恒 量 的 通 量 ， 
E LE 1,2 
ер л s% y ‚- dl 
Ff jan | = ИС = рыл HU T DA ln . 03-163) 


1 +3 


Е, ал 3 Etsy 
P rJ и] СҮЛ + АД ла лл 


(5) 最 后 得 通过 о 处 的 通 量 


Корал #0 л Е jan 
F. az = | Fo | = (1 - е7) | Ери aan |+ е" F? уул 


Fa jan Рр. ыл Feina 
(3-164) 


类 似 地 可 以 算得 Fo , 代 人 (3-155) 式 可 以 算得 и .这 样 得 到 的 格式 就 是 


一 阶 格式 .关于 格式 的 保 正 性 ,可 以 证 明 э} = e" = 工时 你 正 性 是 没有 阿 题 的 .但 
0 < ?< 1 时 的 保 正 性 ,证 明 比 较 困难 .计算 表明 УЙ М < 158], йз = 0 
也 具有 保 正 性 .实际 使 用 时 ,间断 处 一 般 选 y ~ 1“2, 而 且 看 来 ,很 有 可 能 对 一 般 的 
M 数 都 有 保 正 性 ,即使 M = 10#, 但 а ЖЕНИЯ. 


为 了 提高 精度 , 下 面 进一步 讨论 二 阶 精 度 的 情况 . 这 时 和 上 一 节 一 样 ,在 


(хр х Z; 2) [В 间隔 ATERS EEA 


Р(х) = B, + L(s.s-)(x др), худ S Xx = Хо, (3-165) 


其 中 005,5.) 00,5) 为 一 限制 器 ,有 以 下 几 种 . 


(1) Van Leer 限制 器 
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2lIrllsl 
L(r,s) = S(r,s) ү руу; 
1, a, > О, 
S(a,b) = f- 1, 2,6 < O, 
0, arish o b=0» а. 
(2) MUSCL 限制 器 
L(r,s) = Str,s). 


min( L 1ге#ї+з,2171,2151). 


2 
H ЕЙ 
120) = Wi x;, 1⁄2) = W, + E spas), 
Fa- F F, - Ё,_ 
_ ат ! 
其 中 Fe = Xl 一 £j ; 5- = X; = Жр ' 


下 为 基 一 守恒 量 (p,pU 或 pE). 
有 了 以 上 计算 ,可 以 确定 r> El 所 对 应 的 守恒 量 蚌 Ж И, 和 Т. л. 


计 及 守恒 量 在 网 格 内 的 变化 , 则 有 
h= [81 + а(х 一 хра). % = хо 
в, + a,(x — ®,ул}), x > хі» 
和 g = воб1 + (1 - НО) а(х) + H(z)a,(x) + А), 


其 中 А EA z 在 时 闻 方 向 的 变化 得 到 , 且 有 
а = ап + äpu + op су (u? + 7) = aa F, 
а, = ал+ äpu + йб 00 + Ё) = a F., 
a 三 аң жари + ав Чу (и? + 2?) = а Ф, , 
а, = ал+ ази + аы 100 + È) = о... 
А = ÁA +A + А» 3 + 2) = AAF... 
a = 1,2,3, 更 | = 1. AW, = u, Y= For + 22). 


H (3.167) 式 可 计算 得 
左 侧 # WJ 


01 pt хул) раб хрло) Фи 
о, = pU; хул) + +1 Ut жил) = prt . 


pÉ! PE хл) Pjr Ej í хр) Er 
由 此 可 以 确定 z 和 总 ,参见 图 3-9, 然后 下 面 来 确定 p Уа ВЖ. 


"U9: 


(3-166) 


(3-167) 


(3-168) 


(3-169) 


(3-170) 
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РЫ 
iho | 
图 3-9 
= [ГЛ = 


жиз, = ES 


HERRI Е 7 分 法 


брал) 
W, = | wede = = We 
PE Жл) 
016 1.12) AEN, 
和 
Fu, = Г.а, _ | ii xa) — piV,( xi) 
LTES Fo 一 x; 
дЕ хт) ~ реб x;) 
abr 一 % 
+ 
W, = fe „дЕ = ЕТ ба| › 
буууб x һал) 
(3-17!) 
бил ха) — биб ыд) 
Жз 一 4142 
LE 一 Piat U Ст) (3-172) 


jl Ар 


PiE 一 Бру JÍ x; jato) 


Жы — Арн 


人- б? 2] ,可 以 得 到 


Pi (xi) = pial 542) (29) 
хн Яра Jx a, 
了 | раат) — рь Uaa) _ 11 (ариу | _ ' 
Dr Жү! 一 Ж; p, | дє ) = М буг |; 
lË} ixa) 一 ы ы Жут) (2) @х, 
Жаз Хр дұ 
(3-173) 
其 中 
l k+l 
| “ 2( Ut a ) 
M = Uu # +». Aí. Du) 
1 k+l) 1 (DUN | CENL ‚ К +4& +3 
(8+5) (+ шш (+ A Кз +3) 


9:4 


(3-174) 
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аз = É (5) -20,(50) |. 

а› = э] (3EY о) 

au = 1090) uay - (H 88)... (3-175) 
(5) = (Ж) - (29). 

(52). = 1 [( 次 -l 7 (58): ]. 


РАЦ 815 (3-171)—(3-175) RAAKAA, ПЕ AA 1 就 可 以 了 . 

在 gg,、al .a 确定 以 后 ,再 根据 (3-168) AT LIRE и. ЕА. (3-165) 式 ， 
可 以 得 到 ; + 1/2 处 的 守恒 其 通 量 ,由 此 确定 该 处 的 守恒 最 .具体 说 是 在 + 42 处 
即 形成 平衡 态 的 分 布 zo. 确定 go 的 公式 为 (go 为 了 + 1⁄2 处 的 平衡 态 分 布 ) 

[очае = | J Yogide Í | wpe (3-176) 
引入 记号 
adso = | (све 


(J). Ü = |, „Саф 
其 中 "." А-В. Ü А.(3-176) 式 得 


Dr 00 ріш) о + ри шу 

J+ \ 

ЕЯ = Ë: = риќи!) о + реи) ш | 
бкл? pato [pA + „+ tua] E) ol 


(3- 177) 
其 中 PA и WEKA, Ай и? = 1.(3-177) 式 中 右 端 项 内 的 各 个 量 可 以 由 附录 B rh 
的 公式 计算 ,所 以 po~ pa о 0060 пу 18 (32-177) 式 确 定 ， 有 r g (II j + 1⁄2 处 的 初 
始 平衡 态 的 分 布 ) 后 再 用 (3- 169) 就 可 以 确定 g ,而 其 中 的 ас 可 以 由 下 列 关 系 得 
到 (确定 方法 与 上 面 讨论 是 类 做 的 ): 
PALER, — P; 1⁄2 


一 = 
Ir 
1 в.р Ся) 一 Pil Ui 
po КИРИР = Map| а, |. (3-178) 
Pitia Ж) 一 Pit Et ау, 


Ж T Sji 
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| k+l 
| ] вены) 
+ 之 7 i ^ ла 
k l (k tM) 
U ss L(a, , 
Ма = ге 2 Ал 2 2+2 Ал 
! ( teL) l (е =н) І С (k tD a men 
2 ноў > +2 t | Baert + 
210 Шаа 247 Ан? 4 Анал йш 


(3-179) 
0(а1,,аз,,а3,) 的 计算 与 (3-175) А B|. HEM- 1/2 处 的 公式 与 
(3-177) 一 (3-179) 式 相同 ,只 需 把 r 改 为 1,j+ 12 改 为 上 - 1⁄2. 这样 得 到 的 是 : = 
0 的 初始 状态 .有 了 上 面 的 g .而 ,代入 ВСК 模型 的 通 解 (3- 151) 式 有 


HENEN Е Lf gC ,en, petar +e “fl snn- ш), 
(3.180) 
于 是 有 
ДА хло, = -et gyt (z(-1+ er) e eT) 
(ailu) + a(1 - H(u))) ugg + rC -14 ет) Адо + 
e" TÒ (1 ~ ша) Ны) ар + (1 — ша,)\1- Н(и)) а). (3-181) 


БУРЯКА ННЯ DERIER [Ce асас = 0 确定 ,该 式 可 以 
E g RABBA 
МА = +f Yigo + raul ailu) + a,(1 - H(u))] go+ 


ri H(u)ge+ (1 - H(u))z.] + 
yal afl и) + all- H(u))g,] YW de, (3-182) 
其 中 
Yo = åt- ril- е2), 
у =-(1- eb⁄r)/yo, 
y, = Ё-А + 2т(1—- eT) _ Ate ®t] /yy, (3-183) 
уз = (1 е4) Yo, 
y, = КА ^К” _ y(1 еа) Yo 
Mo 与 (3- 179) 同 取 Fip i2 处 的 epl H.A f f, 则 


F, І 
м 
И = fe 1 , , 
> (= + £) 


Fx jtir? 


再 代 人 公式 (3- 154) A WRITE EREE, ВИ a + 1 ATE EE. 


1l 


FE xin tr u È) de, (3-184) 
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以 上 的 格式 可 以 推广 到 多 维 的 情 阅 ,二 维 时 的 N-S 方程 为 


Р ой pV 0 0 
а" l ma ез 
е Loner pyUd: Liæspud 5, 5,4, 
其 中 

о, 2802080, 8) 

5, = тр] Бу + >l: 

5, = [35 + | 

5 = [255 -了 (于 + 条 |. 

si = 1р|2050 + (55. 55) 5\54 herah 

5 = p+] 


三 维 有 类 朴 公 式 { 注 意 x = тр). ХАТ ВСК 格式 为 
W,(x,y) = (х,у) + LCW, W)(x ох) + LOW, Wy у) 
其 中 W; 是 { жал, җыл) Ú y; ua yj 22) Б [В] РЧ ВУЗА ЗА (С, L aB д>. 


Wii- W. Wi- W. ) 
_ i+l,j i į Yi- ly 
L( W.W) р А Адар Ж р лур А 
Fa W. W. - W... 
w, W = [ tl “u 0—1 | А 
bl ) 5 Yi Yi Урт Y-i 


在 计算 т"! 时 可 以 用 时 间 分 发 的 方法 , 即 

W, + FEW), = 5,, m+ ЕСИ), = S. 
如 果 不 用 时 间 分 裂 唱 可 用 以 下 的 公式 ,比如 计算 ху, у, 处 的 通 量 时 , 先 要 计算 该 
处 的 分 布 函 数 , 这 时 


fals y:0) = (ia + ал+ by), x > 0 
= @(1+ ax + byl- НОх)) gile ax + by)(1- Н(х)), 
Feo eina КОЕТ (хл, ур) 处 ,该 外 为 x = 0, у = 0, їн БАДА 


2 2 2 
ч) 2 iE eu- (6-3 0 

= € i * 
gi al т 


- (2) 
g = p| + 


Ag! + ax + Бу), x < 0 


&+2 
z 2 2 
2 eu[ 《一 | ‚ 


其 中 
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1 
= а; + aut + азр + aa би + P” + gy, 


а + G.M + Gs, + а, (и + + 2), 

= b, – byu + by + ba +G + 2 Ë), 

= bi, + буш + bs, + ba La? + 2 + Ë). 
w = | YARde， 

w = {1,0 + 02 + p). 


Wi жулт › Yi) = W; + L.(x 一 ху) + (у 一 Yi)» 


由 MM = (二 [Ws gide) 8 


其 中 


(90/9х})' вц 
LI (ƏpU/9x)'] ү | 8 
| oax | A Yomprde = Mi ay |” 
(2 сє 79 x)! аң 
(др/ду}! bis 
1| puray) Фә; 
= — = F h = М 
A| (доу/ду)! 1) 0106 | by 
(дє /ду)! bar 
1 tU, V; В, 
Ú Gez UM В, 
М, = * 
W ÜM Vitz > Bs 
B k В, В, 
k + 2 
a UT + + 2) А 
1 (k + 4) 17 
CE U; + 22 由， 
1 (k +4) 
3( И + UM + а 路， 
_ 1 2 кәс VD 10 (6k + 8 
4 [as + Fr + + 4À5 7 


B, 


在 右 侧 也 有 类 似 的 公式 . 在 确定 aao d, .如 后 即 得 到 现 单 元 交接 画 上 的 和 
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前 面 一 维 时 的 办 法 一 样 ,可 以 确定 相应 的 go 7. BEA E В Е. 

ЕЖЕ, ИЕШЕ: 

(1) 初 值 再 构 . 若 网 格 内 物理 量 为 常数 , 则 没有 重 构 的 问题 ; 若 为 线性 变化 , 则 
用 限制 器 计算 交接 面 上 的 物理 量 ,然后 由 此 确定 交 绊 面 左右 司 的 平衡 态 分 布 郴 娄 ， 

(2) 通 量 计算 . ЖШ ЛЕНЕ Ж ТИ НЧИ ЕНТ: 8 Y h MË а, е, BHS 
到 £, ВЕНАРА ВЕ go, 进 而 由 BGK- 琉 耳 兹 曼 方 程 通 解 确定 f, 交接 面 处 
的 f 也 就 确定 了 ,计算 其 相应 的 通 量 . 

(3) 计算 单元 内 物理 量 . 由 于 各 交接 面 的 通 量 己 确定 ,就 可 以 由 有 限 体 积 法 确 
定 这 些 物 理 最 ， 

不 难看 出 ,这 三 步 对 于 所 有 格式 都 是 正确 的 ,不 同 之 处 只 在 第 二 步 , 即 通 量 的 
玉 定 .在 TVD 等 格式 中 ,一般 用 黎 受 解 得 到 的 通 量 来 计算 ,或 将 其 改进 或 修正 ,而 这 
里 采用 的 是 琉 耳 兹 此 方程 求 般 过 程 来 确定 .应 用 宜 明 该 方法 更 加 稳健 ,有 昔 好 的 保 
证 性 ,有 满足 箭 条 件 等 优点 . 


3.7 ЮНА 


迄今 为 止 ,人 们 采用 的 守恒 格 式 实际 上 都 只 是 在 空间 守恒 ,而 在 时 间 方 问 并 不 
守恒 .为 了 提高 计算 精度 ,也 应 当 考 虑 时 间 方 向 上 的 守恒 . 为 此 ,Chang 提出 了 时 空 
守恒 元 和 解 元 的 新 概念 ,发展 了 时 空 守 恒 格 式 . 在 此 后 , 张 增产 对 Chang 的 方法 进 
行 了 改进 , 波 变 了 原 格 式 的 构造 方法 ,得 到 一 种 新 的 格式 . 它 也 是 时 空 守 恒 的 ,不 仅 
探 留 了 原 方 法 的 全 部 优点 ,而 县 格式 构 造 更 加 简单 ,并 且 影 加 容易 推广 到 高 阶 格式 
种 多维 格 式 . 下 面 将 介绍 改进 后 的 时 空 守恒 格式 . 

在 时 空 守恒 格式 中 ,时 间 和 空间 是 统一 处 理 的 .从 守 忻 方程 出 发 ,通过 设立 守 
恒 元 和 解 沁 ,使 格式 在 局 部 和 全 局 都 保持 守恒 .在 该 格式 叶 将 流 场 的 变量 及 其 空间 
方向 的 偏 导 数 都 视 为 独立 变量 ,同时 进行 求解 ,这 样 一 方向 可 以 提高 格式 精度 , 男 
一 方面 也 便于 更 精确 的 处 理 边界 条 件 .由 于 篇 幅 的 限制 ,本 节 只 讨论 一 维 龙 扩 方 程 
的 时 空 字 恒 格 式 . 欧 拉 方 程 可 以 写成 

пру дЕ 

9. * ә, = 0. {3-185) 
Жр U = (o, pupe), Е = (ou, pu + Р, poule + P))'. Ё ху = ten = x ЖЛ 
欧 几 里 德 空间 Е, 中 的 两 个 坐标 , 则 利用 高 斯 散 度 公式 ,(3-185} 式 积 分 得 


$ h, * ds = 0, (3-186) 
0 


Җир R, = (F, 0), 07 = 1,2,3), аж 以 道 时 针 方 向 为 正方 向 ,x ARR RAE, O A 
s-a РВ ЕА РС ,90 为 其 边界 .在 积分 域 为 网 格 时 .30 就 是 网 格 的 边界 . 
在 时 空 x-t 平 面 上 如 图 3-10 地 划分 网 格 ,其 中 ox 是 不 同时 间 层 上 的 网 格 点 ， 
他 们 在 z. 轴 上 的 投影 是 交 普 的 . 
图 中 BCEF 称 作 守恒 元 , 它 布 满 全 部 * 室 间 ,积分 在 基 上 进行 .而 BDFÇ 称 作 解 
元 , 解 在 该 区 域 可 以 用 简单 函数 逼近 . 
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ТА; 这 里 用 SE 表示 解 元 (solution element) 和 
CE (conservation element) 表示 宇 恒 元 ,其 中 用 
и* S" FBAR wf 可 以 有 不 同 的 形式 和 
精度 ,于 是 得 到 的 格式 精度 将 是 不 同 的 , 最 简 
单 的 方法 是 泰勒 展开 , 在 下 面 将 采用 这 样 的 
方法 来 构造 格式 . 如 采用 一 阶 的 泰勒 式 来 进 
{ЕТ , И SEG, п) (у, п 表示 А 点 的 位 置 , 即 
яр. 6.) 内 任 一 点 的 函数 
下 
(x — wj) + Сага), 
f(x t ijin) = (z y + {fs y ` 
(х) NG- к), 
(3-187) 
Я о О ЕЕ ,应 记 作 Vs(m = 1,2,3) НАЕ Y m FER. * 
лр ЛЕ. ИРАКЕ. 为 简单 起 见 ,分 别 简 写 为 utx ,1;7,n) 和 к,п), 
组 合 记 作 


Вх, п) = (fix tijen) ыба, р п)). (3-188) 
方程 (3-185) EG, п} 点 上 可 以 写作 
(ш) =- Uad m= 1,2,3. (3-189) 


由 于 上 = У) 大 tm.: ,所 以 最 后 还 是 归结 为 xu, 是 要 求解 的 量 .将 (3-187) 和 
(3-188) 式 代 大 (3-186) 式 ,其 中 ry 为 守恒 元 CE( EB СЕРВ 单元 ). 可 以 得 到 

Съ)? = (о) + Си) + (s) + Со P22 (3-190) 
其 中 

sm = Sr... + аА + А а). т = 1,2,3. (3-191) 
另外 由 图 中 8B.F 点 处 uf ВЕЕ Е Ж, ИЛЕ 
f — 
еа Сы; - 220 = И + Ва O E (Оо 


def ,~ 
F кї: (us) + а „У = (ш) + 学 (wu 2 (a) 
(3-192) 
其 中 


САҢ = Cun Эн P (us a)i Ы 


在 有 阅 斯 的 情况 下 要 由 加 权 平 均 , 即 相当 于 引信 一 个 限制 器 
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(и d Cuh p +I (us ,) 1и „27 
ир" l Cus, ) 1° i (3-193) 
这 样 (3-190) 和 (3-193) 式 就 是 得 到 的 一 维 尤 拉 方 程 的 失 榨 守恒 格式 .这 是 显示 的 
格式 ,保留 了 原 CE/ SE 的 全 部 优点 ,但 更 加 简单 . 
关于 一 维 对 流 扩散 方程 的 时 空 守恒 格式 ,考虑 下 面 -… 维 方程 


(ил, х) = 


и адш =- p E, (3- 194) 
其 中 а, 为 常数 , 且 e > 0. 这 里 可 以 设 
h = (аш- gtu), (3-195) 
积分 得 
$ h “д = 0. (3-196) 


在 解 元 崔 也 采用 和 前 面 一 样 的 泰勒 展开 ,于 是 有 
2 


(3-197) 


В“ (х.т) = (аи (x, n) — н 


将 (3-196) 式 代 人 (3-194) 式 得 
(uj) =- аби„)р. (3-198) 
H TE ЛЕ T ET ИЕН И ДЕЛ, Er | Ez h ТЕ SE pu PRAE. {Н 
EONAR PALAT ШОШ, ПП H BI — MEDER, 当 积分 对 守恒 元 进行 
时 仍 会 出 更 .事实 上 利用 (3-198) 式 , (3-195) 式 可 以 改写 为 


и" (хора) = ш) + (а) [(х- x;) alt Һ)]. (3-199) 
利用 {3-188) 式 在 守恒 元 上 积分 ( 即 BCEF 元 ) ,可 写 为 
ғ. (п) = È в" = 0 (3-200) 
{ СЕ) 


其 中 ( CE), В) ADEF, № CE 中 的 右 半 部 分 ,(CE)_ ED ABCD, CE 中 的 左 半 部 分 . 
将 (3-199) REA (3-197) 式 ,再 代 人 上 式 , 计 及 左右 两 半 的 交接 线 全 部 落 在 解 元 
中 ， PATERE. ARAE 以 得 到 两 个 离散 方程 : 


F, Gon) = FUO - OP + (1 ӘС) + 


ТҮ (Ах)? * 
EM - wl = 0, (3-201) 
ай - 4м 
其 中 у= Ar Š= (Ar) 


当 (1 -六 -大 0 时 从 上 式 可 以 解 得 o 和 (ww) 为 
gn) = Qe gq(j -十 ,n- 广 )+ ali L. - >) {3-202) 
其 中 
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oo 
Ga V lO 29] 


1 + I - 2 — ë 
Q. - + — G = >) -U-V -y + 2) 
l= у & 1-02 + £ 


-r - (L+ (L —- 2 —- ë) 1 ` 
l- +£ j-r + £ 
这 是 -个 半 层 显 式 格式 ,连续 用 两 次 即 可 得 到 通常 形式 的 显 式 格式 

q(j,n +1) = @% 40)-1,л) + (Q, 0-+ Q- Q.)q(i.n) + О абу. п). 
上 面 的 计算 中 必须 注意 1- v? + £ < 0!(3-212) K МАК a-y 楼 式 . 

在 这 个 时 空 斤 式 中 可 以 看 到 将 时 间 和 空间 完全 等 同 起 来 ,而 且 ы. а, 作为 两 个 
独立 变量 来 处 理 . 略 式 的 网 格 结 轮 十 分 箱 单 , 某 一 屋 的 参数 值 只 与 草 半 层 上 的 两 个 
点 值 相关 ,而 且 还 不 会 因素 和 勒 展 开 式 的 精度 的 提高 而 增加 点 数 .在 上 面 的 计算 中 ， 
实际 上 用 到 在 解 元 中 满足 微分 方程 ,而 在 守恒 律 中 满足 积 分 方程 .由 于 时 间 方 向 上 
风格 交 圭 进行, 所 以 有 

gijn + 1)-ф(],п) (Ai 0, a, tx = сопа), 
这 是 因为 在 op .Ax 保持 不 变 时 ,Ar -> 0 导致 
o; 0, 
(po. (Q, 0.+0_0,)-=1. 
这 些 性 质 显然 是 其 它 揭 格 式 所 不 具备 的 . 

以 上 格式 的 稳定 条 件 为 2 = 1 进一步 分 析 ( 读 者 可 自行 证 明 ) RH, u = 0 时 
其 放大 因子 与 星 跳 式 药 放 大 因子 相同 , 故 w < 上 时 方 中 性 稳定 .而 当 a = 0 时 ,放大 
因子 与 Difort-Frankel 格式 移 放 大 因子 相同 ,格式 为 无 条 件 稳定 . 

这 里 的 稳定 条 件 咕 <1, 即 < 1, 要 求 Ax Ai 成 正比 , 断 以 这 个 稳定 条 件 是 十 
分 严格 的 , 另 一 个 重要 的 问题 是 jp = 0 时 是 中 性 稳定 的 ,其 中 a 是 常数 ,也 就 是 说 
方程 是 线性 的 .在 此 条 人 忻 下 ,如 方程 是 非 线 性 的 ,格式 就 会 不 稳定 .为 此 需要 对 方法 
进行 改进 .下 面 讨论 的 os 格式 就 是 这 样 发 展 起 来 的 . 

ee 格式 采用 的 方法 是 追加 人 工 粘性 项 中 取 产 = 0. FE Sp phe ty Bu 28 4. H R 
(3-201) 式 中 原来 设 F. 人 ,al = 0, 现 改 为 

Е, (jn) = = DAS (д, ул, (3-203) 
Hh e 是 一 个 帖 性 项 控制 参数 (与 流 场 变 量 无 关 ). RT F, 是 О(да2) 量 级 ,所 以 不 
会 降低 原 格 式 的 精度 ， mG- 203) 式 中 
(du,) = L (u): x (3-204) 
和 将 {3-192) 或 右 端 项 о H1(3- 196) 式 的 石 端 项 代替 , 则 得 到 


1| 1- - (1-12 - £) 
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q(i,n) = М, qi- M. 4[; + 二,n- 方 )， 


l-r +É 0 (3-205) 


gn) = м, {3-1,9 - 2) м. е(із а), 
1- 2+6; O, (32-206) 
其 中 
1[1+» 1- а 1{1-» —(1-%7) 
М. = 212-1 ЛИРА; 7 21е žge 1 pi” 
格式 (3-205) 和 {3-206) 就 是 we АХ. (3-205) 式 也 可 以 写 得 更 详细 一 点 ,为 
АЦ. = (шу? n = L: 


2 
РИ] [+1572 t (ы, 377 [ЖУ + 


и? = 51 (1 + о) ш + (1 0) 9181 + 


(шр = wna a + {2e – 1) (9и, j), 
Шыл = иЗ? + “и, KF. 
(3-207) 
从 上 式 可 以 看 出 ,尽管 加 人 了 人 工料 性 项 ,在 每 一 个 守恒 元 的 左右 ,各 部 分 中 无 法 
再 保持 通 量 守恒 ,但 在 守恒 元 CE 中 仍然 是 守恒 的 , 邵 
Fijn) = F, (jn) + Е (рп) = 0. (3-208) 
吉 人 和信 人工 粘 性 项 不 会 降低 计算 精度 ,而 且 可 以 用 来 解 非 线 性 问题 了 .该 格式 的 稳定 
ЖЕ 
О<Е і, 0 < 1. (3-29) 
关于 这 些 格式 在 欧 拉 和 纳 维 - 斯 托 克 斯 格式 中 的 推广 ,可 以 参考 有 关 的 文献 ， 
在 这 里 不 作 详细 介绍 . 


3.8 ”多维 问题 和 N-S 方程 求解 


以 上 讨论 的 许多 格式 多 数 只 是 针对 一 维 的 情况 ,对 上 实际 应 用 而 言 , 多 维 问 是 
更 为 有 用 .在 多 维 的 情况 下 ,气体 动力 学 方程 具有 如 下 的 形式 ; 
56.51.08. = 0. (3-210) 
MEERA WRIA —Ж ИЕГИ 283 , ARA R ВИР, ОЯ =+ 
HR 


ди af „28 Du аһ 
3, ах" 0, “ay 二 = 0, Jt f д: = 9. (3-211) 
各 自分 别 用 一 维 格式 Жаз ЖОН 
иЗ = L.u", w+ = Aana, n" t! = Latro, 


l = LLL. (3-212) 
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为 保证 计算 在 各 个 方向 上 是 等 价 的 ,方程 中 的 三 个 方向 的 算 于 的 顾 序 应 进行 轮换 . 
另 一 种 方法 是 将 三 个 方向 上 的 一 锥 格式 写 在 一 起 , 即 
# = иҗ + latii + Li + Ea ttk» (3-213) 
RRA RRR АЈ. 1р A 32 EE ТУО FE: ЖШ ЕЕ ЕА И 
的 .只 能 由 计算 结果 来 说 明 问 题 . 
在 以 上 讨论 中 ,只 考虑 无 粘 流动 的 情况 ,实际 上 流体 是 厂 帖 性 的 ,这 时 需要 解 
纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 .在 一 维 时 .方程 可 写 为 如 下 的 形式 : 


ди ЗУЛ) -0 (3-214) 
dt Jx т" 


其 中 天 为 粘性 项 , 它 具 有 一 阶 导数 的 形式 , 它 相 应 的 差分 格式 为 
utt! =i- A: ( Í ma 一 f j), f ji = Жал + f. (3-215) 


Meh о 为 无 粘 部 分 时 ,可 用 以 前 讨论 的 方法 计算 ,为 有 粘 部 分 时 ,可 用 中 心 差 
分 的 方法 计算 .对 于 多 维 的 推广 则 与 上 面 的 讨论 是 一 样 的. 

对 于 复杂 的 流 场 ,采用 无 结构 网 格 是 很 方便 的 ,因此 有 必要 将 过 去 讨论 的 差分 
格式 推广 到 无 结构 网 格 上 来 . 为 简单 起 抑 ,下面 只 讨论 无 粘 的 情况 ,有 粘 情 况 是 不 
难 推广 得 到 的 . 

下 面 以 二 维 为 例 进 行 讨论 . 

Ет + — + — = 0, (3-216) 


о ри үт 
2 
u- |], Fs wt? |, є-| 和 |， o-an 
pm рир pr + р 
E УСЕ +p) HE + p) 


E = р(е + 12/2), е 为 内 能 .不 难 证 明 , 


IE = A,.AU = F, 96 _ g BU = G. (3-218) 


其 中 


4 ,加 的 特征 为 

ALA) = (u+ eusus- e), ALB} = (s+ c.,c.u,s —- e), (3-219) 
e 为 声速 .…- 维 格式 需要 把 通 量 进行 分 列 ,全 

F; = Fk, + С, P = Ak, + Bk, А = $E, p = 56, 

F. = uki + 065, k. = vkj - uk, y = ц? + 2, 
则 PAHARAP = P'+ P ,其 中 

P = QAQ `, 
А(Р) = (V. + cV a š V, V. V- c kl, B), 
А = (Ду,А,,Аз, Аа}, 
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þik 
= 


2? э? 
+(+ ) t(n | 
£ 2с\ е +1 0 了 re -1 
e= F У. М. 
r Pct Р 2? 
и 15 aa) pr I(E k. L) 
2 2412026 ty- °P 2e e ЖУ] 


P+ = ОА* 0-!. 
其 中 


一 ky 一 
-J СЕ КҮҮ 
А*= (А +14 0). 
然后 也 可 分 裂 为 两 个 部 分 Ft AF, Fi = P: U. 
在 无 结构 网 格 上 采用 TVD 格式 , 基本 网 格 单 元 为 三 加 形 , 流 体 的 速度 和 自由 
面 的 高 度 定义 在 网 格 单 元 的 中 心 .在 单元 上 对 (3-216) KAMERY, 可 得 


J (50, Р, °©) 45 = Was, + $ Fat, 1 HAS = НАЗ, 
pc ure Jg ү 


(3-220) 
其 中 A.S; 为 第 上 个 单元 的 面积 ,在 F. 中 ski = пу, К» = Пу, Jr (3-220) 内 ‚ӘЛИ 
单元 桐 边 的 积分 近似 为 


+ Pd = Улем, = Q. 


将 方程 (3-220) йя е н, 


u" А7 U AS, + Фк = HAS,. (3-221) 


一 般 说 来 两 个 单元 的 公共 边 的 两 侧 有 不 同 的 后, 故 实 际 通过 这 一 公共 边 的 通 
量 可 由 黎 曼 解 求 得 . 通 量 计算 如 下 (这 里 用 NND 格式 ): 
Fa = Fu + Fa. 


бу 

А 
м 

' É + 
— 
б 

мы 


Кы = Ез ы + [ (3-222) 


Ем = F; + [Š 
其 中 
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(5), = min mof (5) (5). 
EJ, m CEEE ы 
(F) = min mof (5) (Жу), 
(эу), = min mod[ (522), (F 
min mod( a,b) = [sign( a) + sign( b) ]min( 1 a |, 1 b 1)/2, 
[ass = хь – хы,Дуњ, = Уш – Уы, (3-224) 
Ахы = Xü Hr = Yi ха: 


下 标 kh 表示 上 单元 的 一 条 边 CTU kl, 286 &3,Ы А 33F kh WKE 14 Ж 
的 单元 .实际 上 为 了 确定 kb WJ ЕА F: PERRE, i Кое 或 Sweby 的 方 
法 均 可 以 采用 ,计算 表明 它们 之 间 的 差别 不 太太 ， 

在 上 述 移 差分 格式 中 ,需要 计算 F, 的 梯度 ,该 值 计算 的 正确 性 对 计算 结果 有 
较 太 的 影响 ,在 此 采用 最 小 二 乘法 计算 .在 该 方法 中 ,用 泰勒 展开 式 得 


p= ж + 0005 а) 123) 
данын Ж. Ин Тан. 


дх 26,28) У - pY. (3.225) 
чуклы чат 
де, 2109 = жа - бэу- rralle- @;)! 
дх т rnia — rb Е ' 
3. (3-226) 
gg 21010) -yru - Cy- uralle, ФЇ 
ду T тию — rb i 
其 中 
ғи = 2 (s 一 Y, r = Dos - yi) гү = 216% - xi) ( y; — yi). 
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在 可 压缩 流体 流动 中 ,控制 方程 是 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ,其 对 流 部 分 在 高 Mach 
数 流动 时 会 出 现 激 波 , 所 以 大 量 格式 的 重点 就 放 在 了 激 波 的 铺 提 和 分 辩 率 上 .在 不 
可 压缩 流 场 中 ,尽管 控制 方程 不 变 , 但 由 于 密度 不 变 , 连 续 力 程 中 的 202/0: AAE, 
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四 此 不 能 方便 地 与 其 它 方程 圈 列 求解 ,于 是 方程 求解 的 重点 就 在 于 如 何在 求解 动 
力学 方程 时 间 时 得 证 连续 方程 得 到 很 好 的 讲 足 , 简 言 之 为 divyy = 0 的 问题 . 在 这 里 
不 存在 激 波 那样 的 间断 ,但 存在 自由 面 那 样 的 接触 周 断 ， 
不 可 压缩 流体 流动 中 由 于 审 度 蚌 常 数 , 所 专 在 物性 与 温度 无 关 时 能 量 方程 亲 
以 在 动力 学 方程 求解 后 单独 求解 ,因此 在 求解 流 场 时 可 以 暂 不 考虑 能 便 方 程 .这 时 
要 求解 的 连续 方程 和 动力 学 方程 可 以 表示 为 下 面 的 向 量 形 式 : 


v. у= 0, 
|4 ЗУ (утру с 1 ера ду. (4-0) 
4.1 用 投 影 法 解 原始 变量 的 N-S 方程 
为 了 保证 建 度 的 散 度 为 零 , 即 满足 这 续 方程 ,可 以 用 以 下 的 方法 来 做 到 . 
首先 将 (41) 式 中 动力 学 方程 的 压力 项 略 去 不 计 而 求解 方程 
$r (V. V)V = vAV, (4-2) 
该 方程 在 时 间 方 向 上 离散 化 得 
PS U IO: yI = Оди)", (4-3) 
其 中 V+ 是 一 个 虚拟 的 速度 场 ,原动力 学 方程 在 时 间 方 向 岗 散 后 得 
WE (Оут) s- Ура (v V U). (4-4) 
H (4-4) 式 . (4-3) 式 得 
уз сү" =- + ур, (4-5) 
РЧ ЖИЛЕ ЛЕ 
Vi V V: Y” miN ды =- Vb. (4-6) 
计 及 连续 方程 ,应 当 有 Y ，W+1 = 0, 故 得 
ap = 万 YY (4-7) 
求解 这 个 压力 泊 松 方程 ,可 得 压力 p, H (4-5) 式 得 知 
p =- уб м Vp. (4-8) 


由 这 个 修正 速度 的 过 得 得 到 了 满足 连续 方程 的 速度 场 . 
为 讨论 简单 起 见 ,首先 讨论 二 维 情况 , 设 网 格 是 均匀 的 . 即 Ах Ar 都 是 常数 . 
нер 都 定义 在 网 格 节 点 (全 ,六 上 , 则 由 中 心 差分 方法 得 
(22) _ Вів ~ Bii (2) _ Рн Puja 
Әх}, Zx И ду}, ; IAY 
于 是 (4-8) 武 可 改写 为 
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n+l * А Pit. — Pi-Li 
Hi = Ш p: 3 Ax А 
(4-9) 
anri _ р“ o At Piil 一 =! 
Tp 2Ay 


ETAG 点 的 速度 与 该 点 的 压力 р 无 关 , 而 只 与 周转 四 个 点 的 压力 有 关 . 这 样 图 
4-1 中 压力 点 可 以 分 解 为 两 赛 ,有 即 口 点 和 x 点 (图 4-1{a)) ,它们 之 间 没 有 联系 或 只 
靠边 界 条 储 松 散 地 联系 起 来 . 扬 忆 压力 的 变化 可 以 如 图 4-1(b) 那样 呈 锯 齿 状 变化 ， 
求解 过 程 不 收 证 而 且 得 到 不 会 理 的 句 齿 和 解 .为 克服 这 个 困难 ,可 以 采用 两 种 方法 : 
一 是 用 铺位 网 格 的 方法 , 即 压力 ри,» 都 不 定义 在 同一 点 二 ,而 将 压力 p EXEM 
EPC, u.o 分 别 定 广 在 左右 侧 中 心 和 上 下 侧 中 心 ,如 图 4-2 所 示 . 在 这 种 情况 下 ， 
速度 的 修正 如 下 : 


(a) (b) 
图 4-1 
al = иц? _ À: ie Ё 
| ” АА, (4-0) 
= ер М Раа Ры, 
p y 


DEEH RERA V 在 每 个 单 汇 上 的 通 
RIEF, Adry" = 0. 另 一 种 方法 是 用 动量 
插值 法 , 即 压力 р 修正 的 是 节点 间 的 桂 值 速度 ， 
这 个 方法 在 4.3 节 中 加 以 讨论 . 错 全 网 格 法 实 
际 上 对 每 一 个 网 格 进行 了 标识 ,所 以 地 叫 MAC 
法 . 另 一 方面 ,由 于 这 里 求解 时 首先 将 Vp 项 略 
去 ,而 Wp 与 等 压力 面 是 秦 直 的 ,所 以 略 去 Vp 项 
就 相当 于 动力 学 方程 在 压力 面 上 投影 ,因此 人 图 4-2 
们 得 到 这 个 名 称 . 

下 面 讨论 错位 网 格 的 情况 .对 于 一 般 的 空间 差分 格式 需要 对 网 格 进 行 错位 , 即 
Е и 和 ?+ 所 用 的 网 格 位 置 是 不 同 的 ,如 图 4-3 所 示 . 这 时 


ПЕЧ! x 
BG i 一 Uj n il U Piai _ Jl gan. 

А t qi; + Ах T Re уш, (4-11) 
„*! _ y’ - ©, _ 1, 1 ` 
Yi — ULi K iil Pui Loan 

мо th + “ш е V YL 
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其 中 
ЕГ дщ дт 
а= ax + ду’ b = Jy + ay’ 
в (мм): 1 一 (ші), 1 - (шр) jel 一 (шо), „1,3-4 
Tij = 2Ах + Ay ' 
bn. = Сао) +1 _ Cw) i .i 二 + Чат); д 一 (1); i=) 
这 里 采用 的 是 守恒 型 中 心 差分 格式 ,二 阶 导数 
也 用 中 心 差 分 梓 式 写 出 ,这 样 得 到 的 格式 的 稳 \ 
ERFA ' 


10 u lam titim At Reg 1, 


4А; 
Кейх^ 


(4-12) 


= 1. 


(4-13) 
由 于 求解 压力 方程 时 需要 边界 条 性 ,而 实际 问 
题 中 压力 只 以 一 防 导 数 出 现 ,所 以 只 需 第 出 一 图 4-3 
个 条 件 . 为 求解 压力 方程 需 给 出 数值 边界 条 件 . 
在 整 面 上 ,由 于 速度 已 知 , 又 考 塌 到 入 正 速度 的 方程 为 (4-9) 式 , 因 此 在 壁面 上 应 
当 取 др/дһ = 0. 另 一 方面 由 动力 学 方程 知 ,应 当 有 
3 = н та (4-14) 
其 中 假定 壁面 为 静止 ,s 是 壁面 法 向 ,tm 为 速度 法 向 分 量 . 这 个 差别 是 由 于 计算 中 
得 到 葛 压 力 应 当 称 作 数 值 压力 ,而 与 真实 的 物理 压力 是 椒 完 全 相同 的 .这 是 由 于 数 
АКУТЕН, 当 yp 比较 小 , 即 高 Re 数 的 情况 下 ,上 世 于 (4- 14) oR WET T+ 
骞 ,所 以 计算 的 压力 值 和 真实 压力 之 间 误 差 就 很 小 了 . 
求解 方程 (4-2) 的 另 一 种 隐 式 格式 为 
ү" у зд*- А?! yy 


At + 2 - зке = 0 
l u... 
Vp= У-У", (4-15) 
р"! _ v. +1 


P ТУФ ЖО Adams-Bashforth/Crank-Nicolson 格式 ,其 中 4 = (У), 

XTHFR ЛКК ШЕЕ MRTE, SKREE Aa НВ ВУ АЕ 6 
Ж.А RAE РР ЛЛК, ГН ар, АУЕ 
可 参考 有 关 文 献 . 

以 上 覆 正 方法 是 一 种 显 式 作法 ,Spalding 和 Patankar 发 展 了 一 种 半 隐 方法 
(semiimplict method for pressure linked equation, 简 记 SIMPLE 法 ). 其 基本 思想 是 这 样 的 : 
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普 先 把 动力 学 方程 写 为 
+ (V: V)V =- р" +›АУ, (4-16) 
其 中 p` 是 一 :假想 的 压力 初 场 ‚ЕЛШЕ Ж F — ARRE J р". ANA RERE 
醋 以 将 方程 (4-2) 离散 化 为 | 
АЧИ, = D АШЫ + B7(p, ~ Pp) + q", 
АХИ, = Ули + Bal Py рь) + 9. (4-17) 
ль 
АР, = Уер, + ВР (р, - pp) + q", 
Pr 
其 中 аА, роб, k) t nb ERa ljk) (Чу Т РСЕ, jka 1Y AX; 
ВЪН, о 是 源 项 ;4 .8 УЛА Ж» IB] 6918 2, q а ВЕ ЕВА 
BE; Т.Е. М.З. 8. 了 是 网 格 中 心 点 ,en 是 中 心 辐 格 p 与 局 围 网 格 交接 
的 侧 而 . 显然 方程 (4-16) 的 离散 化 方程 与 (4-17) 式 相 同 , 必要 将 式 中 Up 改 为 
L" .p” 即 可 .将 所 得 的 方程 和 煤 来 方程 相 减 , 记 p 一 p = р. Ur = w ,V- 
V* = ww 得 
Аа. = Аш + Belpe- P'e), 


Am. = > Акы ы + Вір — рр}, (4-18) 
m 
Afw, = 2 Anw + BPCp'r - p'e). 
m 
(1) ВЕУ Ис = УА, = > Ata". = 0, 
nÈ ab 


n 


ғ ж є Ве ， ” 
от ü, Y 和 = H, + Рет Ppi: 
+ 
p 
J * * Вк, о: 
„= U. + = P, + уру рь), 
я 


F 
B 
ғ * 号 一 上 Р) r 
t, = н, + = ы; + АРТ Pp). 


计 及 连续 方程 
We 
Ах + Ау + А 一 0, 
得 
Аўр'„ = Афр'„ + 4 下 {4-19) 
其 中 


„ыб ду + Ар ' (4-20) 


4 ”不 可 压缩 流体 流动 的 差分 格式 . 237 - 
в? BË BY 
АЁ = Tag’ Аў = йд. 
B; В” BE ` 
AS = А} АУ! А = АКА' Ав = АА” АЁ = 2 Ais 
于 是 在 给 定 p* 后 可 计算 u'o w ;由 此 计算 5, 解 方程 (4-19) 得 p' ;以 pr +р' 
代替 р" ,重复 计算 得 и” 、v”、w* ; 当 变 化 小 于 e 后 计算 可 以 停止. 
(2) ФВ D AGa = 之 Me ь'„) = УАШ w) = 
пф а nË 


0, AA 


(4-21) 


н, = ББГА Н 


М 


„о = b, + — P. S PA ~ рр), 
n A A- HA 
m 


BF 
ww + ЖУЛ ЫДА p'e). 
这 时 也 可 以 构成 (4-19) 式 , 只 是 其 中 的 At ЖЕН Tae, Вр(4-21) ЖЕ AF 
改 为 A S А 等 .这 个 方法 可 以 加 速 收 伍 , 吗 作 SIMPLEC 法 . 


nh 
(3) 假定 


` y 4 V Ns ` F F 
> APU, + 4° К PUET УИ, + 4 
а _ а ` И.Ч ЈНИ ， 


^^“. һ п _ 
E, = АР Fa = FH ? I 一 АЁ 
并 设 
一 
U 
А, >40, + q” 
t. = и + u! = 一 一 一 一 + — -— ( 
е G & АР АЁ _ > 4, РЕ 
я 
A УАР, + д? В 
Pa = U, + Vn = + y Чар рм — Рр)» 
" " Ар АЁ — >л 
> AW. + q" в” 
m = wtw, = —%- F + w a y (pr 一 рр), 
À, А, 一 2 inb 


A WEIS p 的 方程 .这 种 方法 称 为 SIMPLER 法 ,更 加 有 效 .注音 这 里 直接 计算 了 р, 
而 让 是 Р ;用 它 代替 p° ,再 计算 下 一 次 的 ц" Ы е” : 
应 该 指出 ,SIMPLE 法 及 其 改进 的 方法 自前 得 到 广泛 的 应 用 . 


- 238 ， жан 计算 流体 为 学 中 的 差分 法 


4.2 TEREBRA F N-S 方程 的 求解 


在 任意 赐 线 坐标 下 ,不 可 压缩 流体 所 满足 的 方程 可 以 用 以 下 守恒 型 方程 表示 
出 来 

J% (Cp - Da) = Бы í = 1,2.3, (4-22) 

JE 

TO 


‚жүз жу, ху Ë] x, 


这 里吉 是 曲线 坐标 系 J 为 雅 可 比 行列 式 , 即 J = det 


和 Bp z, 7, Ë. 其它 项 的 意义 如 表 4- 1 所 示 : 
3: 4-1 


za n 
£) 


b gie ар е 


ЩИ ai j- 


ч 
Кы. 


© 
I 
3 


(Ci t 一 Сыз) + 


Sy 


Я д ЊЕ АВЕ, е AMAER, 5 为 标量 { 温 骨 ,浓度 等 ). 
Әх 95: ахз 
аё, дё 88, 
С я: sha Әх, Ja, ar 


@у Ié, дё, дё, JRV 


дх д» dx 


95 96 Ig 
К ， с? 
= B.B. Ге иж, map 
Ç = 2.(3 ЗЕН + БЕЙ]. 
© = 0.0, Cie = 1.44, С. = 1.92, сә = ду = бу = l, os = l, s, = 1.3, оз = 1. 
网 格 及 其 相 邻 网 格 中 心 点 如 图 4-4. 


代数 余子 式 
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图 4-4 
为 计算 网 格 交接 面 中 心 的 秆 ,可 采用 不 同 的 关 分 格 世 .下面 以 与 轴 为 例 说 明 
之 {图 4-5). (中 心 ) ғ 
(1) Hybrid 格式 : TE P, =! G,ZB,, ! H - М ' 
p = aa Pb P. < 2, p (я (жш) 
s Фе? Р. > 2. 
Ё 4-5 
(4-23) 
(2) QUICK 格式 : 
3 3 1 
@ = g? t gfe- g Tr: (4-24) 
(3) SOUCUP 格式 ， 
Ф, = С ф 一 Pr) P, 一 Фу). 
1.5ф, - б.5ф„, 0 < Pe = 0.5, 
Pu = \0.5(фь + ф„). 0.5< @. < 1, (4-25) 
Ф„. | Bp» – 0.512 0.5. 
(4) HLPA 格式 : 
фы = Pu + У„\Ф„- Pu) 2e fw (4-26) 


Фр @% ` 
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N | pa - 0.51 < 0.5, 
в, | Pe - 0.5 15 0.5. 
利用 方程 (4-22) 对 单元 作 积 分 得 
| dy (4-27) 
其 中 7 分 成 两 个 部 分 :对 流 项 部 分 F RIP ВОТ SEE ЛР Жр fy Жемю н.з. Z 
- .它们 计算 如 下 : 
I = Cg 


Co = (оё! as С, = (ODW): С, = (оЬИ);, 


= ЫЛЕ, 


ARARAS! 
此 ,例如 5: : bš = ((х;), 一 {хуб ( х|), 一 (хь) 一 
(Сл) бат), x) — (x2),), 
P = a, 


如 对 于 w 面 有 
H = Dol pr- фы)» 

D, = (СЫ + 5}Ь) + ВЫ) Г/АУ)„. 
RREZES РО, © 为 所 有 交错 导数 项 引起 的 ,应 采用 上 一 时 间 层 的 
值 ,并 移 到 方程 右 端 作为 源 项 ,这 里 不 一 一 列 出 . 

以 上 各 表达 式 代 入 (4- 加 ) 式 , 计 及 时 间 方 向 导数 可 取 
Alap) _ Lep)" - бор)" 


di T Ағ 
或 
Ilp) _ З(рф)* -Al op)! + Сор)" 
Jt 2A | 
最 后 得 


Appp 三 > А ра + Sys {4-28) 
а 


Я np OR AKAEW.E.N.S.B.T X. АУАЗ, Suh Sp РС. ТЕ ke Й 
方程 中 , 计 及 k. 总 是 正 的 , Sy 还 要 排 一 些小 的 改动 ， 
在 修正 速 庆 的 过 程 中 ,动量 插值 法 由 为 

Кр = М" + Di (p, - p) + (1-а) 0, р m = 1,2,3, (4-29.а) 
或 

Vap = АВ" + Dp- Pa) + (1-а) Ир, m = 1,2,3, (4-29.b) 
或 

Vap = АҺ" + П, (рь p) +{1- а) И, p, m = 1,2,3, (#-29.c) 
其 中 a, 是 一 亚 松 弛 系数 (0 < a, = l), 
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> АЛИ. 地 十 5" 


hl = ———— + Di(p, – p.) + 0, (рь = р,) 


Ар 
= БО + рі (р, – Pa) + Dal pi- n), 
&" = hP + Dal pe — Pe) + Dal ps - ps). 
А)” = AP + Di(p. P) + Dalp, ~ Pa)» 


， 241 - 


{4-30) 


而 多 ,是 上 一 次 选 代 计算 得 到 的 速度 值 ,m = 1,2,3. 由 于 压力 、 速 度 值 不 知 ,所 以 


RN p Ae, FEH 
him” _ he) + Ю1 (р; - p.) + Di( pr = р), 
Мт" = h", Dh (р; - рг) + DL(p; ~ ре), 
pnt o А + Вір рі) + D: (p! — р). 


Ууд; ab + 5" 


А * _ 
Р 
Ap 


利用 播 值 的 方法 ,有 
Vr. = Va, w +《1 一 о) (У, 一 Via), 


其 中 
Faa = /Д Ишт + 天 mp СР Vh, e MATE), 
ИЧИ = Кел, + ГАР: 
(Vw 为 新 计算 得 的 值 ) 


|». 
Vaw = ЛИ + ЕН” + ЕТ, 
Р 
+) рр 16 
Р.в 


(4-31) 


Н 
ннн вна ћ = гуж f: = | -f 


下 处 的 值 , 见 图 4-6. 在 ;3.8 上 有 类 似 的 公式 . 图 4-6 
将 (4-29) 式 积 它们 中 Vp Bp VY p 时 的 


AARRE Vn - Vau fnb = C.E S, N, B, TIH P 点 相等 , 则 得 


yoa yep p Вара Р + Ср p х balps рр 
” " 1-(2АЗ/АР) 
其 中 
Ру = рр ру (f = w,e,s.n.b,t). 
п ХЕЛ s IF 285 


Vas = ЛАЎ» + SA + ,wp N - pp) + (1 - a.) $, w1 
Fa, + = ЛА + hin“ + О%,5ОР$ 一 Ру) + (1 一 2 a) Vh. tt 
Fa, = АВ + ДЕР z. + Qk. (p; - рғ) + (1 — au) Vabo 
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ы = GE + £) (bh) р, 


mt AR, + 4 m 
m5 = = ‚Ж с» 
最 后 速度 值 | 
Кз» = Улы + San py - Pp), 
Fas = VA, + бы, - p'a), (4-32) 
.  ©м»,, ; 
Кык = Fat + ФР в - рт), 
dhs = l- fs (Ay - (А0), Saz 
|<. = 1 - (A)s 一 AC TT AŠ = DTE (4-33) 
di, = L- РСА) ~ ALA p, P 
而 所 求解 的 压力 方程 为 
CG- CG, + С<- G, + G, С, = 0, (4-34) 
其 中 
С. = ARC p'e ~ р'р) + С„, G, = Ар(р'р – рк) + Се, 
|с = Ap's- рр) + бу, Ca = АМрр- рм) + Cao (4-35) 
G; = Akl p'e- рр) + Сь, С, = App- рт) + Сг. 
Аў = Pel Qiuble + О + ОЬ). 
| = p, ОЬ, + 0305, + ibi) (4-36) 
AR = ml ebia + 03303 + 03,0535), 


С; = Си + (1-a, XC} - Ci), CE = Pel blein + ЫИ + ЫИ), 

C? = Chs- aD E- C), CË = p Cbt vi + Ый, + V), 

C; = СЁ+(1- а,)(6$- Сі), CË = pC bti + bih + 03,00), 

cic c A Сй СЇ СЙ pia ҮН АЛУНЫ Ўр V. 

(4-37) 

(4-34) 式 详 细 写 出 后 得 到 方程 

[0р = Abp g + App p + Акр' л + Абр + Авр а + ATP r- AQ, 

A0= G: Cc eye er 

该 方程 可 以 用 人选 代 法 或 强 降 格式 求解 . 不 难看 出 这 就 是 前 面 讨论 过 的 SIMPLEC 的 
作法 .该 方法 得 到 的 程序 已 经 发 展 为 一 个 大 型 软件 包 . 用 该 软件 包 计 算 空冷 塔 在 大 
向 风 作 用 下 的 流 场 和 温度 场 如 图 4-7 所 示 . 


(4-38) 
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i чы Ы —— жы П 
RE 

й "т herna . + k BJ F й r 

f Ё + F 


улу ШВ, у Kerar, 
- hp fT | WA wA A 4 1 t '£ f # у Z 
"Fix. т=н А ДААА ал а бо, А 
一 VA 
¿ike . | ТЛУ 5 
一 ч” r- “ r т т 
re ТИ AER + М z, < 7 ^_ >,  , a 
时 


T a 1 Дунк 

_—m ТИЛЛИ ЛАТ н мүл | # - =." m. — T 
— —  —— ro H! l Гра 人 
hr 六 六 了 нра * = - í + = —= — T Ç 
(еен .. ..-. А 

MM 

Ym s s а а iU 一- 


rH 

iF J... r r. Í r + 

| * Fi f ннд ka „Кош жм Ñ — ——— u... 
| =... ER fF t Vitis +a annm —. 

— — ! A —— = ' Frith ts 一 - 
——FsJ[ ШОТРА ККАЛ азыра а. зы а — — — ———ш 
тт PETTE КРУ АЫ И hioa... a - x= = = — 

н [зет ПРУТА ja з Y... ООМАТ = 
Le -一 -~ 一 -一 


er УУ 


mm 
Hr q | 
АЧЫШ J 
HAIN 1 
ШТ 
ШЧ | 
ШЙ 


ү, 


(с) 在 水 平面 内 (一 了 TACT Т) 的 分 布 
图 4-7 
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4.3 ВСК 法 解 不 可 压缩 粘性 流体 流 场 


在 求解 不 可 压缩 流体 流动 时 ,有 一 种 浏 用 的 方法 是 伪 压 缩 法 ,即将 流动 看 作 是 
可 压缩 的 ,只 是 压缩 性 很 差 , 这 时 方程 写作 
1 др +У+У = 0, 
P, Ы I (4-39) 
Sr + (V: V)V = Ç Vp + vAN. 


3 8 — om 时 就 是 原来 不 可 压缩 流体 流动 的 N-$ 方 程 .但 无 沦 8 有 密 大 ,总 是 带 来 -- 
定 的 误差 ,而 且 p 越 大 ,计算 越 困 难 . 为 此 人 们 用 马 蔡 数 М 比较 小 的 流动 来 近似 不 
可 压缩 的 流动 ,一 般 认 为 马赫 数 小 于 0.15 时 就 可 以 近 己 地 看 作 不 可 压缩 流动 .车 
实 上 如 果 利 下 前 面 讨论 过 的 ВСК 方法 ,不 难 将 它 推广 到 不 可 压缩 的 流动 中 去 .在 
不 可 压缩 流动 中 没有 强 间 岂 ,所 以 可 压 纺 流体 计算 中 的 ВСК 法 ,计算 中 交接 醒 的 
左 . 右 侧 是 相同 的 ,在 交接 面 上 宏观 量 的 导数 的 计算 为 


7 l 
sjet = Ts + sj.) _ 136-1 + 8432), 


з L 
(2) _ 4 (з 一 зл) 一 TAES. Е 5-1) 
dx Ах I 
前 而 讨论 的 计算 通 量 的 公式 都 可 以 用 ， 而 且 更 加 简化 了 ,如 (3-171)、(3-172) AEB 
不 再 需要 ,mw = ma, = a, = a, = <a 且 它 的 三 个 分 量 ay、as,a; 为 

ау = АА (B-2UA ), аб=2\(А- aty, 
a = 1 20 _ 20 - a [ С К+) 


Е Tt 4 
А ri p2 узе ‚ B= 1 [°t дк (e S) 
A 
ему Je 
MA = И +3. T(r KEW) Az 
(шу) аа) (инн), 


1 . 
= 1 б н н 
= Lf (а, о, K. |, d£. 
2 7 


以 上 是 对 -- 维 而 言 的 .对 于 二 维 、 三 维 情况 也 一 样 .在 计算 不 可 压 流 场 时 ,经 过 计算 
方 框 流 , 并 与 Chia 的 结果 比较 表明 ,天 = 0,M < 0. 15 时 即 可 得 到 与 不 可 压缩 流 场 
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用 фо 方法 得 到 的 结果 相同 .所 以 ВСК 方法 在 这 样 的 参数 下 计算 不 可 压缩 流 场 是 
完全 可 以 的 .图 48. 图 40. 图 410 给 出 了 方 框 流 的 流 线 , 滑 线 及 速度 剖面 结果 ， 


п 03 05 0 09 1 Ol 0 05 07 09 1 


(g) (h) 


{а!Ке = WX; (Ь}Ае = 400; feihe = 1000; (dR = 2000; 
(е) Ке = 30; “(D Re = 5000; 【ge = 7500; (н) е = 10000 


图 4-3 


(a) Fe = HD; 
(n) Re = 3200; 


(h)Re = 400; 


(Ё) Re = 5000; 
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(һ) 


(с) Йе = 1000; 
(g) Re = 7500; 


图 2-9 


(а) Re = 200; 
(hy е = 10000 
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m= = P> р 


名 = = = 


Ф ° = р 


-03 Ü %5 1 ù 0.4 08 1 


р ро т © 


(ау ве = 100; (Ьу Ке = 4005 {у Ке = 1000; (dRe = 2000; 
(elke = 3000 (D Re = 5000; ig) Re = 7500: С Ае = 10000 
图 4-10 
图 4-11 是 用 BGK T É ЕН ГЛ ИШ ЖО. CA KEME T АЙЧ АП 


发 展 . 
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шг, 


Еа 7 


图 4-11 
5 高 精度 格式 


大 家 知道 ,为 了 数值 模拟 油 流 运动 需要 大 的 计算 机 , 即 超级 巨型 机 ,并且 许 多 
台 这 样 的 超级 巨型 机 并 行 计算 才 行 .即使 如 此 ,为 了 分 辨 调 流 运动 中 的 最 小 乒 度 的 
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涡 ,要 求 网 格 的 尺度 必须 小 于 该 尺度 . 讽 流 理论 的 分 析 表 明 РЕЧИ Оу Re 的 流 
动 ,相应 的 应 流 中 的 最 小 的 涡 的 只 讼 与 科 尔 莫 药 罗 去 (Kolmogorov] 涡 的 尺度 相当 ， 
这 就 是 说 网 格 的 尺度 应 当 是 瑟 " 呈 2 其 中 工 为 确定 雷诺 数 的 特征 尺度 . 如 果 设 计 
算 域 的 尺度 与 特征 尺度 可 比拟 , 则 网 格 数 在 一 个 坐标 方 访 上 就 应 当 有 Ree 个 ,在 
三 个 方向 上 总 的 网 格 数 就 应 当 有 Re 个 ,对 于 Re = 10000 的 情况 ,网 格 数 至 人 少 应 
当 有 10007 1000" 1000 = 地 个 (十 亿 1). 现 在 的 世界 上 最 大 十 快 的 计算 机 人 出 只 能 用 
来 模拟 Re - 10000 的 涡流 运动 ,而 事实 上 大 自然 和 工业 上 册 到 的 水 流 运 动量 大 最 
级 是 107 以 上 ,在 大 气 运 动 中 则 约 为 ,所 以 为 了 满足 湛 灌 数值 模拟 的 需要 , 人们 
至少 还 要 等 上 50%. 

所 以 大 们 为 了 在 有 限 容 量 和 速度 的 计算 机 条 件 下 对 尽 呆 能 高 雷诺 数 的 淇 流 运 
动 进行 数值 模拟 ,除了 大 力 加 速 计 算 机 的 发 展 以 外 ,还 各 要 不 断 改 进 数 奸 计 算 方 
法 ,力求 不 断 提 高 数值 计算 的 精度 、 分 辩 率 和 计算 的 效率 ,使 有 限 的 计算 机 资源 发 
挥 最 大 的 效 解 . 本章 着 重 介 绍 紧 致 高 精度 格式 ， 

分 析 一 个 差分 格式 的 精度 ,最 常用 的 方法 是 采用 泰勒 尾 开 的 方法 .如 格式 


к, 
(2), = рэс + ОСА?) (KK, > 0) (5-1) 
的 精度 是 将 A(x) BRE х = л ИТАР П х) = f(x + kAx) ВОВ 
该 展开 式 中 的 x ~ x: H kòs RERE a 的 表达 式 . 将 所 有 这 些 表 达 式 代 人 (5-1) 
式 , 比 较 (5-1) 式 左右 黄 边 ,其 中 差别 为 0{Ax7) , 则 称 该 格式 为 p 阶 精 度 的 .通常 的 


格式 如 下 : 
(2) = fuh + О(Ах) (5-2) 
E EAERI, ВРЕВА. AAT A i + [两 个 点 川 做 下 风格 式 . 
(44), = + O(Ax2) (5-3) 


是 二 阶 精度 的 ,涉及 前 后 两 个 点 叫做 中 心 差分 格式 .一 般 的 差分 格式 可 以 这 样 来 构 
造 : 设 


N [Ia _ ад} 
Ка) > f E ， (5-4) 
H e-a) 


这 是 一 个 拉 格 妆 日 多项式 ,对 ба) 求 一 阶 导 数 ,并 令 x = a MARAA da), 的 
差分 格式 . 求 二 阶 导数 并 令 x = ху "ИНС r ах?) 的 差分 格式 .格式 的 精度 与 求 导 
后 得 到 的 多 项 式 次 数 有 关 , 还 和 点 的 位 置 有 关 . 采用 这 样 方法 得 到 的 各 阶 精 度 的 差 
分 格式 可 见 本 篇 篇 未 所 附 " 平 衡 态 分 布 函数 矩 (A)”. 不 难看 到 , 随 着 精度 的 提高 涉 
及 的 点 就 越 儿 ,这 对 于 边界 点 及 接近 边界 的 点 的 导数 计算 带 来 很 大 的 困难 ,所 以 人 
们 转向 采用 比较 少 的 点 而 又 使 解 达到 同样 精度 的 紧 至 格式, 比如 要 计算 一 阶 导数 ， 
可 以 采用 如 下 的 格式 : 
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(1) {0) 
x к 
Ў) „а= 2; а. (5-5) 
а-к) TET КО) 


RP Fa = (00) i+ 表示 在 x = 为 ,4 处 的 值 .对 于 网 格 等 间距 的 情况 ,有 性 , 
= xj + kàs. ЙЕ mx( 这 里 共有 2+ КЇ! + КЇ) + KO + к”), ЖИДЕШ 


法 , 即 
sas (Ж) + (4) 


了 dx ja dx 


(9), Ах + ， va (EA) e, 


(5-6) 
jas o (H) pass + (22) 8а, 
将 它 代 人 (5-5) 式 可 以 得 到 
{i} ө 
d! 
> DT LS H ) = Уе Dal), 
e= -Ki kz- 
或 改写 其 
| к ‚ 
5 5 етар a(i) ) - > > = n (44) . 
比较 导数 得 ! 
қо) 
>; а = 
а= Kê 
PO кш $ p 
ia d- » 
PEI А = 2„® Ае, {= 1,2,8. (5-7) 


由 于 得 到 的 关于 а, ‚а, 方程 都 是 各 次 的 线性 方程 组 ,所 以 为 确定 起 见 ,! 应 当 小 于 
等 于 KD + КЇ? + KO + KO ,而 再 附加 一 个 其 它 的 条 件 , 如 a! = 1 等 .对 于 生成 二 
阶 导 数 的 格式 的 方法 与 上 是 相同 的 ,只 是 所 求 的 是 二 阶 导 数 而 已 .在 (5-7) 式 中 若 
最 大 的 ! 等 于 p, 则 精度 就 是 (p - 1) 芥 的 .对 于 二 阶 导 数 格式 而 言 也 是 一 样 .精度 是 
(p - 2) 阶 的 .利用 以 上 方法 可 以 构造 各 式 各 样 的 高 精度 格式 .由 于 采用 点 少 ,所 以 
叫做 紧 致 高 精度 格式 .内 录 中 给 出 了 一 些 常用 的 紧 致 的 高 精度 格式 .关于 它们 的 精 
度 可 以 通过 泰勒 展开 并 比较 两 端 相 应 的 导数 ,由 余 量 的 阶 数 得 到 精度 的 阶 数 .读者 
可 以 作为 练习 自行 分 析 . 

导出 紧 致 格式 的 另 一 种 方法 是 采用 帕 德 (Pads) 台 近 的 方法 ,大 家 知道 , 帕 德 台 
近 有 精度 高 、 收 敏 快 等 特点 ,在 数值 分 析 中 有 广泛 的 应 用 . 它 的 思想 可 以 应 用 于 颓 
分 方程 求解 中 来 . 帕 德 逼近 内 容 很 丰富 ,希望 了 解 这 方面 的 工作 可 以 参考 有 关 参 考 
书 和 文献 ,这 里 仅 作 十 分 简单 的 介绍 . 

fax) = 1л(1 + x), 它 的 泰勒 级 数 为 


5 高 精度 后 式 - 251 ` 


Д\®) = 1328 = [+ 5а За di Blago, (5-8) 
атт О, ЕТТЕ 088; M rl T 时 ,级 数 就 不 收银 了 .为 了 改善 
对 函 教 的 逼近 ,可 以 设 


In(1 + x) = бүз + 00), (5-9) 
Ж Р(х), О(х) 分 别 是 т.п KETA. 0(x*) БЕ a КЖЕ S RAMADA. iz 
Р(х) = Das,  б(х) = Ува, (5-10) 
另 改 写 (5.8) 式 为 Е и 
hhli + x) = T.(x) + ez( x), (5-11) 


其 中 T,(x) 为 (5-8) 式 中 直到 e 次 的 所 有 项 之 和 ( 即 前 а MZM) erir) 为 其 余 
项 ,或 计 作 


T(x) = >с. (5-12) 
将 (5-11) Ж А. (5-9) 式 ,两 边 乘 以 0(x) 得 
T (x)Q(x)- Р(х) = 人 如 (5-13) 


Жян е (х) 等 已 吸收 到 0(w**) 中 去 了 .为 了 方便 起 见 , 设 = 1, 并 选 e = m + 1, 
则 上 式 比较 导数 可 以 得 到 


ao во 0 0 з 0 rb 

@| Ci Cò 0 ыы 0 b| 

йу | = е Č] со e.. 0 hs l 1 (5- 14) 
Om Cm Em- Ст-2 CU m-n ha 

Chel Cm s. Cm-n+1 bo Ü 

Em+2 Cm+l T.t Cm- a+2 bi _ 0 (5- 15) 
mea  Стю+л-—1 И Cm b, 0 


这 里 设 m > п. 如 设 m = nn, 则 在 不 同 的 m = mn 值 可 以 得 到 
m = n = 0, P(x)/Q(x) = 1, 


7 
I+ —x 
m = n = 1, Р(х) _ 4 
Q(x)} 1+ 2-5 
4 
1 Br Ну 
_ = 2 Pix) _ 4 -的 _ 
0 
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可 以 发 现 , 当 < 一 o It, EEEREN 

l, 1.4, 1.413793103, 1.414201183 
很 快 收 伍 到 /2. 可 见 上 面 的 方法 大 大 加 速 了 收敛 性 ,还 扩大 了 收 笋 域 .这 个 想法 可 
以 应 用 到 求 导数 上 , 比如 


F = D/, (5-16) 
其 中 Df MARY ,这 一 表示 式 也 可 以 改写 为 
F= БИЙ l (5-17) 
其 中 
QLD} = 1+ hD 610 ++ h D, 
{po, = m+ ай + + an D”. (5-18) 
利用 牛顿 公式 可 得 


СР» = (ao + aD + + a, D") * [1 一 (bD + b, [F + + baD") + 


(b D + bD + """ + b DF + 
= + сар cD + + с же, 


比较 导数 ,并 使 co = 0,c = 1,0 = … = < = 0, Д ГОЯ а + 1 НЕ 
近 . 所 有 逼近 的 的 值 下 为 一 阶 导 数 , 如 cp = cr = 0,су = 10 = с = <, = О, E 
近 的 就 是 二 阶 导数 了 , 利用 这 样 的 关系 可 以 得 到 

@(D)F = P(D)/. (5-19) 


DRS = (GDR DAF = 全 :全 代替 等 等 , 则 可 以 得 到 一 个 紧 致 的 格式 . 
如 
F = =, 5-20} 
1 + 22р + 60 


是 三 阶 的 ,所 得 的 格式 为 
(1+ 2ер + + DD) F, = (D - 2єїЎ)/, (5-21) 


#Е є = 1 人 6 时 就 是 本 篇 末 所 附 " 平 衡 态 分 布 函数 算 "B) 中 -有 阶 下 风 格式 了 .其 中 个 
f = a- p £ = Ср aA ARE AE Colla 的 “The 
numerical freatment of differential equations” . 

EDER PAARD E ERRETEN, CR T ТА 
差分 近似 的 分 辩 率 特性 的 有 效 工具 .这 里 所 谓 的 分 辨 率 是 捐 时 间 方 向 的 .而 和 且 通 过 
分 析 可 以 帮助 我 们 拨 到 最 优 的 差分 格式 ,还 可 以 对 包 维 情况 下 不 同方 向 不 同 特性 
的 各 癌 异 性 性 进行 分 析 . 

下 面 讨论 Са) 的 一 个 波 数 上 的 分 量 , 则 有 

f(x) е (5-22) 
它 的 导数 为 
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f(x) ~ 所 iexp| та, . бх) _ (2%) ‘exp( шш) ‚ 


代 人 中 心 差分 格式 


F баЛа 


157 2Ах 
右 端 项 为 5 sin 294 Arep Фак) А (5-23) 
而 左边 则 为 | г) = ЕА ехр( 2) ) - (5-2А) 


可 以 看 出 , 采用 谱 方 法 时 ,可 以 得 到 准确 的 导数 . 而 用 -和 阶 中 心 差 分 时 得 到 的 是 
(5-23) Æ. HFRS L Ar 的 情况 十 ,不同 的 点 有 不 册 的 精 庄 .当下 -=0 时 (3.23)] 式 
1305-24) 式 是 相近 韵 .但 当 上 不 增 加 时 它们 的 差别 就 变 大 .在 图 $-1 一 - 阶 导数 不 同 格 


式 波 数 与 精度 的 关系 中 可 以 看 到 它们 的 差别 ,其 中 ,不 兴 般 性 , 设 侠 -LEER 


末 所 附 " 平 衡 态 分 布 函数 第 {B)” 中 中 心 格式 (1 的 系数 应 为 
а sin 29246 + Dsin( Atn) + Ssin( a) ) 
一 -一 二 一 {5-25} 


| + 2acos 2 x s( trash ) 


F R + 2peo 


0. 0 051015502530 00 0.51.0 1.52.0 2.5 3,0 
(а (h) 


ig 5-1 
RIES 5-10 b, 3466 х AN ia] iF B Ж 99 tir [8] ТЕЇ 5-i raj LS И? 
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提高 时 ,与 精度 解 过 近 的 上 范围 也 就 大 ,这 表明 对 比较 高 的 波 数 的 分 量 , 计 算 误 差 
比较 大 ,因为 波 数 大 的 波 的 周期 比较 短 ,这 种 短波 长 的 波 , 只 有 用 谱 方法 才能 完全 
识别 ,而 一 般 精 度 的 格式 的 分 辩 窑 比较 低 , 这 里 的 高 精度 格式 具有 很 高 的 分 辩 率 . 
也 称 有 谱 -- 样 的 高 分 辨 率 ,(5-25) 式 是 由 三 个 参数 的 四 阶 精度 的 格式 得 到 的 .在 话 
当选 三 个 参数 时 , 它 的 分 辩 率 可 以 和 谱 方法 接近 . 另外 需要 注意 的 是 并 非 精 度 越 
高 ,-- 定 分 辩 率 也 高 ,在 图 5-1 中 也 说 明了 这 点 ， 

同样 的 分 析 也 可 以 对 二 阶 导 数 进 行 , 这 时 的 三 参数 格式 的 系数 为 


2af | — cos hss) + ti _ сов 41444) + | |- соз SkA) 
L 2 L 9 L (5-26) 
2лЕАх drkåxr ' 
I + 2acos L + Ёсоз T 


在 精确 的 情况 下 ,系数 与 КАЛЕ ЊЕ, 5-20 ФИ АЛЕ ЕЕС) 6 
到 分 辩 率 的 情况 . 


0.0 0.51.0 1.52.0 2.5 3.0 


图 5-2 
要 求 最 佳 参数 a、8, a 是 比较 困难 的 ,但 可 以 提供 下 列 数 据 作 为 参考 : 
一 阶 导数 a = 0.5771439,8 = 0.0896406,4 = 1.3025116 
b = 0.9935500, с = 0.03750245 
= а = 0.5771439, 68 = 0,05569169. = 10. 21564935 
b = 1.7233220, с = 0.17659730 
关于 边界 篆 忻 在 高 阶 精 度 格 式 计 算 时 ,边界 上 的 导数 计算 是 比较 困难 的 ,一 般 采 用 
降价 的 方法 , 即 降低 计算 精度 的 要 求 .这 里 给 出 一 种 二 点 式 的 格式 , 即 


F, + aF; = (of + bf; + f+ dh (5-27) 
уска = Bi Wi E ,出 
li + 2 б-а 2-a 2 g 
— 6, b= > + €= 75, d= 6 * (5-28) 


ШЕГИ ЛЕ. 00] 
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3 3 1. 
б = у.с = 5.0 =- 6 ` 
TERE, WJ 


а =—--у(3-е+24),Ь = 2+34,е =—-у(1-е +64). 


二 阶 导数 的 边界 条 件 则 是 
S, +1015, = (138 — 21 + 55, = fO, 
它 是 三 阶 精度 的 .另外 还 可 以 有 


二 和 阶 精 度 
5, + 118 = 13 — 27f, + 5h ~ А). 
= 
1 {35 26 19 14 11 
sı = (ТЛ + л +10 SA ph) 
也 可 以 设 
Si + a$: = Zalfa + bh t б + da + efs), 
二 阶 精度 
[атач2+6, b =- (20 + 5 + de), 
ес=а+ 4+ бе, = - (1+ 44е); 
_ Шо +35, 5а +26 cz а + 19 
_ = 2 3 ЬЬ 
三 阶 精度 w -H-a 
3 +: *= 1292 
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(5-29) 


(5-30) 


(5-31) 


(5-32) 


(5-33) 


(5-34) 


(5-35) 


(5-36) 


最 近 马 延 文 等 又 提出 了 任意 双 精 度 的 格式 .首先 讨论 — ЮТЕР ОЕТ АУТ ЕКЕ 


分 .一 阶 导数 具有 四 阶 精 度 的 差分 为 
опи а = 89у. 
车 引进 记号 P = 
af = (A + x күт 

赂 去 高 阶 项 即 


усу 

+t QN - D!\ de! 
&/ = Д? + эЛ” +" + Эк. 
另 有 辅助 式 


1 _ _ 
И 1 _ эЛ" у 


ГАА 


n = 1,2,-" nm —- 1, 
它 是 由 泰勒 展开 式 得 到 的 (当然 也 可 以 有 别 的 取 法 ) 记 


ДТ? + 


.ln 
+ TAN 


(5-37) 


Ax 47, - 6 Е Г? = ae ŽE, 则 (5-37) ÈT URCE X 
ы). Pf) 


(5-38) 


-0 
— u} 


(5-39) 
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(f) FD fT 
Ө = (1,0,-,0) (5-40) 
оо 0 O 
го-о O 
1-10 1 = 0 O 
о о = 1 0 
于 是 (5-38) 和 (5-39) 式 可 以 写成 如 下 形式 ; 
- АР + (L + А)Р,- T ЕР fe, (5-41) 
АФ А 为 
а 1 1 1 _ 
U 3 5! CN- 1)! 
„44. 1. 
À = 2! А! [2CN = D1! | (5-42) 
0 o 1 
2! GN D 1)! 
0 0 O :… i 
类 似 地 有 -ELS + (L+ BS - TLS = Ле, (5-43) 
其 中 
ї 1 1 —1 
2 q 6! (2%)! 
ol. 
2 41 [2( N- 1)]! 
B = 1 1 * (5-44) 
0 0 э PEPI 
0 0 O -- 3 
$ = (FP К р ү. (5-45) 


ЕЕ (5-39) (5-41), (5-43) AER ARA, НТИ HS AEN — Br SP 3. ТЕ 
以 上 计算 中 看 到 A.B. L 与 坐标 方向 无 关 , 与 网 络 点 无 关 , 所 以 矩阵 计算 的 一 些 准 
备 工 作 可 以 预先 作 好 ,避免 重复 计算 .但 是 又 注意 到 4 、8 都 是 刚性 很 大 的 矩阵 , 计 
算 的 精度 是 保证 的 (4 B.L 均 为 Nx NAE) EATA, WA 
1 N-12 
л = A [| 3). (et a dm (8-40) 


Ep 了 -各 = 2 + "+ aw P "2, (5-47) 
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p” — Қ") _ (A 4 Л"? + `" + безл?) = 0, (5-48) 
或 写成 


(L+D F - F,= ар, (5-49) 
其 中 

1 l . 1 
lH 21! {2N — 231 

о ù о 0 о 1 l 
1 о о 0 1! (2N — 3)! 
Р-|0 1 о 0 Р = 1 ， 
: : 0 0 (2N – 4)! 

0 0 1 0 : 

I 

0 0 `. T 


P = (ga... QN) е = (1,0,::,0)7, L рд (2N- 2)x (2N —- 2) 3 
性 .在 NN 点 有 类 似 的 公式 


-(E+ DË y+ Fy, = бше |. (5-50) 

在 有 毕 情况 下 ,如 已 知 Ft 或 FA , 则 方程 组 中 第 一 式 可 以 去 挤 , 代 之 以 边界 条 件 ， 

在 实际 计算 中 ,人 位 可 以 发 更, 在 变化 急剧 处 所 求 得 的 导数 会 出 现 振 蔓 ,和 实 

际 问题 不 符合 ,如 接近 阶 葡 是 数 的 离散 点 , 求 导 时 ,在 阶 跃 附 近 的 导数 就 会 出 现 正 

负 交 蔡 的 不 合理 现象 .在 这 种 情况 下 必须 采用 限制 器 ,这 -点 是 高 阶 精度 格式 尚未 
解决 的 问题 .在 计算 有 激 波 等 情况 的 流动 时 必须 和 ТРУ 或 ENO 结合 . 
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FRAI MARNE 


(A) 
平衡 态 分 布 函数 即 麦 克 斯 韦 分 布 函数 g. 一 维 时 


z- (È) е. 


引入 记号 
pC) = fe айма, 
不 难看 出 Са) = (nye 
当 1 是 奇数 时 有 (&gy = 0. 因 为 g 关于 上 是 对 称 函 数 ,n 是 一 整数 ,计算 可 得 
K 
(Et) = 2\? 
(е) = (ЗЕ, ККС), 
PFA 
(9) = L.G) = 0,00) = 0 + 9р, 
(шу = U` + 5#, (ut) = ut 3 Р, 
(шу = 09651 3.150 U би) = 067,517 61025065 LED, 
一 般 递 推 公式 为 
{u = Uly + E les, 
HE 
оС) = | С) ванае, 
则 有 
417), .0 = L afet- VÀU), 
| е 
м1), о = (49) 0+ > w 
一 般 地 


l; a 
City 三 Elat Yag + ЕУ ба о: 
类 入 地 
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4), 


Caluso = СОР + + =. 
(ш) о = Cu co + > °=. 
一 般 地 
Daso = Шш) е + SD 
另外 三 维 时 有 


(u"a) = Ситу) Сай) 8). 
(В) 


b 
ВЕ. + aF; + Еу + Вә = gaio- glia- зба + 
= -E 
2A 72 t GA 


(DB = 0,a = $ la +2),b = tla- D. 


3 
(2) a = 1.8 = 0,a = ,6 = Le = 0. 
(3) а = 3..8 -0,a = Lla +9), - 1 (32а L9} e= 10 за + 1). 


(4) a = (4 + 2a - 168 + 5¢),b = LC- 1+ 4a +228 - 8e). 


_ 1 
_ 10 


(OF = 10-1 +3а),а = 2-08 - 3a),b = L (Q 17 + 57а), е = 0. 


4 6.102240, 2 _ 
(7) e = 9 ' = 26.0 = 52.0 = дус = 0. 


(5) а = „(9+ а - WP), b = EC- 9 + 32а + 628). с (1 - За + 123). 


(8) 8 = 350-3 + Ва), а = (12 -7a),b = (568e – 183), с = 击 (9e - 


1 1 17 101 d 
(а= >Ë = зра = 15:5 = Туус = туу 
其 它 紧 致 格式 


1 2 I 1 1 了 
650 +3 + 6 Ка = yaza ah Й 


2р. lp dtd- = 

зб +3 йа д T 

i- 2, 5а - 48-а — 

з КЕР = БАХ ;三 阶 

э. 2, 1 ч- 
F + $ = 页 器 (- Лаз + 1 + 41/; + YS Н 
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HF org =F (ду - др). 
二 阶 导 数 : 


Bs- + aši + s; + 08 +1 + Psje 
_ — b e а, _ P= — + —) р 
т ол? * JA? + Ах! 2 9Ад? + ала? + 25) 
a. b e -6f 
+ Dais + JA + FAri 
(1) 8 = 0,с = Ü,a = 4a - а), = + (- 1 + lOc), ЎТ 
2 a. _ É ,_ 3 .- 0 
(2) а = 1:2 = 0,a = TE = 11°С = 0, 六 阶 
(3) a = 1.04 — 4a - 40B +5е),5 = -ү(- 1 + 10а + 468 - 8e), 三 参数 四 阶 


(4) a = -1-(6- 9a – 128), Б = -р(— 3+ Ma - 68),e = БО - Па + 1240) 
ии; рач: 


38а -9  6%-ll9le , A54a -294 11790 - 344 
(5)8= дд a= ра 8,6 = оз e= од ЖӘЙ 
АЮ 
344 ^М 
(б) T = 1170'° = 0,8,2, AK5) 的 公式 . 
43 334 1065 1038 79 
(7) 8 = T9980 = воза = 17989 = 5009: = 1708' 最 高 阶 


Ие тзн + 6+ 24-1 = Zai - 2f + £.) Т 


高 精度 档 式 还 有 一 些 其 它 的 构造 方法 ,如 解析 离散 法 ,一 致 逼近 等 ,这 些 才 正 
在 发 展 中 .高 精度 格式 本 身 也 有 一 些 问题 ,正在 研究 和 发 展 之 中 . 
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£ ТАКТ Е multigrid method) 是 由 前 苏联 人 Fedorenk 在 1964 年 提出 的 .加 世纪 
70 1&, А. Вгапа 和 W. Hackbush 重新 认识 儿 重 网 烙 法 的 效率 .0 年 代 以 后 , 包 重 网 
格 学 科 的 基本 核心 ,包括 基本 原则 ,传统 应 用 及 理论 都 已 建立 ,出 更 了 一 系列 的 多 
重 网 格 法 的 文章 和 专著 ,其 中 有 代表 性 的 是 参考 文献 [5 - 12]. 

名 重 网 格 法 是 一 种 "近乎 最 优 ”的 特殊 的 迹 代 途径 . 企 偏 微分 方程 数值 解 中 ， 
当 离 散 网 格 步 长 太 变 小 时 , 它 的 收 人 襄 速 度 并 不 减 慢 , 而 经 典 芍 送 代 法 随 直 的 变 小 而 
变 慢 .因此 , 窗 重 阿 格 法 达到 问题 预定 精度 所 需 的 计算 工作 量 促 与 未 知 量 的 个 数 М 
成 正比 , 即 ОСМ), К-НИН. 

多 重 网 格 法 广 证 应 用 于 微分 方程 和 积分 方程 的 数值 解 ,特别 是 椭 疼 型 偏 微分 
方程 . 除 此 之 外 ,还 可 应 用 于 求解 执 物 型 问题 和 其 它 依赖 于 时 间 的 问题 ,本 征 值 问 
是 .分歧 问题 , 非 线 性 问 丁 和 直接 用 于 无 几何 意义 的 代数 万 程 组 ( 称 为 代数 多 重 网 
格 法 ); 在 向 量 机 或 并 行 计算 机 上 使 用 多 重奖 格 法 更 有 效 .因此 ,多 重 网 格 法 是 一 种 
通用 的 非常 有 效 的 特殊 类 型 移 迁 代 法 ,已 相当 或 功 地 应 用 于 流体 计算 ,结构 力学 计 
算 和 高 度 非 线性 金 半 导体 器 忻 模拟 计算 等 倒 域 ， 

本 篇 侧重 于 介绍 多重 网 格 法 的 基本 原理 、 基 本 要 从 .多 重 网 格 算 法 ,有 关 收 证 
性 结论 和 计算 机 上 的 执行 性 能 . 


1 多 重 网 格 法 基本 原理 


1.1 Ж 型 
要 求解 的 连续 问题 是 
Lu = f. (1-1) 
其 中 工 是 一 个 微分 算 子 或 积分 算 子 或 证 郴 求 极 值 算 子 . 
例 1 两 点 边 值 问题 
f- "{х) + oula) = Кя), Ü < x < 1, c> D, (1-2) 
u (0) = и{1) = 0. 
出 L=- £ + Ф. 


#2 二 维 泊 松 广 程 第 一 边 值 问题 : 
f- (us + u) = fisy), (x,y) € Q = |(х,у)1!б< x,y < 1,| (1-3) 
uú = 0, (x,y) Є 20. 
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Я] 
2 
L=- с + 22). 

Жее zy: АХО AA, к ENARE, А 

后 对 微分 算 子 进行 离散, 得 到 离散 后 的 方程 组 
Lith = A. (1-4) 

对 例 工 的 解 域 [0,1] ,均匀 剖 分 成 户 等 分 , 步 长 六 = LN. ТИРЕ 

分 离散 ,得 如 下 的 离散 方程 组: 


A ee (1-5) 
uo = Ну = Us 
则 有 
2+oh: -1 
-1 2+øgě -1 
L, = 55 MOON …， |, (1-6) 
-1 2+o -1 
- 1 2 + аА? 


其 中 L, € REON- „ fh ERU! 

对 例 2, 若 其 解 域 为 方形 ,了 和 了 分 别 为 * 方向 和 y 方 向 的 等 分 数 , 刘 А, = 1/7, 
h, = J. О 表示 该 二 维 网 格 点 的 集合 ,ax , 竹 ) 表示 微分 方程 的 精确 解 ,wi Ë 
示 差 分 方程 精确 解 . 用 五 点 差分 格式 去 离散 方程 (1-3) 得 到 差分 方程 组 


[A af gi=1-U=gj=J-LY (1-7) 
шу = 0, {= 0T0O< < 用) = 0,0 < i= D. 
Ж h. = h, = 请, 按 字典 顺序 排列 (7 - 1) x (了 - 1) 个 未 知 虽 ,得 
A -f 
-1 A -If 
L, = 点 оз М, | (1-8) 
-} A -iÍ 
-1 А 


其 中 4.TE RD 0 А уз ВО НЕ. ЖЗ АРЕ, L, AU- 1) x 
(J - 1) ВВЕ ВЕЕ. 


1.2 多 重 网 格 法 思想 
对 于 离散 后 的 线性 代数 方程 组 (1-4) ,传统 的 达 代 解法 是 在 确定 的 一 种 网 格 


О, 上 采用 某 种 选 代 解 法 . 例如 雅 可 比 迭 代 法 、 高 斯 - 塞 德 尔 迭 代 法 (简称 G-S Xë 
代 ) АК (ЗОВ) 法 ARED EAD) 法 以 及 它们 的 改进 技术 .而 多 
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重 网 格 法 恰恰 不 是 在 一 种 确定 的 网 格 上 求解 , 而 采用 不 同等 级 的 均匀 网 烙 
mr. 
很 定 有 一 组 网 格 Qu ,Da Oa ARREA О (А = 0,1,…, M) BAR А 
的 增加 ,差分 网 格 傅 来 愈 细 ,这 些 网 格 都 用 同一 种 方式 前 分 得 到 ,都 逼近 局 一 个 区 
域 0. 我 们 感 兴趣 的 是 要 求解 Qw 上 的 差分 方程 组 
| 三 Ju- (1-9) 
PE О, ЕЙ ш, = 天 的 问题 为 0 问题, 称 在 人 Dw 上 求解 差分 方程 (1-9) 的 问题 为 
Ny 问题. 
对 于 线性 问题 , 令 ww 为 Dw 问题 的 近似 解 , ww 为 精确 解 , 则 有 
Hy = Ге + Ри, 
其 中 w 称 为 修正 量 . 代 人 方程 (1-9) 后 ,得 
ГИР = du. 
称 上 式 为 号 损 方程 ,其 中 
du = fu - Lyin 
称 为 亏损 量 . 
线性 多 重 网 格 法 是 一 种 特殊 的 迭代 过 程 , 它 把 Ruw 上 求解 方程 (1-9) 与 在 粗 网 
Пп, 上 求解 亏损 方程 
Livi = 4, (1-10) 
相 结 合 ,而 求解 О, 上 的 乞 捉 方程 又 把 在 ПО, 上 选 代 (1- 10) 与 求解 Q 上 的 亏损 方 
程 相 结合 .这 样 一 种 巧妙 的 结合 构成 一 种 收 敏 速度 很 快 的 造 代 广 法 ,这 就 是 多 重 网 
格 法 的 基本 思想 . 


1.3 ЭЗЕ ЛЕ 


双 网 格 方法 (two-erid method) 是 多 重 网 格 法 的 基础 . М EBORI — h 
的 双 网 梧 方 法 ,然后 再 推广 到 一 邓 列 网 格 的 多 重 网 格 方 法 . 

双 网 格 方 法 用 两 种 网 格 , 一 种 用 0, 表示 , 另 一 种 用 G, 表示 .网 格 步 长 分 别 为 
HMR GER H = 24. 在 Qn 和 Qs 上 的 差分 算 子 分 别 为 Ly 和 4, 且 设 La ЖИ! A 
在 


现在 的 任务 是 在 О, 上 求解 方程 组 ， 
1и, = fa- (1-11) 
粗细 丙种 网 格 上 的 值 需 误 转 稳 , 下 面 定义 由 想 网 到 细 网 及 由 细 网 到 粗 网 上 网 
格 函 数 的 转移 算 子 . 
插值 (interpolation) ИУ З 8ETR(prolongation) 算 子 过 表示 粗 网 到 细 交 上 值 的 转 
移 . 如 一 维 线性 插值 
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2 
l 1 
ndef 1 h |? 
ии 2 „ 10025] ! (1-12) 


(1-12) 式 表 示 粗 网 上 的 值 按 此 权 系 数 分 配 到 邻近 点 的 细 网 上 去 ， 
1фин = Hh» 
нор = и? | N 
BB N и + и} O0=j=w< 5 -1. 
i+] = 2 * 
限制 (restriction) AF Y 表示 由 细 网 到 址 网 上 值 的 转 称 . 如 一 维 限制 算 子 
1 2 1 


eee LI 2 1 TPE. 12 1 
l 2 1 
Wn, = Hi, (1-13) 
Ep и? p = Жы #20 $ йы, ТҮГЕ! 


下 面食 壕 用 双 网 后 方法 求解 方程 (1 11) 时 ,由 已 知 al) 计算 eu 的 一 个 选 
懂 些 或 一 个 循环 , 共 分 三 个 阶段 : 

(1) 前 光滑 (pre-smoothing) : 

给 定 初 秆 x 外 , 选 定 一 种 松弛 法 ,在 0, 上 对 方程 (1-11) 作 wtw = 1 或 2) КЖ 
代 ( 也 称 松弛 ) 计算 и? 


нї? tel 5С"), р) | 
(2) ЖН ЖЕ НЕ (coarse-grid correction, Ë P$ ССС ): 
1) 计算 细 网 亏损 量 : di = f, - 1ш", 
2) 人 限制 亏损 量 (由 绍 网 到 业 网 ): qip) = Walo, 
3) 在 Dr ER Lori) = de НУ), (1-14) 
4) WB ЖЕТЕ СЕН РО ЭЯ В): r = ooy 
5) 对 и”? EHE: g, = uÁ) +F п) 
(3) 后 光滑 (Post-smootping): 
м шү! ЗВТ НОЕ ИЕ ТЕ О, 上 对 方程 (1-11) 作 vlo = 1 或 分 次 选 代 
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计算 и, 


цз) def 


бе (і, Ls ,fi). 
为 直观 起 见 ,用 下 殉 路 径 表 示 双 网 格 的 一 个 箱 环 步 的 计算 ; 


о, uh E O e д = у, ибо ví) — О — ы? + о0о ЗА gled 
到 ul 
ily di) 一 一 和 к\р) = б 


这 过 程 示 于 图 1-1,8 0 ЗЕТЕ ЯЕ, НАЕТ W| z Ti t 5 
НАВЕ В. 


РЕ РЫ ЕНИ ДЫ?» ` / 
本 + 一 Ми") + Naifa) л 
其 双 网 格 迭 代 矩 阵 为 图 1-1 
MË = 5КЁ$', (1-15) 
其 中 一 (1-16) 
是 粗 网 修正 的 迭代 和 矩阵 ， 


1.4 ”多重 网 格 法 原理 一 一 一 维 模型 问题 分 析 


细 网 上 松弛 S 572 fi JA F E SR iS IE i KE riy ENF L fE: 
弛 ,如 雅 可 比 w 松弛 .高 斯 - 塞 德尔 松弛 和 SOR ВЕ, НР А ОВ ВНЕ 
变 得 很 差 . 车 单独 用 租 网 修正 , 在 迭代 时 , 郁 网 修正 的 选 代 矩 阵 КЇ 的 谱 半 径 
Bf) > 1, 从 而 不 收 侣 .如果 把 细 网 松弛 和 粗 网 肯 正 相 结 合 , 则 构成 一 种 收 侣 速 
度 很 快 的 特殊 壕 代 方法 ,下 面 以 1.1 节 中 的 一 维 模 型 {ao = 0) 为 便 , 对 这 两 个 要 来 
HR. ` 


1.41 细 网 松弛 


组 网 上 方程 да = b HEERES 
gi" 0D = Би? + 2. (1-17а) 

将 方程 的 系数 矩阵 4 分 解 为 4 = D - L О, НЕ D 5А ХТА 
AR, -三 为 上 的 下 三 角 部 分 构成 的 严 覆 下 三 角 阵 ，- 已 为 4 的 上 三 角 部 分 构成 的 
严格 上 三 角 阵 . 当 8B 分别 取 

(1) Bj = D-!(L + U), 

(2) В;с = (D - L) 0, 

(3) Bsa = (D - oL) H(I- wD +), 0 < Q < 2, (1-17Ь) 

(4) Вә =(1-)1 + ову = E- aD -'A, O < o < 1 
时 ,可 分 别 得 到 雅 可 比 选 代 ,G-S 达 代 ,SDR 迁 代 和 雅 可 比 - КЕСУ ЕК ЫШТЕ 
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ЖЕНТ ERR) 6461 НУ ЗУ pas IFE o(B) < 1, ВОЯ ВЯ ЕЕ 
IBI < 1. #08) 为 渐 近 收效 因子 , 称 RB) =- lIno( B) AANER E, 称 
l Bl 为 收缩 数 . 
对 = 0 的 一 维 离散 模型 (1-5) 和 (1-6) 式 , 令 A = PL, b = Ар h = 1⁄N, 
易 求 出 А 的 第 个 特征 什 和 相应 的 第 个 特征 向 量 的 第 i 个 分 量 ,它们 分 别 为 
А,(А) = дэй? ЖЕ, 1 k = N- 1， 
| "ом S (1-18) 
шу = sin ЖТ, l=k=N-1, 


其 中 ww, BEIER 4 КИЙ ЕНШ. 
雅 可 比 迁 代 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 第 /个 分 量 分 别 为 


kn 
ИШ = 1-2sin ух, l< k< N - 1, 


Жт 
wej = sin А7, І= k= А-1. 


雅 可 比 - 选 伐 阵 的 特征 值 和 特征 问 量 的 第 / 个 分 量 分 别 为 


(1-19) 


(Ву) = 1- ASA — 1 2ай? $E, l= k= N-li, 
т (1-20) 
иы = sin y> 1 = кає А-1. 
GS Ж1АРЕНУ ЕРШЕН ЯП ИЕ ВЕДУ ; 91120 
M(Be s) = соё F, l=k= N-1 
kw . jkt k (1-21) 
«ў = соё Wain E = Msin Ny, п1=)= М1 = E= М—\. 
Tim etah ue 35 ARER. БЕА АУ ЕХ ЗЕ JR А PJN - 1 
个 线性 无 关 的 特征 向 量 表示 为 
— AAA. et = aW. ER (1-22) 
k=1 &=7 (1-17) 式 作 экшн 
< bb e = pse ` Уд В), 
#=2 #=6 с, € R. (1-23) 
A -A 和 AU 入 过 说 明 经 "次 迁 代 后 ,初始 误差 的 第 上 个 
#=3 k=5 HAARE) W. 把 级 数 (1-23) 的 各 项 


n. 上 的 可 见 分 量 ÓA __/ N 分 成 两 部 分 , 即 高 频 分 量 和 低频 分 量 , 示 于 
7 图 1.2. 其 中 于 刚好 给 出 Qs 上 “ 半 波 ” 的 个 
а, кири WA 数 .所 谓 低 频 即 在 粗 网 Qn 上 能 表现 出 来 的 
那 部 分 特征 函数 ,而 商 频 是 在 Qr 上 根本 看 
B 1-2 不 见 的 那 部 分 特征 函数 . 具体 定义 为 
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低频 ; ш; 1 ЕН 


高 频 ，; Шу,» X ФЕ М1 
为 了 度量 松弛 方法 对 误差 的 光滑 程度 ,定义 
(B) = ha | А.В) 1, 
ЛМЕ НО ЭЕ Н + (amoothing 


factor) , 即 松弛 后 消除 误差 的 高 频 一 一 
REIR ,使 误差 变 光 滑 , 但 并 不 是 松弛 前 AAA. 


显著 地 减 小 误差 . 图 1-3 为 松弛 法 


典型 的 光滑 误差 特性 . 松弛 后 — ——— 
对 阻尼 雅 可 比方 法 , 选 w Е иы А Pinu HR EW ЖА 
тах} Ам» Ву) ,А (B, | 达到 最 
小 , 即 Ё 1-3 
Anal В) =- Anl Bys), 


从 而 求 出 最 佳 参数 w = 2“3. 图 1-4 表 示 了 wm = 1⁄3,1/2.2/3,1 Hİ Akl Bjo) PE kÆ 
化 的 曲线 ,显然 ,w = 2/3 的 阻尼 雅 可 比 法 能 最 好 地 阻尼 商 频 分 量 .这 时 


4 zk 
Al Bjs) =1- 村 sim 5, lgkgN-l. (1-24) 


ШМ < k s N - IF, РА, СВ) |= 1⁄3, ВАЖНУ el B za) = 1/3, А, 
对 误差 的 高 频 分 量 有 很 好 的 光滑 作用 . 当 0 < k < NAN = 8 时 ,1/2 < 
А,В) 1< 1, 因 此 ,对 误差 的 低频 分 量 衰减 不 大 . 当 w = 1 时 , 雅 可 比 -w 选 代 
法 就 是 雅 可 比 和 迭代 法 , 它 对 误差 的 高 频 和 低频 分 莉 的 衰减 均 很 慢 , 仅 对 N 2 Ht Bi) 
波 阻 尼 快 ,因此 雅 可 比方 法 对 误差 的 商 频 分 量 光 滑 效应 关 ,在 多 重 网 格 靶 中 一 般 不 
采用 . 


м2 N A 


图 1-4 图 1-5 
再 分 析 G-S 选 代 法 .图 1-5 表 示 入 (Bos) = со krz М) ВВ k ЕВУ i #k , И 
fE I| Et 


. з. JEK ; 
5 = хайп #* = Аи, ,, 


则 有 
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N-I 
= 
et) _ >, c WC, em- Bose 0) _ Уолу Bes) Wi, 


КН 其 中 W, 为 矩阵 4 的 特征 向 量 .要 起 解析 地 说 
100 明 CS 适 代 法 对 误差 的 高 频 分 量 的 快 衰减 是 
困难 的 , 从 数值 试验 结果 进行 分 析 , 对 N = 
64 的 一 维 模型 , 若 以 W, 作为 初始 猜测 , 则 用 

50 CS 造 代 将 W, ЕЕ ЖЕЙ 1/10 ТИБИ 

25 代 次 数 与 波 数 之 间 的 关系 曲线 示 如 图 1-6 

0 所 示 .由 此 可 见 ,6-S 过 代 法 对 低频 误差 变 减 

很 慢 , 对 高 频 的 振荡 误差 诗 减 很 快 . 

tó 从 以 上 分 析 可 知 . 作 几 次 困 尼 雅 可 比 适 

代 或 CS 适 代 均 能 有 效 地 误 减 误差 的 高 频 分 量 . 振 落 模 一 日 被 消去 , 留 下 光滑 模 ， 

再 继续 迭代 已 无 效 .弥补 的 办 法 之 一 是 采用 多 重 网 格 , 特 别 基 粗 网 覆 正 .因此 ,有 转 
向 粗 网 计算 的 必要 性 ， 


= 


1.4.2 HAPE 
先 看 谱 半径 
P(B) = тах|1 - 2wsin? ŽE yl~1- erk = 1- 0(А?), 
о(В) = maxi 1 зано Ы. 1 - ОСА), 
e( Bos) = max | cos? 27 i= 1- О(А?), 


同 理 有 p(Bson) = 1- О(А). 从 而 在 相 网 上 ， 由 于 网 格 变 烛 ‚һ EK, ERF 
变 小 , 收 策 率 增 加 ,因此 ,转身 粗 网 有 加 速 收 侣 的 作用 ， 


П*:(&Ж=12 k=4) ТЕЕ т $ 小 40 1142 


(PA: (N =6 k=4) 
Ü 


图 1-7 
再 看 双 网 格 法 CGC 中 (2) ,从 粗 网 转移 到 细 网 后 的 作用 . 从 图 1-?3 可 
见 , G (N = 12) E k = 4 的 波 是 低频 省 ,限制 转移 到 粗 网 (y, ( N = 6) 上 是 
k = 4 的 高 频 菠 .在 粗 网 上 松弛 可 将 粗 网 上 的 高 频 模 约 化 . 即 碱 小 了 细 了 网 上 
的 低频 模 , 比 一 直 在 细 了 网 上 选 代 消灭 不 了 低频 模 更 有 北 ,使 收 伍 速度 加 快 . 
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但 2, E 8 F t IK Я. 

对 应 于 双 网 格 法 的 CGC 中 (3) ,在 多 重 网 榜 法 中 ,这 一 步 不 是 精确 地 求解 ,而 是 
选 代 求解 亏损 方程 . 选 代 同 样 只 能 光滑 fs 上 的 高 频 分 旺 , 同 理 只 需 选 代 1 一 2 次 后 
便 有 转向 更 粗 网 格 Qu 的 必要 .重复 这 个 过 程 ,继续 转向 Da .me 等 等 ,直到 最 租 
网 格 上 的 亏损 量 可 精确 地 求解 .这 是 多 重 网 烙 法 与 双 网 格 法 不 同 之 处 . 

在 CGC(3) 中 ,为何 求解 亏损 方程 Lamp 他) = di 站 而 水 去 求解 粗 网 方程 Lyg = 
所 ?这 是 因为 希望 最 终 的 亏损 量 是 零 向 量 ,从 而 可 用 零 向 量 作为 选 代 的 初始 量 ,这 
比 起 用 шу) = Ju 如 作为 初始 向 量 去 求解 Lay = f, 收 化 速度 快 ,也 方便 . 

ТЕ ССС(4) 和 (5) 中 ,将 粗 网 障 数 转 称 到 细 网 及 对 细 网 解 进行 收 正 , 这 使 细 网 
解 得 到 更 好 的 近似 值 . 

综 上 所 说 ,名 重 网 略 法 是 把 在 组 网 二 检 弛 消失 误差 中 的 高 频 振 荡 分 量 ,使 误差 
光 谓 化 ,和 在 粗 网 上 低频 分 量 容 易 收 敏 及 在 粗 网 上 烽 正 为 细 网 提供 更 好 的 初始 值 
等 相 结合 ,形成 一 种 特殊 的 收 敏 快 的 迭代 过 程 . 

э 用 包 重 网 格 法 计算 一 维 模型 问题 Аш = ОСМ = 48) 的 解 . 取 初 始 向 量 


u Ы = (sin(12/z=/N) + inj А) 02,8 о = 2/3 ВВЕ НТ НИЕ, НЕЗ v 
= 3, 后 松弛 pa = 3. 

设 u 为 一 维 问题 的 精确 和 解 向 量 , u, AA ЕНТ ЙЕ, #2s 为 粗 网 上 的 近 
RHE, ЛЕТА ЗЕ |else= I a- a, |l. = l - sll = 1.00. 

一 个 双 网 格 选 代步 的 计算 结果 , 

(1) 在 细 网 上 松弛 3 次 后 的 误差 为 || е, |. = 0.2361, 这 时 误差 的 振东 分量 基 
本 消去 


(2) 用 完全 加 权 算 子 转移 气 损 量 到 粗 网 ,在 人 БЧА е = 出 ,松弛 3 次 后 ， 
有 误差 || ез, || = 0.0591, 3539618259 6%. 

(3) MAPES, PHF 3 次 网 网 松弛 ,有 误差 | е | 。 = 0.02. 

(4) 再 把 亏损 量 转移 到 粗 网 , 又 在 0. 上 松弛 3 次 后 , 有 误差 | e, 1 = 
0.00077. 


1.4.3 Жил Ас 
定理 1 用 双 网 格 方法 求解 一 维 模型 问题 ,选择 w = 2/3 B9ER JE НЕК ab 


SË Ro, = 0, и, 为 细 网 上 的 近似 解 向 量 ,其 初始 误差 向 此 为 & ,经 双 网 格 法 一 个 入 
环 步 以 后 的 误差 为 e WARAH 
Пе, 13 С + ур Пе, 18. 
当 уң = 2 时 ， 
l b = 0.7821 b. 
j EIPRE ARREN 
е M, < 0.78% 1 eP 12. 

因此 , 双 网 格 方法 以 一 个 与 363600 ketua ЖОНЕ РЕ. 
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双 网 格 方 法 在 实际 计算 中 用 得 不 多 ,但 它 是 儿 重 网 格 方法 的 理论 基础 ,通过 它 
阐述 了 多 重 网 格 法 的 基本 原理 . 


2 线性 多 重 网 格 法 


书 重 网 格 法 是 在 愈 来 人 急 粗 的 网 格 上 递归 地 使 用 双 网 格 方 法 . 仅 在 最 粗 和 的 网 格 
上 精确 地 求解 差分 方程 , 现在 定义 多 重 网 格 渗 所 用 的 符号 和 算 于 : 

РИ ЕҤ Oh (k = 0,1,4, M) BW А = А172 = 27%. 

网 格 序 列 = 

差分 算 子 序列 Lik = 0,1,…, M), Li! 存在 . 

松弛 算 子 序列 S'(u,,L, A). 

限制 算 子 序列 II = 1.2... M): ССО СОО, _|). 

ЖЕ А] K u (k = 1,2," M): GOO.) — 石 ( 总 ， 
其 中 COO 为 在 G, 工 网 格 函 数 的 线性 空间 . 


下 面 叙 述 用 多 重 网 格 法 选 代 求 解 方程 组 
L. = fu (2-1) 
的 计算 过 程 .证 已 知 nln). uye BH 
ayi 56. MR x( н?! Lu , fu), (2-2) 


HPR = УЉУ, А = W p W ЙДЕ. lb BS АУЕ ИЖ Ж = ШЕШ: 

(1) ВОЗЕ: ЕН x 各 ,在 Ow БЕУ (> 1) 次 松弛 得 

P AE и (шр). 

(2) ЗЕ: 

1) 计算 亏损 量 ау? LE у, _ Lut. 

2) 限制 亏损 量 а), H Wap. 

3) Eua 上 近 所 求解 亏损 方程 

Li 人 三 d. (2-3) 

计算 (2-3) 式 时 ,以 霍 网 格 函 数 作 为 初始 近似 值 , 即 уу, = ӨЕ M -1 网 格 法 的 r 


型 选民 ， М — 1 网 格 法 用 Ом-1,@м-,°7° P 
def 
у, МЕ, ЛЫ алабы). 


在 最 粗 的 网 格 上 精确 求解 


Loro = do- 
а) {Н p PL уу, 


5) ЖЕ n, 上 的 节点 函数 值 ?= му рур. 
(3) 后 光滑 :在 Qu БЕС 1) ks kas 
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ube) L S (Шү Ly fO. 
上 < 面 粗 两 由 正中 的 "也 是 循环 参数 ,一般 r = 1,2 或 3, 当 r > 3 时 多 重 网 格 法 
就 不 太 有 效 了 .我 们 称 r =1ЖУ Р г = 25 WER., = ЗР. 
用 图 2-1 的 符号 分 别 表 示 蜡 = 1,2,3 时 ,r = 1,2,3 的 密 重 网 格 法 的 一 个 循环 (或 
-E RE) ,如 加 2-1 所 示 . 图 2-2 的 流程 医 表 示 一 个 客 重 网 格 和 迭代 步 的 计算 过 程 ， 
其 中 引信 了 -个 开关 参数 CO K),0 = ССК) = r AEE HAERA. 


М=1 AAKS М=2 ИШЛЕ 


fh: M 
94: ү Гь; 
r=1 r=2 r=3 


M=} ЩИ ЛЕ 

Он: 

Пы: `Y \ 

Он: 

(k: 

r=1 r= 

Оз: 

ИРЕ 

С: 

ИРЕ 

к=ў 
H 2-1 
多 重 网 格 法 的 过 代 公 式 是 
a = мшш! + МД). 

其 中 м,-® Sih ~ DLS PLOS 


м, = Sb(L - 1,0, - AV DLE ЕЧ) 59, k = 2,3,6, M. (2-4) 
而 Qui 和 ly 的 双 网 格 算 子 为 
мі -于 Së Cy- W ШУ. L. SZ. (2-5) 
(2-4) 式 与 (2-5) 式 的 差别 在 于 用 (Iw - Ak Li 110-5) 式 中 的 Lii 
这 说 明 用 Ou... Oa... ,fy 的 时- 1 网 格 r 型 多 重 网 格 先 代 去 近似 求解 
和 = d. 
JA F ЬЕ ЕКЕ: ЖИЕ ЕВОРА Е X F£ Ek BU ЖЕЕ, -RER E 
WR HARAR, ИНАЛ с = 2 WEEN AHR. 


‚276° жон ZENK 
Жоп ТИН шу! 


ССЖ <0(k = 0,1,5, M) 
k = M, vazu g, dufu 


t 570, д, дь) Cik = Cik +1 


4, ai mg (4, Ао), е 1 


{ 
<P— sss 
ж 


精确 求解 ht, = d. 香 


taaier ti n kkl 


出 上 = 5° P: ‚Һ sdi) 


T 


第 n+ KARAM ву =u 


图 2-2 


3 完整 的 多 重 网 格 法 


名 重 网 略 法 与 完整 网 格 技巧 相 结 合 ,或 者 说 与 蛮 夺 代 撤 术 相 结合 , 称 完整 的 多 
ERK + (ful multigrid, 简 称 FMG 方法 ) ,FMG 方法 效果 更 明显 .所 请 赛 挝 代 就 是 粗 
网 为 网 网 提供 和 良好 的 初 值 .这 是 古典 选 代 方 法 (例如 SOR 方法 ) 林 可 能 做 到 的 . 

FMG 方法 的 计算 步 又 和 流程 图 分 别 示 于 图 3-1 和 图 3-2 中 .在 图 3-2 中 ,INT 表 


ИЛ 
LEF 
i 
ik 
aaf 3 
И 


图 3-1 


з 完整 的 和 多重 网 格 法 - 277 - 


示 揪 值 ,MCI 表 示 在 О, (Е = 0,1,--, M) 上 用 多 重 网 格 - 唱和 迭代 求解 方程 Lu = 
ОЕ = 0.1 M). Hr = 工时 为 Y 循 环 , 称 为 FMY 方 法 ,r = 2822 W ТАРК, 
FMW 方法 .在 图 3-2z2 中 ,当时 = 6,r = 1 时 为 图 3-1 所 未 的 FMY 过 程 . 


k: = D, шы: И?) 
{ 


k= E +] 
+ 


1 
z: = MGI( k, ШИЛ 
1 


图 3-2 
由 (2-2) 式 , 一 个 多 重 网 格 法 的 У 循环 步 为 
anh, = Муни?” Lu fn). 
一 个 FMV RMI A 
ut = ЕМУ) Ly, fu) 
其 计算 步 驮 如 下 : 


将 fue. fui fw_2 №, Hu бм Hu- 777 初 逮 化 为 零 ， СЕБ ре БА ЕЎ Ё 
接 求解 方程 Аун = fos 


им-2 = Wy-2 + 50м 3. 

йм = MVy o (uw-z,. Ly. fu). 
ныр = Hya + Ia 

ty- = MV yil м-р. Laidu- 
Чу = Ny + Iki tyi» 

иу = MY ul teys Lu fu). 

FMV 循环 的 递归 如 下 : 
(1) 如 果 O, 为 最 粗 网 格 , 则 转 到 (3) ,否则 

Ма = DK Uu — Asu), 

им = 0. 

им_у = FMY m1h imis Lu fui). 
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(2) ЖЕТЕ Hy = Чу + W уму. 
(3) uy = MV Син, Lu, fu). 


л 二 维 多 重 网 格 诸 元 素 


4.1 差分 格式 


对 二 维 模型 问题 (1-3) ,熟知 的 五 点 差分 格式 是 (1-7) 式 . 当 态 = h, = 大 时 ,对 
每 点 (xi ,7) 上 的 函数 值 u; 与 周围 铝 点 的 关系 可 表示 为 


- 1 
Ë 1 4 - J = А. V (x, y) € ИТЕ (4-1) 
-1 


对 九 点 差分 格式 ,可 用 九 点 星 表 示 : 


1 
6 


-1 —4 -1 h 1 
-4 加 -4|абх,у) = 12 { 8 1 l (х,у). (4-2) 
-1 -4 -i 1 


4.2 MZR 


(1-17) 式 中 所 列 的 几 种 送 民 方法 对 二 维 泊 松 方 程 边 值 问题 (1-3) JH Ж, РАТ 
异 摄 动 等 特殊 问题 需要 适当 选取 光 各 过程. 下 面 仅 讨论 几 种 经 典 的 选 代 . 


4.2.1 С-5 ER 


СЗУ ВУ ОСЕР X. 对 于 二 维 情况 ,通过 人 上 网 点 即 x = 
(x',y) 的 排列 次 序 确定 未 知 量 шщ: = щ(х') 的 顺序 ， 

字典 顺序 :zx 方 向 上 的 点 由 左 到 右 ,y 方 向 上 的 线 由 下 往 上 逐 点 排列 , 见 图 4-1. 

旋转 字典 磊 序 ;y 方向 上 的 点 由 下 往 上 ,x 方向 上 的 线 由 左 往 右 逐 点 排列 , 见 辕 
4-2. 


«дезе 164170 18 #19 Ф еенфі 016919 
Фо 0104116 12Ф 13 Ф35Ф7Ф 1615015 
#4605 66сете8 @ Фгф 10е i4% 17 


z Ф 3 


[14-2 
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红 - SME EA = IO А) | j l€ 2 把 各 中 的 点 分 成 两 类 , 称 庆 + LN 
В х ЗТ у = |h da e ARR, MEER, E = O, 70 的 点 为 黑 
点 ,用 鲁 表 示 , 见 图 4-3. 

BEDE PF ,把 了 为 偶数 的 线 称 为 红线 ,用 得 表示 ,) 为 奇数 的 线 称 为 畦 线 ,用 国 表 
ж. 4-4. 


Ф778 )179Ф s B 159 5 810 | PES SPA SUI EFE ЕВ 19 
(PE EEL 5 BUCLE) | ji 5 94067985 
mie 2 Eri 3 mi4 ГЕИ HUY EER BYL BE 


H 4-3 图 4-4 
四 色 有 顺序 :把 О, 分 成 四 个 集 ， 


人 = (А,Ь) 1.1 394831. НӘ. 

(ñ = Од. Iz) l 7. ! 为 奇数 | ， Нв. шт, Um віх 1889 х 19 
пй = (д) AB, RAR Ното. а 2 10е 3 оізе 4 
(ñ = 1 dhe) JATE, ARR, A x 表示 . х lam 5|x 15m 6 х16 


按 字典 顺序 依次 排列 П.П „ГЦ ЯП О 中 的 网 点 , 见 
图 4-5. 
1. 点 GSi 图 4-5 
字典 顺序 和 旋转 字典 顺序 适合 于 王 点 С-5Ж 
К.Ж ДЗ 


_ uiri "t 


{nsl} (п) 


+ Е — шіт), А _ и) + с NA = fij, 
其 中 иу? DERM, ш"), иә 为 已 求 出 的 新 值 ,of uiy 为 上 一 次 选 代 之 
值 . 


(4-3) 


пашат 点 差分 格式 , 先 依 次 算 红 点 ,再 依次 算 黑 点 ,其 造 代 公 式 为 


(n) fD _ atm _ at”) {ntl} (л) 
一 ы + 2и] ‚ + 2цу 一 
: His + — t ны 一 上 dl _ Жу» (4-4) 
hx hy 


其 中 红 点 上 的 uy ARRE, НОНО Е ЭВ — ВИНА, л ЕАО у 
已 知 量 . 下 一 轮 计算 时 , 黑 点 上 的 量 为 待 求 量 ,其 相 邻 的 红 点 上 均 为 前 一 次 的 迭代 
值 ,这 时 , 红 点 上 的 量 为 已 知 晤 . 

耻 色 顺序 适合 于 九 点 差分 格式 . 先 依次 算 0 中 的 点 ,接着 依次 算 3 中 的 点 ， 
再 依次 算 0 中 的 点 ,最 后 依次 算 O 中 的 点 ,这样 构成 一 次 选 代 . 

Пу 中 点 的 CS ЖДИ А 
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2120и(970 — (а аж ш" ы + ш) рж шб) a) - 
40м) рва + а + шб) )] 
= 0845) Rut AA + Aa + Aha). (4-5a) 
п 中 点 的 G-S 选 代 公 式 为 


215020405 airt) - (и ‚+ ar A + и, + ufa) - 


Afus” li + иб" К + иб?) | + и"), 1 
= (867 + ft + Kia + ARa + 2). (4-5b) 
m 中 点 的 C.S ERARA 


{n+l 
L гиб ns } _ {и „ji + nin) j+! + nia j 1 + ЖИА, т 


h 
Аба) 4 uD + ш + utp] 
= EAR + ДЇЎ + + fst + SERD. (4-5с) 
С PAR CS ERARA 
[20 у -Çu са) (+ ш), ‚+ и) | + ио, J- 
40.071) + иб) + ибп?) + ибт) ] 
= 168/5 + f + f + ЛУ + final). (4-5d) 


在 以 上 (4-5) 式 的 每 个 公式 中 仅 о 为 未 知 量 ,其 余 均 为 已 知 量 , 仍 属 点 С-5 公 
式 .每 个 公式 中 待 求 点 与 周围 邻 点 的 关系 见 图 4-6. 


а x ш © > © х 8 > o g 
o @ o х E x | > и-и 
E x ш Ф o ә х Ш x о © ® 

ГА ЁЁ (Ë ВБА гў йа Сі АЗЕ 


2. ЖСЖ 
ПОЕ 4-1 РАТ ЖИР Л ETIE EGE y ВО БАЧ 
点 为 一 组 , 共 分 成 四 组 ,分别 为 用 = 11,2,3}, = [4,5,6,7,8}, = 19,10,11,12, 
13}, A = }14,15,16.,17,18,19{ 对 五 点 卷 分 格式 ,类似 于 (1-3) 式 , 可 得 矩阵 方程 组 
A. -i uk fi 
-I A -I иі л 
толу 1а (4-6) 


-1 ailal Lf 


4 ”二 维 多 重 网 格 诸 元 案 : 281 ` 
其 中 al. € F.A, С, Аа. Є EAA C R> t С ÉA € 
RSA = 1,2,3,4) 均 为 二 对 角 托 阵 , 从 而 形成 一 次 求解 一 条 线 上 未 知 量 的 块 远 代 公 
16: 


Аш!" = aggin) + эшн) +Л. i = 1,2,3,4, (4-7) 

Kaha, = br =0, а= а= ay =], bí= b = В; = 1.(4-7) ХНУ 
E, TARASA RAET Ed REAREA y K G SERE. 

ЖЕНЕ А ИЕ РЕ AO E .x AARRE RH F BB] e H, ИЗБЕ ПГ 
构成 字典 y- 线 G-S 选 代 法 . 

按 斑马 磊 序 ,如 图 4-4, 构 造 相应 的 CS 人 选 代称 为 - 斑马 线 G-S ЮЖ. PA 
可 构造 y - WE Stk С-5 KIKE. 

在 通常 情况 下 , 线 C-S 选 代 法 的 光 清 性 质 稍 比 点 6-5 过 民法 好 


4.2.2 阻尼 雅 可 比方 法 


对 于 二 维 模 型 (1-3) ,其 离散 方程 为 (1-?) 和 (1-.8) 式 . 令 4 = АЗ, А, = h, 
= h = ARJA 的 特征 值 和 特征 向 量 分 别 为 


АСА) = 4(1 一 A (eosl kinh) + cosl k.mh))), 1с k. k, = Ñ - I, 


(4-8) 
to. (A) = 2sin( ухх) плу), Те kuka У 1. (4-9) 
% х = (х,у) Є С. 
Не К En] HE -ww 松弛 公式 是 
ul? = ul) + оба. (s) — ul), (4-10) 
а(х) + ш} -ugh = flx}, x € Їй, (4-11) 
RARER» 
B), = h- TA, (4-12) 
易 知 其 特征 值 和 特征 向 量 分 别 为 


k k 
(Вы) = 1 -党 (2- cos 17 — cos 07), ІА, м1, (4-13) 


УСОН) = 2sin( kimz)sin( олу), | og kia k, = W - 1, 
HP k = (有, 有 2) .车 近代 初始 误差 按 В, 的 特征 向 量 展开 , 则 有 
et = >, dW By), 


1k| s #-1 


| k |= max( k, й) 
其 中 起 为 常数 ,经 n 次 选 代 后 
60 = >, dA Bu) W,(B).). 


ИА 


把 级 数 分 成 高 频 和 低频 两 部 分 
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低频 : F, IK |< №2, 

高 频 : W, ЛЕ N-1, 

选 ар 使 тах} Apal Вы) ,An( В) 这 到 最 小 , 即 

Anal Bj) =— Ау В), 
R H ЕЖЕ) НЫ {КЕ ИС ЖОЕ IR By ЕКА АЫ F wm = 2/3. 局 一 维 一 样 ,wo = 
2⁄3 的 雅 可 比 兴 民法 能 再 次 很 好 地 阻尼 高 频 分 量 , 这 时 
ABe) = 1 — 4 irf Ein Em) А (4-14) 

Y №2 єс Та МТВ, [АСВ з) | 二 13, 即 阻尼 雅 哥 比 选 代 法 的 光滑 因子 
(Вуз) = 13, 故 它 对 高 频 分 量 有 很 好 的 光 请 作用 . 

阻尼 雅 耻 比 选 代 法 与 未 知 量 的 排列 顺 席 无 关 ， 

对 于 块 阻尼 雅 可 比 法 , 仅 有 阻尼 x- WE EERE MEE y- 线 雅 可 比 选 代 
法 ,它们 均 与 块 的 排列 顺序 无 关 ， 


аз WAHA 


常用 的 网 格 粗 化 方式 有 : 

标准 粗 化 :点 = 2 各 ( 见 图 4.7). 我 们 只 要 求 hihi = hl ZM = 2, 可 以 假定 
z 和 7 方向 上 的 网 格 步 长 总 和 点 是 不 间 的 . 

ЗЕ. х Mik, h hL, = M Hihi h = 2 定义 粗 网 格 , 或 y 粗 化 ,由 上 训 .1 = 
АКЕП АЙГА = 2 定义 粗 网 格 ( 见 图 4-8). 


红 黑 粗 化 ; 仅 考虑 方 网 格 , 即 hi = hl ХАМО 的 均 久 网 格 粗 化 ( 见 图 4-9). 


е э о . ө еФ = ò o +e п = OD e 
пә ое Г чы pJ БЫ D E e.e Г e OO 
‚ © © o è ° ° © °. эе я пе C. 
GOG @ с Ф шы оао е PD с ө о @ Li 
图 4-7 图 4-8 图 4-9 
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4.4.1 分 片 线性 播 慎 作为 延 拓 


对 二 烷 或 四 阶 微 分 方程 边 值 问 题 ,一 般 用 分 片 线性 插 信 就 足够 了 .这 里 只 介绍 
ЉАС. 

1. AAEH 

用 如 下 的 九 点 星 模式 符号 描述 ， 


1 2 1 
t = 二 |2 4 | 
1 2 1 


4 二 维 窗 重 网 格 诸 元 素 ` 283 - 
它 表 示 粗 网 上 的 函数 值 按 此 权 系 数 分 配 到 邻近 的 细 网 点 上 去 , 取 一 个 标准 单元 (0， 
2k) x (0,2Һ) 为 例 . 如 果 粗 细 网 点 重合 , 则 在 该 点 细 网 函数 值 就 等 于 粗 网 点 咕 数 
值 , 即 
人 三 u 10,0), u (0,28) = u. (0,25), 
ш (28,0) = ug 1(2А,0), чь(2ћ,2А) = и, 1(2А,2А). 
ЖЕ {у Е УКН E, АИ НЗС ВУ ГУ 191 5 ЕЛ РӘ ВЕЕ ИЧИН , 0079 8] 
р САРАҢ, 
fiae = (1100,0) + wd0,24))2, 


(4-15) 


uih, 0) = (Сшщ_1(0,0) + u .1(2Һ,0})/2, 
шщ(2А,А) = (а1(2А,0) + a|. (C2h.28))72, 
u (h ,2h) = (uw. (0,2h) + щ_002/,2Һ))/2, 
有 两 种 捅 值 方法 求 位 于 四 个 粗 网 点 中 心 的 网 两 点 函数 值 , 即 
mih, А) = { wr (0.0) + ш_1°2А.0) + u (0,28) + w. (U 2h .2h))⁄4 (4-17) 
或 ulh, h) = (u,.  (0,0) + up 42h, 2hA))/2. {4-18} 
AFECTARE (О.М, + 2h x (23,23, +2 要) ,可 得 到 类 羽 的 双 线 性 插值 
公式 ， 
妃 点 延 拓 对 应 于 双 线 人 性 有 限 元 .对 于 0 < xz.y < 2h.u, = Hity Й iry) 
与 щ_11Е(0,0),(2А,0),60,2Һ),О2Һ„2Һ) 点 上 画 数 值 的 双 线 性 插值 相 局 . 
2. 七 点 延 拓 
用 如 下 的 七 点 星 模式 符号 描述; 


0 1⁄2 1 
B= {172 1 1⁄2]; 
12 1⁄2 0 


七 点 延 拓 对 应 于 三 角形 上 的 钱 性 有 限 元 .对 于 0 < ry < 2h,u, = Kaiu 的 
mlay) 与 шь (0,0), (0.23), (2h, 2h) 点 上 函数 值 的 线 杜 插值 相同 . 
分 片 线性 插值 推广 到 三 维 或 更 高 维 是 显然 的 . 


4.4.2 商 阶 插值 


对 于 四 阶 微分 方程 边 值 问题 ,用 分 片 二 次 延 拓 常 常 是 足够 的 ,而 用 三 次 插值 常 
常 更 好 些 ,因为 它 并 不 出 二 次 插值 公式 复杂 . 

车 已 知 粗 网 上 的 插值 节点 (x 3y) le- hey) C + hay), (x +3А, у), 
则 插值 点 (x,y》= Choli 奇数 ,j 侦 数 ) 的 三 次 拉 格 朗 日 (Lagrange》 插值 
(TM) х,у) 为 


щ(х, у) = 一 Сааба 一 зһ, y) + (x + 3hr) ] + 


(4-16) 


АЕ 一 hyr? + Cula + h. y))], 
x€ [х -3ha x + ЗА]. (4-19) 
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шн (х,у) 中 的 j 为 奇数 时 ,我 们 能 重复 7 方向 的 插值 过 程 由 插值 公式 的 余 项 可 
知 , 三 次 拉 格 朗 日 插值 对 于 任 一 双 三 =к >) Уууу 是 精确 的 . 


如 果 某 个 插值 点 有 一 个 或 两 个 邻 点 不 宪 域 肉 ， 则 不 能 用 三 次 插值 会 式 (4-19); 
如 在 边界 附近 , 取 边 界 点 (* - shor) 为 插值 节点 ,再 取 两 个 内 部 粗 网 点 (4* + h. 
yx+387y) 为 捅 值 节点 并 且 边 界 条 件 是 齐 次 狂 利 克 雷 条 件 ul- shey) = 0, 
那么 用 如 下 的 二 次 拉 格 朗 日 插值 公式 去 求 细 网 点 上 的 函数 值 а(х. у) 和 (х + 
2 所 y) EAE: 


ш х,у) = T > 了 人 1х + ЗА, y), (4-20) 
uir + 2h i, y) = 2.0 ` > i- ‚(хо + hi, у) +5 H. 1-а (+ 3м, y). (4-21) 


在 区 域内 部 的 单 边 二 次 插值 公式 为 


щ(ж,у) =- Fula - З, у) + 2а убх - hey) + 2 (а + А.у). 
(4-22) 
4.5 № 制 
1. 办 点 限制 
用 如 下 的 九 点 星 模式 符号 描述 ， 
1 2 1 
p= 52 4 2|. 
1 2 1 


九 点 限制 即 完 全 吉 权 算 子 ,车 有 粗 网 点 (24&,2#) , 按 完全 加 权 算 子 运算 ,该 粗 网 点 
КМА УЯ А ЕВЕ: 
ш-(2%,2Һ) = 16 [4u(2h,2h) + Xu, 2h.h) + a (h,28) + 
u (3h,2h) + u (2h,3h)) + mlh, h) + (ЗА, A) + 
wh + щ\3ЬҺ 3А) ], (4-23) 
2. 七 点 限制 
用 如 下 的 七 点 星 模式 符号 描述 , 


0 1⁄2 1⁄2 
t- = + 112 1 1⁄2]. 
12 1⁄2 0 


显然 , 按 七 点 加 权 运 算 , 粗 网 点 (2h,24) 上 的 冰 数 值 与 周围 细 网 点 上 站 数值 的 关系 
如 下 : 


ну-1(2А,2Һ) = Ar u (2h.2h) + L (u(2h, h) + ih, 2А) + 
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u (3h.2h) + (2А, ЗА) + a (h А) + ш (ЗА,3А)) 1. 
(4-24) 
ТЕ НЕА E k =E X W КИН: 


(uy, 2.) = > hiyl) nix), 
r (lu 


Hp d ЖЕШИП € К ТЕЕ У ЕРИК 
(018,0), = CREST N и), 1, 

ФКК о)" A Ea 的 伴随 映射 ， 

u d = 2 时 , 易 知 

2 一 
下 

因此 , 九 点 限制 是 九 点 延 拓 的 伴随 ,七 点 限制 是 七 点 延 帮 的 件 随 . 

关于 延 折 和 限制 的 附注 : 

I° 最 显然 的 一 种 限制 算 子 是 直接 映射 (injeetiom) , 即 租 网 向 量 直接 取 相 应 细 网 
点 上 的 值 ,这 种 算 子 没有 伴随 . 

2 令 2m 为 所 求解 的 微分 方程 的 阶 , m, WERIN, mx 为 限制 的 阶 , 则 它们 应 
满足 条 件 m, + ma > 2m. 
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非 线 性 微分 方程 ,如 二 维 方 程 
— Ан(х®,у) = et). 
其 右 端 项 关于 ula, y) 是 非 线性 的 ,或 边界 条 件 是 非 线性 的 .把 微分 方程 和 边界 条 
件 结合 起 来 ,可 以 得 到 抽象 方程 
Tu = f. (5-1) 
前 述 的 线性 多 重 网 格 方法 完全 适合 于 这 类 非 线 性 边 值 问 题 , 这 里 仅 讨 论 两 种 方 
法 .5.1 节 讨 论 基 于 线性 化 的 方法 .5.2 节 讨论 非 线 性 多重 网 格 方 法 的 本 质 处 理 . 


5.1 牛顿 多 重 网 格 法 


牛顿 多 重 网 格 法 是 一 种 基于 线性 化 的 方法 . 令 
plu) = Du- f = 0. (5-2) 
ТЕ Qk = 0,1,2,- М, БУРНА ЕАН (5-2) 式 后 ,得 到 如 下 离散 形式 的 
非 线性 方程 组 
plm) = 0, &=01,2, M, (5-3) 
其 中 puu € В, N = х Л. 为 x 方向 的 网 点 数 ,J 为 y 方向 的 网 点 数 ， 
将 p) ТЕ и"! ERDEN EO- uh) BERA, E TREN, E 
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EERE pin) 线性 化 .得 到 如 下 的 牛 轰 选 代 公 式 : 
[уам = d), 


ц\"?!! = ц а) + н, n = 0,1,2,0, (5-4) 
其 中 
di™ = 一 ф,(ш{")), 
др дф . дф 
Jul ди? дщ 
СЕ 
W (u. = Fy, 048) = ди дың даң Cm) (5-5) 
k Ы h Н 
дф аф; . Ipi 
аці дц. ди 
这 是 向 量 p 对 向 量 的 导数 , 即 在 u, ДЕНОВ ЕРЕ. 
牛顿 欠 重 网 格 算法 如 下 : 


(1) ФИН uf”. 
(2) 进行 选民 ,nn = 0,1,2," 
1) 计算 dt) =- pluf, у") = эе"), 
2) 以 w 人 好 为 初 值 ,对 у, = di 执行 一 个 线性 多 重 网 格 选 代 步 , 得 到 40. 
3) 计算 ub) = иі") + wý), 
3% 5&—-1° АИД AE ERRERA. 


5.2 ” 非 线性 多 重 网 烙 法 


利用 非 线性 多 重 网 格 算 法 能 避免 牛顿 先 代 中 的 线性 化 ,这 个 算法 与 线性 多 重 
网 格 法 一 样 有 效 . 下面 讨论 这 个 算法 ,注意 它 与 线性 情况 的 不 同 之 处 . 


5.2.1 非 线性 雅 可 比 -w 选 代 方 法 


在 多 重 阿 格 法 中 ,我 们 感 兴趣 的 是 非 线性 迭代 法 对 高 频 误差 分 量 的 光滑 性 质 . 
众所周知 ,在 先 代 方法 中 引信 松弛 参数 ww, 当 0 < w < 1 时 , 低 松弛 校正 可 以 扩大 收 
化 域 , 如 将 牛顿 过 代 法 (5-4) ВОЯ у ар = a)" + wws. 本 节 着 重 讨论 雅 可 
比 - 牛顿 由 松弛 法 和 雅 可 比 - 皮卡 (Picard)w 松弛 法 . 

考虑 非 线 性 问题 全 -1 的 离散 方程 组 


Тыш, = fis (5-6) 
为 讨论 方便 起 见 ,将 该 非 线 性 差分 方程 写成 如 下 形式 ; 
Lut, = La + &(х,и) = f, (5-7) 


其 中 L, 为 线性 差分 算 子 .为 讨论 方便 起 见 , 设 L, ЭБЗЕ ИР, gi, u) 为 u, 
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的 线性 或 非 线性 函数 ， 
类 位 于 (4-10) (4-11) 式 ,一 个 非 线性 雅 可 比 o Wish yp X N 
п” = w + wlz- ul), (5-8) 
fu + (Lu) -Eul + glan) = А. (5-9) 


类 人 5- 处 式 中 的 非 线 性 项 g(x， окш 处 作 泰 勒 展开 , 仅 留 下 关于 (zw - му) 8 
性 项 , 则 被 线性 化 为 


$a + (Кд? - 2469) + gix ui") 
(5-10) 
980и) а |) = Á, 
称 (5-8) 和 (5-10) 式 为 雅 可 比 - F -o 松弛 法 . 
ЖШ g(x u P 代 兰 方程 (5-9) 中 的 gix, na) WA 
Ба + (быш - 2000) + (аш) = Á. (5-1!) 


称 (5-8) 式 和 (5-11) RAET HE - R-E (Picard) -w 松弛 法 ， 
为 具体 讨论 以 上 两 种 迄 民 方法 的 光滑 效应 ,假设 z 为 上 的 线性 函数 , 即 
g(x,u) = eu, с> 0. (5-12) 


BRIE = ,将 它们 代入 (5-10) 和 (5-11) 式 , 则 雅 可 比 - Fi o TERECE 


ech" wh? 
Bms = (1 - Д. db - 4, i (5-13) 
雅 可 比 - 皮卡 w ВАЕ ВОК ВЕ В 
z 2 
= a- Еу, _ EL, (5-14) 
当 wy = 4 + hp Ht, Bm, = B pu ЕҢ (4-12) #14-13) 式 可 知 
А? 
В І, – “a 1%, (5-15) 
АСВ) = 1 - e(z. cos FAE - сов К), l< kuk = N - 1. (5-16) 
将 (5-15) 和 (5-16) 式 代 人 (5-13) 和 (5-14) 式 , 得 
4 (1- wylch? apeh? 
Bme = gg B+ gg Во Bw- 
易 得 它们 的 特征 值 分 别 为 
(1 – өк) ch: 
А(Вр.) = TEB) + гт, 
2 
АВ) = АСВ) – е, 


雅 可 比 - 牛顿 w 松弛 法 的 光滑 因子 为 
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(В) = ма Тах ү, АСВ ме) | 
2cos( rh) deos( nh) 
-= masl l- on(1- alal?) | .|1- nl t+ sela) |}, 
(5-17) 
Дир k= (kka), 1 К [= malko 51. EARMARK p 8 ETE k, 和 总 分别 
НМ Я N - 1Н{1ФЖ A B.) 以 及 К Fü k, PR N — 1 IRRE A (By). B. 
上 式 可 知 对 辕 定 的 oyl < ww < 1) 和 固定 的 点 , 当 ce 一 о В, 
lima( Bi.) =!1—- owl. 
ТЖ ИЖ ЕР. - 牛顿 w BERRET П ЕЭЗ ЕУ 779127 
+ _ __Зсоз(ла) __ 
Ф = 4, ch2 + eos( mh) Po T Ay ch2 + cos(zh) 
易 见 对 固定 的 六, 雅 可 比 - 牛顿 w 松弛 法 的 光 清 因子 乔 c 的 增加 而 变 好 . 


A 


卡 名 松弛 法 的 光滑 因子 
Вр) = т |1 „К (1 ЖУ) | .|1- or (ж ы) 


- {hi (1 + A= 2eos(zh)) IBE _ ETEL) 
= ошау 一 wp + 2сов + тра 4 - 
НРУ (0 < op < U) 和 站, 随 < 增 加 到 充分 大 时 ,和 雅 可 比 - 皮卡 w 松弛 法 没 
有 光滑 性 质 . 
5.2.2 亏损 方程 
ле ЕРЕ РЕЈ (5-1) 的 离散 方程 组 (5-6) 
Luz, = fx. 
其 中 仑 为 差分 算 子 ,上 为 网 格 步 长 . 令 и 为 精确 解 ,mm MER, n 为 误差 .将 
и = ип, + v А Ез, В 
DAEN + ул) = fa 
YE, Е т. 时 , 则 
L,u, + Lar, = fas 
去 损 方程 为 
ИСЛ = dy, 
E q, = f, - EL: 从 亏损 方程 求 出 у. MEXT u, Mir pe E. 
当 熙 ,为 非 线 性 算 子 时 E, 不 能 分 别 作用 于 0 vi. H 


=, Кы 
ГАО н, + p.) — Lata = f, - Lau, . 


1%% 4, = f, - Lus, MSNA 
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和 (ww + w) - Ёш, = Ф, (5-18) 
EAR Q; 上 的 亏损 方程 为 
Eyl Fu, + 79); 一 L, Tiu, ) = Wd, (5-19) 


其 中 Е г. РЕМО ЛС], А ЕВРА F Br TE КЖ ЗЕ v, ПВА 
зс) u, = IE, + Ун, ВЕЙ 
Тин = dy + Euu), (5-20) 
HA AREN 
ун = uy - Ши. 

5.2.3 FAS 双 网 格 方 法 

FAS(full approximation storage) 方法 是 非 线 性 多 重 网 抬 法 , 它 的 特点 是 不 存储 
校正 上 py, 而 是 存储 完全 近似 量 ин = Ilu, + rn. 其 中 用 局 表示 非 笋 性 松弛 法 松弛 
> 次 的 松弛 竺 子 , 呈 不 同 于 线性 松弛 法 中 的 松弛 算 子 符 导 S. 

FAS 双 网 格 算法 为 ; 

(1) 前 光滑 :对 ну"! E О, EIE s КАЕ РЕА, ЙИ 

РИШ КЩ Се wf" Т, А). 

(2) ЁТЕ; 

1) 限制 近似 解 иу? SEL pio, 

2) "ЕВ В.а = f, Lah, 

3) 有 限制 亏损 晤 ;di = Wa, 

4) IFE fy = dy уо ТЕ Oa LRR SHNA Ган = fy RI uy, 

5) 计算 Пл EPER: уг? = ин 一 їп a) Н 

6) ЖЕЛЕН: = W, 

Т) 对 uih ERE: uh = иң”? + ia. 

(3) 536398. wh" TE n, FE v 次 非 线性 松弛 ,得 到 

att, = С) La. fhi). 
5.2.4 FAS 多重 网 格 法 
下 面 讨论 用 FAS SERRARA Os LARAMIE AA 
Туы = fu 

的 计算 过 程 .已 知 н, QR y: = MFAS(u Cu, fy). fh FASIE ,计算 分 


三 个 阶段 . 
(1) 前 光滑 :对 ну! ТЕП EIE v KAER EERE. ТЫ 
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«у: = G" (ul) Le, fu). 
(2) ШЕ ШЕ: 
1) 限制 近似 解 ， ugh: = Wr in), 
2) 计算 Ou 上 的 亏损 量 ; р = fç - Lu ， 
3) 限制 亏损 量 ; ФУ! = Ше 
4) 计算 fy. | = dy | 二 人 іН е: Qy- 上 求解 非 线性 : 亏损 方程 工 ， 14-1 = 


Ји i+ „ВН а Hyj = MFAS( z 0), Ey. isfu- i). Z: му) 作为 初始 值 , 作 MFAS 网 格 
法 的 r(r > 1) 型 迭代 ， 需 用 到 网 格 Ny-i {hy 2 os 
5) 计算 Qw- LABEH: : = РИШ в), 
6) 插值 修正 重 : "好 = Ж 
7) 对 и? TEIE: н = H u + p, 
(3) 后 光滑 :对 иу? 在 Qw 上 作 次 非 线性 松弛 ,得 到 
uD, = GE Ly, Р). 


6 计算 机 上 的 执行 性 能 


6.1 数据 结构 


密 重 网 格 法 的 程序 可 以 做 到 高 度 模块 化 ,如 松弛 、 搬 值 和 限制 均 可 编 成 独立 的 
了 程序 ,容易 调用 ,容易 替换 . 除 此 之 外 ,对 于 规则 区 域 还 需 采 用 合理 的 数据 结构 ， 
当然 ,对 于 不 规则 区 域 或 网 格局 部 加 密 情 况 除外 . 

对 于 规则 区 域 , 只 需 用 两 个 数组 .一 个 数组 v 存放 每 层 网 格 上 的 解 庙 量 和 误差 
向 量 , 从 最 粗 网 格 到 最 细 网 格 , 逐 点 依次 排列 ; 另 一 个 数组 f 存放 每 层 网 格 上 的 右 
端 硕 和 余 项 ,也 是 从 最 粗 网 格 到 最 细 网 格 依 次 排列 . 这 两 个 数组 均 应 和 包括 边界 点 ， 
对 - 维 问题 ,第 上 屋 有 2 + 1 个 点 ， 

图 6-1 Ж ЈАЈА М = 二 ,网 格 层 数 M = 4,V 循 环 的 -- 维 问题 的 典型 数据 
结构 .说 明 数 据 结构 随 VY 循环 在 变化 . 

先 初 始 化 每 层 网 格 的 解 向 是 , 即 置 数组 о 为 零 , 最 细 网 格 上 的 右边 数组 是 已 
知 的 ,其 余 屋 的 f 也 置 为 零 , 当 循环 往 粗 网 方向 下 降 时 ,每 层 网 烙 土 的 松弛 把 该 
层 解 向 量 数 组 填 满 ,同时 把 余 项 转移 到 下 一 层 粗 网 ,把 该 层 的 右 端 数组 填 满 . 当 V 
循环 往 细 网 方向 上 升 时 ,右边 数组 不 变 . 和 但 在 每 层 网 格 上 又 进行 检 弛 , 重 写 该 层 的 
解数 组 段 ,同时 把 前 一 层 粗 网 上 的 解数 组 段 冲 成 零 ,目前 是 为 执行 男 一 个 循环 提 


аа. 
二 维 问题 的 数据 结构 和 一 维 类 伏 , 仅 仅 每 层 网 格 上 的 数据 段 册 一 维 情况 长 些 . 
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v 数组 f ŽEH 
初始 化 


在 Л F tsb 


在 Ra LER 


dh h 


在 Qa LAR 215га] 


BÀ 


Y . 
在 fs, 上 求解 ГГ jJ [kllk] s] 


在 Da 上 修正 和 松弛 х[«+[ «| = | 
在 2 上 禾 正 和 松弛 fxzTz[xzT < | 


ФЕ 0, FEE E ЖИЛЕ 


[ x+ | 表示 不 变 的 数据 
[ ° jary 


图 6-1 


62 ff № Ж 


考虑 4 维 n 层 网 格 , 每 层 网 点 为 M,N -P AREI o M УКЕН. {РШ 
Му = 2А + 20№/2) + 6 + 2 (N 7288 
= 2N(1 + 2-4 0 2724 y... A 274), 
当 = ТЕ, М, < 22mw), 不 足 2 倍 组 网 存储 基 . 


H d = 2H], M; < (ом) A 4/3 НТН. 


当 d = 3 时 ,Ms < EOM) 不 足 вит аан. 
因此 ,多 重 网 格 法 的 存储 量 随 问题 维 数 的 增加 而 相对 地 下 降 . 
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63 И Ж в 


记 WU work unit) 为 工作 单位 , 即 一 个 WU 为 组 网 上 执行 一 次 松弛 所 霸 的 算术 
ЖИШ. о = w = 1 的 一 个 Y 循 环 多 重 网 格 法 的 工作 其 为 


W. = IWUN + 276 62724 е 6 28) < 20400, 
WA 
8 16 
W, < 4WU， W, < Šwu, w, < 100. 
| 2 3 3 7 
т = n = 1 的 一 个 FMY 多 重 网 格 法 的 工作 量 为 


2WU _ _ _ 2 
мул = mi + 274 + 2724 + 二 2 时) < (I 2-4y2 WU, 


( 
mA 
Fwi < 3WU， му < Lyu, Fima < Эчей. 


р арР, 是 一 个 常数 ,e Biha УЖУН „ИЙЕ h < 
CeA(2WM)) ?条件 下 ( 见 [51) ,多 重 网 格 法 收 雍 到 截断 误差 级 所 需 的 运算 量 为 
V 循环 多 重 网 格 法 的 总 运算 量 为 O(N logN)， 
FMV 多 重 网 格 法 的 总 运算 量 为 OM), 
这 比 求解 线性 代数 方程 组 的 直接 方法 的 计算 速度 还 要 快 . 


64 数值 实例 


为 了 说 明 多 重 网 格 方 法 的 计算 效率 ,用 以 下 的 泊 松 方程 边 值 问 题 为 例 : 
-au=-2 б<х<1,0<ус<1, 
e{0,y) = y(1 - y), 
utl,y) = у(1- у). 
к{х,0) = sii - x), 
н{х,1) = x(1 一 х}. 
xá h = 1/2564, НС, ВИС БЕ (SORIE), Р ime д, УВЕ САТИ 
法 ) 和 ЕМС 多重 网 格 法 在 IBM/370-158 上 进行 计算 ,计算 结果 列 于 表 6-1. 
表 6-1 


а, – ZA i 
RE. А 
SOR -~-~ _ _  _ 
_ 0.5 x 107? 


0.2 x 10-“ 


12 
13 
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引 A 


区 域 分 解 方法 是 求解 大 规模 科学 技术 和 工程 同 题 的 -- 种 新 型 算法 . 随 着 并 行 
主 算 机 的 飞速 发 展 , 它 已 受到 计算 数学 专家 和 工程 技术 人 员 的 商 度 重视 . 与 传统 的 
计算 方法 相 比 ,区 域 分 解 方法 的 优点 集中 表现 在 : 

(1) 把 大 问题 化 成 小 问题 ,缩小 计算 规模 ， 

{2) 把 不 规则 区 域 上 的 问题 化 成 规则 区 域 上 的 问题 求解 ， 

(3) 把 复杂 模型 化 为 简单 模型 计算 . 

(4) 算法 是 高 度 并 行 的 , 邯 计算 的 主要 步 又 可 在 各 于 域 上 独立 进行 . 

尽管 区 域 分 解 方 法 的 提出 距 今 仅 有 加 年 , 它 现 在 仍 处 在 研究 、 发 展 阶段 (每 年 
召开 一 次 国际 学 术 会 议 ) ,个 这 种 方法 已 被 应 用 于 石油 勘探 、 飞 机 设计 等 许多 实际 
问题 的 数值 模拟 中 ,并 且 其 应 用 范 转 在 迅速 扩大 . 为 此 , 邯 实 掌握 这 种 计算 方法 的 
原理 对 即将 跨 人 21 世纪 的 科技 工作 者 是 非常 必要 的 . 

本 篇 对 区 域 分 解 方法 的 基本 思想 .实用 算法 和 主要 结果 作 些 介绍 . 为 简化 符 
„ж Н ЖЕ ERE. 由 于 国内 外 介绍 区 域 分 解 方 法 的 著作 还 很 少 ,所 以 本 篇 
有 些 材料 取 自 发 表 的 论文 . 


1 预备 知识 
本 章 短 出 后 面 几 章 中 需 用 到 的 甘 本 概念 和 不 等 式 . 
1.1 与 迭代 法 有 关 的 概念 


考点 线性 代数 方程 组 
Ах = В ` ( 1- I) 
其 中 4 Èn RE, b Ps п EARR. E 4 是 对 称 .正定 的 ， 
当 АРД п 很 大 时 ,直接 求 解 方 程 (1.1) 非常 困难 ,而 代 之 以 选 代 方 法 求解 . 
最 简单 的 一 种 迭代 方法 是 里 查 德 麻 (Richardson} 选 代 ， 
KEI ШЕЖЕ 
给 定 初 值 ro IH i = 0,1,… 执行 
X, = Хр+т(Ё- Ах), (1-2) 
АФ т > ОЙУМ. 
МА ff, [ЖӘНЕ А 的 最 小 特征 信和 最 大 特征 值 .以 | .上 表 向 量 的 网 氏 
范 数 .下 列 结果 是 车 本 的 : 
命题 1 当 0 < r < 2 时 ,算法 1-1 Я, H 
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lx- +] о - xl, 
ЖФ o = mashi - mm - 1} < II 特别 , 当 r = 2/(A + 1) 时 , 收 伍 得 最 快 . 此 
时 ,po = (A. - Ar) (A, + Aí) 达到 最 小 ， 

ЖУТ ЖАА, 为 矩阵 A 的 条 件数 , 记 作 lA) emdi A). 

该 定义 只 适合 于 对 称 .正定 矩阵 ,对 一 般 可 道 矩 阵 ,条 件数 的 定 立 可 参见 文献 
[20]. 
易 知 , 当 к( А) 较 小 时 ,最 优 的 оо 也 较 小 ;反之 , 当 wt 及 ) ЕКЕ, 8 mm 一 1， 
HA 1-1 06 44846. 通常 的 解决 办 法 是 :构造 一 适当 的 e 阶 对 称 正定 矩阵 B, 
НТИ ЕКОЕ Б (1-1) 式 同 解 的 方程 

B-iAr = BHR. {1-3) 
ВО (1.2) ARZ FFR: 
X. = x, + rB-!(5 - Ax;). (1-4) 
B FHA НЕЁ. 

定 久 2 若 吕 满足 下 列 两 个 条 件 ; 

°к(В-!Ау а к(А); 

rB i Ас! 容易 求 得 ， 

则 称 预 条 件 子 B 是 有 效 的 .此 时 ,8-1 可 认为 是 А 的 近似 逆 . 

若 构造 了 4 的 有 效 预 条 件 子 召 , 则 对 适当 选取 的 r {СО (1-4) 武 收 敲 得 较 快 . 
ІН Д ВАТЕ ВЕ В-!А 的 最 大 .最 小 特征 值 . 故 这 样 的 сг 未 必 能 取 到 . 

以 下 介绍 共 辆 梯度 法 (简称 CG TE) 它 不 仅 不 需要 和 矩阵 特征 值 的 估计 ,而 且 是 
а ВО НЕ. 

算法 2 HEBREE 

步 1 ЖАЛАН xo HIE лу = b - Axo fl po = B `''r,. 

步 2 对 上 = 1,2.…, 执 行 

т = Сре) САР Th 
Xk = Хур + ТИ, Pr = Ра + ОАР. 
B. = ра. P S Pri Prie Гу = B + Ву, 
Же, +) 表 向 让 的 欧 氏 内 积 . 
该 算法 的 收 就 性 结果 也 是 熟知 的 (参见 文献 [20]). 
命题 2 ”对 共 罗 梯 度 法 (算法 2) ,有 
k 
|x - х1, < (4А) —=1) lxo- x la. 
其 中 上 | = CA...) 为 4 生成 的 范 数 ， 

由 此 可 知 ,CG 法 的 收效 速度 同样 依 琅 于 害 阵 А 的 条 件数 «(4). 当 wt4) 很 大 
时 , 收 残 得 很 悍 , 只 能 用 CG 法 求解 同 解 的 方程 (1-3), 这 种 方法 称 为 预 条 忻 共 轧 梯 
度 法 ,简称 РСС 法 .自然 ,PCG 法 是 可 有 效 也 取决 于 预 条 忻 В 的 有 效 性 . 

Wit B'A 的 条 件数 ,通常 条 用 内 积 (4 +, >. 

命题 3 车 存 在 数 of > 0, 使 对 任意 a Ях 


1 预备 知识 ‚ 299. 
alx Ax) < (RlAy, Ax) < Pix, Ax), (1-5) 
Д iBA) = pra. 

EE 4 通常 来 源 于 某 一 离散 问题 ,因此 它 与 离散 参数 有 关 .下列 概念 将 经 党 
FR. 

ЖУЗ RA A, 是 对 应 于 同一 离散 问题 的 两 个 n MAREE. 车 存在 
与 离散 参数 无 关 的 常数 c 和 CC, 使 对 任意 л ГЕ х 有 

站 (1-6) 
则 称 А, 与 A. 谱 等 价 , 记 作 A. - A. 

设 了 是 某 一 有 限 维 线 性 空间 ,其 内 积 为 ({', '). 设 4:f 一 Y 是 对 称 .正定 算 子 ， 
如 R EH А 诱导 的 双 线 性 型 ВП al...) = (А +, .|p 表 
дч УНУ 659,10 0, = (App) = alpo). 

EX 4 将 以 a 为 元 素 的 矩阵 称 为 4( 或 ale, -)) 的 刚度 和 矩阵. 

以 上 所 有 算法 .概念 和 结果 都 可 换 成 算 子 形式 .命题 3 还 常 以 双 线 性 型 的 形式 
出 现 , 此 时 (1-5) 式 应 换 成 

оа(т,0) «с bilvv) = Bace,6), РЄ V. 


12 REHAR EER KIEN 


设 吕 是 一 有 界 平面 区 域 ,3 ERR KAREAR. АЗУ pE [1, + =) НЕ 
HER k, 空间 PD НСО) 和 Єр (ОП) 按 遂 常 的 方式 定义 (参见 文献 [20]). 
НКП) ELA CF (ПП) PARRA НСО) ВЕ РИО. 

对 > сай, хе Ў == a] 


Hi(E) = lp E (5) П ф11 у <+ ®|, 


其 中 
1 _ (ф(х) - eO). 
i p lis = |]. xyi dsl <)ds( y). 
定义 范 数 
ей ОФ, + ФП 202. (1-7) 


HEr lo „Жж > кй? ап КУО W F s). РЕР У W sx 
是 为 了 使 后 面 出 现 的 常数 C 与 d Ж. 


м HIC) 表 HiO) 的 对 偶 空间 ,其 范 数 定义 为 


ТЕТ 
е2 = эр Tolis а=. (1-8) 


Фен? (E) 
1 
It N RAE EXER H2 (E) 加 下 ;以 gg 表 9 的 等 扩 张 , 令 


1 ~ 1 
H2(E) = |р € POM) 1 suppp с E, ф Є WOO). 
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定义 相应 的 范 数 为 
Ге о = ТСЕ) + а 802, (1-9) 
其 中 
21 _ 2 2 
(ө = ||, абадан) + |, Sana. 
ЖАНАЛИ ЖИ К. 
(1) EME (Poincare) ЖЖ: МЕ в € НП), 9 
dliluion g CO u По + dl Ж 2, (1-10) 


其 中 常数 C за АСЕ, | 4 ha = (] Vu aoa. 
(2) 弗 里 德里 希 斯 (Fredrichs) 不 等 式 : 对 任何 u € н\п), 
de уа) logas Cl ulio (1-11) 


其 中 y(u) E u EN LAPIE Ул С и) ,或 是 wu 在 [oC IAC To1= measl Гу) > 
0) 上 的 积分 平均 yr (и), BB 


Yole) = — rde. yi (u) = ТИЛ, uds. 
(3) 内 插 不 等 式 ; 对 任何 o € Ho), ж 
[ella < Cdi {фі об Фіз + d"! | oll 2 за). (1-12) 
(4) = ЖЗ: Е a € H(A), 90:00320 ]) 
Пы ог = Се Па оо+ е1 sho) < Є (0,1). (1-13) 
(5) ARFA HE a € Hn) A 


上 
(«йн Са ifo + dma | lya Сів hia (1-14) 


1.3 ”有 限 元 空间 及 性 质 


设 T= jel 是 六 的 拟 一 致 .正规 三 角形 或 四 边 形 前 分 ,直径 为 产 .定义 
V, = lv СА), 1, Є Ple) ye ET, 
其 中 Р,(е) 表 е LOREREN EIE. 
以 "~” 表 范 数 等 价 , M RO БЕРОЕ MEA » E ,有 
{оа = А 2 уе (а), 
т. АЛ 


Isla 2) 2; l) - (х0), 
«Є 


T чеп М, 
í (elx) - w(x;))' 
ols 2 
2 有 і Xi x; l 
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土 述 式 子 的 右 端 项 就 是 通常 的 商 艇 范 数 . 
下 列 结 果 的 证 明 见 文献 [8]. 
例题 4 eE 015, WE 


1 
Гео е.в С(1 + ое) telte (1-15) 
下 列 结 果 可 在 文献 [2],[ 加 ] 或 132] 中 找到 . 
1 
命题 5 Вос V, ba B e€ Н2(Е). Н 
4 
бейле Те, < Св iel (1-16) 
ERTER 
а{и,ь) = |, V u V dx + 1] е, vso E Н'(П), 
其 中 了 Be 站 是 .一 实数 . 


定义 5 рє OAE u ln = p HME 
alu,s) = 0, Ve € (0), 

则 称 и 是 2 在 站 上 的 e ЕШ. 1, 34 2 = 0 时 , 称 4 是 yp 在 从 上 的 调和 扩张 
йй. 

定义 6 R o E V, lant u, lon = 9. НЕ 

alm) = 0, Ya V, | HOO), 

则 称 ú, Же, 在 如 上 的 = 离散 扩张 函数 .特别 , 当 ?= ОШ. ú Reo, 在 从 上 的 离 
КЫШЫ КӨ. 

命题 6 * u Re, (€ V, 150) ТЕП ЕЈС 9 BI 


llulla = C! @ 11 од (1-17) 
2- 


2 非 重 登 区 域 分 解法 


顾名思义 , 非 重 村 区 域 分 解 就 是 将 求解 区 域 分 解 成 信 下 个 互 不 重要 的 了 了 区域 ， 
其 思想 类 似 于 工程 中 的 "于 结构 法 ,最初 称 为 “ 容 度 答 泗 方法 ”, 早 期 文章 见 文献 
[6] ,[7] 和 [26]. 


2.1 ”两 子 域 情形 


为 叙述 方便 , 考 卉 简单 模型 ， 
ws па}. (2-1) 
u = 0, ДЕ ӘЙ L. 
其 中 t с R° ДЕШ ФУ ЖИ BJ 6ТЕ ААУ УРАК, ЖЕ y > ОРС 1200). 
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将 (2 HREN =MU U h, 2 门 7, = Awr = 20 П 20,. Е H Є HL) 
表 模 型 (2- 1) 的 弱 解 , 令 = ú la (k = 12, 则 上 满足 方程 
лч + ma = f, EMA, 
w 在 30 n an, E (2-2) 
及 界面 条 件 
此 | | г = H> Ir, (2-3) 
дщ _ _ 2 - 
Элу] P дп, | p (2-4) 


其 中 n, 290, 的 外 法 向 向 量 . 


条 件 (2-3) 表明 ,可 由 g = mir- 由 由 定义 唯一 的 pE R? (T). Ripe, 
则 u, 可 通过 并 行 求解 狄 利 克 雷 (Dirichlen 问题 
- Аш + Tik = f. EnA, 
fa = 0, 在 30 naa, E, (2-5) 
u, = Ф. 在 三 上 
得 到 (上 = 1,2). 但 实际 上 并 不 预先 知道 p. 
为 确定 9, 记 上 = (由 ;并 定 儿 斯 德 罗 夫 - Æ {Steklov-Poincaré) HF 


Sa H? (T) -> НГ) 为 
5 = - Pee * k = 1,2, 
其 中 eip. 0) 即 为 TE Q, 内 的 标准 扩张 函数 (方程 (2-5) IR f = 0 时 的 解 ). 
H ы = щ(ф,0) + щ(0,/),а4Щ ЖЇР (2-4) 得 关于 о 的 界面 方程 
(S + S)e = g, (2-6) 


其 中 5 = - [990.0 , A) ,可 预先 (并 行 ) Ж. 


定理 1 界面 算 子 5 = S +S 是 对 称 、 正 定 的 ,从 而 方程 (2-6) 在 НР) 上 
唯一 可 解 . 

以 上 定理 的 证 明 是 直接 的 (参见 文献 [20]). 

显然 ,方程 (2-6) 的 解析 解 无 法 求 得 , 下面 给 出 其 离散 形式 . 

将 0, f m, 分 别 作 标准 的 三 角形 单元 剖 分 (直径 为 h) ,使 其 在 厂 上 的 网 格 结 


点 重合 .显然 ,它们 的 全 体 构成 号 的 有 限 元 剂 分 .以 V, c ССО) 表 相应 的 分 片 线性 
元 空间 ,方程 (2-1) 的 有 限 元 通 近 ú € 满足 
У alun) = Sra), УъЄ Й, (2-7) 
RPC, OBALNE Р, 
tit b+) = |, V o V dx + 中 vod， vw C AHOY. 
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对 V, KARRAR, U х,( = 1,2,3) 分别 表 示 ш, XY T Q, dA A Г Ж} 
风量 .以 Ka 、Kw 和 EK 分别 表 示 由 A 内 部 的 .22 内 部 的 和 下 上 的 结 点 基 画 数 得 
到 的 刚度 短 阵 . 划 (2-7) 可 写成 
fi 
4| (2-8) 


Ку 0 К Ж 
Ф Ke Kx X> | = 
Kh Kh Къ [123 fs 


将 内 部 变量 x . x, 消去 ,方程 (2-8) 约 化 为 关于 x, 的 线性 方程 
КЕ = b. (2-9) 


其 中 
S, = Ky - КЫК Ko 一 Kh K> Ко. 
b = j- КЪК, - КЪК f,. 


方程 (2-9) 就 是 界面 方程 (2-6) 的 代数 形式 , 品 恰 为 S 的 刚度 矩阵 .通常 将 S, 
Н Б ВЕ (Schur complement matrix). 

直接 解 方程 (2-9) FERRA, Е 

SE = К - KRKI Ko, 

其 中 КО Ж Кур] л РП, УСШ АЕ 0, EP). SD 恰 为 名 的 刚度 矩阵 ， 

以 SP {ЕЭ S, 的 预 条 件 子 ,用 里 查 德 森 选 代 求 解 方程 (2-9). 

算法 1 取 定 初始 向 量 zj) , 若 已 求 得 дО , 则 按 下 列 公 式 计算 wis); 

人 (2-10) 

其 中 0 < а < 1 为 松弛 因子 . 

下 列 结 果 是 基本 的 {参见 文献 [20]). 

定理 2 {МР (5\7) 15, 的 条 件数 与 网 格 参数 关 无 关 , 即 其 上 界 是 一 党 
数 ， 

该 定理 表明 ,对 适当 选取 的 松弛 因子 站 ,算法 2-1 收 妆 得 较 快 ， 

为 避免 精确 求解 K 和 K> ,通常 采用 另 一 种 与 12- 10) 式 等 价 的 选 代 方 法 . 记 


d, = 11.16 Йіс H); 
М = lela 19 € Pi, i= 1,2; 
Wi = ИПАК), i= 1,2. 
算法 ЕВО МЕЕ 
ЖЪН Ф) Є Ф,. ECRI ph ДИЕ ТРУНИ сз: 
步 1 在 D АВОН R ар € 内, 使 
a (uË з) = [ „лаз, Уз C ў, 
在 上. 


n n 
th = Phs 
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#2 10, БАН (Neumann) 问题 : 求 uh € 成 ,使 


дщ,” 
собик.) = J as 7 үз Є . 


步 3 + = бш 1г + (1 8.)ф1,0 < 0, < 1. 

显 热 , 在 求 得 у! 的 同时 ,也 已 求 得 了 a 的 近似 ua (k = 1,2). 

下 述 结 果 徇 证 明 可 在 文献 [20] 中 找到 . 

定理 3 算法 2 与 算法 1 相互 等 价 . 

注 2.1; 由 上 章 人 靖 题 1 知 , 松 弛 因子 久 的 选取 对 算法 1( 或 算法 27 的 收敛 速度 影 
啊 甚 大 .内 少数 特 跌 问题 外 ,(S 委 ) 18 的 最 小 .最 大 特征 值 雁 以 精确 估计 , 旋 难 以 
直接 选 到 好 的 0, 一 种 变动 方式 是 ,将 其 与 最 小 余 基 法 结合 曰 来 选取 8,( PE W, ЖШ 
[20}). 

52.2: 从 "将 大 化 小 ” 角度 看 ,分 威 两 个 子 区 域 显然 是 不 够 的 .但 对 某 些 实际 
问题 ,如 有 限 元 与 边界 元 相 耦 台 的 问题 , 它 可 起 到 “化 复杂 为 简单 ”的 作用 (参见 文 
献 [33]). 


22 ”才子 域 情形 


在 工程 应 用 中 ,通常 是 将 求解 区 域 分 解 成 多 个 子 区 域 . 本 节 仍 考虑 模型 方程 
(2.1). 

HREN TERRA = ÚG, as; 

1° =E = j Í, (2. 门 0, = 25; 

2 40, SAHR Г аз, ДЕП, ЖИП, -RA pu. i Г =s U ГГ 
称 为 界面 ; 

PEELE RYT 为 a, MEERN 上 和 Со, n. bit (tT) 一 个 直径 
3 codt Cod) HA AA). 

为 突出 其 基本 思想 , 仍 先 讨论 连续 问题 . 

方程 (2-1) WBE = € НСП) 满足 


Dou) = (7,0), у» € НИМО), (2-11) 


Epal, 接 上 和 节 的 方式 定义 . 
Аш = u 1a., 则 方程 (2-11) 等 份 于 联 立 方程 组 


af u, U) = | ñas, Yre Ha), k = l;e N, 

站 
щ = 0, 在 39 Г ən, 上， (2.12) 
H; = н, ED Б <; 


Ən, "дп 在 p; E, 


上 
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其 中 m E 00, KNER. 


定义 FE Н?Г) e r, = m ln, = y ln, Е ЗЕЯ НАЕ F ç I 
界面 方程 


Ж 
(>89) = z, (2-13) 
k=] 


其 中 2, ERREF R- ЕЕЕ 5,: Н?Ї (Г) 一 "ICON 定义 为 


Әщ(ф,.0) 
бир = Әп, 


йү 
“uÜ, 
о g=- уы Р ад 
ШЇ ш 2.0) P: o ER, AHI a, TERR, ш (0, D ЕГ (2-12) REAR. 
同 两 子 域 情形 ,可 证 明 ( 和 参见 文献 [31]) 
定理 4 MH = 7&% 在 奔 (F) 上 对 称 ,正定 .从 而 方 硬 (2-13) 唯一 可 
解 . 
通常 将 o 称 作 界面 变量 .假定 ПО 是 多 角形 区 域 , 将 Á; 作 直 径 为 上 的 拟 一 致 、 
正规 三 角形 或 四 边 形 剂 分 ,使 П, 与 ERSAN 上 的 结 点 重合 ,单元 集 记 作 
Ti. 显 热 ,它们 的 全 体 { 连 局 Q. 的 顶点 ) 构成 GO 的 前 分 . 
定义 1 初始 剂 分 的 结 点 , 即 所 有 Q, 的 项 点 (在 总 内 ), 称 为 内 变 点 . 
У P (e) 表单 元 e 上 的 线性 或 双 线 性 函数 的 全 体 . 令 | 
М = jols E СП), о on = Ü, |, € P (е), Ve € ТА, 
Pi = els € И, е lan, = 0}, 
t, = deio E С(12), 0 Га, с.а. 
方程 (2- 1) 的 有 限 元 逼近 ú C V, 满足 


ЎУабщ,њ) = (уь). Vs € И. (2-14) 
由 于 内 交点 联系 着 多 个 子 区 域 , 故 不 便 按 上 节 的 方式 导出 方程 (2.13) 的 离散 


形式 . 
ны = us Io ,方程 (2-14) 等 价 于 联 立 方程 组 
аб = | ax. үз Є Vik = L, N, 
Е 


им. = 0, EIO П ӘП. 
Шы = Цу 在 上 i<j. 


D th ETTE 
| Jn ads +j. Fn iads = Ü, LA € Wh, 


š s 


(2-15) 
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EL Ta: H'AR) — HON) 表 通 常 的 迹 算 子 , 令 
VR) = 二 1 存在 s C h g= T æl. 
定义 
VET) = tt i 存在 » Є V(O.) ,使 Фф = v г 
及 界面 空间 
КГ} с {1 Є СГ), g {в Є Иг. 
定义 离散 а, PIKAT Т, l; VOR) 一 ИШЕ: 
Геке) -0, yv V, 
Тиф = Qj» 190; E, p E VOR). 
ЖХ ,上 的 离散 算 子 SD :VG90;) (VOND 29 
‹ 92%, ó, = а(Г;'\ф. T; PKS R Pis mA EK Hh), 
Жр}, > #00, КОВ Г bW LAR. 
EX o, € ИГ), 使 p ir, = us lp = uy ir В: V( T) = anp 表 自 然 
的 限制 算 子 .由 方程 (2- 14) 和 界面 条 件 ( 离 散 形 式 )(2- 15) 11189] 加 的 界面 方程 
(和 参见 文献 [ 14] 和 [31]) 


ОУ, =- Уу, Ф Є ИГ), (2-16) 


APTAL НЕ СВАКИ Р) TIRT EARO, ) FURENT. 
按 标准 的 方式 可 证 明 下 面 的 定 更 . 
定理 5 ”离散 界面 算 子 Sy = F5491 在 V(T) 上 对 称 .正定 ,从 而 方程 (2- 16) 
唯一 可 解 ， 
现 给 出 方程 (2-16) 的 代数 形式 . 
Б Фк, Aii ЭЖЕ Й, AVOA) 中 的 结 点 基 函 数 集 , 记 
а} = al pje ph), bja = al pj Ф), cjr = alpi pi), 
j= phas g; = tin.» 
EPOC, a RA EB P AR. 
定义 矩阵 | | 
А; = [аң], B, = [bila С; = L eii js. 
和 向量 иН О 
天 = (fifo fa), g = Сав. gu)". 
以 未 表 对 应 于 算 子 的 0-1 符 号 矩阵 ,站 表 呈 在 V(T') 基 下 的 华 标 向 量 . 易 推 得 
方程 (2-16) 的 代数 形式 为 (参见 文献 [31j) 


W — — 
( >; rS.) x = b, (2-17) 
iri 
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其 中 
N 
Ši = (C. - BAB), b= DTC - BMF). 
t=1 


s = X) VSL 由 于 界面 矩阵 二 的 结构 复杂 . 而 昌 其 阶 数 -一般 较 大 , 故 


(2-17) 式 不 宜 直 接 求解 .在 构造 其 预 条 件 子 之 前 , 先 介 绍 ，' 种 奈 代 方法 ， 

从 上 - 节 可 知 ,离散 D-N 交替 法 并 不 需 建立 界面 方 种 .自然 ,希望 能 将 其 思想 
推广 到 多 子 域 情形 ,但 遗憾 的 是 ,在 程序 实现 时 难 俯 确定 何 处 取 犹 利克 雷 边 界 苯 
件 , 何 处 取 诺 伊 曼 边 界 条 件 . 为 此 ,文献 [19j 提出 并 分 析 了 另 一 类 选 代 方法 . 

算法 3 TIERA 

Iuh 


步 1 对 每 个 i, 取 定 uy € HHE n 
步 2 在 每 个 子 区 域 上 {并 行 ) 求解 第 三 类 边 值 问题 


Qi uk + CU 三 nda + 
дыт! f 
‚1 ту n- 
Sf, CE rag nd укен, 


HK = 0, EIN; П 90, 
其 中 о > 0 为 松弛 因子 . 
步 3 n: = 中 +1, 转 步 2. 
关于 其 下 化 性 ,有 下 列 结 困 { 见 文献 [19]). 
定理 6 对 任意 的 o > 0, 算 法 3 收 全 ,下 uk HERH uli = 1.2, N). 
注 2.3; 算法 3 的 收 敦 速度 与 o 的 值 密切 相关 ,而 且 - - 般 收 化 得 很 悍 .因此 , 常 
用 的 还 是 " 子 结构 ”型 方法 ( 即 须 求解 界面 方程 ). 


2.3 ”界面 预 条 件 于 的 构造 


从 上 两 节 可 看 出 , 非 重 普 区 域 分 解法 ( 除 选民 法 ) 的 任 本 思想 是 :引进 适当 的 
界面 变量 ,通过 并 行 求解 若干 子 问题 ,将 内 部 变量 消去 ,得 到 界面 变量 的 方程 .求解 
界面 方程 后 ,将 界面 变量 的 值 回 代 邑 求 得 内 部 变量 的 值 .进而 得 到 原 问 题 的 青 近 
解 .能 天 快速 地 求解 (离散 ) 界面 方程 (2-16) 或 (2-17) ,是 衡量 非 重 本 区 域 分 解法 好 
坏 的 标志 .因为 一 旦 界面 变量 和 多 已 求 出 ,内 部 变 基 u 就 本 并 行 .独立 地 求 得 .求解 
界面 方程 (2-16) 最 好 的 一 种 方法 是 预 条 件 共 酌 梯度 法 . 因此 ,界面 预 条 件 子 的 构造 
是 非 重 亚 区 域 分 解法 研究 和 应 用 中 的 核心 问题 . 当然 ,这 也 是 非常 困难 的 问题 . 

命题 1 离散 界面 算 子 S, 的 条 件数 为 

cond(S,) = Oh dD), 
该 命题 表明 cond(S,) 一 般 很 大 .因此 ,构造 S, 的 预 荣 件 子 是 必要 的 ， 
下 面 从 一 个 一 般 框 架 出 发 ,介绍 5 的 两 类 重要 预 条 件 子 .为 简化 符号 ,将 下 标 
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“А” Фи , 即 把 方程 (2-16) 写成 
Sp = g, ФЄ ИГ). (2-18) 
将 界面 空间 V( P) 分 解 为 VCP) = V. + У, ЮФУ, РЄ Vr. М P Syri Ñ, 


Г = U 站 ,其 中 Г, ГЕТЕ. V, c D) = KE) Ir EXA D: V) 
一 六 ,满足 单位 分 解 条 件 : 


> D = 1, 在 站 上 ， (2-19) 


HF p: V — v, 是 自然 的 限制 算 子 ， 1 为 上 的 单位 算 子 . 设 存在 算 子 :V4) 一 
К, ,使 对 任何 0, Є СГ), 5 Оф = ри. Ш DEV (Г) D, ELAR 
O,- 下 的 共 罗 算 子 , 它 满足 条 件 :对 yyE VA DYE V it Sp: V — V,(k = 0, 
1,…,p) 为 对 称 正定 算 于 ,以 QO,9 表 从 VDA AFER, O EZRET. 
定义 5S 的 预 条 件 子 为 


M! = 910 + (X pSr о. (2-20) 


КЖ ЖЕЙТ 18 ЖЕЕ condi M'S) 的 基本 思路 ! 证明 见 文献 [14] )， 
定理 7 车 下 列 条 件 满足 : 
le 对 任意 p E D. FENE с = qo + ,其 中 фо € V.o € ri 


(ofo: фо) + D зе, < a (Se, 92, 
r 对 任意 gy € V.(k = 0,1,…,p), 有 


Є Ури + фо), Ури + фу = a, X (Sipe PHT,» 


则 аг Ke Se) = iM бу, Sọ) = akp Sp) УФС ИГ), 
Вр соп M'S) = аат). 

2.4: 算 子 6 的 作用 仅 是 为 了 使 ryp E h AA S, ТЕ V, ETE. E И, = 
Г; ір,» 则 可 取 m = I. 

先 介绍 第 一 类 预 条 忻 子 , 它 是 文献 [2] 提出 的 { 称 为 BPS 预 条 忻 子 , 对 应 于 ?+ = 
0). 

将 工分 成 下 = Ur'y, 相 应 的 局 部 界面 空间 记 作 И, = 了 1r,( 因 此 取 r; = 1). Bš 
制 算 子 记 作 五 ,局 部 可 解 子 记 作 Sy 这 种 分 解 的 一 一 个 重要 特点 是 互 不 重 晤 ,因此 
将 内 射 D; 取 作 自 然 的 零 扩 张 算 子 下 ,就 使 单位 分 解 条 件 {(2- 19) 满足 ,此 时 ,S ТОЙ 
条 件 子 (2.20] 可 写成 

= Ş'Q + (з )0 (2-21) 


需 给 出 空间 Vo. V; 和 了 S; 的 定义 . че 
WP) = 16 1 6 € (TO, p ЖГ, WRAAE]. 
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W = 19196 I) y Ir, HAA], 
V; = pE PI) 1 AE gr € ИГ) A h € Yo tE 2 = gr- @ol, 
(Seso) = Ў (фоб) — poly) Kelo) - polnd), pogo E Vos 
HP к, 是 也 的 两 个 端点 . 
ШІ Гу) — УКГ) 表 如 下 离散 算 子 
(аф, Or, = | ve “Vds, Ypg € ИГ), 
mx S; = 12 f 
ЖЕЗ 对 预 条 件 子 M.H 
condi M; !S) < С(1 + log 2). 

i 2.5; 习惯 上 将 РКУ BJ S. 称 为 粕 可 解 子 . 它 在 扯 面 预 条 件 子 的 构 
造 中 起 关键 作用 ， 

ВРС (г), 称 3 六 = 是 3 在 下 上 的 限制 算 子 , 恕 果 

(Se, ф) = (Sp, p), YP $€ Y. 

BE 2.6: 在 М! 的 定义 中 ,车 将 S, 和 S; 分 别 取 作 S ñ: v, sü E tE v, EARI 
算 子 ,定理 2-8 仍 成 立 . 以 上 定义 的 号 和 5 ЕНА Й mitu y u Yi s 
为 简便 ,此 外 ,车 直接 定义 И, = O(P.) ,定理 ?2.8 同样 成 立 ， 

关于 мг! 的 算法 实施 可 和 参见 文献 [32] 或 下 一 节 . 


再 介绍 第 二 类 玖 条 件 子 , 它 是 文献 [21] 提出 的 (习惯 |- 称 其 为 平衡 预 条 忻 子 ， 
对 应 于 p=0). 将 了 分 成 P= W309;, 相 应 的 局 部 界面 空间 记 作 ,局 部 可 解 子 记 作 


Š ,. 预 条 件 子 可 写成 
М;! = SQ + (0, 5107) Q. (2-22) 
首先 指出 , 5, ЖЕЕ ЕЕ X S ,因为 它 不 可 道 (9 = 0):0, 也 不 能 取 自 
МИТ Е Г = |_] ә, 是 重 登 的 ,单位 分 解 条 件 (2- 19) 不 满足 . 
EX V, ЩЕ: nu 人 $0) < JOE 
И = Ió 1 # € VON), Уза (0) = 01. 
其 中 an Ср) Ж 6 EIA ERRARE AENA И, = (20) RAS: V, — V; Ж 


荆 道 的 ,其 道 记 作 St ( 称 为 广义 道 ) .定义 S57i = St. 
定义 记 数 函数 
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ҖАЙ Ө; КӨП) —= ИГ) 
1, 在 3 的 结 点 上 ， 
{о Ern taak (6 79039). 
相 子 空间 „жя 
= spani 1} IE 20, N 242 = (ИРИ ii. 

и УЖ VERR ‚+ 下 的 正 交 补 . ИР: r) 一 vo REARS., 下 的 

正 交 投 影 算 子 , 记 也 = 1- 耳 . 原 来 的 平衡 预 条 件 于 定义 为 ( 见 文献 [21] ,[32]) 
М;! = DS! + Р ( > 0,5: DSPS t. 

以 下 说 明 МЕ! аА у — ЖЕНЕ Де (2-20), $; € VON), SE X r = é, - 
Уза, Ф). D, = (1- Po)Q, , MS D;: 一 了 满足 条 件 (2-19), 且 Dr = Dah, 
Di € Viv € V). S RE S£ WW 上 的 限制 算式 . 

以 下 定理 的 证 明 见 文献 [ 14] [15]. 

定理 9 平衡 预 条 件 子 Mi' 可 写成 

М! = S'O + (2р; 8, 1р7)0, 
R£ I 
cond(M;!S) = CO + log? 1), 


Ят Mr' 的 行为 可 由 下 列 算 潜 刻 画 ( 见 文 献 [21],[32]) 
й: 4 
对 任意 g € ИГ), p = Mi'e 可 按 下 列 方式 求 得 . 


Æ 1 RHA, Ч PoE Vp 
(Spo Ф) = Ig, Po V Zo € Vo, 


ARE ro = z- So. 
步 2 ЖТЖ o, € VEG = 1. N) 
(Se, ф; 2 0.0 Oi , V h € Vi. 
步 3 ”再 解 粗 问题 ,平衡 余 量 +r =g- х5) т 


(Se, у) = (т. Фо), Y hE Fo- 


步 4 计算 和 = @ + Улва. 

Ж 2.7: КАРЕ АА ЕАН, ЖЕШ ГЕГИ ЛУ, {Н ЖЕЛЕ ЗЕ), 
实现 { 需 处 理 内 交点 ) ;第 二 类 预 条 件 子 程序 较 易 实现 , 亿 计 和 锋 量 增 大 了 (在 每 个 边 
上 需求 解 两 次 ). 


ай 
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T Tr yr Ву at Ray aE ЕЕ Ë X НЕ 57. [RI ЈА ААО Til ЯЙ 1. Ж. ЗҮ ШЛУ 28 Ж ЗЕ 
重 缀 区 域 分 解法 直接 构造 原 问题 的 预 条 件 子 . 
为 体现 非 重 谷 区 域 分 解法 的 特点 ,本 节 考 虚 稍 不 同 的 模型 


>, 0) Ән 
ww е^ ТЕ RI. 
n = б. En Е. 
其 中 m En EHAR, E al] 为 对 称 一 致 正定 矩阵 ;如 с R 是 多 边 形 区 域 ， 
按 上 一 节 的 方式 作 区 域 剖 分 ,并 沿用 有 关 记 号 . 定 久 怒 线 性 型 


АСиш,.ь) = У, ди 22 ix, uo E (0). 


ti Эх, 9х; 


方程 (2-23) 的 有 限 元 问题 是 : K ou € V,. ËB 
Au t) = (f.n), ун H {2-24} 


(2-23) 


定义 新 的 双 线 性 型 
А fuv) = > A (u,s), u,v E HNN), 
其 中 T 
Aitu, v) = af Уи Vod, wt E #ГОП,), 
而 q: Є [qoq] ЖЖЖ, дод. RORA Lala) a € п) 的 最 小 ,最 大 特征 值 . 


如 此 定义 的 А (ue) 与 A(u. 6) 谱 等 价 , 但 算法 更 易 实施 ( 详 见 [2] 或 [20]). 
对 任意 w EW, 作 正 交 分 解 w = wp + wp HEP wp l € ИЙЕ 


А {wp = Alw, y), Ve € HG = 1.2, N), 
ЇЇ wp € V, ME 


А [ma n) = 0, үт C ДИ = 1, N), 
BP юн 由 1r 在 每 个 ;上 的 离散 调和 扩张 函数 得 到 ， 
另 一 定义 粗 子 空间 
= le | € ССО), в lan = 0, 对 每 个 Г. 9 = Ir, € Pii, 


以 表 W 的 于 空间 ,其 中 的 函数 在 每 个 内 交点 处 取 零 值 .显然 ,有 直 和 分 解 
V, = + Va. 
对 应 于 此 直 和 分 解 ,有 wy = w, + wp НА! w, E У, иЄ Va 
Е P (P) = V, Ir NERU 了 y, 定 义 自 子 b: V (p) — Y СГ) 1 
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Cop pr, = Ore ppE V (Гу). 
易 知 ,b 是 对 称 、 正 定 的 . 
记 = ф+ ЕУ At，,*) 的 预 条 件 子 为 


B(w, p) = А (юр, фр) + тш эн, фе? г, + 
арб) — wle; DE- Aa, (2-25) 


ДР ау # Г, 的 两 个 顶点 . 
以 下 结果 表明 相应 预 条 件 选 代 答 阵 的 条 件数 为 0C1 + 12 所 .其 证 明 参 见 广 


献 [2] 和 [20]. 
Ж #10 ”存在 与 网 格 参 数 h ERUM a.a, E 


e (l + I) B(w, w) = А(ю,и) = а В(н, w). үш б V,. 


为 了 使 预 条 件 和 迭代 简便 ,必须 使 方程 
Biw, p) = (2,9), V óE V, 
能 快速 并 行 求解 ,文献 [2] 给 出 下 列 算 法 . 
算法 4 ВР 预 条 件 算法 
步 1 并 行 求解 子 域 土 的 犹 利 克 雷 问题 : 


А (ар, ф) = (gp) V 2 € МЕ 
得 到 wp. 
+2 并行 求解 Г, 上 的 一 维 问题 . 


T ву шк. gr, = (4,ф)- А (0,0), YPE Ё (Fr). 


得 到 we( 上 式 右 端 中 的 业已 扩张 到 P (0) L). 
ЖЗ MEANT 


2 walo) = to OCB) ф,650) 


= (2,0) - А (wpd), YPE W, 
得 到 好 在 内 交点 上 的 函数 值 ， 
步 4 E we а, ЕГ, БАЕО КРЕ ЕРК ГН СЕТО Е а 
Чр 


Ао) = 0, үфЄ ЎЗ, (i = l. А) 
шц = jog + W Er L ' ' 
+5 “a= up + ton 


注 2.8: 定义 算 子 的 目的 在 于 ， 当 对 实施 等 距 剖 分 时 , 步 2 可 快速 求解 ( 详 
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见 文 献 f2] 和 [203)， 

注 2.9: 把 内 交点 处 的 值 单独 考虑 ,求解 粗 网 格 方程 是 椒 质 的 ,否则 定理 2-10 
不 成 立 , 这 正 是 多 子 域 情形 的 复杂 之 处 . 

注 2.19， 众所周知 , 原 刚 度 和 矩阵 ( 叶 4(:,*) 对 应 的 刚度 矩阵 ) 的 条 件数 为 
O(h 2), 此 外 ,算法 2-5 中 的 每 个 子 问题 都 较 小 , 旦 具 高 度 的 并 行 性 .因此 , 预 条 件 
FBO, +) 是 非常 有 效 的 . 

Њ 2.11: 当 方 程 (2-23) 的 系数 а(х) ERE 卢 上 间断 (比如 说 是 分 片 常数 ) 
时 ,本 节 结 果 { 和 上 节 结 果 ) 台 不 受 影响 ,这 是 非 重 全 区域 分 解法 的 优 鳞 . 

注 2.12: AAI (2-25) 与 上 节 介 绍 的 BPS 预 条 件 了 林 质 上 是 相同 的 ,其 莽 
畔 在 于 ,前 者 不 需 建立 界 商 方程 ;而 后 者 不 需 得 到 AO, 0 对 应 的 整个 刚度 拭 阵 . 


2.5 TERMAT E 


非 协 调 区 域 分 解 包 括 两 种 类 型 : 非 苏 调 元 的 区 域 分 解 和 非 匹 配 网 格 区 域 分 
解 . 

先 考虑 第 -一 种 类 型 .尽管 有 各 种 不 同 的 非 协调 元 ,但 从 区 域 分 解 角 度 春 ,其 思 
想 是 -- 样 的 ,这 里 仅 以 莫 勒 元 (Morley element 7 ЈГ 2 (10, УА 28]). 

考 虐 重 调和 方程 

Аы = f. ЖО р, 
р = ди = 0, ЖОП Е, (2-26) 

其 中 2 БЕК Еа Јр о, РТ РЧ. 

JE ХХН 


аби, 2) = >| очарова. uo E FJ, 
{#117 


则 方程 人 2- 26) HAERE R a € НЕС), 
а(и„ъ) = (fo), ұъЄ НСО). (2-27) 

& 2.215 aC IEdE 5 ЖКХ I yk ОЕ О, EEN h ЈАЈЕ 
AH RWM -- 3 ЛЕА) ЕЕ ТУА С ВЕ А НА | P T б. 它们 的 全 体 
构成 整个 0 上 的 三 角 剖 分 ,单元 集 记 作 T. 

U v, REMEE, Вр V. 中 的 末 数 在 每 个 单元 e < 上 为 完全 的 二 次 多 项 
式 , 其 6 个 参数 由 3 个 顶点 处 的 函数 值 和 3 边 中 点 处 的 外 法 向 导数 值 决 定 . V, 中 的 
函数 小 过 单元 边 时 不 保持 连续 性 {在 顶点 处 连续 ), 故 包工 (CD). 以 访 宕 WW 的 于 
空间 ,其 元 素 在 30 上 的 参数 值 为 零 . 

(2-27) 武 的 有 限 元 离散 问题 是 : 求 a € ,使 

Gal im th) = О), үз € Va. (2-28) 
其 中 
Gal u, ts) = >=>] DuDvdx, u.s € V, 


rS Туе! = 
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按 本 章 前 几 节 的 方式 定义 п, 上 的 局 部 莫 勒 元 空间 И, AG = 1,5%). 
定义 局 部 双 线 性 型 


А 一 一 
aktu,s) = 


| Берд, н.» E И. 


ENAR el = 

对 任意 e € А, НЯ v= wp + юн, EF иэ, € Й Ф Й фф ЙА. 

满足 
aopyb = аб), Yre W(i = lee, N), 
мн Є У, 
aku s) = 0, Vv 6 Wii = 1, N). 
定义 与 ў, 相关 的 协调 元 空间 
W, = los € CON) 161, € P,(e),Ve € Tr = 0, = 0 在 30 上 | 

和 相应 的 协调 插值 算 子 Ep: V, — 本 (定义 详 见 [23]). 51. - 节 类 似 地 ,进一步 将 
wn ЭЁ wy = шу + w. iO s = Ee( 对 bE 0). 

定义 male +) 的 预 条 件 子 bhie, +) 如 下 : 

BC, p) = абор, фр) + DIETE t CRT ERTE OAA + 


дысын) 一 wkn) 一 Das, (о, ) (а; _ 2;)) . 


(hivi) - Pin) 一 Dó, (а) (о; 一 s ))d 2 + 
(Ds,(s) - Dwy) K Dpi) — Dó,(6))1, 
HF о.о; ЖГ, 的 两 个 端点 ;内 积 <, > Tp 定义 为 
Сф.) нф = |}, (00 = oN = AO asl ds(y) + 
| pa — + 1—} 4), g. Є rü). 
r, x-yl lx-%l ў 


841281189) y РЈ. 
定理 11 存在 两 个 正 数 Q B 使 得 


аб (1,00) = ali.) = iww), Yeg Ёл, 


而 数 e .8 Вла = CO + log 2). 


文献 [28] 讨论 了 该 预 条 件 子 的 算法 实现 ， 

关于 二 阶 方程 非 协调 元 的 非 重 登 区 城 分 解 算法 可 参见 文献 [ 13]. 

以 下 考虑 第 二 种 类 型 . 在 前 面 的 讨论 中 ,都 要 求 两 个 四邻 子 区 域 (1, ЯШ ПО, 在 公 
йг, 上 的 结 点 重合 ,此 时 称 阅 格 是 匹配 的 .但 在 某 些 情 况 下 ,这 个 要 求 是 无 法 满 
ERI. 

定义 2 车 两 个 相 邻 子 域 在 其 公共 边 上 的 结 点 不 重合 , 则 称 网 格 是 非 匹配 网 
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格 . 
与 匹配 网 格 情形 不 同 的 是 ,此 时 不 要 求 每 个 于 区 域 上 的 网 格 直 径 相 网 . 1 А, 
РЕЛЙ); 上 的 网 格 直 径 , 单 元 集 记 作 Tu. l h = тахА,. É Ж 
Va, = je lv E Clih), е lg = 0,21. € Pale), ye E r^t, 
其 中 P, Се) Ж e Lim КУ. 
以 Ta: (C0,) — н (әп) 表 通 常 的 迹 算 子 .定义 
Va СӘ) 三 a | ë = Тә, € ЖЕ 
为 叙述 方便 ,将 Н? (Г) 中 函数 的 定义 域 延 拓 到 30 上 .其 值 规定 为 零 . 设 KD) 
是 НС Г) 的 有 限 维 子 空间 , 记 VOA) = V) loa. 
BE Ed T. Qu КООП) 一 y, (20,) 满足 ;在 顶点 处 Qp: = Ф, HE 
| Фр: — g [| tan ~ 0, 3⁄4 h — ORT. 
定义 
k, = ра | t э тоф la, = 内 ,存在 ф Є иг) і Г; lan = QL pl, 
EP LMD = VON) 表 自 然 的 限制 算 子 ， 
Dalm) = 20а Үш C Wh, (2-29) 
其 中 | 
alun} = | А" + Авйх + "| очах, uv E H'A), 


(f.s)a, = | az, РЄ #0). 


对 Pi Є ACES ‚Р Ту, Є Va, Rop ТЕ; „Ҥй н о; 扩张 函数 . 
定义 离散 斯 德 罗 去 - EMRET S: (ОП) — KOO) 为 
(Spn 6) = (710,100), p € (200. Yy € VON), 
其 中 <-,-> Ən (sk py 上 的 LAR. 
定义 pE ИГ), (18 Qip = Taa ‚ДР ищ, = u lal = 1, N). 
Ш(2-29) 式 和 S, 的 定 尽 可 推 得 基于 9 的 界面 方程 为 :参见 文献 [141 和 [31]): 


(> СГ, =~ DEAT, e€ КГ), (2-30) 
ЖФ QI: Va OR) 一 VOR) 表 Q; HERAT: E A T: 的 意义 同 第 2 市 . 
注 2.13: 由 于 网 格 是 非 匹 配 的 , 故 不 能 要 求 V. (000) = VON), AETA 


引进 算 子 Q, = 工 易 知 ,此 时 有 v, z НОП). ШОЛ 1 ЛЕВИЙ). 
由 界面 空间 УС Г) 的 不 同 构 造 方式 ,0 的 不 同 取 法 ,就 得 到 不同 的 区 域 分 解 算 
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法 . 较 重要 的 有 两 种 : 

第 一 种 方法 ”简化 杂交 法 ( 见 广 献 [171). 

将 Г, 作 步 长 为 在 的 拟 一 致 剖 分 ,使 О; 的 顶点 成 为 分 点 ,定义 界面 空间 

ИГ) = el e€ Cr), рТ Г, EERE n KERR], 
并 将 Q, 取 作 通常 的 结 点 播 值 算 子 . 

文献 [17] 在 条 件 limh/# = ОЖ m; < an 下 证 明了 相 席 下 限 元 解 吕 的 存在 唯 -- 
性 ,并 给 出 了 误差 逢 计 . 

第 二 种 方法 Wmi Morar element) 法 (网 文献 [1]). 

设想 每 个 г, 有 两 制 {不 同 侧 有 不 同 的 网 格 点 ) ,任意 取 定 第 大 条 边 { 按 某 种 方 
式 编导 ) 的 -- 侧 , 记 作 ,它们 满足 у, = 工 .将 y, 称 为 粘 接 (mortar) 0, M7 -— d 


称 为 非 粘 接 边 , 记 作 六 ,定义 界面 空间 
Kr) = lele € C(T),e 1, € Waly IEA ki. 


DA 7, (90,) 3 v, (20,) 的 余 维 数 等 于 顶点 个 数 的 子 空 间 , 将 Q, 取 作 从 


VONDA Ў, (Ən) 的 己 正 交 投影 算 子 ， 
文献 [ 日 证 明了 相应 有 限 元 解 wm 的 存在 唯一 性 ,并 得 到 了 最 优 的 误差 估计 . 
这 两 种 方法 的 界面 预 条 件 子 构造 与 匹配 网 插 的 情形 相 亿 (参见 第 3 节 和 文献 


[15]) ,但 对 简化 杂交 法 , 预 条 什 界面 矩阵 的 条 付 数 为 00 + 2 5). 


注 2.14: 易 知 ,界面 方程 (2- 裕 ) 本 质 上 已 包括 了 匹配 网 格 的 情形 (最 ҮГӘ) 
= WV (9) ЖОО, = Р). 

# 2.15: 在 本 章 的 前 几 节 ,都 是 将 界面 变量 取 作 内 部 变 荆 在 界面 上 的 迹 { 或 迹 
的 逼近 ). 这 类 区 域 分 解法 要 求 界面 变量 在 内 交点 处 连续 ,以 所 使 预 条 件 子 的 铺 构 
较 复杂 ,尤其 对 三 维 问题 更 是 如 此 (参见 文献 [3] 和 [20]), 义 管 区 域 分 解 本 身 对 王 
维 问 题 和 二 维 问 题 是--- 样 的 .在 第 4 章 将 介绍 男 一 类 非 重 普 区 域 分 解法 , 特 其 称 作 
ri АЗЕ {Lagrangian multipliers) 法 , 它 是 将 界面 面 变声 取 作 内 部 变量 在 界面 
上 的 外 法 疝 导 数 ( 的 适当 台 近 ) .这 种 区 域 分 解法 克服 了 上 述 缺 点 ,而 且 便 于 处 理 非 
ре йг р. 


2.6 ”无界 区 域 问题 


显而易见 ,直接 将 前 面 几 节 介绍 的 有 界 区 域 区 域 分 解法 推广 到 无 界 区 域 的 情 
形 是 十 分 困难 的 .本 节 介 绍 的 是 将 有 限 元 法 与 自然 边界 元 引 相 耦合 而 对 无 界 区 域 
进行 区 域 分 解 的 方法 ,其 算法 格式 属 2.1 PPA D.N 交 蔡 法 ! 见 文献 [33])， 
设 从 为 封闭 曲线 的 外 部 区 域 ,考虑 О 上 的 泊 松 方程 的 狭 利 克 雷 问题 : 求 u 
使 
[- Ап = f, ERÄ, 


шы = г, 在 MoE. (2-31) 
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附加 e А УЯ, EA- WR, 

FEBA КНИГЕ ВГ, tE dit r, Г) > 0. 人工 边界 也 将 器 分 成 内 子 区 
域 OQ, 和 外 子 区 域 h. 

不 失 一 般 性 ,将 闻 题 (2-31) PA ВТЕ О, RELS) 该 迪 值 问题 等 价 于 下 列 有 
限 元 与 自 热 边 界 元 相 芥 合 的 变 分 间 题 ; 求 ¿ E Hn Y. i (8 


Dit u,u)y + Dalu, е) = Ip Аах, Yeg HR), (2-32) 
1 


其 中 
HUR) = jelo (0), Ге = 0{, 


Duy) = Iñ Vu- Vodz, 
| 


Dlu,v) = | uds + Е [| „бї Чз, 


面包 是 对 应 于 0, ARNES Rk - 庭 加 莱 算 子 (在 文献 [到 ] 中 称 为 自然 积分 算 Т), 
CY HRE FAEN КЕНЖЕ. T rM, pak it 
1 [2 _ aí R,0') А 
(Suy( R,8) =- rR aR g yi. Ü = 8 = 2x, 
( А _ — _—_ ё-ЮюЮ______. РА 

- С(Е,050) = 了 [RD 

将 人 工 边 界 厂 作 m 等 分 ,同时 在 O, ЧРЕЗ 7А ЕВ Л лн. 
使 FF 上 的 等 分 点 与 世上 的 有 限 元 结 点 重合 . 设 V. c EO ЭЗЕН Ж ЖА 
空间 , 则 相应 于 方程 (2-32) 的 离散 问题 是 : 求 u E kp H 


ОС ик, + Duy, aa) = l. fads, V b, C И. (2.33 } 
НЕ СНТ ка Ера) 
Ац Ау; X, 6 
К Аз + s| Н E Bi (2-30) 


其 中 X, 和 ARA О, ARTARRAI A = 


К Ñ 为 Q, ERRIRE, SP 为 5 的 刚度 种 阵 (对 应 于 卫 上 的 结 点 


Ж). 

ЕВ АЕА ОИЕ (2-34) ДИНЕ s) 的 出 现 , 它 的 系数 矩阵 失去 了 
标准 有 限 元 刚度 短 阵 的 带 状 稀疏 结构 . 

现 利 用 D-N 交替 法 将 SP 分 离 出 来 .将 (2-34) 式 富 成 如 下 形式 ; 


а ael Lel з 
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EEEIEI в = 0,l,--.) 
Ан Ab| | Xi b, 
|: И В 7 |, - oal (2-35) 


Аһ = 6.0 + (1- 06 )A,. 0 < 0, < 1. (2-36) 
易 知 , 当 A, 给 定时 , 求 SPA, WAFER ERRA УЕ ТАЈ, TRR (2-35) 
忒 相当 于 在 02, ЕТЕР ЕНШ. AE, (2-35) 和 (2-36) RAST 2 ATRE 
域 分 解 时 的 D-N 交替 法 . 
交 献 [33] 得 到 了 下 列 收 训 性 结果 . 
定理 12 对 任意 的 松弛 因子 站 € (0,1), КЖК ЫЫ, Н ҷа, = 2/3 
时 收 俩 得 最 快 .此 时 ,压缩 因子 为 173， 


ра 


3 ”重合 区 域 分 解法 


ЖЯ ЖВНЕ M PF a М. ЗХ ФЕ, ЖОЕ AB F j И ЗЕ ЖОЙЫ АЗЕ (H.A. 
Schwarz) 100 FARAJ ЖЕ T РЕ САҢ 271). БЕЛЕ у ЖЕНУ УОК bk АЛИ AMI ВУ , Н 
它 可 看 成 两 个 相互 重 亚 的 规则 子 区 城 的 并 集 . 他 用 交替 方法 证 明了 ,如 果 方 程 在 这 
两 个 子 区 域 上 存在 解 , 则 原 问题 的 解 也 存在 .该 方法 的 本 质 中 将 复杂 区 域 上 的 问题 
化 为 简单 区 域 上 的 癌 题 考 起 ,将 他 的 轧 想 用 于 数值 计算 是 40 年 后 的 事 , 早 期 文献 
А16].[25] 和 [26]. 

本 章 考 虑 简单 模型 

一 Ан = f. 在 41 内 ， 
н = 0, EIN Е, 
Жр Пос ВШМ. C N). 
Ha TER, арг. 


3.1 ”两 于 域 情 形 


将 介 分 解 成 两 个 相互 重合 的 子 区 域 人 = T U 4.2, П Q, = G, = @. Ë Г, 
和 Г, 分 别 是 О, 的 边界 和 Q, 的 边界 位 于 间 内 的 部 分 . 
对 模型 (3-1) ,经 典 施 品 艾 变 替 法 可 描述 为 : 取 定 初 值 ut c ШОП), л = 1, 
2.… EI 
步 1 ЖП, ERKA EAE 
| Аи = У, 在 (2, 内 ， 


(3-1) 


ut = 0, f ən VT 上， 
ui = mw! Ilr, ЖГ, E. 
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得 到 шз. 
步 2 在 了 2: 王 解 犹 利克 雷 边 值 问题 
-=f EMA, 
wi = 0, EIR Б, 
ui = mlr» # Г, E. 
文献 [27j 证 明了 三 和 本 均 收 禹 .将 其 极限 分 别 记 作 和 ,由 此 得 到 原 问 题 
WIRE uiu In. = yli = 1,2,3, Q, 上 有 u = ш). 
现 将 这 种 方法 用 于 数值 计算 . 
定义 双 线 性 型 


а(и,ь) = | V u> Voda, ur € HA), 
aluo) = | ушуд, uv б НКО), = 1,2. 


方程 (3-1) УЗН ЖК z € O), WE 
a(u,s) = (fr), V 6 € AR). (3-2) 
将 Q м0, FAIA h AWA ЕЙ ЈЕ Ж uB ERE Гу. 
Г, 及 Q, 上 的 结 点 重合 .显然 ,它们 的 全 体 构 成 О WA Ria. 
沿用 上 一 章 的 空间 记号 . 
问题 (3-2) 的 有 限 元 问题 是 : 求 m € 所 ,使 
a(uk,b J) = Ch 也. (3-3) 
由 经 典 施 瓦 兹 交替 法 ,可 得 到 相应 的 离散 算法 如 下 (上 略 有 改动 ): 
算法 1 PHETH 
АРЕНА и, € 所 ,对 л = 1 2… 作 选 代 


ЖІ OR sh € ий 
a TAW) =f Mde Va ñ, 
1 
在 Г, E; 
定义 


步 2 求 upe и, 
B а.о) = |та», уйй, 


ТЕ Г» 和 


ü Ñ: 


| 
&, 
ыз 


ЕХ 
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whl + Æ 0, Е, 
а=} 


ub, 在 0D; 上. 
算法 IRPH, k Ji „ЖО ЖЕТЕК Н.З ЖШН: ( sç ЕТЕНЕ R. КИЕ). A 
$R, ETRE FIA. 
算法 2 加 性 施 瓦 兹 交替 法 
REM н € И, п = 1,2, FER 
ЖІ 并 行 求解 ua C€ И, 
[е - | яах. у» € Й, 


ик = шу! Ir. ФГ, E 
步 ? fiuk ФЕТО E, 
一 人 ТЕ 0; E, 
"e= Ua, EAE 


ti = 1,2), 


(i= 1,2), 
并 计算 
ић = +( ид + ий). 
以 下 给 出 施 瓦 兹 算法 的 投影 解释 和 代数 解释 . 
以 P,; Vi 一 砍 表 相对 于 内 积 a('; ,:) 的 正 交 投 影 算 子 . ic e, = u- шї. DH 


{参见 文献 [加 ] 和 [29])， 
对 算法 1 有 
ш = шу! (Ра + P, — Р)Р)е„.\; (3-4) 
对 算法 2 有 
w= шу + Lep, + Р»)еһ.. (3-5) 


值得 指出 的 是 ,虽然 e ЖЖ КШ H Pen ЖИР» е. 可 算出 .因此 ,从 (3-4) 和 
(3-5) 式 知 ,算法 1 和 算法 2 本 质 上 是 预 条 件 里 查 德 森 磷 代 . 这 可 从 即将 给 出 的 代数 
形式 更 清楚 地 看 出 . 

对 V, АА ЖОЙ. и, 的 坐标 向 量 为 x. 以 4 表 af'，) 对 应 的 刚度 托 隆 ， 
b 表 方 程 (3-3) 的 右 端 向 量 . 则 {3-3) 式 的 代数 形式 为 

Ах = Ё. 
将 АП, 内 的 结 点 基 函 数 和 GD 上 的 基 函 数 进行 分 块 ,把 由 O, РЁ ЛТЗ АЙ 
构成 的 子 块 ( 方 阵 ) 记 作 An- 记 
А 0 
B=| o M : 
同 理 ,将 4 {& ПГ, РАЧЕ ИРАН О \ 02, КЇЗ А УТЛА. JE dh 0, 内 结 点 基 
ЕЛИН ТОЛЕ Ap. 1 
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о о 
В; = Ë aal 
易 知 ,(3-4) 和 (3-5) AHERE дА ЭЖ (2 W. A29] 
算法 1: ху = х... + (B. + В, ~ BAR Cb — Ах,_|). (3-6) 


算法 2, х. = кул + FCB + ВС - Ах, |). (3-7) 


Я x, Жш МИЙЫШ. 

їн (3-6) 和 (3-7) 式 可 知 ,算法 | 和 算法 2 KUR EE BUKIT RSU, B 
条 件 子 分 别 为 Bi + В, - BAB, W (B, + B82). 前 者 像 块 高 斯 ЛОК Я 
像 块 雅 可 比 迭 代 . 

由 (3-4) 和 (3-5) 式 , 按 标准 的 方法 可 得 到 算法 1 和 第 法 2 的 收敛 件 结果 (参见 
文献 129] 和 [9])， 

定理 1 0, AA d AB RE? 为 3, 则 存在 与 A、d 800 l 
无 关 的 常数 C, 使 对 算法 1 和 算法 2, 均 有 


— 1 у 
Га arts lod, (3-8) 


其 中 o- | Eh асе, -) 生成 的 范 数 . 

注 3.1: 定理 1 表明 ,算法 1 和 算法 2 总 是 收 钱 的 ,但 收 合 速 度 依 赖 于 5.- 艇 
说 来 , 当 重 登 部 分 Do 越 小 时 , 收 货 得 越 慢 .反之 ,要 提高 收 剑 速度 Н А 
域 , 即 必 须 以 增加 计算 量 为 代价 . 


32 组合 网 格 方法 


组 合 网 格 方 法 是 外 理 奇异 性 问题 的 一 种 新 技术 ,尽管 它 形式 上 无 通常 的 久 域 
分 解 , 但 它 可 归结 为 施 瓦 兹 交替 法 的 框架 .这 种 方法 最 早 在 文献 [22] 中 研究 ， 

将 总 攻 直 径 为 妖 的 拟 一 葡 、 正 规 三 角形 或 四 边 形 单 拒 剖 分 ,相应 的 线性 或 双 线 
性 有 限 元 空间 记 作 Frnt 边界 条 件 与 原 问 题 相同 ). 设想 问题 413-1) 的 解析 解 在 某 点 
хуб 站 处 有 奇异 性 .到 -一 售 有 х,у РК О, {Ёё Do 昼 为 若干 个 单元 的 并 集 , 上 且 
h 的 "尺寸" 与 介 的 "尺寸 "保持 一 定 的 比例 ( 当 和 里 一 00H) .更 对 GQ, 中 的 单元 作 适 
当 加 密 ,使 新 单元 的 直径 为 上 < .将 0, 上 新 的 线性 或 双 线性 有 限 元 空间 ( 取 零 边 
ЇН, ЕН О БӘЛЕ Й 5 ине Va + 所 -通常 将 所 ,pr 称 为 组 全 网 格 有 限 元 
空间 . 

对 应 于 此 空间 ,方程 (3-2) 的 有 限 元 问题 是 ; 求 as a € К.н, 

a(u gv) = (f,s), МЄ Ин. (3-9) 

如 直接 求解 (3-9) 式 , ie gt R h ië A ЭНЕЛЕР БЕ DRA НЕ ER л. БЕН 
РЕВЕ Ы, Н.Т ЕЕ ОШИП 5 ВЕЛИ rik ti АҢ ETA). 以 下 采用 施 
瓦 兹 交替 法 求解 ,可 使 相 网 格 方程 和 细 网 烙 方程 独立 求解 . 

算法 3 HAMRE 
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ШЕ ШИ ut y E V н. RERI ий к € V, н, ШЕ ЛЛК иШ 
步 1 ЖЄ 所 ,使 

alun) = (f,u)- абий n.u), Vn ЙИ, 
下令 иу" = uh, H + us. 


步 ? R pE Vy. tË 


atun, ер) = Сон) - аби у vy), уор E Ён, 
JH: > шт, = Н" + йн. 
甘于 该 算法 有 下 列 收 剑 性 结果 ， 


定理 2 设 。 = wn- 虐 #1 是 算法 3 对 应 的 误差 负数 , 则 存在 与 上 .上 无 关 的 
Жо < 1, 使 
leal = р [е ЇЇ. (3-10) 
ІН, ЯЕ ЗЯ, НЯ ВЕЛЕВ РО р ЖЕЛПИ 00848. 
交 献 [23] rR fs СН АН, ИВ 3 КЖ НАН h ‚ЕЛЕ ЯАВ o ЗЛУ. ТАҢ, 
ХЭЭ Ph APA Е АЛА ЛАНЧЕ ( fast adaptive composite grid methods), 
定理 2 的 证 明 可 在 文献 [23] 中 找到 ,以 下 给 出 更 为 简洁 的 证 明 . 
LA Wn V, 和 Pp: Vaa 7" Ун ЖЕР ос, ) 示 的 正 交 投影 算 子 , 易 推 
得 误差 尾 播 关系 为 {参见 文献 [20] 或 [23]) 
ел. = (1- Pa)(I- P,)e,. (3-11) 
ik TIM HIP O - P, (I РА) 的 范 数 . 
先 让 明 :存在 常数 二 ,使 对 任意 € V, IA о € Va WE o - w € Й, 
л 2 cekel? (C > t). (3-12) 
FJ РАХ ШТ Є Fa la ,使 tH lan, = t lan ,而 在 О, 内 部 是 该 散 调 和 的 , 即 ън E. 
t: ал 在 00 БАВЕН КРАЯ. 故 存 在 常数 Со, {E 


(он Па = Co l ен tiaa = = Coly 
HEN ti Є Fy 如 下 : 


Й ма, . (3-13) 
_ N 在 00 Е, 
е = r, Ж 2\0, E. 
iH (3-13) 式 和 迹 定 理 有 
Гн 12 = = 1, + оа, 


= Ci l ella + |21 а, < СЇ el + | 1 ала, = СЇ s 12. 


由 V, 和 的 定义 易 知 5 -vt C h (3-12) 式 成 立 . 
AE v = (1- Р, )е, , 则 存在 分 解 (I- Pa)es = w + n. EP о € У, 0 € Vy, 
З. 
ioll? CH Р )е, h. 
АЕ РЧ А 5048 
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cI- Pije, 12 = a((I- Pse, е + v2) 
а (I _ P.le,. ur) = 如 [PT 一 Реа) 
Пр P, )e [| - [||| 
SE Py- Pae | + ДК - Р) е, 1, 


А А ü ! 


Вр 
| 2-Р )е, |2 = С | РКТ — Paje, | А 


НЫҢ (3-11) 式 立 得 {3-10) AHP o = (1 - 102. 
算法 3 是 串 行 算法 ,自然 也 可 讨论 相应 的 并 行 算法 
算法 4 组 合 网 格 的 加 性 施 瓦 兹 交替 法 
ЕКИН uhr E Ww BORIS икн € Va н, MHE КУЛК шүү: 
jl 并 行 计 算 ug € Vasu € V, Mwg € Vi 门 三 .分 别 满足 
aluh p- иңә®ң) = 
al uñ n — us b) = (Р), Мз Є Р. 
al uk u 一 WH әң) = (эн). Уон Е V. П Fa. 
步 2 计算 uith = uiy- (иң + ta ~ tog). 
该 算法 与 算法 3 有 相似 的 收 襄 性 结果 {参见 文献 [201). 
定理 3 HAR FAESA RTk H EAREN Fo < 1, 使 
ел ое, 1. (3-14) 
3.2, wH SJ 38 АА ЈЕ E t, К [20]). eak, a 
其 思想 推广 ,好 不 限于 有 限 元 宝 间 的 组 合 . 
注 3.3: 对 上 节 中 的 两 子 域 重 又 区 域 分 解 ,显然 有 4 = V. + 名 .因此 ,本 节 的 
组 合 网 格 方法 在 理论 上 与 上 节 的 区 域 分 解 方法 等 价 ( 重 登 部 分 为 va N М), ЖИ 
差异 是 ,本 节 中 有 GO, c 0. 


3.3 тие 


包子 域 重 受 区 域 分 解 的 思想 同 两 子 域 情形 ,但 问题 复 т Ж. 
首先 ,对 区 域 0 作 初始 正规 三 :角形 或 四 边 形 前 分 六 = 10,0, N A; = 


,它们 的 直径 均 为 如 ;其 次 ,对 每 个 02; 作 直径 为 的 拟 - .起 .正规 三 角形 或 四 边 形 

剖 分 ,使 在 公共 边 上 的 结 点 重合 ,它们 的 全 体 构 感人 的 所 . 数 剖 分 (直径 为 h); E 

后 ,对 每 个 0, 构造 真 包含 如 UTRO, 0, 的 项 点 是 1: 述 剖 分 的 结 点 , 且 ən, Ж 

通过 任何 小 单元 . БИ v, c 码 ( 人 0) 表 人 上 的 分 片 线性 或 双 线 性 有 限 元 空间 ,Vi 表示 

对 应 于 初始 前 分 的 线性 有 限 元 空间 . 记 谍 = VWa П AUG = 1,5, m). ВЕ 
dist( NAAN INQ; 90) = 8 > h, ¿= loom 
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显然 ,五 = Ua 是 .特殊 的 儿子 域 重要 区 域 分 解 


先 给 出 两 种 基本 算法 . 

算法 5 ЖТЫН ЖЕТЕ 

REPIS ug = bi ,车 已 求 得 ик © v, И! ЕУ X Ë utl: 

РІ K up E Vy E 

aol upo) = (fvg) -aluku Yor € Vas 

并 令 чү + = ub + tiy. 

P2 Ku € VL. 

a, usv, UK) = (ут) 一 аќ ал ти sO ү Є б, 

Ж uh тж] = п} ml + оңду. 


步 m + 1 求 Him Є 以 ,使 
Gal pm ty — (Р) – а( шу жн. n), WV n € VW, 
+-® y nel = КА + itim: 
算法 5 E TREER REA 
取 初 始 值 б € 所 ,车 已 求 得 иЄ 所 , 则 控 下 列 方式 站 st: 
步 1 并 行 求解 uk E HAD N Fli 1, әт). 
А sta} = (Р, аһ), үз Є Vi, 
им! = uh lag» #90; 1. 
步 2 Жау! E Wy, 满足 
ао и! ‚®) = (f.vg), Yoy E V. 
H + i ча n+ 
F3 Фи = 之 
it 3.4: 若 不 是 零 边 值 问题 , 则 上 述 算法 略 有 变化 (参见 文献 [20j)- 
ШР: V, — WG = 1, т) Fü Py: 一 Va 表示 相对 于 内 积 at*,*) 的 正 交 投 
影 算 子 . 易 推 得 上 述 算 法 的 误差 传播 关系 为 (参见 文献 [201) 
算法 5; “ы = CI- PE- Paii 01 Ре. (3-15) 
算法 6: ea = -H +P + t Pa) ien (3-16) 


由 此 可 得 这 两 种 算法 的 代数 形式 为 (所 有 符号 均 按 本 章 第 节 的 方式 定义 ) 
算法 5. 


х... 1. = X, + Bpi b 一 AX), 
Xart + HB (P 一 Ах,.1-), 


м 
: 
II 


trenn 
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Хазыр = Xpo + В.(Ь 一 Atp, ). 


m+ | 


算法 6: 
жа = x+ — (Воз В+ + B,)(b - Ax.). (3-17) 


m + 


为 得 到 这 两 种 算法 的 收 敏 性 结果 ,需要 下 列 估计 式 ( 详 见 文 献 [9]) 
定理 4 ”存在 与 .有 人 无 关 的 常数 C, 使 对 任何 Є v. ВАЕ o = 了 

EP mE ИА.» € BG = 1. . m) А u 
У 1 са + Вл) 1 e 12. (3-18) 


Н; 
由 此 , 按 标准 的 方式 可 证 明 ( 参 见 文 献 [20]); 
定理 5 算法 5 和 算法 56 均 收 襄 , 且 有 


— l| _ j y, 
算法 5: [| Ertl | = (1 一 са + Н75))? | + Í| 1 


算法 6: | е, ll <O- Ra RO)! "all. 

注 3.5; 从 定理 5 可 知 ,加 性 算法 一 般 比 习性 算法 悍 ,特别 是 当 m 2 K BT. B 1 
移 子 域 的 乘 性 算法 结构 较 复 厅 , 它 在 区 域 分 解法 中 很 少 使 用 ( 它 主要 用 于 密 层 组 侣 
КҖ ЗЕ ЛП БАРНЕТ). 

以 下 介绍 算法 6 УНАА „Ж PF BI KK F: Es lz ӘЙ ER. 

383-16) 式 写 成 


M 
+k _ п 1 А Р 
уо = hk + Tn + 1 UP; uk), 


若 记 P = SIP, z = Pu , 则 上 式 即 为 
Рай 


п 1 п 
и!!! = uh + mitg- Puh). 


因此 算法 6 本质 上 就 是 对 下 列 方程 作 里 查 德 森 送 代 ( 松 弛 因子 为 一 一 ,注意 尽管 
wu 不 能 得 到 ,但 z = Pu, 可 以 求 出 ) 


Pu, = g. (3-19) 
从 代数 上 看 ,算法 6 相当 于 以 B = >B, 为 预 条 件 于 ,对 原 代 数 系统 
Ах = b (3-20) 


作 预 条 件 的 里 查 德 森 迭代 (注意 (3-17) 式 ). 

基于 这 种 观察 ,自然 想到 对 (3-19) 式 作 共 力 梯度 迁 代 或 对 (3-20) AHE MRI 
共 二 梯 度 兴 代 .在 每 个 迭代 步 只 涉及 子 空间 信和 成 上 的 求解 ,县 它们 是 并 行 的 .这 
种 选 代 的 收敛 速度 取决 于 算 子 P 的 条 件数 .由 (3-18) 式 可 得 到 下 列 结 果 . 

定理 6 算 子 P 的 条 件数 
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con P) < C(1 + Hd}, {3-21) 
其 中 常数 c 与 网 格 参数 请 .所 和 全 无 关 . 
在 本 章 前 面 介绍 的 算法 中 ,局 部 可 解 子 均 是 精确 的 . 吕 实 上 ,对 非 精 确 的 局 部 
可 和 解 子 ,结果 并 无 本 质 差 别 ,这 是 重合 区 域 分 解法 的 优点 . 
设 boles M 6, (и, о) (г = 1, m) 分 别 为 定义 在 Vx Va ЖЫЙ, x 成 上 的 双 
线性 型 .假定 存在 常数 ,使 
а(ш,и) bi) Vu 所 (或 н). 
ELBERT T: y -> VR Va) 如 下 
b. (Tau, n) = alu,v), ү» € BOR Vy). 
定义 1 车 将 算法 5 和 算法 6 中 的 双 线 性 区 (5, ) Bi bi, AA ВВЕ 
算 子 P; 由 T; 代替 , 则 称 Ti AR Ww) 上 的 非 精 移 可 解 子 ( 设 点 (.，.) > 
а; E = .)). 
定义 2 PERF а = [sj ] 为 加 强 的 柯 西 - ЖЕН. Sr iF ,车 е 是 满足 下 列 
不 等 式 的 最 小 常数 
lalvw) 1 ЇЇ. 01, Vs € W.s € Wii. Т. 


ЕУ C EHEER € V, FE rik e = s mE У, x, € (а= 1, 
т), ME 
бщщ) = Gül ell. 


记 T = XOT 03-19) Җен P h ТЇК, АЗЕ Е ВВНЕ НЕО kE h TB AE fk 


数 决 定 .有 下 列 一 般 性 结果 (参见 文献 [29] 或 [9]》 
定理 7 算 子 T 的 条 件数 
соп (Т) < (рб) + DC, (3-22) 
其 中 pole) HER в 的 谱 半 径 . 
显然 ,(3-22) 式 右 端 的 具体 值 由 (1 ,') 的 具体 形式 决定 .(3-21) 式 可 看 作 取 
ЫС, +) = 本 (时 的 特例 . 


3.4 ” 变 分 不 等 式 问 题 
本 节 基 本 取材 于 [20], 旨 在 以 简单 模型 说 明 变 分 不 等 式 的 区 域 分 解 算法 的 特 
考虑 变 分 不 等 式 问 题 : 求 u E К.Е 
а(и,т- u) > е-и), YrE К, (3-23) 


其 中 aC, ') 是 一 希 尔 伯 特 空间 WV 上 连续、 对 称 、 强 制 的 双 线性 型 ;f: VF 一 REER 
线性 泛 函 ;外 是 VY 的 非 空 曲子 集 ， 


3 ACRI ，327 ， 
以 下 设 玉 = А00). EP Q с ВЕЕ ЖО ЕН ЛЕ h AM- 
正规 三 角形 前 分 , V, CY 是 相应 的 分 片 线性 元 空间 ,构造 V, BJP rh ТЖ K, ,其 具体 
形式 与 天 有 关 , 比 如 取 K, = V, П K. 
(3-23) WAAR TEE K u Є 起 ,使 
аби, 9% - 5) е бб н), уо Є Ж. (3-24) 
可 以 证 明 : 当 上 一 0 时 ,mw ЯС „(Ж УСК 20]). 


HH п EE Ж БОЗА ЛУО = ашла W = ПАО), K: = K, Y йү, 


BE: K, = Dri. 


算法 7 变 分 不 等 式 的 加 性 施 丽 效 交 共计 
RU ut € 后 ,车 已 求 得 ш € 而, 则 按 下 列 方式 汶 ak. 
步 1 FFE ape Kli = V.o. mb. JE 
人 > As e, Vr € Кї, 
HS uË = 中 + 二 人 = 1, 


步 2 Ж > OG; = 1 с бы) 1 ,并 令 


一 шн. 
izl 


FFA RAEAN 2: 020]. 
定理 8 车 所 是 含 原点 的 闭 凸 锥 , 则 由 算法 了 产 革 :的 序列 To 人 ШЕ lin) Ий 
(3-24) 的 解 由 , 且 和 迭代 误差 单调 下 降 . 
为 加 快 收 侣 速度 ,可 以 引进 带 松 弛 因子 的 算法 . 
Шз 带 松弛 因子 的 如 性 施 瓦 兹 算法 
+1 AEDH н € KRATI w. 
#2 ”确定 松弛 因子 1 < qz < 2, 并 令 
ий = ца + ГЫ; 
з 按 算 法 7 了 步 2 的 方式 确定 l. 
从 文献 [20] 中 可 得 到 下 列 结 果 . 
定理 9 PESER? AER. 
现 介绍 变 分 不 等 式 的 一 种 数值 解法 . 
算法 7 和 算法 8 的 步 1 归结 为 在 成 上 求解 形 如 (3-24) 式 的 变 分 不 等 式 ,它们 
等 价 于 在 R 中 的 一 个 闭 凸 集 玉 БК х, 
Лбх) = minji(y), {3-25} 


其 中 hO) = (A y, у) - (g.y). 
而 А, 是 对 应 于 K, АНИ к Ej w ñ ИЛИ. RA А B TPE E: 
= |x C В" | x = G,l = k= nl, 
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其 中 с, 为 固定 常数 (可 能 与 有关 )， 

下 列 求解 (3-25) 式 的 算法 参见 文献 [12] . 

算法 9 求解 变 分 不 等 式 的 投影 SOR 方法 

Жї Ж лс Е, 8 n: = 0. 

步 2 к= 1,2,…,# 执行 


а = (Á - Dayrit! - Daya) fow, 
хр“! = x£ + o (Z, - x), l= s < 2, 
atl: = min( G, х). 
步 3 # (en -ella = ellela, WEH MO P h Ж, ç MUD W 
nl = n + 13 R 
这 里 。 是 预先 设置 的 计算 精度 . 


3.5 ЗЕ: ЗЕТЕ р 


对 非 对 称 . 非 正定 问题 ,原则 上 仍 可 采用 算法 5 和 算法 6, 但 此 时 为 得 到 满意 的 
收 人 证 结果 ,需要 作 一 系列 的 假定 ， 
考虑 模型 问题 
Lu = f. 在 02 内 * 
5 = 0, жо Е, (3-26) 


яф 0 с к 是 多 角形 区 域 ， # т гах 
- Уэ, Эх, x) 24 дж 3) + AOE + с(ж)и, 
MEREL ay(x)] EI REE FERO). 
方程 (3-26) А3925: sE AM, E 
bluo) = (fo), Ye c HKO). (3-27) 
其 中 
biu,») = К 244 x) 3 六 + + 20а) М + C(x) 0) dx. 
Fk 3.3 节 那 样 将 只 作 重叠 区 域 分 解 和 有 限 元 剂 分 ,并 洲 用 相应 的 空间 记号 ， 
对 应 于 (3-27) АА BG RR. и € V tE 
blu n) = Cf уүъЄ W. (3-28) 
EL To: Va в AIT: И, — Pili = 1," то) 表 由 双 线 性 型 5(.,:) 定义 的 “ 投 
影 型 ” 算 子 (假定 定 立 的 台 理 性 ) 
ЫСТ, т) = blu), иЄ V,,V 5 € KOR Ve). 
用 算法 5 求 {3-28) 式 等 价 于 用 选 代 法 求解 下 列 算 子 方程 


Ут) =g. (3-29) 
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НЕТ = Ут #E V, 上 不 是 对 称 正定 的 , 故 用 著名 的 GMRES 算 法 求解 (3-29) 式 或 


其 对 应 的 代数 系统 ， 其 收敛 速度 雇 定 于 下 列 两 个 参数 
м 792») 和 C, = alTr, Te} 


р = ілі alon) ш р alr, ` 
为 使 以 上 的 过 论 合理 ， 并 得 到 c, MI C, 的 满意 估计 R- RABE. 


定义 双 线 性 型 
ata) = Df at 38 354, 


slu, 2) = |, (>м: E p 200) а, = Вц, р) Б(е, ы), 


сбои. в) - | (сбх) — Ve Бх) ) ых. 
a 
25 
huv) = аби, 0) + к(а, в) + c( n.n). 

На, ) 生 成 的 范 数 记 作 H + H. BE 
1° FERH C, IHEP gs E НОП) 有 

|b(u,u) ls |， 
r 反对 称 项 sf ， 小 有 界 , 即 对 spE Н\П) 有 

sies |= Си ЕУ 
3° 存在 正常 数 C, 使 对 任何 a € KA) 9 

eel- ci и || 32,5) = Бы, 1). 


+ HB fE 
Ь\ф,ш) = (7,9), Ve € (0) 
的 解 满足 
lal < G| fll сау: 
Еф а > 1/2, 


н ВА, 05, +) 中 的 低 阶 项 (+, OMe, O АСТ а, O ВЕ 
扰动 ,由 此 可 以 得 到 有 限 元 分 析 的 一 些 茜 本 结果 . 

定理 如 车 重生 部 分 的 “尺寸 "与 于 区域 的 "尺寸 " 民 持 一 定 移 比 例 , 则 在 本 节 
假定 下 ( 有 与 网 格 “ 尺 寸 ” 无 关 的 正 下 鼻 ,C, ASAR RT” EHEER. 

该 定理 的 证 明 见 文献 [29]. 它 表明 用 GMRFS 迭代 方法 求解 (43.29) 式 时 有 满意 
的 收 伍 速度 ,每 个 先 代 步 只 需 并 行 求 解 局 部 和子 问题 , 关 ] GMRES 算法 的 细节 参见 
文献 [4] 和 [29] , 


4 抛物 问题 的 拉 格 朗 日 乘 子 区 域 分 解法 


对 椭圆 问 题 的 拉 格 朗 日 乘 子 区 域 分 解法 首先 被 文献 [10] 和 [18] 研究 ,这 种 区 
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域 分 解 方法 比 传 统 的 非 重 登 区 域 分 解 方 法 有 明显 的 优点 (参见 注 2.15 和 文献 
ар ЖЗ РАЙЛЫ БЕ ВЕ Н ЭВР bk ЕМГЕК. 11 ],[14] 和 1301. 本 章 基 
本 取材 于 [14]. 


4.1 基本 算法 
为 舰 述 方便 ,考虑 简单 模型 
S“ -At = f, (x) C Ох (O. T |. 
u = б, (x, Є 200 х (0, 71. (4-0 
и{х.0) = 0, x ° д, 


HPA c В? 是 多 边 形 区 域 ;7 是 一 给 定 的 正 数 . 

Жп Ун м ТЕЛЕ О, ПЕТЕ ЕУ Е: 

HATER О, 的 尺寸 为 4, 即 存在 常数 co 和 o (3 4 无 关 ) ВАР О, tü 
ERATE) 直径 为 code dy AIKAA). И 

Hij i = ¿JE Г с ӘП ЖГ” c 0 有 一 个 公共 点 , 则 玉 = Р" = 0, 
Пд; = Г.Г = U г Ú ən 表 整 个 界面 . 

出: 每 个 Q, 可 分 成 直径 为 点 的 所 一 致 正规 三 角形 或 四 边 撒 单元 ， 

ЯНК п АА = тах h, ,假定 

HeH h — OBT, nahid ЗУЛ. ЖЕ ХВАТА: 

以 V, (О) 表 定 义 在 Q), 上 的 次 数 不 超过 m 的 多 项 式 空间 ,定妆 

RER) = Iw l| e Га, Є WC ,i = 1,2, Nİ, 
WD) = ТАТА Er; LEKEDE п LARI, 
其 中 г, c 了 是 任意 -一 条 边 ， 
VI) = TA Ade, Є V.(P Ts c ОА, 
(DP) = là len Є RDP ;对 所 有 边 Гус Ti, 
ы» = Ае x RET). 

注 4.1: 此 处 不 要 求 网 格 点 的 匹配 性 及 Sim 中 的 盘 数 放 内 交点 处 的 连续 性 . 

以 0 = & < h << = THERA, T) 的 一 个 -. 致 分 划 , 令 rz = a - 
= T/L.6 = k. AAE, i 

r= о(х,4), J = 0,1,7, L; 


| | . 1 . | _ 
vi*2 = Aet +p’), Jp”? = (г! – vi), ja lpn, 17, 


(À PE, = f Ands, YÀ, Є ІГ). 
š 


а 抛物 问题 的 拉 格 并 日 乘 子 区 域 分 解法 - 331 · 


«А „pjan, = У) А IDo TAH Є (Г). 
r can, š 
方程 (4-1) ЙЕНЕ КА. ЖО АД, АЛД) [0, T] 一 V, | BE 
(> 0,2 oa + (Vad Voa -Cri)n! = DUPE, ө). 


> (oo Hon, = 0, убо.) Є Иа, = 0,1, +, L 一 l, 


u$ = 0, 
其 中 (26 a) 在 Г, 的 两 出具 相反 的 符号 .4 FAREA Н ЖТР. 
mebi, ТИП 分 别 是 v, (G. 和 CT) 的 一 组 基 函 数 ,其 中 名 在 中 的 
两 出 上 月 相 反 的 符 千 .将 内 部 变量 u, la, 和 界面 变量 A 在 第 /个 时 间 步 的 坐标 向 量 分 
别 记 作 uh хе ask K HEE uk MAG 
М; = [Cpi pida lan,” А; = L (V PoV pida lwan» 
В; = [Kp on 1м ум» Fi = FARME 
其 中 
ёў = (gt + игта, - > (V ui V gila, t Y Cepat. 
则 u; 和 六 可 按 下 列 方式 计算 
(BA + ZMB) = 一 ВА, 十 >м”! 2р, 
k = 1.2, L, 
2 -2p . 
= (А; + TM.) (Е: + Baxt), ¿(= lype, Nik = leeh. 
б (|. |11 A 和 和 1:1- 1 aa, HEAR 1 Ж. Кис. 
定理 1 Ë up E FO, Т; 12(0,)). = 1.2, N. ILYET k > 2m 有 uw € 
WEO, Ti AA), = 1,2,5, А, W 


зор] l ni- а lon + («5н ше? ш) || Е + 
1 
(aS 
TR 
< [|Y B), cj 人 (之 ааз) 
[ > l a| 2н eap)? + ( 2 I u | атар)? + 


н _ (22) 
72 
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.- 1 А 1 
( 2; | а, 1 Pattona») 2af > || u,, | Paaran) °) 
注 4.2: 定 埋 | PRERE TP k > mA "u € WEO, Ti НЕ! (О П;)), 
í = 1,2,6, МОЈЕ 93у Є PO, T HYD, AX T k s2mBulpE 
WEO, 7; TOO NaOH, i = 1.2... N”. 


4.2 ”界面 矩阵 的 条 件数 居 计 


s = Ува, 十 MB 

定理 二 界面 矩阵 和 的 条 件数 由 下 列 两 式 估 计 

(1) соп4(8) <= б(тлЇ47?), rad (4-2) 

(2) cond( S) < C(I + гї ddl, т< Ф (4-3) 

注 4.3: 定理? 丧 明 界面 矩阵 孚 的 条 件数 与 离散 时 间 此 长 r 成 正比 .但 = 很 小 
时 ,cond( S) 与 无 关 , 对 过 的 变化 也 不 太 敏 感 , 困 此 当 УА: KK EF, Fin S B 
MRT ENAP, TER T > 本 "或 *r < d” AES XJ ж.а 应 理解 为 
Сым, Rh 6 各 与 人 有 关 }; 友 之, 当 7 不 太 小 时 ,必须 构造 5 的 预 条 忻 子 ( 见 下 一 
$). 

为 评 明 定理 2, 需 要 几 个 引 理 . 以 下 记 了 好 = 2/т. 

引 理 1 re 2. uE НКО), w 


| u 1а + n: d! l sl б,әп, = CCl u т.п, + p Ë [и [| б,а,). (4-4) 
证 明 ”由 标准 的 相似 变换 技巧 知 ,只 须 证 明 当 а = 1 时 (4-4) 式 成 立 ， 
Вс < ligy! < 1. 由 < 不等式 (1-13)( 取 。 = 六 +) 得 
I u lo,ao, < COTE lu la + g$ l u llaa), 
进一步 有 
]? | = || 3an, = Cilu lin, +yli ul дз, )- 


由 此 及 迹 定 理 即 知 (4-4) 式 成 立 (d = 1). 
ELAR la 和 权 范 数 | + Tra 如 下 : 


[uvin = (V ЖАЛ + биеп, үш,» E H R), 


1 
lara = Га, ш14, иЄ (П). 


引 理 2 假定 u € H'(OQ,) 满足 
[npl =0, ve € НИП). 
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则 对 所 有 满足 y € MUD) M v lan, = 4 lan 的 w 有 


lulia < етл. (4-5) 
证 明 由-v€ А(0,) и, и е] = 0. 故 由 柯 西 - ERARE 
[u,uja = [u,cla = alia: iel ia, 


由 此 即 得 (4-5) 式 . 
引 理 3 ЖАС коп) 门 CN), 0 
А baa < Саа | A lon (4-6) 
引 理 4 рс RS GF” 为 4 的 多 边 形 ,py € (әр) Гү COD) ВЕ u 
€ HD) 是 问题 : 
[е ш = 0, EDH, 
u ләр = Фф 
的 弱 解 ,出 
lal; < C'n? + 92 | 212.0). (4-7) 
证 明 ”不 失 一 般 性 , 设 上 D 是 一 个 四 边 形 . 作 一 与 D НЧЕ D. c 也 ,使 
05620,20) = ë, h 2 = шпа} 72 , da?) 35 DA Do 分 成 车 于 “尺寸 ”为 # 的 四 
BE: D Do = U D., 使 所 有 分 点 均 落 在 3Do 或 3D 上 .i 记 色 = D, Y D. 
ЖХ ъЄ H'( D) 为 下 列 问 题 的 弱 解 : 
1 А» = 0, 在 Р, 内 


v lap = P, rig = 0. 


s fE E, 上 为 线性 函数 
由 引 理 2 知 elio s lell Èo ЯНЕ 
lolh < Cedin? + g2)l Ф 220). (4-8) 
REMERA, A 
22] ello < CC v li. a, +87! [|+ | Qp )， 
故 
Hel б.р, = СО ir lt,p, + Š || el б.әв,), 
因此 
lollo, Соо + 92 По ао). (4-9) 
另 一 方面 ,由 „ЇЙ SW (001-17) zü) 
|e 11,2, = Cler ERTE 
ШЕ (4-9) 式 得 


lelia СО ла каа) д.әр,)- (4-10) 
利用 内 插 公 式 (1-12) ,有 
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2 _ 1 l 
| vli ap < = Сё | АТАТ) + ó "il e l фәр)? 577 ъа, 


= С(1 әр * | el op +ó il e Hiap). (4-11) 
以 x ROID Е, 的 交点 ,由 v 的 定义 有 


lv 8,8, = +a (xç), 1,5 = ё7! (хь), 


At 
ъй ао = CC ® әрләр + 8 2 lag), (4-12) 
Е ТЕГ = Cit» IT.apnap, + 91У жу). (4-13) 
š 
定义 


S (D) = |ó 1 6 € CD), WE ig lasno, ERTER, 
I m COD) 一 5„(2 р) 表 相 应 的 搬 值 算 子 ,使 
mapia) = plr). Ve € COD) RE i,j, 
aA 
tins- Del о.әрпав, < Gó | + (1 apna. 
利用 有 限 元 郴 数 的 等 价 离散 范 数 ,进一步 得 到 
95 (у) = C| яе lao = CCN |фә» + rs -De ll gap) 
= ci | r | ё әр + 8? [т 11әр). 
由 此 及 (4-12) 和 (4-13) 式 推 得 
>, П 180 « COI v igap + 8921 v Lan), (4-14) 
> |v 1,20, = Cile lt әр + 8721 + lan}. | 
因此 ,由 (4-11) 式 和 柯 西 不 等 式 得 
> | s 1 әр = С(81|ф}1эһ+1рР рәр sion + еә). 


s| 5 对 任何 А Є ACHAR: Z: tg Є SCI) 门 CONJ, E 
i <А, voan, i= СЇ А] wan,” \ е1 0,90, ， {4-15) 


ИНЕ PË 2 УШЕН ЕХ 
Ку: On) УСО) fg S.: К КГУ — V,( SHT: 
[RA vlo, = Chis әп, А; € PIR), V, C КЫП), 
“SA „изд = [RA Rela- АЄ VP уре YY) 
令 $ = DIS BA SRE S RERET S а S 的 刚度 矩阵 ). 


对 ve RONA) w € PO) 表 下 列 同 题 的 弱 解 : 
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人 ди, = 0, EAA, 


to, ln. = t. 
+ 


EX 
, ГА, vian, | 
ТАТ = -一 一 一 人 ， 
2 rE гоа leli 1 әп, 
其 中 ie Et ao, = = || x, а. 
H R; АЛД, 
| RA ir га, = [Ra ， RA ly й, = КА sA Jan, 
= ПКА | lan, | À 122.0, = | RA | а Е llona 
故 
ЇКА lto «1А lban (4-16) 


Щщ 9 > d?a, AREIA, HER v E ORDE 
|! x, || rà, = 0° | м, + Г, + nd lÍ w, lia) 
СР о, То + 72 о, lla) (СЯ 48 ЕЖ) 


W 


W 


Cd {l v А aa, + ү d" р» [| dan.) 


Сар || v (фә, 


W 


因此 
А ТЇ эп, = Сү 2 4- ПА Йаш: 
由 此 及 (4-16) 式 得 
(a= SI IRANTA Orda а обро 4. G 
E y = а, НАЖА, НЮ р С НЗ (20;) 有 
По, ГА = 0 а + gll w Па 

= (ра? | w, lia, + a?ii з, || ёа) 

= (1 m, П.а + 2 || x, | ёд) (A 571472 > 1) 

> Ё | о || lan > MM" [|| бәл, 
因此 

АЧ за 14 ПА lban 


由 此 及 (4-16) 式 得 
《SEE (re 42). {4-18) 
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男 一 -方面 ,以 Р.Н! (ОП) 一 СО) 表 通 常 的 卢 投 影 算 于 , 则 对 引 理 5 中 的 vo 
ü е! ‚Ри, taa, 1 =I [RÀ „Рл, dn, \ 
= IRA идо ~ ПР, Ú ío 
= | we | га" | RA | ra?’ 
由 引 理 4, 进一步 得 
( СА „Рие, Jaa, Ts Ce + g) | vo Поза, ° ЇВАЇ Тө. {4-19) 
+ BE uk BH 
ЕЯ! о.әй, И no ll wan, = СХА „Рю, Уза, (4-20) 
则 由 此 及 (4-19) 式 , 立 得 
ПА Поа, < Са 1а + Т RAN ra 


2 
Ep cla [к = \5А,А). (4-21) 
йіп? + 72 


БЕЛЕ 2 = d ° в, A 
Cn d| a qr = SAA). 
由 此 及 (4 17) (4-18) 4-21) 式 可 推 得 定理 2. 
由 引 理 5, 要 证 (4-20) 5, AME 
(А, дап, = C(A Paw дад. (4-22) 


事实 上 ,由 不等式 ( 取 & = А02) 得 


lI ш 一 Раш, 1] 0.20, = Ct{ hh | We 一 Руш, п.п, + 
l 
h-2 || Wa 一 Рю, | oa.) 
1 
== СЬ? (1 ы lia, + h`! | ш, 一 Pw il о.0,) 
< САЗ Iwy іа. 
利用 引 理 5, 进 - 步 有 
1 1.21 
l| xo - Ръш, | әй, = СЕ? (д? + 92 Yz [ео і 0,24, - 
НЯ 4,18 
СА „подай = {à „Paw ад, + СА s Paten 一 бодап, 
= А „Ру, дад, + | А | бәп, | Рм, 一 t [| 0.30, 
1 1.1 
= KA Paton дә + СА? (п? + 72)2 ПА || 0,90, | еу Il о,әй, 
1 1.1 
= (A, Paw, Зад, + САЗ (п? + RENEGA, motoan 


由 此 及 假定 HAJEE hy? — 0) 即 证 得 (4-22) È. 
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4.3 ”界面 预 条 件 子 的 构造 
KREESSER. A eP Р (Гу) (а < 让 的 … 组 基 函 数 , 记 


а? (фр), r= 1, n + lik = 1." А, 
a) = (pha, ， r= l, n + 1;k = l... ‚А, 
所 构成 的 矩阵 分 别 记 作 В, fü В,. Ф 
S; = BIA; + 2MB, + ВІ(А; + LM)! By, 
将 边 的 集会 1D | P. CcC 00;,30; AE ӘП, Г\ ӘП = ОГ, D Da : 
PEDA — V,( Г) ЖОШ ЖИЛ ЕЯ ір 
sl) = (pis Do lan ， k = laete, Л = 1... Nos 


ЦЕП Аас Е Bu 2 
So = > 县 (机 十 M) Bu, 


定义 5 的 预 条 件 子 为 
M = DSD] (dayi 
或 М, = LS И + М, (ж d < TE ), 


此 处 D; REPER T Di АВО. ASE, I 是 控 如 下 方式 定义 的 0、1 符号 
YE EE 
(Dotl , Don 1) = (ау gu) fy. 
定理 3 Fr < dmi 
cond( MiS) < CU + ода); 
r E zr > d,M 
cond M3, S) < CC + log n). 

注 4.4: 定理 3 表明 ,当时 间 步 长 z 相对 亲 & 较 小 时 ,家 可 解 子 是 不 必要 的 , 即 
PERRIER М, 作为 巴 条 件 子 , 就 可 大 大 改善 界面 征 阵 的 条 件数 .此 外 ,我 
们 构造 的 预 条 件 子 具 结构 简单 (不 需 考 虑 内 交点 ) Е Н АОН. 

Au BH Е 3, 需 要 若干 引 理 . 

316 Hae sOn), A 


ГА loan < Спа 1А Latan. (4-23) 
引 理 7 假定 1E vr, w 
ГА ŽA an, = СХА.А) neged) (4-24) 


和 iÀ 171.50 = С(ЅА, А). (4-25) 
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其 中 = 二 (下 同 ). 注 意 当 9 > dz 时 (4-24) 式 不 成 立 . 
证 明 ”只 证 人 4-253) 式 ,(4-243 式 的 证 明 类 似 . 以 下 和 AR) Æ FARRS 
H.: 
— Ai + pa = 0, EAA, 
(2a lan, = А. 


H I À IIL әп, HEX, A 


| (A, va | | (о, )а | 
14 | lan = вир — sup m 
1 „Є нё an) | s| lan, s£ NZ (эй,› | Wy | 1.0, 
| ш) | г, ` | и, | 0, M 
< sp р = EREE 
s€ #ї tan) м, 1,20, 
故 
| шу | Ln, "14 UH ап, = (u A Jan (4-26) 
以 mu € 5 (1) Ж ш KERE WA 

|ua la =<! u h.p; j| us – m | on < Ch lwm lna- (4-27) 


ikh e 不 等 式 (1-13) 得 
Ñ ua = ul 030, Ж CA | u = 1 бп, + k? l ua — ul о.0,) 
= 人 | ЫЛ һа, = СА? | ta | L.G ` (4-28) 


XAF 4,5195 9 
ПАН Oa ° | wo о.20, = СА ; tp)an, = Clm, wali 


= Cli u [| пд," | Wh о 
1.1 т 
= ci дій! + EBE: ll to Il oon ° | ш | LA? 
L.i ‚ 
Вр | А | 0,90, = Ct л?! + 32 )? | Р l! ИЕ 


由 此 及 (4-28) 式 得 
Сад Адап, = (ир Aton, + (usa 一 m À Jan, 
= (иы ,А?ап, + | Чы — HA | 0.20, | А і ә), 
= С шу „А әп + СА С? + ИСО 
故 由 Ha HOR љу 一 > 0) 
Cin sÀ Jan, = СО им, A Jan,- (4-29} 
另 一 方面 ,由 {4-27) AA 


|| wma | Кл < Cl [| гй, 
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HE (4-26), (4-29) 式 推 得 
luas |a ТА Тао < Сша Ааа, = Clua,RAla 
= С ua ка с ТВА а, 
即 
{А 124.32, = С IRA || WE 
因此 (4-25) 式 成 立 ， 


引 理 8 对 v€ FA 
Hy— Yr (v) ETE Civils {4-30) 


证 明 ”此 处 可 用 初等 方法 的 证 明 , 不 失 一 般 性 , 设 了 = |(х.0)10< z = dl. 
记 ñ = [0,4,3 Шз € 于 (3 六) 表 由 下 列 方式 定 文 的 函数 


r(x,0), Ü =< x= d.y = 0, 
P: ) = rid - x,0), Ügrgdy= d, 
х,у = r(y,0), 0 = y = d.x = 0, 


vd у,0), 0=y=w= d4.x= d, 
即 空间 曲线 Z = ›(х,у}((х,у) EIR 关于 平面 = y 和 平面 x+ y = а. 
先 验证 

[oli < Ce (г (4-31) 


a 


为 方便 起 见 , 记 Pu = ELIR 的 其 它 边 按 逆 时 针 方 向 依次 记 作 Er, E, 和 E, W 
一 ч 004) — 8) |: 
Ге 50 = > 2 У], |, Келе = dstAydst В) 
Ep A,B aI E, ЖЕ, EM. 要 证 (4- 31) 式 , 只 须 证 
FA) - ai Ë 2 
1), СА = eUB) a (OG) €l v fs, 
EP k.r PEHL Н k= 1,r = 2, 则 
j | I (А) — z( B) Er4ydastB) _ [| d | vix, O) — 200, у) Г даду 
E,” E, 


IA- B Ë (а - х) + уг 
I o(x,0) — vid- y,0) 1 d | o(x,0) - vid — у,0) |? 
- р (а- х) + ү? dedy < |, I d — x -— yl дхду 
_ dd | y(x,0) — ь(у,0) | _ 
= NN аур А ахау Е: e 


ШШ ç € НП) v BAMPER + 是 下 列 问题 的 弱 解 ; 
га" -0, би, 


15 2 = Ы, 
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则 有 
tvline Сів 20, 
АЕ АУБ B {ЕНГ ЛЕ (1-11) 得 
le- уге) 1 а По Уг) Паза 
< С Tomia + ао (0) 00 


= С1 clip < Clrll,on: 


HIES (4-31) ЕЕ (4-30) 式 . 
引 理 9 RA € VON) д = 2, 1r , 则 有 
ГАУ latr, < СО + loga) ГА; 1- 本 (4-32) 
I DA ap СО + logn) ТА оо dey 2). (4-33) 
证 明 ”将 ?2, 作 直径 为 h = d BD 38 EEDA CAAA. A ИСӘП} 
和 (ОГ) УЗЕ ЕЛЕ ОП, EAD; ERE НАНЕ РБС р. ЯГ» € ні(Г,), 
Е з € Va), iE 
la — |1 ог, < Chz | e || гу, E: L. С i e ll гу, (4-34) 
故 由 引 理 6 有 
| Aç. v 一 t? r, |= àp 1 an ° | > — | ол, 
< A? helte- NA loa (4-35) 
< Chelur: ФА әп. 
设 s P 54 是 ;的 帅 个 端点 ,3 和 s, 分 别 是 5з. 和 sa 相 邻 的 内 结 点 . 记 e = 
[ss 上 [3.4]. 定义 ws C FIT „Же € FONRO HH F: 


эз), зея ан, -mo 在 Ty 上 
vn(s) = ЁТ sE e, mw 
0, s € [sz sa], | 


H FOB(1-15) 式 ) 
ls loa. = CO + log? (аА) || Їз. 
故 由 (4-23) 式 , 得 
| Айа? г, е Hal om ° | vs ө. Р, 
ГА; Поза, ° П ем о, (4-36) 


— L 
Спі ; I À; | -4.40 А? | ПА | О... 


ЈА 


íA 


= Ctl+ log? љ) | À; l-t sa, ` || > |l гр 
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由 (1-16) 式 , 知 
| vza l Łan, < CO + log( d/h)) sm | 4r > 


因此 
| 本 | =! À; 1120 * | s>, 1 Lan, (4-37) 
= C+ logn) | À; lotan б | г 
| (Agp vir, | =! Ауа), [+I (Ay. e 一 WIT, | 
=! Aa PRIT, |+! СА, Von ап, | 十 
C | t | Р, ` | À; | -1 

< С(1+ loga) Ià; оа" ЇЇ г, 

ШИП (4-32) 式 ( 注 意 r 的 任意 性 ). 
现 考 虑 (4-33) 式 ,从 (4-32) 式 的 证 明 可 看 出 


Гу.) le CO + loga) IA; ltag t Пера YrE ні(20,), 
故 只 须 证 :对 任意 € HOND A 


о1о Clelia 当 d т?ш. 
Жу Еф € AUR) S РУАНУ: 
- åp + dp = 0, ER 内， 
l; lan, = b, 
则 由 迹 定理 和 熟知 的 "最 小 性 ” 结果 (和 将 引 理 2 中 的 p b p 472) 得 


1 
| ә | lan = ECC e, Ва, + 472 || z, || б.п)? 


< CO w, Ia, + d? a 16а) 
= CO w, la = C |l ll loo (H 4-2 < 0). 
定义 算 于 By: (ГЫ) — WER) 8:0, СГ) — И, (Гу) М 
(ВА. vla = Quya, Ag € (ГӘ, YoE Vul), 
(Syadyr re) = (КА, Кун], + [Riy у py ln: 
A E WT Мру € (Г). 


少 


P = ]E CIN FEME 20, 90 = @ By oni Ë E c ӘП. 
设 € Г, іс ©, = spanil| c ИГ). G PE: Ka CEY) — £ 表 相 对 内 积 
85. "a -Jp 的 正 交 投影 算 于 .对 À; = ДОА АЎ, = Ay = 《一 F; ) = А, — 


д9. 
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引 理 10 E A; Є (Г), 


(SA) г, € e l Ay Ар. ГЄ 1, (4-38) 
5А, Аг, = el Ap Etro DEI, (4-39) 


证 明 ”只 证 (4-40) 式 ,(4-38) 和 (4-39) 式 的 证 明 类 似 .由 R, A; 的 定 六 有 
ПКА 5 = 《Rs = «ВА, Аад, 
= |! Raay | Lag, “| D.A; 1 "lon 
= | R; А; | in, -| Dy Aa И 
Hp 
Вед a 1 Dydy Кү 
[п] Ж 
| R; A; | na, = | D; À; l Lan ` 
因此 ,由 S. A, ВУХ 5 B H104-40) 式 成 立 ， 
НИН ЕИ 3 AE. Ж ОУ nr) 的 粗 于 空间 为 
ks = spant 0,1 | Г, C af Ж h T Е. 902; П #42 = (2) ВУ il 5 
Ш Sy: V, — V, АО ИЕ СА 2 ЖЕ), Q: V (P) V & r W 3 T, TAR 
验证 М, fll М, 的 算 子 形式 分 别 为 
М, = 2 DS; Os, М, = S'O + М. 
仅 考虑 定理 30) ,定理 3(2) 的 证 明 类 似 .由 第 2 章 的 . 般 理 论 知 ,要 证 定理 


3(19) ,只 需 证 (相当 于 Vo. = 101): 
(О 对 和 任意 € (Dy), 有 


(S(O DA), 2 DA < СО (SAA e. (4-41) 
D 对 任意 ME М,Н 
> (SAp Ару, = С(1+ Jor п)(%А,А), (4-42) 


其 中 心 = À Ine 
(4-41) AH HERH EARTEN (2108,5 А141), F uF(4-42) X. 
事实 上 ,由 (4- 和 ) ,{4-33) 和 (4-25) 式 得 
5А, Ау? г, = (1 D.A; 1 -二 .aa +] DA; Šk an? 
= CU + Іова) (ЕА; HÍ аа, +15; Ian) 
= CO + loga) (5д,А) + (SA.22). 
Ею д, = А lan, А; = À lan .由 此 即 推 得 (4-42) I. 


参考 文献 “343. 


参考 文献 


Bemardi С, Moday Y, Patera А, A new nonconforming approach to domain deoomposi- 
tion: the mortar element method. In; Brezis H Lions J L eds. Nonlinear partial differential 
equationa and their applications. Pitman, 1989. 
Bramble J Н, Fasciak J, Schatz A. The construction of preconditions for elliptic problems 
by substructurinz. I. Math Comp, 198647), 103 ~ 134. 
Bramble J H, Fasciak J, Schatz A. The construction of preconditionets Юг elliptic prob- 
lems by substructuring, ГУ. Math Comp, 198953) :1 ~ 24. 
RKA ARE. B RÉD. ДЕ ЕСЕ НАЕ. 1997. 
Chan T F, Mathew T. Domain decomposition algorithms. Acta Митепа ,61 ~ 143. 
Dinh Q У, Glowinski R, Periaux J. Solving elliptic problems by domain decom- position 
methods with applications. in elliptic problem solver I. New Yotk: Academic Press, 
1982. 
Dryja М. A capacitance matrix method for dinithlet problems on polygon region. Numer 
Math , 19821390}; 51 ~ 64. 
Dryja M A. Method of domain decomposition for 3-0 finite elment problems. In: Glowinski 
R, Golub G, Meuram G et al eds, First International Symposiwn on Domain Decomposition 
Methods for PDEs. Philadelphia: SIAM , 1988. 
Dryja M., Widlund О. Domain decomposition algorithms with small overlap. SIAM J Sci 
Comput, 1994(3) :604 
Farha С. А saddle-point principle domain decomposition method for the solution of solid 
methanics problems. In; David E, Keys, Mauran G et al eds. 5th Intemational Symposium 
оп Domain Decomposition Methods for Partial Differential Equations. Philadelphia: 
SLAM , 1992. 
Farhat С, Mandel J, Chen Poshu. A scalalhle lagrange multiphior based domain decom- 
position method for time-dependent problems. Int J Numer Methods Eng, 1995 38) :3831 
~ 3853. 
Glowinski R. Numerical methods for nonlinear variational prblems. Springer Series in 
Comparative Physics. New York: Springer- Verlag, 1984. 
ph ЛЕ, 88 ШЖК. ETTA EE Н АЕ ИРИ yu SE: 8 ЇЙ 23 [5] E a ИИ #L ЭИ 88 
( 工 ). 计 算数 学 ,1996,18(2):114 ~ 128. 
胡 齐 芽 . 非 匹配 岗 格 区 域 分 解 方法 研究 :| 博士 论文 .北京 :中 科 院 数学 所 ， 
1998. 
衣 齐 芽 , 梁 国平 .界面 预 条 件 子 构造 的 一 般 框 架 , 计 算数 学 ,1999,21(1) 
康 立 山 等 .解数 学 物理 问题 的 异步 并 行 算 法 ,北京 :科学 出 版 社 ,1985 
深 国 平 , 深 平 . 洪 交 有 限 元 的 区 域 分 解法 .计算 数学 1989011):323-— 332. 
梁 园 平 , 何 江 衡 . 非 协调 区 域 分 解 的 Lagrangian 乘 子 法 .计算 数学 ,1992(14):207 


Ü 


S B RBY X RE B 


· 344 ， Жон 区 域 分 解 方法 


~ 215. 

Lions P L. Оп the Schwarz altemating method [H :a variant for Nonovedapping subdo- 
mains. In; T Chan, R Glowinski, J Pertaux et al eds. Third Intemational Symposium on 
Domain Decomposition Methods for PDEs. Philadelphia: SIAM , 1990. 

昌 涛 , 石 济 民 , 林 振 宝 .区 域 分 解 算法 一 一 偏 微分 方程 数值 解 新 技术 .北京 : 科 
学 出 版 柱 ,1992. 

Mandet J. Balancing domain decomposition. Commum Numer Meth Engg, 1993(9);233 
~ 241. 

Мс Cormick S. Fast adaptive composite grid( FAC) methods: theory for the variational 
case, in defect correction methods, Theory and Applications Computations Supplementa- 
tion. 1984(5):115 ~ 122. 

Ме Cormick 5. Multilevel adaptive methods for partial differential equations . Philade- 
phia: SIAM, 1989. 

ЖЮ. LRZ RR E. EER. E :科学 出 版 社 , 1964. 

Miller K. Numerical analogs to the Schwaz alternating procedure. Numer Math, 1965 
(7):91 ~ 103. 

Proskurowski W, Widlund Ф. On the numerical solution of helmholtz’ s equation by the 
capacitance matrix method math. Comput, 1976(30) ;433 ~ 468. 

Schwarz H. Сезапитејеіе mathematische abhandlungen. Vol 2. Berlin: Springer, 1890. 
Shi Z, Xie Z, Substructure preconditioners for nonconforming plate element. J Comp 
Math, 1998(4) :289 ~ 304. 

Smith В, Bjrstad P, Gropp W. Domain decomposition. London: Cambridge University 
Press, 1996. 

PEI. КЕНИ ГИ ӨЛ) Lagrange 莱 子 非 协 调 区 域 分 解法 ;[ 博 士 论文 ] .北京 ; 
中 科 院 数学 所 ,1997. 

Tallec P. Le domain decomposition methods in computational mechanies. Comput Mech 
Adv, 19942) : 121 ~ 220. 

Xu J, Zou J. Some nonoverlapping domain decomposition methods, SILAM Review, 
1998(4). 

же. ЯКЕИ ЕАСИ ЕНЕ .计算 数学 , 1905, 
18(3):328 ~ 336. 

余 德 浩 .自然 边界 元 方法 的 数学 理论 .北京 :科学 出 版 社 ,1993 F. 


小 波 分 析 


编 者 刘 智 新 
TRA DRE 


Н 

引言 os (347) 

处 波 分 析 基 础 … pp (347) 

1.1 信号 的 时 频 局 部 化 分 析 

“ (347) 

1.2 еа мн (348) 
离散 小 设 变换 与 小 该 杠 架 

з (351) 

2.1 离散 小 波 变换 nt (351) 

2,2 框架 ПТИ? {352} 

2.3 ДЕЕ н (354) 
多 尺度 分 析 与 正 变 小 波 基 

- {355} 


3.1 多 尺度 分 析 везом 
ВБ эзсе; . (355) 


ж 


3.2 信号 的 小 波 分 解 与 合成 ， 


Mallat Ез (360) 
FEREARE- . (362) 
4.1 TUE НАЖИ 

- (362) 
4.2 pCO MLER AR FE 
. (364) 
Да Не (365) 
5.1 МЈ ece (365) 
5.2 ететт 
5.3 а өен (367) 
Ко: эса. | ЖЕ с (368) 


mit 


5l 


小 流 分 析 是 近年 来 发 展 起 来 的 理论 与 应 用 的 数学 分 区 . 主要 用 来 分 析 、 处 理 
冀 异 人 性 强 的 不 平稳 以 号 . 由 十 传 统 的 傅 里 叶 分 析 方 靶 对 上 奇异 信号 处 理 效果 较 
差 ,因而 小 波 分 析 忆 被 广 证 地 应 用 于 图 像 处 理 . 语 言 合 成 、. 边 弹 探 调 、 石 油 斋 探 等 许 
直方 面 ,成 为 丸 理 突变 信号 及 不 平稳 信号 的 重要 工具 . 小 波 这 一 和 名称 首 先是 由 法 
国 地 质 学 家 J. Morlet 与 А. Grossmann 在 分 析 地 质数 据 时 引进 的 YY, Meyer, S. Mallat 
及 1. Daubechies 等 人 都 对 于 小 波 理 论 的 发 展 作 出 了 重要 的 贡献 ,自前 小 波 分 析 仍 
是 国际 上 活路 的 研究 领域 之 -- . 


1 小 波 分 析 基 础 


1.1 入 号 的 时 频 局 部 化 分 析 


1.1,1 Жел ерд AHE 
对 于 给 定 的 连续 信号 关 日 , 它 在 频 城 上 可 以 开征 为 у) В Е Е Fourier) ЛЁ 
%. 


Яо) = = "оеш. (1-1) 


(Т-ТА ЕАУ /( 1) TERTRE LAR EA . 然而 在 实际 问题 中 ,人 们 党 
需要 知道 /(:) ERKL, + A:] 中 的 局 部 频谱 特征 ， 这 就 是 信号 的 时 频 局 
部 化 问题 . 例如 地 质 依 呈 ,人们 关心 的 是 在 什么 位 置 出 现 “ 断 层 ”, 即 信号 在 什么 位 
置 出 现 频 率 奇 异性 .对 于 这 一 类 奇异 性 强 的 不 平稳 信号 ,传统 的 情 里 叶 变 换 方 法 常 
常 效果 不 佳 , 


11,2 Жа 


分 析 产 生 上 述 问 题 的 主要 原因 ,可 以 发 现 , 情 里 叶 变 换 (1-1) РЕЛ e" 虽 
然 在 频 域 上 具有 最 好 的 局 部 化 性 质 , 但 在 时 域 上 却 不 具有 任何 局 部 化 特性 . 因而 
ЖЖ ЖКП РА т) 来 代 壹 oe", 使 之 能 后 时 反映 出 信号 的 时 间 域 及 频率 域 
的 局 部 化 特征 ， 这 就 是 说 波 函 数 g(t) 应 具备 时 域 及 频 域 的 局 部 化 特性 . 


1.1.3 波 函 数 时 频 局 部 化 的 表征 


根据 诲 森 伯 格 (Heisenberg) 测 不 准 原理 , TE In] ЙЕ a ЖК ТЕН ЕЙ E] Bf a АВ 
化 ,在 严格 意义 下 是 不 可 能 的 ,但 是 在 概率 意义 下 则 是 可 能 的 ， 
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1. 时 间 中 心 与 频率 中 心 
iè g € (В) H tglt) Є FP(R). 


бо = ИС | glt) a |”. I її) de, 


wg = Г. | (о) a |" | 200) 24и 
分 别称 为 gi) ЧЕНЕ Б. РЕНТА Е, (го, оо) SF29 gi) 的 窗口 中 
D. 
2. 时 间 宽 度 与 频率 离 度 


А. = С 一 0)? Í git) paff, | git) 20] 


与 Аг = ТИКЕ 一 оңу? | (Фф) Pa/ l £ (o) [do |1? 


分 别称 为 gO) 的 时 间 宽 度 与 频率 宽度 . 
PAR, gO) 的 能 量 主要 集中 在 区 间 {o - А, б + А) РЧ (г) 的 主要 频谱 集中 
在 区 间 (wo - Ар, оо + Aç) 内 .Ap У Ag KAA TEA Я z( t) TERI БОН АЈ 


局 部 化 程度 . 
3. 海 森 伯 格 测 不 准 原理 


对 任何 gl) Є POR), gl) Ж og (a) 都 属于 LR), W, 
A, Az +. 


1.2 ”连续 小 波 变换 


1.2.1 连续 小 波 变 搁 的 概念 

为 了 克服 傅 里 叶 变 换 不 能 时 、 频 局 时 局 部 化 的 缺点 , 选 反 满足 下 列 条 件 的 函数 
PARAR, EIEEE: 

о E€ P(R); 

2? С, = >) | Flw) Pdo l wie %. (1-2) 
# Р? ОАЕ UE (с) 的 容许 条 件 . RRE RRR, ЖОЮ АНН 
上 (1) 得 到 的 一 族 波 郴 数 ， 

ó (t) =1 а k =) + 
其 中 obER 有 a=0. 对 于 任何 信号 f(t) € POR), Ж /( u) 的 连续 小 波 变 换 为 
Еа, 5) = (f, у. 


=leal- |” жо (=) а. (1-3) 
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1.2.2 信号 的 恢复 
由 信号 AO 的 小 波 变换 可 以 恢复 出 fO y> 
Ко) = cr def” gali) Wa, б)4ь, (1-4) 


其 中 C. 由 (1-2) 式 定义 ， 
#1 2 suppf .supp C [0, + =), ща < 0 时 ， 
Иба.) | olal „(кї ш 


= >= la a|” Aw) Iia = Ü, 


从 而 此 时 
AO = суў BS” тавуш). 


1.2.3 ЖЕ Pk Fr He ЕЕ 

为 方便 起 见 , 通 常 对 基本 小 波 附 加 一 组 限制 条 件 : 

fr dfe _ n. 

1 (0) = ==). plt)dt = 0; 

2 | g(i C+ € Re > 0899); 
P lal, = 1; 

“|, lgl) Pde = 0 


1. ДМ АВО П 
对 于 小 波 函 数 p0) ЕНЕН Ө С БИЗЕ Т АУ 


ёш = Г. | #, (t) аг, 


аду = | | Fala) [28 ; 
它 的 时 间 帘 度 与 正 , 负 频 率 宽度 分 别 为 a 
= (o = ta)? | fakt) га) 


A 12 
А}, 一 (| Lt - ob)° ww) 24) 
2. 小 波 变换 的 * 变 糙 距 " 性 质 
不 难 直 接 算 得 
Ф 2601-4) ЕТИ ЯЙ: 
tim 1 cafe сә gapla, вурсо) 480 1: = 0.9.342]. 


А. Я 
є—@* 
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— . .......—. . u. u... 


ta = b; (1-5) 
eË = wta; (1-б) 
ay = aà; (1-7) 
А} = 46. (1-8) 


其 中 


ш? = |... a” | #0) аз; 


y = (Гето а)", 
ду = ТКС - о*) 1 (ш) 1240); 
HRA y HE . 负 频 率 中 心 ‚БН ЖЕЛЕ ДИЕ ТАНЕ НО НТ: 

{1) 根据 (1-5) Ж(1-6) R ДМЧ ЕК ga) 的 一 对 窗口 中 心 位 于 相 平 面 上 (6， 
о? Га) 处 ,并 且 当 参数 a b ЯРИ, СЬ, оѓ Za) 可 以 在 相 半 而 上 任何 位 置 . 

(2) 根据 (1-7) 及 (1-8) 式 ,小 波 函 数 (2) 的 确定 窗 1T 画 积 对 于 任意 的 а. Б 
是 不 变 的 ， | , 

2А. + 24у, = 4А. 

然而 , 当 sa 变动 时 ,窗口 的 形状 却 是 不 同 的 .te 越 大 ,窗口 的 时 间 宽 度 越 小 , 同 
时 频率 宽度 越 大 . 这 表明 ,小 省 变换 (1-3) 的 时 频 局 部 化 程度 由 时 域 贿 数 5 及 频 域 
参数 lve 决定 . 在 频率 较 高 的 频段 ( 即 тло 较 大 时 ) ,时 间 域 的 局 部 化 程度 较 病 , 即 
分 状 率 较 高 . 这 就 是 说 小 波 变 换 具有 "变焦 中 ”的 特性 ， 


1.2.4 用 小 波 变 换 来 刻 划 情 哥 的 局 部 正则 性 


定理 1 设 基本 小 波 pa) 满足 #(0) = 0, 且 
^а +1210) odie ®. 
E) € Lipa,0 < а = 1, АЕК СВ 
IOD- Ка) &Є6Є1-ини1°, ури ЄВ, 
那么 | Fab) lg Сат, 
其 中 с 为 常数 ， 
反之 , 若 再 设 supo K, AOA ОСК) htik q PL PS. HFE a € (0,1) 及 常 


数 C, 848 
| (а, 5) 1а G, l a 2+1, 


那么 存在 常数 CG ESE Lipe, a. 
1.2.5 过 续 小 波 变 换 的 推广 形式 
连续 小 该 变换 (2-2) 可 以 作 如 下 推广 :在 变换 与 恢复 叶 使 用 不 同 的 基本 小 波 
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函数 . 
Ë о.ф € LR) BW E: 
Г. | lw) 11 TOI < %. 
Ж Wa, b) 由 (2-2) 式 给 出 ,那么 
Же) = бу |7 YP wasqa, 


其 中 Ср = [` 2 Plu) ф (о) 1901-14 = 0. 
进步 的 讨论 参见 文献 [2]. 


2 离散 小 波 变换 与 小 波 框 架 


2.1 ”离散 小 让 变换 


2.1.1 连续 小 波 的 离散 化 
在 傅 里 叶 分 析 中 , 傅 里 叶 级 数 可 以 看 作 是 博 里 叶 变换 的 离散 化 .考虑 连续 小 波 
变换 的 离散 化 ,也 就 是 把 小 波 画 数 palt) = 1 a AE) 中 的 参数 a、6 ЖК 
化 . 若 选取 基本 小 波 函 数 po) ИЖ BIF” МЕЕ, TURER o > 0 的 情形 . 取 a 
2 ат, Б ЯБЫ nhan. т.п = 0, +1, 2,… AP a > 1 和 >0 为 常数 , 便 
得 到 函数 系 
Penkt) = oF pl agi- bon), (2-1) 


m,a = Ü, # 1, +£ 2. 


通常 取 最 简单 的 情形 ас = 2,6 = 1. 
2.1.2 ЖЖЖЖ 3k 2138 


对 于 (2-1) RES НЕ S| l. ER £C LAR), 即 可 得 到 六 4) 的 离散 小 
ЖЛЕ ЖУП Amlan =- е. 

需要 考虑 的 基本 问题 是 : 

(1) 是 否 对 任何 fÉ) € PR), ЖКП Cf, A l A 都 可 以 完全 地 刻 划 疡 即 当 
了 改变 时 ,对 应 的 双 数 列 |f, yw)| 是 否 一 定 会 改变 . 

(2) 更 进一步 地 ,是 否 可 以 构造 出 数值 上 稳定 的 方法 НИВУ РАР Ао) Є 
POR), A SS] If. dant wm 重 构 /1)? 

(3) EETA) Є 208) 都 可 以 写成 {gm | m Ж ФЕЙК LEE О)? 
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就 是 说 ,是 否 存 在 数列 | Cl ,他 得 
Жа) = > C ue. (t). 
车 存在 ,可 否 找 出 数值 上 稳定 的 方法 求 出 | Cmt? 
这 里 需要 指出 ВЕ Г, 是 天 线性 无 关 ,在 一 些 问 题 中 并 不 重要 ,甚至 在 
有 些 情 况 下 可 能 带 来 方便 . 但 是 数值 计算 上 的 稳定 性 要 求 却 是 关键 的 .在 下 一 节 
中 将 详细 讨论 这 一 问题 . 
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2.2.1 框架 的 概念 


为 了 研究 离散 小 波 变换 数值 计算 上 的 稳定 性 ,引入 框架 的 概念 . 
ARRS А PHARRR p! 称 为 一 个 炬 架 , 车 存在 正 数 4、8 使 得 对 任何 

fe НВ 
АТЛ е > (7,9) < ВПУ. (2-2) 


А,В 称 为 框架 的 上 、 下 界 (或 框架 常数 ). 

当 4 = ВЕЇ, 19,1 为 玫 中 的 紧 框 架 . 

关于 框架 与 正 交 基 的 关系 ,有 如 下 结论 ; 

Fiel НОР, | e, | = 1, 且 框架 常数 4 = Bp = 1 那么 | 和 | XHP 
的 标准 正 交 基 . 

现在 可 以 对 2.1.2 中 提出 的 问题 (1) 给 出 肯定 的 回答 ,这 上 只 需要 使 得 1 wn( 4)| 
成 为 LR) 的 框架 即 可 . 


2.2.2 YMER 
为 了 回答 2.1.2 中 的 问题 (2) ,对 于 总 中 的 框架 | 名 定义 H 上 的 算 子 T 如 下 : 
ТУ = 21.9) Ф, f€ Н. 


(О ВРСТУ, Р = DEPED = 2, 1 /, фу) ,根据 框架 性 质 (2-2) 式 ,有 


АПА < Cf, < ВП, YEA, 
从 而 不 难 验证 了 为 н 上 的 有 界 正 线性 算 子 , 且 
Ag ITI < B. 
(2) 由 (1) 进而 可 得 T 在 H БЕНИ THERE 
B g | T'| < A". 
(3) 根据 T 的 定义 ,有 
f= TII = ТСХР ФрФ)) 


= >; 7, @)T''e;. 
J 
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车 记 $, = Te, Yj (2-3) 
则 有 f=- УРФ) фу, МУЄ H. (2-4) 
(4) 对 于 向 量 系 上 多) 上, 可 以 证 明 ([ 克 文献 [31, 命 题 1.2.10.) 


定理 1 由 从 -3) 式 定义 的 向 量 族 1@{ ОУ 寺中 的 杜 架 ,其 框架 上 、 下 界 分 别 
为 4 与 号 -1 


一 般 地 ,如 果 给 定 框架 | 四 | Tile ДЕ (2-4) ЖШ ФА Alp! HHA 
ET 在 民 中 取 三 个 向 量 @ = (0,1),е, = (— /3⁄2, - 1/2),е, = (13/2, 
~ 1/2). 考虑 由 el е», е; 构成 的 向 量 系 . 对 任何 v = (0.5) E 民 , 容 易 算出 ， 
>; Iire 1? = + + 12) = Žep. 


< 2 

ВТЕ | е, 6,631 构成 了 R° НТ. 

Ше, е, ез| 在 R2 中 不 是 线性 独立 的 ,框架 常数 4 = B = 3/2109 е, 
62,631 较 之 R. 的 基 * 这 度 ” 地 重生 之 程度 . 

通过 简单 计算 可 得 ， , 

v = 2 Sree; 

所 以 人 |， = 2/3е,,ј = 1,2,3, 1 еу, ел, ел} 的 一 个 对 侦 框 架 ,其 框架 常数 为 4 
一 B`! = 2/3, 

2.2.3 Жр ДЕЕ 69 ЖД 


(1) 框架 [| 与 其 对 偶 框 架 | ë ,| 的 关系 是 相互 的 . 因为 对 于 任何 f、g € H. 
(f.g> = (Шер @ g) = 2.08 в), 
局 理 к.) = 2.08.9 009.7, 
所 拟 8 = ALEL 
Elgi Ф 让 的 对 偶 框 架 . 
(2) 框架 1 el 通常 不 一 定 线性 独立 ,因而 每 个 向 量 了 用 { 和 | 的 表示 也 不 一 定 


唯一 . 但 是 下 面 结论 说 明 使 用 由 对 偶 框 架 生 成 的 系数 列 1 了 , ф 站 | 作为 分 解 系数 
为 "最 佳 ” 表示 ( 见 文献 [2] ,命题 3.2.4). 

TE? izle 为 希 尔 伯 特 空间 HAER. Фф А 为 它 的 对 偶 框 架 ,又 设 f = 
cp, 使 得 >， 6 2 < + o, Já 
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Dig 110,60 0, 


等 号 当 且 促 当 所 有 的 = = (У, Ф) 时 成 并 . 

(3) E ipl 为 线性 独立 的 框架 , 则 其 对 偶 框 架 是 唯一 的 LB 1р; 与 其 对 侦 杠 
НХХ Е: 
0, k= J, 


(9.61) = др = 位 k = ј. 
反之 HEA p) 与 其 对 侦 框 架 双 正 交 , 那 么 19y| 线性 独立 ， 
2.2.4 框架 与 里 斯 基 
希 尔 伯 特 空间 Н ЖЕ | o ЖЕУ HRR Rie) 基 , 若 对 任何 PE Н, 
表示 为 让 = Уе). 并 且 存 在 与 € H БАЕ A.B AB 
А162 lflis B25 16. (2-5) 


不 难 验证 ,里 斯 基 -- 定 是 线性 独立 的 ， HT ий ЕЕЕ 3 A 
定理 3 希 尔 伯 特 空间 中 向 量 放 1@ | 为 再 的 里 斯 基 , 当 且 仅 当 它 为 Н Ра 
性 独立 框架 ,此 时 {2-5) 式 中 的 A.B 即 为 1 р, 的 框架 常数 . 
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2.3.1 小 波 框 架 的 概念 


Ep) ЭЕМ Е. 若 (2-1) 式 中 定义 的 函数 系 | gw! 构成 ELR) 
中 的 框架 , 则 称 它 为 LIIR 的 一 个 小 让 框架 . 

2.3.2 小 波 框架 的 生成 休 性 

1. 一 个 必要 条 性 


Ë V(t 为 基本 小 波 函 数 , | pul (2-1) Ж. E „1 构成 12080) 的 框架 ,以 4 
与 в 为 框架 的 下 界 与 上 界 , 那 么 
dw 1 


1 
p Polna = | | Tlw) |? та: 2. Pbolnao. 


скы» 
2. 一 个 充分 条 件 
设 yt) S Ió. l 如 上 ,车 存在 正 数 a > 0,y > a + 13 c > 0,838 
| (ш) 1&с!%1°(1+1%1)77, o € R, 
那么 存在 正 数 2, 司 得 对 和 拇 个 ao > 1 及 b€ (0,4), BAR i pul 都 构成 LOR) 的 
ДУВЕ. 
更 详细 的 讨论 见 交 献 [2]. 
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2.3.33 ЖТЖ 3 65 ЛЕЛЕ ЕЁ 

ЈЕНИ ЕЛ: 

(1) д 上 为 小 波 框 架 时 ,本 以 通过 2.2.2 中 定 兴 的 算 子 T 及 T1 得 到 它 的 对 
偶 框 架 .这 在 某 些 情况 下 ,在 数值 上 是 可 行 的 ,尤其 当 4 与 吕 非 常 接近 或 4 = 8 的 
情形 . 

(2) 在 革 些 情况 下 ,| фы ИНДЕ АНН 二 | 可 以 由 “一个 函数 2 依 {2-1) 式 的 
方式 产生 : 

¿ mii) = a ф (аб! — bon). 

WERTER фы! БЇ а TARR SIEEN . 

特别 地 ,车 | yl 还 基线 性 独立 的 ,那么 Tg 5512 „ 还 是 双 正 交 的 . Е 
HAREE ， 

(3) Ж 1 фы) 构成 OR) 的 标准 正 交 菇 ,那么 让 = / B yE P(R), 

Ко = У Оа) a (t). 
ГЫ 

ЖЕРЕ Ф | SIE ЗЕЛМЕ, (+) 为 正 交 小 波 . 


3 ”多 尺度 分 析 与 正 交 小 波 基 


3.1 多 尺度 分 析 与 正 交 小 波 基 的 构造 


3.1.1 多 尺度 分 析 的 概念 


S. Mahar M Y. Meyer F 1986 年 引入 了 多 愉 度 分 析 的 概念 ,为 正 交 小 波 基 的 构造 
提供 了 一 个 一 般 的 方法 . 

EMI AR 的 一 个 多 尺度 分 析 , 是 LCR) 的 一 个 奢 子 空间 列 1 和 Vl? 与 Vo 
中 一 个 函数 yp 的 联合 体 , 且 满 足下 列 条 件 : 

IV. C иа. = 0,+1,+2" 

> Цу = 101. UV = D(R); 


POE V HHR 02) € КИ; 

£ plt- a)l 2 a 构成 УУШФЕҢПЕЗӘЕ. Ж ог) 称 为 尺度 函数 . 
ШЕ М. 1-1 易 得 : 

(1) г) € 0, SARS glo = 020) € V. 

(2) 记 
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Pal) = V2 pt- п), т,п=0, + [+ (3-1) 
( 即 在 (2-1) RPE а, = 2, bo = 1, 以 下 总 作 此 假定 ) Io, 15. 为 点 的 标准 正 
交 基 , 当 且 仅 当 1 p(t - п), 为 内 的 标准 正 交 基 , 
3.1.2 尺度 函数 与 双 尺 度 方程 
ERREEN plt) 忆 和 w 己 和 ,而 | 91nls 为 VW 的 标准 止 交 基 , 从 而 存在 数列 
А. 使 得 
plt) = {22 hpl — n). (3-2) 
(3-2) 式 称 为 双 尺 度 方程 , 它 是 小 波 基 构 造 中 的 - -个 基本 方程 . 
考察 方程 (3-2) 两 端的 傅 蛙 叶 变 换 , 可 得 
Plo) = m )Ф СУ). o € R. 


gp Ф(20) = mo(o)@ (o), (3-3) 
Hp mlw) = {2 ' S h ei. (3-4) 
通常 称 mofw) 为 (关于 尺度 函数 p) 的 ) RRAN., 


为 进一步 研究 尺度 函数 ,给 出 下 列 命题 , 
命题 1 i gl) E FR) Wigi- п). 构成 它 所 张 成 的 线性 空间 


зрапі g(t п) 1 n € ZI 的 标准 正 交 基 , 当 且 仅 当 
У) | 206 + 2kn) 2 = 1⁄2x, «ЄК. 


根据 命题 3-1, 不 难 从 {3-3) 式 中 得 到 
| тобо) |Z +1 тобо + m) 12 = 1, о € R. (3-5) 
КУЙ ДН Т ТЖЕ gp(1) 及 滤波 函数 molto) 的 几 个 基本 事实 | 它 
可 由 (3-3) 及 (3-5} 式 导 出 . 


йй? ИЮЛЕ pO 的 博 里 叶 变换 pCw) 在 o = 0 附近 连续 , 则 有 
1° Ф100) 0; 
P m0) = 1, moln) = Ü; 
Ppllkr) = 0,29 k 40]; 
4° | Ф(0) | = 1. 
依 此 命题 ,以 下 总 假定 : 
p0) = 1. (3-6) 
3.1.3 基本 小 波 与 正 交 小 波 基 的 构造 
定理 1 ROKL p) 为 P(R) 的 一 个 多 尺度 分 析 , 令 
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pt) = ANO- Dh np (2 —он), (3-7) 


其 中 {| 由 (3-2) 式 确定 . Ула 
Ф010) = 02902" – n), п = Ü, +1, żre 
BB2Z 6. 为 天 (及 ) 的 一 个 正 交 小 波 基 . 者 记 W. A V. ЛЕ К, 中 的 正 交 补 , 即 
Vi = ИФ W,, ј = 0, +1, £27 


Ф W, = À V = F(R), 
ЯБА le, 122... 为 W, 的 标准 正 交 基 . 
定理 1 给 出 了 由 多 尺 度 分 析 来 构造 正 交 小 波 基 的 一 般 方法 . (3-7) 式 给 出 了 正 
ЗЛУЕ РАЎ фт). 
它 的 另 一 表述 为 


Pw) = mlw) Pw), (3-8) 
其 中 mtfw) 为 对 应 于 00) ЙЕ РАК, 
milo) ={2 У D hi ei 

=- ei mole + л). (3-9) 
例 1 MA {Нааг} Æ. 设 记 由 所 有 在 [n,n + 1)(n 为 整数 ) 上 取 常 值 的 分 段 
KERKO) € POR) 构成 .上 = IAD | f(D) € Vol ,那么 [W112 为 ER) 
的 闭 子 空间 增加 列 . 再 取 2{ 为 区 间 [0,1) AREAS, TETERE ҮЕ, p) 

构成 LR 的 一 个 名 尺度 分 析 , 使 得 1p(t - п), 为 内 的 标准 正 交 基 . 易 验 证 ， 


gt) = р (1- e“), 
теб} = 200) = Layer), 
Plu) 
miw) =-e “motw + m) = ta = еті), 
所 以 相应 前 基 本 小 波 为 
Pu) = т(2)002) = Fa- 670) 008), 
062) = l2) - p(t 1); 
相应 的 双 尺 度 方程 为 
pli) = p20 + o(2: - 1); 
l, (t) 构成 CR) 的 正 交 小 波 基 , 即 哈 尔 基 . 
0] 2 Littlewood-Paley Æ . $ p(t) = sintiti, 
Fa = IAD € LR) | suppf c [- ях, 
V = IAD Є ТИВ) 10274) Є val 
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= |F) € BOR) | suppf < l- Pir,2in]}. 


注意 到 plo) = Xina lw). 不 难 验证 ф(г) € V B 1 pl- п). HR ER) 
中 的 标准 正 交 系 . 再 由 取样 定理 ,对 任何 Уб) € Vo 


Жа) = 2 /(n)e(t — n). 


从 而 知 (V1,g) 为 22(R) 的 多 尺度 分 析 Ç 
molo) = x(-Z.3)](o) 的 2= 周期 化 ， 


(0) =- eylw), А = [- 2r, – w] U [x,2x], 
G) = Heinl = +) - siet — T )][ - +J], 


3.14 多 尺 度 分 析 的 一 个 等 价 定义 


在 多 斥 度 分 析 的 定义 1 中 ,可 以 将 条 件 中 减弱 为 
5 tpl- п), ВУЛ Уо 的 里 斯 基 , 即 每 个 fA€ 所 都 可 由 | pte - a)l, Жай: 


Жа) = > lep - n), 
且 存 在 与 六 € V 无关 的 正 数 4、B8 使 得 
AD) lea Ре ПА BS lo!, YAE W. (3-10) 


事实 上 ,利用 下 列 命 题 ; 
ФЗ ”不 等 式 (3-10) 成 立 当 且 仅 当 


А < 2л У) I plow +2пт) 12 = В. (3-11) 
Ж e" (0) 为 
@ (ш) = Pv) (Ол i Elw + 2nm) 12), (3-12) 
W| “(у € PR Фс 
(2л >, (Фо + 2л) P = Уе", 
那么 9° (ә) = Dde Ф), 
2) 14° (о + 2nm) = 3. 


ЖИА p(t- nl 构成 内 的 标准 正 交 基 . 

(3-12) 式 可 以 看 作对 尺度 函数 ple) 进行 * 正 交 化 ”而 得 到 对 应 于 正 奖 小 波 基 
的 尺度 函数 o". 

例 3 B- 样 条 小 波 . EN) = y O NO = Mat NDO 2) 5 
k By BER, Hl] 


Le _ ү š ， „м. 
Rale) = О [1=#—"} = 2) 
所 以 MCD 满足 下 列 双 尺度 方程 ; 


3 ЖКТ УЕА - 359 - 


M(t) = 2!- PG PN- p. 

BRINU- n)1 并 不 是 正 交 系 ， Bi BF ak tas B У 的 里 斯 基 . 事 

实 土 , 若 记 
Flw) = >; | ККЕ + 2am 12 = Yoe”, 
则 不 难 算得 | 
161) = FNG + «миды = gl~ т). 

从 而 由 MO WEEER Fo) 为 m 阶 三 角 包 项 式 . 再 考察 Nlo) 的 零点 ， 
即 知 Ftw) 无 零点 ,根据 命题 3-3 便 知 1(i п), A В ЛЕ. 

进一步 对 М, (2) 实施 * 正 变化 ”, 在 数值 上 是 可 行 的 . 比 外 , 正 交 化 后 得 到 的 正 


交 小 波 具 有 某 些 对 称 性 ,具有 指数 大 减 速 度 , 还 可 具有 较 好 的 正则 性 ( 即 光滑 性 ). 
参见 文献 [2]. 


3.1.5 通过 滤波 函数 m (co) H š RETH SEXA 


命题 4 设 mo(w) = ае, 满足 


l° t oy | = оба + 15): I}; 

2° | m (Ü) | = 1; 

3° | тоо) |? +] тоба + m) 12 = 1; 

4° molan < Ow € [- л/2,д/2]. 
FEM рг) 为 


pla) = Im (2 te); 
Málelt- л)! 为 POR) 中 标准 正 交 系 Ç ЕЛ. 
Vo = spani plt - n)i,, 
V = AZDI Є Vl, j=0, 1, +2, 
M KE Ф) 构成 ER 8 EF BE yi . 
命题 s 设 mla) 为 2r- ЈИЕ РАЗИ ME 
| тобо) 12 +1 тобо + к) ssl, m0)= 1, 
Наз | mio) ЛОРАН СРЕ ВА (Е) .那么 plo) Є 到 CR) .此 
外 ,ef — OIA POR) 中 标准 正 交 系 的 充 要 条 人 性 是 存在 常数 < > 0, 使 得 
Do + 200) р с (3-13) 
几乎 处 钼 成 立 ， 
命题 6。 在 命题 5 h, ARE G(o) = >J I Ele +28r) 1? 连续 , 则 条 件 
£ 
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(3-13) 可 以 换 为 科恩 (Cohen) 条 件 :存在 与 单位 图 周 了 同 余 的 紧 集 天 ,以 恕 为 内 点 ， 
使 得 
infil ту(27%) | |/ > 1,®Є K| > c > 0. 
其 中 称 天 与 了 同 余 是 指 | K | = 2r, 且 对 任何 o € T, FERN ¿NEO + 27r € K. 
更 详尽 的 讨论 名 文献 [3] . 
3.1.6 ”没有 对 应 的 多 尺度 分 析 的 正 交 小 波 基 


虽然 目前 人 们 掌握 的 正 交 小 波 基 绝 大 部 分 都 出 自 于 密 尺 度 分 析 . 但 下 面 的 正 
ҖЕ ЛАК (1) 却 不 能 产生 于 某 个 密 尺 度 分 析 . 事实 上 . 它 无 对 应 的 尺度 画 数 
plr), 
a Ë 47 1 o |< n ER Ак | o | < 32z/7 
Ф( а) = { 2m' ы ' 
0, ЖЕ. 
可 验证 
>l Ф (о + 20) 12 = 十， 


但 却 不 存在 相应 于 p0) 的 尺度 函数 p0). 
3.2 ”信和 号 的 小 波 分 解 与 合成 ,Mallat 算法 


3.2.1 信号 的 小 波 分 解 
EOK p) 为 1200) 的 一 个 多 尺度 分 析 , p) 为 对 应 的 正 交 小 波 . 
1. 情 号 的 小 波 分解 
给 定 信号 уб) E22(R), 由 于 实际 取样 的 原因 ,总 可 假定 /4) 是 频 限 信和 号 , 即 
存在 NN 使 
f€ W = Ф Wi 
不 妨 假 定 /C0) Є WWE 
а) = > e pK (t). 
ФР 3 V ;上 的 投影 算 子 ,Qi 为 下 ;上 的 投影 算 子 , 则 有 
f=Pf= Уер а Є Vj jz0, 
Qf = бр Є Wi jahl 
2. 小 波 分 解 系数 的 计算 


利用 (3-2) 式 政 (3-7) 式 可 以 算得 
c = p-a? = (i-i Pn 
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= Sed, 
k 
dt = Qf pan = iira = D arat. 
p 
3. 分 解 算 子 H.G 与 分 解 图 式 
GQ = 163. D = idin AE HG RRA FE В 2 EWART: 
(Ha), = > 2.04, а = (а) Є Ё, 
t (3-14) 
(Ga), = Уе заа, а = (4) £ Р, 
n 
则 上 上面 计 算 可 表述 为 
Ci= НС, Di= GG T), ¿> l. 
上 面 分 解 异 式 可 撕 述 为 


coH, g c Hcni Н,» 


~, og р ? жь. — p~“ 
ТЗ GE: D! Jy CORRE, C'A C 的 低频 部 分 ;第 二 步 册 将 С' 分解 为 
高 频 部 分 D' 与 低频 部 分 吧 ,最 后 分 解 到 第 N 2 p' Ыс", 
4. 采样 初始 化 问题 
上 述 算法 需要 首先 确定 信号 f(r) 的 小 波 分 解 系数 列 СО = tc 中. 若 给 定 的 是 
FO 的 离散 采样 1 ni, 则 一 个 简单 的 方法 就 是 将 [7 全 SPF Со. 这 在 许多 
捕 况 下 是 可 行 的 ,否则 就 需要 采用 其 它 采 样 者 始 化 算法 求 得 CO = hel. 


3.2.2 FEA, 


1. ERAF HC 与 合成 图 式 
Н.С" УНУС НР. 
(Н? а), = У, за. 
to, а = (а) Є Ё, (3-15) 
(Са), = DEn- 
那么 
人 
所 以 ， 
和 = 人 
{HG D" + (HOC, 
上 述 信 号 的 小 波 分 解 与 合成 算法 常 称 为 Malat 算法 . 
2. 关于 Mallat 算法 的 数据 量 
若 原始 数据 C = jc? 的 数据 量 为 M, ET hA HEWA F, D, р, 
р“ ЖОС” 中 所 舍 的 数据 总 黄 仍 为 时 . 
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4 ” 紧 文 集 正 交 小 波 基 
4.1 ” 双 尺 度 方程 的 具 紧 支 集 解 


4.1.1 ЖЖЖ 
BOVLo) 为 XR) 的 一 个 多 尺度 分 析 , С) 满足 到 尺度 方程 
pD = Sepli- п), 
фр) ЗУЛ РАЎ mlo) 为 
таш) = L Sjenert”, 
І. 紧 支 集 尺 度 函 数 的 特性 
АХИРА pt1) 具有 紧 支 集 , 例 如 ,suppp c [0,а],Йзиррф(2х- п) с [>° 
5 + > 1. АҢ n ain < - а 8, 
c = Ore 一 л} = 0. 
ВТЕ ЛМЕ РАЖ фт) ЛЕВ K ЕУЕН Е АЎ ты) 为 三 角 密 项 式 ,从 3.2 节 的 讨 
论 就 可 以 看 出 ,这 对 于 信号 的 小 省 分 解 与 合成 是 很 有 好 处 的 , 且 不 为 零 的 系数 c, 
的 个 数 越 少 计算 越 简单 . 
2. ЕТЖ ЯЕ КЕ ӘЖЕ АЯ mylo) 
由 (3-5) 式 知 , тобо) 应 满足 
| тобе) 12 +1 тоба + m) 1 = 1. (4-1) 
此 外 ,为 使 pl) 55 AC) A EWR EME EREE), A F Т тобо) 为 具 下 列 形式 


的 三 角 多 项 式 : 
теб) = [2- (1 + е)]% (0), (4-2) 


HOP N Sl, Z u) 为 二 角 包 项 式 且 (0) = 1,90) „0. 
为 寻找 具有 紧 支 集 的 尺度 函数 p{1) ,首先 寻找 具有 形状 (4-2) 且 满 足 (4- 1) 式 


的 тобо). 
mA ”具有 形状 (4-2) НЕ (4-1) 式 的 motw) 可 写 为 


| mola) Р = (соё 2 a| >(" V (эь) + 


(аан). 


其 中 (х) 为 任 一 代数 多 项 式 , 满 足 
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г(х) + r(l — x) = O. 
进而 只 需 选 择 适 当 的 多项式 ra ERA mA REAG m JE Ж 
出 љое) 即 可 . 由 于 上 式 右 端 为 偶 三 角 多 项 式 , 因 而 这 是 可 行 的 ,并 且 可 以 找到 
mo 的 构造 方法 , 详 见 文 献 [2] . 
3. 对 应 于 mio) üJ plr) 的 构造 


命题 2 设 mo(w) 具 形 状 (4-2) 旦 满足 (4-1) E EFRR || mw) 在 
每 个 紧 集 上 一 致 收 佑 于 一 个 具有 紧 支 集 的 连续 函数 lo) ЕН 


|zç],.=1, 1ф(ш)1!&1, wé R. 
此 时 显然 有 lw) = mlw?) pler?) A mo 为 
mla) = TY, ==. (4-3) 
则 pir) 满足 有 限 长 的 双 扩 和 度 方 程 
pit) = Ур; - n). (4-4) 


需要 指出 ,命题 4-2 中 给 出 的 g(1) ВВА ЕЛЕЕ ИИК ШЕ 
数 , 在 4,2 节 中 将 进一步 讨论 ， 

4.1.2 选民 法 求解 有 限 长 又 尺度 方 程 

(1) 为 求解 有 限 长 双 尺 度 方程 (4-4) , 任 选 po(1) € R), 19 plo) 连续 且 
200) = 1. 令 


k 


@ (t) = У) paat n),k = 1,2,6, 
则 有 ' 
Psfw) = "өэ Paa) = fii mo(2 iw ) po(2- к), 
其 中 тубш) 如 (4-3) 式 . 若 方程 (4-4) 满足 © | 


即 00) = LAEGER, ESER II mi AERA FERRE Glo) 通常 


需要 再 对 molw) 附加 某 些 条 件 , 才 能 保证 了 [ mo(2- 忆 ) 在 (R) Pk ҢЫ 
定 
П miw) = w) € LR). 
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GO — — 


lm Ф,(о) = Flw) Є PR). 
ER, pD 为 方程 (4-4) 的 解 . 
(2) EDE, go) 的 选取 自由 度 相当 大 . 最 所 都 导 纺 同一 个 gp(1). 若 选 取 
pol = Malt) = урар * xion 为 二 阶 B- 样 条 , 则 得 
2+ Ё бз, 


виррфу = [0,2], suppop = [0, 
2 + &\{2* — 1 
[0,2+ Ж — D), 


виррф, = 
令 n— + 90, ИЯ suppp = [0,8]. 


4.2 p(t) RARE ARR I 


4.2.1 olt) 导出 紧 支 集 小 波 框架 
4.1 中 构造 出 的 具有 紧 支 集 的 (е) 虽然 满足 双 尺 度 方程 (4-4) ,但 却 不 一 定 为 
某 个 多 尺 廊 分 析 的 尺度 浮 数 ,然而 仍 有 : 
定理 1 BAER тобо) 满足 (4-1) 与 (4-2) 36.400) = П motz- io), 
pin 943-7) RAH. ЯА m RLR) 的 一 个 紧 小 法 框架 且 以 1 为 其 框架 
At S, EN 
Spd = fl, fe LR). 


其 证 明 见 文献 [2] . 
要 使 4.1 中 构造 的 gq(1) 成 为 尺度 函数 , 当 且 仅 当 
> | plow + 2nx) 1? = 1. (4-5) 
TAHES ( Cohen) 条 件 也 是 pip AREARE tF: 


存在 与 [- к.к] 同 余 的 紧 集 K U 0 为 其 内 点 且 满 足 
inf iof | mot2 ) [> 0. 


[2,6.2 和 6.3] 中 给 出 了 勇 - 2н. 
#91 (L Рапьесһіез) Ё Ж ЖЛЕ лр) ТЕЙРИ 4-1 У ERA r(x) = 0, 邑 取 


\ бы)? = Сон а ОА * aa ye, 


出 此 得 到 一 组 紧 支 集 正 交 小 波 wp、 И [2,6.41 给 出 了 这 组 下 ЗЛУЕ ВОВЕ У 
尺度 方程 


> 下 
Мён) = 3257 h, wy p(2: — п) 
h = Ü 
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PHRA yh (N = 2,3,…,10) ЖИ. 
s 小 波 包 


5.1 ДАЈЕ 


5.11 小 波 包 的 概念 
ROKLE) 为 (RR) БВК РУТ, g(t - rn), 为 Ww 的 标准 正 交 基 ， 
ф(х) = {2 OR (Ix —оп). 
为 简单 计 ,以 下 证 1 为 实数 列 . ЛА АВЛА ТЕЛЕ E A 
(t) = {2 > zp 2x = п), g, = (— Dhn 
4 Wolt) = pir}, Wike) = ПОВЕ h = 1 В, 
И = {ЭЗ УЬ, (22 - k), 


` (5-1) 
W, (t) = J2 У ЕКЙ „(24 - k). 
k 


定义 1 称 {5-1) 式 确 定 的 } W. GO 为 由 尺度 函数 o 确定 的 小 波 包 . 
例 1 (г) = yoa) t) 为 蛤 尔 基 对 应 的 尺度 函数 pix) = p(2x) + p(2x 一 
1), ф(х) = ф(2х) — ф(2х — 1, 即 


1 
ho = ħi = g&o =- & = у. 


所 以 ， 
Walt) = (24) + W (2: - 1) 
pidt) — pitt - 1) + pidt - 2) + pltr — 3), 
Falt) = W,(2¿) - W ((2£ — 1) 
= P40) - pitt - 1) - piti - 2) + pl4t - 3), 
Falt) = W,(2:) + (20-1) = +=. 
由 例 1 可 以 给 W.() 一 个 直观 的 描述 ;小波 包 | (21 中 每 个 函数 W) 有 
大 致 相同 的 “尺度 " ,但 P) 振荡 的 次 数 与 л 成 正比 , 即 л 越 大 , 0,00) 的 频率 越 
高 . 


5.1.2 小波 包 的 性 硕 


FAIG - klin 张 成 的 财 子 空间 , 则 有 
i° Са k Сл > 0) 3 0, ВИЕ ЕЗ. 
2 ELR) 上 定义 伸缩 算 子 ô: 
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Sf) = 028020), fe RR). 
则 2, L Пл 并 且 80, = fan Ф ьт: 
э ШШ +, = О, ЕБР ЕТЕ У, 
АО, = КИ = 8%-1(80) = ip = V,, 
所 以 V, A БУА ЗКУ: 
V, = ëM = T Фф Oh) = -:' 
= h B {Пф Ф Qta 
£ heP G- J) 1 n > 0,; 53381 RT LCR) 的 标准 正 交 基 | dt 
而 得 ,对 每 个 整数 上 0, WIWO - J) 1 n > 0,у 为 整数 | 都 构成 D (R) 的 标准 
正 交 基 . 


5.1.3 “小波 库 与 小 波 甸 基 


EX2 AREAN o(:) ЭННИО М? Он - J) L n > 0,k > 0,; 3 
整数 | КО pO 导出 的 小 波 库 . 在 此 小 波 库 中 选 出 的 任 一 个 (R) 的 标准 正 交 基 
都 称 为 LRO 的 小 波 包 车 . 

5.1.4 小波 包 基 的 表示 

将 非 负 整数 集 N+ 分 解 为 子 集 

L, = 2 
车 用 P # л Nt ,用 这 样 的 L, 所 作 的 一 个 分 解 , 即 :N+ =U IL. I L, € PI H P h 
L, EREE, MAN PO рТ € P,; € Zl 3 1208) 的 一 个 小 波 包 基 . 
HERET, LEACH k < 0 也 成 立 . 


5.2 ”信和 号 的 小 波 包 基 展 开 


5.2.1 信号 在 小 波 包 基 下 的 系数 计算 


设 多 尺度 分 析 (i ИЙ, р) 及 相应 的 小 流 库 WIWO - D | n> 0,k>0,;6€ Zl 
15.1. 8 хб.) 为 2CR) 中 的 一 个 频 限 信号 К х) € И. ТО k = L, 
On < 2 ON C VS (OE 842, ЕЙЕЛ ЕЭ i), WA 

х*(а) = {2 D W2 - j). 
车 记 c* = lo], H 5 G 8(3-14) 式 中 定义 的 上 的 线性 算 子 ,那么 可 以 算得 
PC 一 人 一 2 
0 = n < 2 
5.2.22 离散 信号 的 分 解 图 式 
设 已 知 Co = fenrlj, 则 可 利用 碳 .C 得 到 C* 6 cuti ВРВ R. GE 
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用 于 O 及 Ch, 核 此 方法 便 得 到 如 下 分 解 图 式 几 5-1. 


Ё 5-1 (Ь=3) 
在 上 画 分 解 模 式 中 а C* = |C)... RB 2M ЖЛЕ, ШШ ТЕ cw {ЕЛ 
ХЕ. 于 是 对 于 СК 与 оюна ир В 
біту! 一 和 = Сбт. 


即 此 时 С 与 本 质 上 只 有 M IMA , 


5.2.3 信号 的 合成 


若 已 知 (298-1 65 Cenrltl ШИГЫ H БС ЖЕ Н" 与 G*( 见 (43-15) yË) 
即 可 恢复 出 С": 
С“ = H° 2%. -! + G” grrl- 


5.3 “最 优 基 的 选择 


5.3.1 ŠARE cb 3k 

ГЕ {ХЕНД ЕЛЕ. RITS АЛА P.E RARER . 

称 从 P m ККП M ТЧ ЕТЕ M (0) = ОНЖ Е БД 
函数 mia) 使 得 对 P PEERI | 有 

MUs) = Domka) САГЕ). 

选 撑 信 息 花费 函数 的 一 般 准 则 是 : 当 | xi 的 “质量 ”此 中 时 , 即 集 中 在 较 少 分 
ШЕЕ, МОА) ЛЕБ, TH ВТ K oE]. Мал К. КЁ 
一 些 常 用 的 信息 花费 函数 . 

例 2 MOD 为 wl 中 满足 1 x | > e ENR, IOP e > 0 预先 确定 . 

З М(1х1) = >! x 1F.0 < p = 2. 


@ 4 (ЇЙ) МОА) = D log х 这, 其 中 约定 [og0 = 0. 
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5.3.2 最 优 基 的 福 念 


设 给 定 信号 所 日 € PIR), M 为 一 个 信息 花费 亢 数 . 在 小 波 库 中 任 取 小 波 包 
基 8B, 记 如 为 F 在 基 吕 下 的 分 解 系数 列 MTEL SATF M ORRE А {ШЧ МС Ву) 
最 小 的 小 波 包 基 B. 


5.3.3 ”最 优 基 的 选取 


A Ba = МАР, (26 – 3) h CE 290, 的 标准 正 交 基 . 又 记 А„ 为 Fi) 在 SA 
中 的 正 交 投影 关于 М 的 最 优 基 . 则 


X k = ОВ, П, RS FA Be. АЙ Ao = Ea. 
Ww k = 1 时 , 取 


Аа = Pi 若 M(B.f) < МСА оў) + МСА af). 
"t Азл о U ns 否则 А 
设 А, п = 0,1,2,4 ,都 已 选 定 - ЖЖ 


А _ Di , Ж МОВ, < МСА, а) + МСА ад, 
mkl (А U Аав ТЩ. 


不 难 验 证 ,上 面 算 法 将 选 员 Уп) 关于 并 的 最 优 基 . 
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Pei 网 是 没有 任何 全 局 控制 的 模型 ,适合 本 描述 和 分 析 异 步 并 发 系统 . 

1962 年 Pegri( Carl Adam Petri) 在 他 的 博士 论文 中 首先 使 用 了 后 来 以 他 的 名 字 命 
名 的 系统 模型 .这 种 模型 由 变迁 和 状态 两 类 元 素 构 成 .可 以 用 网 状 结构 图 示 ,因而 
ER Pemi 网 .20 世纪 60—70 年 代 的 Pemi 网 研究 以 开发 隐 条 统 分 析 技 术 为 中 心 ; 加 
年 代 示 开始 的 理论 研究 产生 了 以 并 发 论 . 同 步 论 ,网 运 辑 和 现 拓 扑 为 主要 替 容 的 通 
ни. 

从 基本 网 系统 PT- 系统, 高 级 网 系统 到 自控 系统 ,Par 网 构成 完整 的 层次 结 
构 , 适 人 台 于 从 理论 研究 .分 析 技 术 开 发 到 实际 应 用 的 不 癌 更 求 .加 世纪 品 年 代 中 期 
以 来 , Petri 网 已 广泛 应 用 于 网 络 通信 、 软 件 工程 .系统 性 能 分 析 , 数 据 库 管理 , MIS 
系统 ) 及 FMS 等 , 随 着 并 行 技术 的 发 展 ,Petri 网 得 到 越 来 越 才 领 域 中 人 们 的 重视 ， 
已 成 为 并 行 处 理 研究 的 重要 工具 之 一 ， 


1 有 pJ 网 


Pemi HARTUAR AARAA В, WC Wi Йй ab РЕВ ЖАЮ. ИЕ ГИЧЕ, 
状态 元 素 和 变迁 元 素 联 系 起 来 ,表示 资源 流动 的 方向 ,就 得 到 系统 的 网 结构 


1.1 有 向 网 结构 


1.1.1 有 向 网 概念 


三 元 组 N= (S,T 了 ;所 ) 称 为 有 向 网 的 条 件 是 : 
ST = АЗОТА @A F 

€ Sx T U Tx S А dom( F) U сЕ) = S U T, 
其 中 

domi F) = |z 1 3yC SU Т,(х,у) €: Fi, 

cod F) = ly Дх Є SU T.(x.y) € Fl. 
5.T 分 别 是 和 的 状态 元 束 集 和 变迁 元 素 集 , 下 是 流 关 系 ,dom( F) 和 cod( F) 分 别 为 
F йй Ж Ж НИШ ОЖ Иза X = sU Т, NARRE. 


1.1.2 МЕ: 


№ = (T,S;F) ОА N = (5,T; F) ЈЕ В). 
М о =(5,Т;Е!УЖ БИНТ] N = (5,7; F) В, rh К! = (х,у) (у. 
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x) € F]. 


1.1.3 Фи. 
2 xC ХУЖА = (S. T; F) 2—76, 


"x = ly 1 (y.,x) E F| EA x 的 前 集 ， 


x = |y | (x,y) € FRA x HAE. 
有 向 网 y = (S, T; F) 称 为 简单 网 的 条 件 是 :wxy E X, 


`x = `y Á х = усх = y. 
ААР N = (85,7 F) УА: ухе Х.х [1 x` = (2). 
N = (S.T: FO BRAA GA N = (5,1; F) 的 子 网 ,如 果 
ССЗАТСТАЕК = ЕПУ x T U T x S). 
1.1.4 5. 0,5. 网 ,了 图 和 了 网 


ЖЕЕ N =- (S, T OFRE yte T, lsi i= 1,; 则 称 为 8 图 ,其 中 


ете г AER 和 后 集 上 的 元 素 个 数 ; 若 V (€ T, | 1А 
It | =1,Ю sA. 


ЖАШЫ AN = (sS,T; F ЕБ V s€ S,1 "s 1=1S {= ТУТ; КИ 
ЗЕ ТАЛЕ ГТ, ДОУ ТЮ. 


1.1.5 Яз 


N = (S, T; F) 为 自由 选择 网 的 条 件 是 :YasE St l> s Tis) = isi. 
1.1.6 扩充 的 自由 选择 网 


N = (S,T; F) 为 扩充 的 自由 选择 网 的 条 件 是 :Was Є 5,9 [15 = @ V 
#| = s> 


= S>. 


1.1.7 不 对 称 选择 网 


N = (S, T; F) 为 不 对 称 选 择 网 的 条 件 是 :WaseE S.s (| s = @ V и С 


зз) V s СОЗ]. 
1.1.8 ЖӨ 


=л № = (S, T; F) ЖЕ (Рге-Ме) 的 条 件 是 : 
ЗПЕ=- АЛ SUTAQAFCSxTUTxS. 
1.1.9 FEAR pR S 3 


(1) K: S— А lol 称 为 有 向 网 (5,7T; F) ВОЕН, Н o ERAN 
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ш = + 1] = o - 1,М* АОВ АА ЯЕ. 
(DP: F— № 称 为 有 向 网 (S,T; F) 上 的 权 函 数 ， 
(DF: Sx T U Tx S— NOS S PIRO S, T; F) A УЛДА ЖИЕ Ж: 
V(x,y) € Sx TU Tx 5, (х,у) = (х,у) ё F 
其 中 为 包括 0 在 内 的 自然 数 集 . 
(4)n x m 阶 矩阵 C = [с] 称 为 有 向 网 (S,7; F) 上 的 关联 矩阵 的 条 件 是 : 
SATAA n т ӘС, В S = fsi spss T = [tists 0, ВРЕ 
Ж} col < ¿=< n, = j = m, H ТШ 
€; = Fitas) 一 Ws) 
其 中 wÆ, TF) E ХАЖ. 
(5)п x m ВЕРЕР, = СС ОТЕ = [W(s,5)] DARAS, T; F) 的 正 
EMER, HEP егеп, = ; = 站, 它们 和 关联 第 阵 的 关系 是 
C= Í -E. 


1.1.10 标识 和 图 形 表 示 


M:S 一 N 称 为 有 向 网 (S$,T; F) 上 的 标识 的 条 件 是 YE 5, Mis) Ki), К 
中 天 为 容量 函数 ， 

将 有 向 网 (S$,T; F) 的 状态 元 素 用 圆 或 椭 贺 表示 ,变迁 元 兹 用 方 框 或 短 粗 杠 表 
示 , 流 关系 F ДЕ 13k ЛЕ , 权 函 数 和 容量 函数 分 别 写 在 相应 有 向 缴 上 和 国 轩 附 
近 , 标 识 则 用 相应 辐 圈 内 黑 点 的 个 数 表示 ,这 种 黑 点 通常 称 为 托 此 (token), 和 这样 有 
向 网 就 可 用 图 形 表示 . 

@1 “S= sl. T = [tst F С) Соо), Се, 5), (6,8101, 
З, Т: Р) 满足 有 向 网 定义 , 它 的 图 形 表 示 为 图 1-1. 


K= 
o 


图 1-1 图 1-2 
H2 S Kla) = 1,К(з,) = w, W(s oi) = L, Wits) = 3, Fist) = 
2, (02,81) = 1, MCs) = 0,М(з;) = 3, K, W MEKA РЭ ЕАО 
函数 、 权 函数 和 标识 ,它们 的 图 形 表示 为 图 1-2. 
习惯 上 在 图 示 中 不 标 出 值 为 1 的 权 和 值 为 w 的 容量 .图 1.2 中 Fist) 和 
Fin 可 不 写 , K) = о ШТИТЕ, НЕЕ. 
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12 网 # Е 


1.2.1 S 补 和 了 补 


> s € 5 为 有 向 网 (5,T; Р) 的 状态 元 素 ,s ESUT, 则 可 以 在 3 中 增加 一 个 
Ыз 命名 的 状态 元 素 , 使 's = s',(s)”= 's, 得 到 有 向 网 (5',T; 政 ), 其 中 5 = 
SU tet E = FU NO) | CE FLU FFE a, D Є FLM, T; F) 
构造 (S' ТУР) 的 操作 称 为 对 (5,T; F) А s HITS К, е 你 为 的 补 元 素 ， 

Фе ТЖ®(5,Т;ЕК› 的 变迁 元 素 ,r ESUTi 记 7 = ТОР, ЕЕ FU 
е5) Кз, E FU Odo Є FWA A S, Т Р) RES, T; F} 
上 对 : 作 了 梓 操 作 的 结果 ,*” 称 为 上 的 道 元 索 ， 

1.2.2 号 完备 化 与 了 完备 化 

HARS, T; F) #8& S- ЗЕТЕ ,是 将 可 以 用 了 中 号 素 构造 的 所 有 状态 形 
ЛЖИ, ТЕР) P.S, TF) 称 为 (3,T; F) 的 5 党 备 网 ,如 果 对 任何 Т. 
T, Ç 了 ,只 村 T, U T, = ЯКОВ 3 :1 € 3 ,使 's = Тү,з` = Ту. ААВ 
的 有 向 网 称 为 S 完备 的 .$ 完备 的 有 向 网 恰 有 4" - 工 个 状态 元 束 ,其 中 单纯 状态 元 
Жз" -14ў,лъ = Ti ТН. 

(ST PRAA ARAS, TOAT. wE MR v 51,5. 5,50 S, < 
(Л=Д!!Є Тї = S A t = S,.(S,T' P) WAS TREH, CHA 4" -1 变迁 
ERZ. ЖИ з" - 1 个 是 单纯 的 ,n = 151 是 状态 元 紊 的 个 数 ， 


1.3 ”无 向 网 和 网 拓扑 


1.3.1 无 向 网 


TAHU, P) RAZARA, WE X 2 @ A P c X x X A dom( P) UJ codi P) 
= X A domi P) П codi P) = (2). 


1.3.2 网 拓扑 
1. 网 拓扑 概念 
(Х ,3) 构成 网 拓扑 的 条 件 是 :Xz @ A 0 c 2X X) A VA c Ө; Us € @A 
yAcC0[J)a€ ел үх»Є X. € 0 @ x€ a HERPA) ХИ G i = 
аё А 
Iri, Хк. 


a RB) G S СХ, D ЭР, НАВОР NAE. КВО АИ = Hal 
或 为 开 集 或 为 闭 集 ,但 不 能 既是 开 集 又 是 闭 集 ， 
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网 拓扑 又 称 Petri ЖЬ. 
2. 有 向 网 的 网 拓扑 结 构 
与 有 向 网 ($,T; F) 对 应 的 网 拓扑 是 CX, 引 ,其 中 计 = sU r,8 ЕДЕ РВ 
条 性 的 X TÍ a C ХАЙ: 
a C Syte TN а; t UJ £ са. 
з. 无 向 网 与 网 拓扑 
AEW, P) ,可 以 构造 它 的 网 拓扑 (性 ,2) ШЕ: 
Мас Х:(а Є fey E codP):P Ct) C a) 
其 中 POHO = |li DE Pi. 
给 定 网 拓 护 {处 ,9) ,可 以 构造 它 对 应 的 无 向 网 (CX, P) 如 下 : 
dom( P> = lx | x€ Òl A cod P) = tx | x€ ĝl, 
A P= jix, l Va € 08; >€C a=<x= £ anl. 
4. # si J ЖК 


y —— Q r OO r 


; 
F ' F 
i 


(а) 


(b) 
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АЕ ЙА РИ (З, Т Р) Р = (FU Е) (5х T) СХ, PDAS. T; P) 
决定 的 无 向 网 ,其 中 F-l| = {x y) і (y, x) Є F]. 


1.3.3 连续 映射 和 网 射 


(Х.В), P) 为 互相 对 应 的 网 拓扑 和 无 向 网 ,CY ,中 ) 和 ( 癌 , 产 ) 为 另 一 
对 网 拓扑 和 无 向 网 . f: ( X,8)— (А',@' } 为 网 拓扑 下 的 连续 映射 的 条 件 是 :Ye € 
9?, 广 (ao Є ө. Е: (ХР) 一 {XX , P) 为 连续 映射 的 条 件 
F: ffe P U 4, 9 4 Ж БШ. PAR P а, АН, V (x. y) E P, fax) = 
Ку) V Ок), Ку) € P. 

Ф(58,Т,К›Ж (5 T F AARAA, X, PAKY, P SSES ES) as 
EAAS TE 5 TGF) NBRP TE: ГИ {ЖЕ U d, МАЖ P U id. 

ААР RETRE Г К > lal bj е ar A, W| /为 网 射 的 充分 
必要 条 件 是 ,f RFA 1-3 ЭАТП ЖИ. АЗЕ ih WR H fk, АНЕ 
ЕВА НЕН ПУН] Ж 3 ski К. 

只 允许 图 1-3(a) ФЛ ВВТ Т. 


2 网 = 统 
为 网 结构 规定 变迁 规则 ,就 得 到 具有 动态 行为 的 网 系统 . 
2.1 变迁 规则 


2.1.1 ZER 
&(S,T;F) 为 有 向 网 ,天 .多 .时 依次 为 网 上 的 容量 函数 KARAR Є T 
为 任 一 变迁 , 则 上 在 好 有 发 生 权 的 充分 必要 条 伸 是 : 
ys E'n Mis) > Wisrt) A Vs ECMO) + Wirt) = Kle). 
¿ 在 村 有 发 生 权 的 事实 记 玫 МСУ. M O WAR (TEM SAN IE, MER: RE. 
2.1.2 BEAT. 
E MER 发 生 , 刚 :发 生 的 结果 是 将 标识 村 改变 为 如 下 计算 的 标识 好 M FR 
为 MBER, SE M— Мм MUM . 
Mis) - #(з,!), Жзӊє"ч—-°, 
M(s) + Wir,s), ЖС - `r, 
M(s) + W(:,s) - W(s.), взе anre, 
М), HÈ. 


Afis) = 
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EFA ВАК, M| Lit t tit 235 
MCs) = Мз) + W(i,sy) — B( s. t). 
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221 基本 网 系统 概念 


苦 容 量 函 数 天 王 1, 即 YasE S:K(s) = LDA W = 1,8] у(х,у) € F: 
Fixy) = 1, 则 由 有 了 网 LS,7;F) 产 生 的 网 系统 为 基本 网 系统 {1EN 系统 ). 此 时 每 
个 状态 元 窗 只 有 有 托 肯 和 无 托 肯 两 种 状态 ,可 以 看 作成 真 与 否 的 逻辑 变量 或 条 件 ， 
与 条 件 相 关 的 赛 迁 称 为 事件 .通常 用 号 牧 替 3 ВЖИ, Н ЕТ Жл 
集 . 吕 上 的 标识 则 用 含 托 肯 的 那些 条 件 所 组 上 成 的 子 集 表示 . 容量 函数 天 和 权 函 数 则 
用 缺 省 草 潘 表示 . 

АС= (В.Е; Е, с) 称 为 基本 网 系统 的 条 件 是 : СВ, Е; К) 为 有 向 网 A c, C B. 

ж Же 天 的 子 集 称 为 条件 从 ,简称 只 .事件 ee ETRA. с BARER 
的 条 件 是 :ec c A e П ес = @,2 ЕЛИНЕ K =1A W = 1 时 的 集合 
符号 写法 .6 Ee ARER cle) e = (c - `e) U е 称 为 < 的 后 继 品 , 记 作 
clee, 

EENEN = (B, E; F, с.) REAR HERMS. с 为 其 初始 情态 .f= 
(В.Е; Е, cn 的 情态 集 如 是 满足 下 列 条 件 的 量 小 集合 : 

¿€ CAG COCA 3e€ Elec) Є С). 


2.2.2 ”独立 事件 集 和 一 步 发 生 权 


谓词 Ind( a) 的 定义 是 ;Ind и}: он EA Yene E ue es "eí |) er") 
П Ce Ú е2) = @).3% Ind( u) PE. SR ы EAEE. 

u Ç E Es Же q РЕКЕ E: Indu) A u c c A u Пс = 0, 
其 中 心 = U `e, u° = Ше” 分 别称 为 u 的 前 集 和 后 集 . 一 步 发 生 权 记 作 cuje = 
(c — u) U u` EA e 的 一 步 后 继 , 记 作 celuje. 

车 с[ иус, ur. u Æ u ВА, BD ar c = A uy C u Á m Ú u = u Á ul 
П ш = OMERE c R cuyes A (шс. ЫБ сі шуар). 


223 ”情态 可 过 图 


以 基本 网 系统 .f= (В, Е; Р. сь) 的 情态 为 节点 ,情态 间 的 后 继 关 系 用 有 向 强 
表示 ,就 得 到 .f+ 的 情态 可 达 图 , 弧 上 是 发 生 的 事件 . 

例 1 Albi bnbl, terner ез} ibise), Се, 55). (5. ез), Сез, bi) Cbi, 
ез), езу, ёа}! 15,1) JEE ЖЕЛЕЛЕР 2-1 Бл ‚Р 2-2 ЖЕЛ ВЗ] Ж ЗЕР, AR 
ЕС = ЫЫ, РЫ. 
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图 2-1 图 2-2 
2.2.4 事件 间 的 基本 关系 


(DEFA. S cepele), Ba cle), Rih e, 和 e, 在 < 有 顺序 关系 ， 
(2) 98.97 cL el》 A elep, Ha clien esl? ,就 说 el 和 ea 在 = 互相 冲突 . 
例 2 图 2-3(a) 和 (by 中 的 e, 和 ;在 图 中 托 肯 给 出 的 情况 下 均 互 相 冲 突 . 


el 


by b. 


(a) tb) 
F 2-3 
(3) 冲撞 ”车 对 8E€ BA ec ЕЖСЄ C.ib'e c c A bE6 (Г е), Й 
在 情态 с 条件 5 处 有 冲撞 . 
(4) 并 发 ， Kellee) ,就 说 e 和 e, Æ c Ж It e Ú) "ex C с А (а 
Ше) Ne= Л Һе, е). 
REFARAS FERRNA ЭЧЕ. ЯТ Ob nh të 3. SE. (В. E; F) 
fE $ АЕО ИЕ ЛЬШ. 


23 ЕВ /变迁 系统 


Жа гй ЕАУ УЛА РЕНЕ СЕЕ Н ЕТИ ДЧАЕ ЛУ. ААЛА Ж 
元 束 盛 放 不 同类 的 资源 ,就 得 到 库 所 / 变迁 系统 .之 所 以 把 状态 元 素 称 为 库 所 ,是 
因为 一 方面 它 类 似 仓 库 , 有 一 定 的 容量 ,能 容纳 一 定 种 类 的 资源 ; 另 一 方面 它 又 不 
同 于 仓库 ,说 有 位 置 属性 . 

23.1 库 所 7 了 “变迁 系统 所 念 


Z = (S,T;F,K, W, Mo 称 为 库 所 7 变迁 系统 的 条 件 是 :(S,73 捕 ) 为 有 疝 网 ， 
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K FAMECO, T: AO 上 的 容量 函数 VPR SO WATA. M 0 X ПАН, 5 
是 三 的 库 所 集 . 库 所 / 变迁 系统 简称 为 PAT 系统 . 

HARAM K = ww, 权 函数 W = 1 时 ,PT 系统 称 为 PT 网 .这 是 Petri 最 早 使 
用 的 网 系统 ， 

例 3 图 2-4 是 用 图 形 方式 给 出 的 一 个 PT 系统 ,这 是 生产 流水 线 上 截取 的 两 
个 生产 环节 ,其 中 ,says 表示 半成品 ,ssysk 表 示 待 组 装 部 件 ,s5 表示 螺丝 钉 ,so 表 
RTA, EES. 表示 组 装 请 动 . 


图 2-4 


PT- 系统 的 动态 行为 由 变迁 规则 界定 ,可 以 用 可 达 树 .可 达 图 .变迁 序列 和 进 
程 等 方式 描述 . 
以 下 总 假定 库 所 集 Š = [s.s s 1 ЕЕ T = lrt bale 


2.3.2 可 达 树 和 可 达 图 


映射 Hi;S- N U iol 称 为 库 所 集 $ 上 的 标记 .标记 与 标识 的 区 别 在 于 前 者 可 
以 以 о 为 慎 . 对 标识 定义 的 发 生 权 和 后 继 可 以 照搬 到 标记 上 ,不 再 重复 ,其实 标识 
是 标记 的 特例 . 

令 M, 和 M, лс, v s€ S:M (s) = M.(s) ,就 说 М, И М. ЛО M. 
= MÈ М, є M, ËB M, = MWA M < M EHE M (s) < MCs), Wik M. 
< М, ЖЕ s 成立 . 

由 下 述 算法 构造 的 树 结 构 称 为 = (5,Т;Р,К, Ж, Mo 的 可 达 树 , 树 的 每 个 
节点 均 带 有 S 上 的 标记 :节点 x 的 标记 记 作 М,. 构造 算法 为 : 

(1) 可 达 树 变量 TE) 初 值 只 有 根 节点 r. H М, = Mi BP г LAM 为 标记 . 

(2) 任 取 ТОБ) 的 叶 节点 *, 按 下 述 标准 检查 x 是 否 为 真 叶 节 点 : 若 时 .不 授权 
КЕНЕ Е, x 为 真 叶 节点 ; 若 从 到 * 的 有 向 路 径 上 有 节点 y,y = (ВМ, = М,, 
则 < 也 为 真 叶 节 点 ， 

ФТУ) 的 叶 节 点 均 为 真 叶 节 点 ,构造 完毕 .和 理 则 如 下 处 理 叶 节点 x. 

(3) 对 М, 授权 发 生 的 每 个 变迁 !: C 了 ,在 ТОУ) EË ATEA y, DÀ x 
到 у УЯТЫ, 标记,y 的 标记 向 分 两 步 计 算 : 先 计 算 M. БЯ: ММ, 
再 检查 从 辊 节点 r+ 到 x 的 略 径 上 所 有 节点 标记 , 若 没 有 z 使 峙 < М.Ю М, = М, 
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否则 对 ; Є s, 
М5), Ж MCs) = MC), 
M,(s) = Í ФМС) < М' (з). 
(4) 重复 步骤 (2)， 
ЖЕЕ] Т>) 上 标记 相同 的 节点 合并 为 一 个 就 得 到 x ВИГАК а ССР). 
定理 1 nI) 为 有 恨 树 , 即 可 达 树 构造 算法 能 终止， 


2.3.3 TRÄ 


3 的 可 达标 识 集 [ M.) 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 集合 : 

1° Mo € [ Mo). 

r EME[Mp. H MIOMAP € Тт, ме [ Mo. 

定理 2 T(Z) 和 [ Mo 的 关系 

P МЄ (М), лд х € Т(>),# М < M, HE M, Ablo ЕВ = 
M.. 

> 5м, BTO) ERATA WE M, 不 以 w WE, GA M. € [M,); AA : 
E SEIM (s) = w, MIEREN i О, МЕ [M ЕМС) > ¿ H v 
E S.,M.(s') з ш МУ) = М0). 


2.3.4 变迁 序列 


c = Mot M t,M: i 称 为 了 的 发生 序列 ,如 果 yilgiga Malt? Mo 
n 称 为 o 的 长 度 , 无 限 序列 о = Mon M iL M ФАЙДА yi0 < i, Maln) M, 就 称 
为 三 的 无 限 发 生 序 列 . 

Eo = Мы МЫМ, AM. 为 长 度 等 于 的 发 生 序列 , 则 т = hien МЕЙ 
等 于 n 的 变迁 序列 .车 a = Мы Му М 为 无 穷 发 生 序 列 , 则 т = г ЭЖ 
变迁 序列 . 

令 Т.Т, с 了 为 任意 非 空 变迁 子 集 , 若 存 在 无 穷 发 和 序列 o ,使 得 # (5, 了 T) < 
о [Їй # (0,72) = © BÑ #(о,Т,) = @ WÜ # (0,7) < ® ЖУТ. Т, ЖЛЕ 
09, # (о, Т), = 1,2, 为 工 中 事件 出 现在 序列 a 中 的 次 数 .这 时 也 说 三 有 
饥饿 存在 . ЖАНЕ НЧЕ Тү, Т, с 7, 三 都 不 是 不 公平 的 ,就 说 是 公平 系统 ， 


2.3.5 >р 


1 €C ТЖ> УШНА. умем), зм € |M): м) K 8 2.5 
x > Еа ӘМ € [ M) ,都 有 六 可 达 的 标识 好 E [ M), EM 有 发 生 权 ， 
则 АТАН). 

若 达 的 所 有 变迁 都 是 活 的 ,三 就 是 话 的 ， 


2.3.6 三 的 进程 
有 向 网 (8,E; F) 为 出 现 网 的 条 件 是 : (Yb EB, b IS 1Alb5'I< DA 
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PAC = @, Җир F+ = U Е, (Fl) = UG n = F, = F+ Ку, 


F= Е.Е (n > 1). 

ФМ = (B, E;F) 为 出 更 网 ,= (З.Т, К, М) 为 P/T- 系统 ,p: М 
二 ,( AN,p)》 称 为 三 上 的 一 个 进程 ,如 果 

еВ) СЗЛобЕ СТА YO) Є Е:рбх,у) = (р(х), рбу)) € F 

А Ve€ Е: (е) = ‘ple} А ple) = pley 

А WV br: b, C Б:рбђ)) = piba) А bi = h= "bi = “ha А bi = b; 

A Vs € S: lb l b= 03 А рь) = sl ta Mols). 


23.7 ЖҰЖ 


Ф CAPTA SRE, T = futotta, Y X RELS о У 6 

有 限 发 生 序 列 , 时 为 6 的 最 终 标 识 , 则 
М = M.+ C+ u, 

EP ы бул Ф, CADE шщ. = 1 于 , 是 变迁 天 在 出现 的 次 数 , 即 u, 
= #(2,1;). 

令 ху, 2,777, ОРЕ, ХД AB i Н m ЎА, Ө, 为 分 量 全 为 0 的 
п Ж УЕ, ЖЖЖ ЕРЕ ЖН CX = 0, 的 非 负 整数 列 向 扯 解 称 为 荆 的 了 不 变量 . 

令 журуу, x. AER, X ЖЕН x, 为 第 i 分量 的 m 维 列 丫 量 ,9 为 分 量 全 为 0 的 
站 维 列 向 量 ,CT 是 关联 矩阵 安 的 转 置 矩 阵 , 则 齐 次 线性 方程 组 CTX = 0: ЗЕ 
HERY 王 的 5 不 变量 . 


2.3.8 基本 现象 


PT- 系统 的 基本 现象 与 基本 网 系统 类 似 : 由 共享 资源 的 传递 带 来 顺序 关系 ， 
对 共享 资源 的 竞争 引 来 冲突 ,对 空间 的 竞争 产生 冲撞 ,互相 独立 的 变迁 则 并 发 . 


2.4 ”高 级 网 系统 


2.4.1 高 级 网 系统 概念 


为 减少 规 系 统 中 节点 个 数 , 可 以 把 作用 相同 的 不 同类 资源 用 同一 个 状态 元 来 
表示 ,发源 的 种 类 则 以 个 体 名 或 不 网 染色 表示 . 这 时 状态 元 素 内 资源 不 再 是 不 可 区 
分 的 托 肯 ,而 是 有 个 性 的 托 肯 ,因而 这 类 网 系统 又 称 个 性 托 冯 系 统 .着 资 源 用 个 体 
名 区 分 ,作用 相同 的 不 同 个 体 的 状态 用 谓词 表示 ,就 得 到 谓词 /变迁 系统 .简写 为 
рот ЖОЕ. ЗН ЕКС ЯЕ , 则 为 有 色 阿 系统 . 当然 ,在 上 述 过程 中 ,作用 
相册 的 变迁 也 要 作 相 应 合并 . 这 种 从 网 到 网 的 变化 是 网 射 .个 性 托 肯 系统 、 谓 间 / 
变迁 系统 、 有 色 网 系统 都 是 高 级 网 系统 . 

例 4 图 2-5fa) 是 个 基本 网 系统 , ШКЕ ЛЕТА]. 合并 左右 得 到 图 2-5(b) 
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Ё 2-6 
中 的 PT- 系统 .图 2-6(a) 是 进一步 合并 成 的 Pr/T 系 统 ,其 中 a 和 #5 是 图 2-5(a) 左 
去 两 边 的 资源 名 ,m 是 中 间 的 资源 名 , Саў + 6) + С) 称 为 符号 和 ,表示 三 个 独立 
个 体 .x 是 变量 名 ,(x,w) 是 二 元 符号 和 ,是 由 x 当前 代表 的 个 体 和 个 体 由 结合 在 一 
起 的 共存 形式 . 4 也 是 变量 名 .图 2-6(b) 中 用 字母 m лк а 和 上 共同 的 颜色 ,ww 仍 用 
同一 字母 表示 它 的 颜色 ,2m + ww 是 表示 2 个 m 色 和 1 个 yw 位 资源 的 叫 重 集 表 达 式 . 
Ст, 0) 则 是 m 色 和 w 色 各 一 个 资源 结合 在 一 起 的 复合 色 资 源 . 
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2.4.2 PeT 系统 


活动 于 网 系统 上 的 资源 个 体 集合 称 为 个 体 集 或 个 体 名 集 ,通常 用 睛 表示.D 
上 的 变量 集合 用 VY 表示 . 若 /" ;4 一 上 了 为 D 上 n 元 运算 符 , 则 d € D,vE ҮЙ 
3 р ERM, (о, во, n) BRA D ER, RREH P nonn AD ЕЙ] 
项 . 

以 忠 上 的 项 为 分 量 的 mn 元 同 量 (oo 如) 称 为 号 于 的 上 元 组 ,mr > 1. 用 加 
БЕВ ”元 组 构成 的 形式 和 称 为 卫 上 的 ”元 符号 和 . 

р 上 的 公式 有 以 下 几 种 形式 :wb 、v 为 D ERII, v) = 05 为 公式 ;车 Р Эз, 
рш: р. 为 公式 , 则 pp V 9 也是 公式,( Чо х)р 也 是 公式 ,其 中 * 是 
五 上 变量 . 

若 谓词 ра FIK3D D Епл, pADR n JRI .р( D) = (0,0,7, 
d) \р(ау,4›,,4„)| A p 的 外 延 ,车 pD) 是 不 变 的 ,p КОЛИ ЖН 1А], ЖА 
р\ D) 随 网 系统 的 动态 变化 而 变化 ,p 称 为 可 变 谓 词 . 

> = (Р, TiF,D, F, Ap, Ар, Ap, Mo) 构成 PrT ЖЮН ЖЕЕ: 

P (P .T;F) 为 有 限 网 , 称 为 3 的 基 网 ， 

2 也 为 非 空 有 限 集 , 称 为 三 的 个 体 集 ;0 为 D 上 已 知 的 运算 符 集 ， 

了 FF 为 D 上 的 变量 集 ， 

£ AP: PP 一 Xx; 其 中 x 是 D 土 的 可 变 谓词 集 . 对 pE PEAL 是 nn 元 谓词 ， 
就 说 p 是 有 元 谓词 . 

呆 47:7 了 一方 ,其 中 方 是 六 的 公式 集 .对 上 ET 了 .47 只 能 包含 静态 谓词 和 人 六 
中 运算 符 . 

E А: 下 一 了 ,其 中 下 是 DD 的 符 导 和 集 , 使 得 对 a 元 谓 间 p € P, Alp) Є F 
аў (р.г) € Р, ACE, p) 9 A(p,t) у пле. РГС Т, НИНЕ Arl) 中 
的 自由 变量 恰 为 出 现在 А(р, 0) BE Arlt p) ЖЕ HEH . 

T Mo:P 一 下 ,使 得 对 元 谓词 p € P, Mlp) 为 元 符号 和 ,使 每 个 个 伍 d € 
号 怡 属于 一 个 Motip). 

例 5 2 -6(а) Ф pipip, 和 ps 依次 为 1 元 .2 元 ,1 2631 лин, Sy ЖЛ 
别 为 就 绪 (ready)、 工 作 (working)、 等 待 (waiting) FAIRA (resting). 这 是 把 个 体 a flb 
理解 为 机 床 ,w 为 工人 ,从 而 整个 网 系统 描述 的 是 w 交替 开动 (变迁 4)e 和 4 AR 
{变迁 B) ,组装 {变迁 C) 和 恢复 (变迁 D) 的 过 程 .结束 动作 使 o 处 于 休息 状态 ,机 
床 аЬ 处 于 等 竺 状态. 组装 则 是 a 和 ;共同 参与 的 ,然后 共同 进 人 休整 态 (ps). 显 
然 , 随 车 个 体 a.b Me REUE, pi. pps #0 pi 的 和 外延 也 在 改变 .图 中 隐 祖 的 各 
项 如 下 : 

D = jab,wl, VY= }х,н}, 
Ap( pi) = ready, Ар\р›) = working, Ар(рз) = waiting, Ар(ра) = resting, 
Arl А) = ігие, Arí В) = іе, Ау( С) = ігие, Ат( D) = ше, 
Ағ 已 经 在 图 中 有 向 弧 上 明确 给 出 . Мо 也 下 从 图 中 准确 确 先 . 
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注意 mek DD 上 的 零 元 静态 谓词 .将 AARO х = w, 其 中 “zx ш” 3—70 
态 谓 词 , 仍 是 同一 系统 ,因为 Pr 了 系统 的 变迁 规则 使 这 一 改动 保持 系统 的 行为 . 


2.4.3 РУТ 系统 的 变迁 规则 


用 :PP 一 称 为 3 的 标识 的 条 人 忻 是 ;车 p € Р п СЙ], Mp) 为 n 
人 D ,存在 唯一 的 p C P, 使 dd 出 现在 订 (p) 的 瞧 一 的 一 个 上 元 
组 中 ， 

SAALAM a AFEA A MAAD 分别 是 它们 所 依 < 元 组 之 集合 ， 
BM f, = BD = AD) A shieh D c ADA < fesh =< АЛ = 
AANAND AHD). "e" BEELA”. 

令 pr. ba." 0, ЖЛЕ E T 上 的 自由 变量 , 即 出 现在 Arl Apip, DO M Arit, 
р) PAA HEB НТШ 4.4, ,dE DARRE e tt р, BIEC 一 出 ， 
ту = dys, Up 4 d) PRA E 的 变量 替换 + 宝 施 这 一 替 接 后 的 AÁ Apip t) 和 
Arlt p) 分 别 写 作 Ар Р) = dt ta < 二 1.) , арр.) + di, v2 < 
d,, s < da) Apit, p Co — d, — dx," s, — d.) . 如 果 这 些 调 词 实 例 满足 
下 述 条 件 ,( 一季 ,二 二 出 后 — d.) WEA M РЕГАТЕ: А02) Со < 
di, йу, ‚лз + d.) = true А M(p) App ODO 
A М(р) Y Arlt pin = din #— 4,5,0, — 4,) = @.M ТВ RIE 
Mirlo < di, < dy, stn < @„)). 

B M[:i(6 — 4, 0,7,0, *— d.) SK AN E HL EF {е di, фо, 
p, — d.) E MAREN. 

E Mlin — di. 5,7 в, = da)? M M ВБАЧАТИ. J p 
Є Р, 

М (р) = М{р) – Ар(р, г) (ы — dist — Ф, 4) + 
Apit piir e di, — dast ta ч 0), 
其 中 符号 和 了 减法 是 从 前 一 符号 和 中 去 掉 后 者 所 会 的 那些 п 元 组 . 后 继 关系 记 作 : 
ML Co = dtn 4 Ф = d M 

Pr/AT 系统 要 求 它 的 标识 是 D 中 个 体 的 一 种 分 布 ,但 并 不 排斥 系统 与 其 外 界 环 
境 航 交流 . 在 P FSI A in 和 ош 两 个 谓词 , 即 可 处理 进 人 和 退出 系统 的 个 体 ,以 始 
sk pt pt K IA r . 


2.4.4 PeT 系统 行为 


其 可 达标 识 集 是 由 M 出 发 经 有 限 步 变迁 发 生 所 得 后 继 标识 的 集合 , 记 作 
Í Mo). 

其 可 达 树 与 PAT 系统 可 达 树 类 拟 , 只 是 不 会 有 出 现 РАТА ЗААН У 
可 达 树 节点 标记 集合 相等 ,合并 可 达 树 上 标记 相同 的 节点 得 到 可 达 图 . 

其 发 生 序 列 和 变迁 序列 与 PT 系统 的 相应 序列 的 区 别 是 ,序列 中 不 是 变迁 名 ， 
而 是 变迁 的 可 行 替 措 . 所 以 变迁 序列 应 改称 可 行 奉 换 序列 . 
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Pw 人 系统 的 进程 同样 是 出 现 网 入 = (B, E; FORMERNE S, T; F) 
的 映射 p, 只 是 对 e € E, о(е) 应 该 是 了 中 变迁 移 可 行 替换 ， 

Pr 下 系统 中 也 有 冲突 、. 舌 序 与 并 发 ,但 没有 冲撞 ,因为 变迁 的 发 生 只 是 改变 个 
栖 的 状态 ,不 涉及 占用 空间 的 问题 . 


2.4.5 Pr/T 系统 的 不 变量 


1. 关联 矩阵 
5 = (P, T; F, D, V, Ap, Ar Ar, Ma) 的 关联 矩阵 C МӨ К ЛЖ с, =< í = n, 
1 =< j= т, КАИН: 
cy 二 一 Ар( р;,4,) + Apk t р). 
其 中 根 定 了 P= | PL Pis ,pr | ,下 = 上 Miil p; ғ EA Apt pist) 
=<>,йр Єл. Aly p) = < >, < > ATR GA. 
б 表 2 -1 给 出 的 是 图 2.6(a) 中 PeT 系统 的 关联 和 矩阵. 


— (x) — Ош) 


бл, 105 


2. 5 不 变量 
令 АУМ л ул 个 -一 元 组 移 可 分 配 运 算 , 风 nn 维 行 冶 量 # = (шы, 
ы) 为 宇 的 $ 不 变量 的 充分 必要 条 件 直 ;Yi = : = n. 


u =0Ü V u = tA V ME (Муз > uw R(M(p.)) = > 'uwR(M(p;)). 
ё= і = 1 


3. 了 不 变量 

m 阶 列 向 量 w 为 工 的 了 不 变量 的 条 件 是 :ez 的 分 基 为 非 负 正 整 数 , 但 不 全 为 
0, 而 且 存 在 标识 мам Ас ИТНЕ, Е о НЕР а К = 1.2, 
… 下: 应 该 指出 的 是 ,了 不 变量 与 初始 标识 各 无 关 , 定 义 中 的 标识 МБА — ЕЁ 
可 达标 识 . 当 МЄ [M Н] ЛА ТАЛЕ A БН Mo RERI РТ RRIT HAR. 


2.4.6 有 色 网 系统 


1. MEMS 
颜色 用 来 为 个 体 分 类 , 辐 类 个 体 只 讨 个 数 . 于 是 由 不 同类 别 不 同 个 数 的 一 组 
资源 用 颜色 集 上 的 多 重 集 表 示 . 单 色 符号 的 多 元 组 代表 复合 色 . 现 用 D 表示 颜色 


2, 有 色 网 系统 定义 
х= (P, Ts P, I. ‚1. , M.) 称 为 有 色 网 系统 的 条 件 是 ， 
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1° (P, T; F) 为 有 向 网 , 称 为 工 的 基 网 ， 

PCP Т». D) ,使 得 

对 所 有 pE P,C(p) 是 p 上 所 有 可 能 的 托 肯 色 之 集合 , 即 p 能 容纳 的 资源 种 类 
之 集合 . 

对 所 有 1 € 了 ,C1) 是 上 的 所 有 出 现 色 之 集合 , 即 :的 发 生 涉 及 的 颜色 搭配 ， 

І. Hl I. 分别 是 P x Т ЕКЕ В. (р, г) Є P x T, 

1, (р) € [COs С(р)в1, В.І, (p,e) = 0, 当 丰 仅 当 (t,p) a ,其 中 
Сї) в, СО р) м ЯЕ СО) Cip) LASER, [A 一 B], WEMA 318 RTE 
KARES. 

L (p.t) € [CG s > С(р)њ). EF (po) = 0, ЧЕЇХЗ(р,:) е F. 

МН > 的 初始 标识 ,车 MI: P О tE V p € P, Mop) Є С(р) м. 

3. 有 色 阿 系统 关联 矩阵 

以 F, Ср.) 为 矩阵 元 素 的 п x m BEREI, Ж > WIERE, E I (ре, 6) ЖИЕ 
阵 元 素 的 n x m AEREI 为 X Иа ВЕ, П 1,- 1_ 则 是 了 的 (整体 ) 关联 着 阵 . 
注意 P = fppupots pa’ T = ttii stal. 

例 7 表 2 .2 给 出 的 是 图 2-6(b 中 有 色 网 系统 的 关联 怎 阵 及 初始 标识 . 表 中 
蛮 迁 名 下 给 出 欧 是 变迁 的 出 现 色 , 即 CCA), ССВ) 等 ,例如 开 中 4 的 出 现 色 为 < 
m, > і. pupp 和 p. 旁 给 出 的 是 库 所 的 托 肯 色 ,例如 pl ЖИР m、w 两 种 颜色 , p. 
只 允许 复合 色 < m,w > . 


# 2-2 
а | B | 
л, а) 


с 
Е 


4. 变迁 规则 :一 步 发 生 权 
(1) 有 色 网 系统 三-= (P,T;F,C,T ,FT ,Mo) 的 标识 M 基 定 闵 在 P 上 的 函数 ， 
使 得 yp E Р:М(р) Є С(р) в. 
(2) 对 Уу 的 标识 M, EELE T LRM A E YE TAG) E СО) ш А 
урЄ Р: SI. (р, 2)(Х(1)) = Mp) Ж XEM FAHRER. 
ТГ 
(3) E EMA- HEER, U ХӘЛЕН РИМ 由 下 式 给 出 :YY p € 
P, 
М (р) = M(p) + 21, (р„4)(Х()) - 23. (р, AXC) 
ЕТ F 


5. 不 变量 
(1) S$ 不 变量 n RITAR AeA RA ES 不 变量 的 条 件 是 :fi E 
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L Eí pilis 一 Dsjr,i = 1,2," n, 其 中 D 是 单 芭 颜色 集 ， W Н (ДА... 
Л) жр = САРА) tE ih E 和 了 | Z ERR EIER . 

{2)7 了 不 变量 .mm [Эйт snt) 为 三 的 了 不 变量 的 条 件 是 ;vw Є 
С) мој = 1.2. .m ME I. # (6,22 U 5 Й ж (un na) НН. 
和 I, 为 Z Bf BEBE HE SEE . 


25 ”自控 网 系统 


2.5.1 自控 网 系统 概念 


如 果 双 许 变 迁 的 发 生 对 某 些 类 资源 数量 上 的 改变 不 是 常数 ,而 是 随 系统 状态 
不 同 而 改变 ,就 得 到 有 自控 能 力 的 自控 网 系统 (cyber 系统 ). 这 是 非 线性 系统 . 

1. 自控 网 系统 定义 

AARS, ТЕР) W: F— No U S 称 为 该 网 的 可 变 权 函数 ,车 (х,у) = 4,3 
€ 5, 则 tx,y) 上 的 权 随 库 所 s 中 托 肯 数 的 改变 而 改变 . 

X=(S,T;F,K.W., M.) 为 自控 网 系统 的 条 件 是 :(5.7:F) УАК. K Et: 
HARRA, y EERTE EH , M 为 初始 标识 . 

18 在 图 2 -7 给 出 的 自 榨 网 
RAP, Wix, y) = з 是 用 从 库 所 。 
ЗЕ (х,у) 的 以 小 圆圈 为 箭头 
的 弧 线 表示 的 , 例如 її, 33) = 
#4. 图 中 K = w, 权 缺 省 的 均 为 1. 

2. 变迁 规则 

自控 网 系统 的 标识 与 PAT 系统 
一 样 , 均 为 时 :5S 一 No, 即 为 每 个 库 
所 指明 所 含 的 资源 ( 托 肯 ) 个 数 .就 
每 个 库 所 代表 一 类 资源 ,其 中 托 肯 
无 个 性 区 分 而 言 ,自控 网 系统 属于 、 
PA 系统 这 一 层次 . 但 自控 网 系统 Н 2-7 
是 非 线 性 P 了 系统 ,因为 变迁 对 资源 数量 的 依赖 是 非 线性 的 . 

(1) 权 函 数 当前 值 . 对 给 定 的 标识 М, Р(х,у) = s.s € S.M (х,у) fE M 
КЕРЕН Н (х,у) = М(зв).Ж  Ж(х,у) = ,nn 入 , 则 在 任何 标识 下 (х,у) 
的 当前 值 均 为 п. M 下 的 当前 值 记 作 Р(х, у). 

(2) 发 生 权 .变迁 上 E 了 在 标识 上 时 有 发 生 权 的 条 件 是 :ws € `i: M(s) > 
Wyls, O A Ys € C :M(s) + Шы(!,з) g Kis). ZEIGE М[ >. 

(3) 后 继 标 识 . A МЇ > , 则 上 发 生 后 的 后 继 标 识 生 由 下 式 给 出 ;Ys € 5, 

Mis) = 上 二 了 一 
ОЕ МЇ: > MREFA ARAR. 
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3. KEER 

E S = [seso t s l. Т = lu... „|, УЙЕ ШР ЕС An x m BUSEBE, 
REAK с = W(r,s) - Wesst). 

由 于 和 扯 阵 元 索 可 能 为 库 所 名 ,而 库 所 所 人 洁 托 肯 数 不 是 常数 ,所 以 美 联 矩 阵 不 是 
常数 矩阵 ,自控 系统 也 就 不 是 线性 解 - 


2.5.2 自控 系统 行为 


1. жан 

变迁 a € 了 在 标识 时 有 并 发 权 的 条 件 是 :WasE SMCs) >= (5,0) + 
иб. РОА КО) = M(s) + #Ёы(г,5) + Fult s. HARO M[1: r |>. £ Wl 
ГЭВ М 由 下 式 给 出 :Vs € 5, 

М(х) = M(s) - W;(s,t) — Wylst) + Ёи(г,5) + W, t. )， 

2. 柯达 标识 集 

车 Mileti, Н. Mlle OM ‚Мм [rM Ж 则 对 
Р/ТЖ M = Mi= 好: 看 对 自控 网 系统 ,好 Me MM? 有 可 能 是 三 个 不 同 的 标 
识 . 因 而 自 榨 阿 系 统 的 可 达标 识 集 是 由 Mo 出 发 经 变迁 所 有 可 能 的 顺序 及 并 发 能 到 
达 的 标识 之 集合 ， 

3. 可 达 树 

在 P/T 系统 可 达 树 构造 算法 中 ,对 非 真 叶 节 点 * AS EE XI М, 授权 的 每 个 变迁 
添加 x 的 一 个 子 节 点 ,而 县 事 对 М, 授权 并 发 的 每 一 组 变迁 添加 一 个 子 节点 、 


2.5.3 不 变量 


1. 蔡 换 加 运算 

п ЕА 种 4 x k ВЕРЕ Y ZARARA + 了 定义 如 下 二 12: 

А 27 ara. a, 为 常量 ; 

PY 中 人 允许 出 现 与 a ,aa WERE vo 

P ЩЕ = 1 时 r= даж = АІ, ЖФ УІ, НАЕ УФА n, 
тузу НА НААУ В а, а, a. 替换 得 到 的 m 阶 列 疝 量 ; 

P 34k > i, Gr = А — Y, ДНУ R. Y 53 12.8 z = À — Y = mm 
+ ,为 了 中 第 2 列 到 上 # 列 组 成 的 mx (k — 1) БЕШ. 

5 一 是 不 可 换 运 算 ,优先 级 在 “+ ”与 矩阵 犁 之 间 . 

2. 状态 方程 

设 时 为 号 的 可 这 状态 ,wi ,到 , 世 为 从 Mo 到 条 的 变迁 步 序 列 , 其 中 每 个 变 
迁 步 都 可 能 是 刀 个 变迁 的 并 发 ,将 ш, ш). u 表示 为 m 阶 列 同 量 ,w 的 第 分量 
为 u 中 变迁 DREKK, j = 1,2,…,m, 则 ( * HERR). 
п йу U Ug 
Kz May С Hk 


М = use | 


Wim Hm С Em 
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令 p i by. t p, ABER зү, во, 5, WBS ESE Tall; o = (ь,ъ), 550), ЩЩ 
А 表达 式 4fe) 为 三 的 5 不 变量 的 条 件 基 :hfe) 时 = Д, (е) M, 对 所 有 可 达标 识 М 
成 立 . 

例 9 图 2 -6 中 的 自控 网 系统 有 以 下 5 不 变量 : 

# = АК + t>), L, = A Úti + 25 = 2 + 9), 
{3 = A, ta = Fib(s,)), l, = РИ СЯ = Fike), 
其 中 Fib ¿) 为 Fibonacci 数列 的 第 上 项， 

h ЖЖ PAT 系 统 意 义 下 的 5 不 变量 :s Ms 中 托 肯 数 之 利 为 常量 .由 М, ЯШЕ 
ут, Л В ЈА, (+ = 得: 天 吕 中 的 表达 式 e 均 为 布尔 表达 
式 . 在 М 这些 表 达 式 之 值 均 为 te, 所 以 五 说 明 , 对 任何 可 达标 识 M, Mis) = 
Fibi М Мз) = Fibi M(s,)), LIRR Mis) + Mss) = Misi) + МС). PW 
МЕЖА НУ» -ALE G еН ЖЯ оро, о, 的 逻辑 表达 式 , 则 4,(z) 为 
工 的 $ 不 变量 的 条 件 是 ,对 所 有 可 达标 识 М.А, Се) М = true. 

4. 了 不 变量 

m x КОЕ 1) ИГ РР r = (zy) 为 自控 系统 入 的 了 不 变量 的 条 件 是 ;对 所 有 


有 = 
з ”同步 论 与 并 发 公理 


3.1 同步 论 概念 


3.1.1 不 同 的 同步 现象 


图 3-1 的 基本 网 系统 给 出 了 不 同 的 同步 现象 ,ta) 中 事件 a 和 5&8 互 为 依存 ,例如 
同步 通信 中 的 收 与 发 ,(b) 中 事件 a 与 # 交替 发 生 , 如 走 足 时 的 左右 腿 动作 , (e) 中 
事件 a 和 85 并发,(4) 中 事件 a 发 生 网 次 5 发生 一 次 反复 循环 发 生 ,(e) Фа 15 9 
可 单独 发 生 任意 多 次 . 


3.1.2 S 完备 化 与 同步 距 丙 


1.3 元 素 作 为 观察 窗口 

网 系统 的 状态 元 素 又 称 $ 元 素 .$ 完 备 化 操作 使 得 对 任意 一 对 变迁 子 集 有 ,和 
CT, 只 要 TU Т, zx 人 ,就 有 一 个 3 元 素 : i = ТАЗ = Т.з OEA T 9 
FEA T, 可 件 发 生 的 同步 关系 观察 窗口 .观察 方法 是 : 先 在 s РЕК ЕМЕ Ж Н] 
托 肯 ,在 T 中 事件 发 生 时 s 中 增加 一 个 托 肯 ,入 中 事件 发 生 时 ; 中 内 去 一 个 托 肯 ， 
以 :中 托 肯 数 可 能 的 最 大 值 和 最 小 值 之 差 作为 对 T ЖП Т, 中 事 忻 发 生 的 同步 度量 ， 


(e) 


Ё 3-1 

5 Т = lal,T, = lb] , 则 图 3-1 中 观察 结果 是 :fa) 中 差 为 0,(b) 51, (e) 中 
差 为 2 因为 事件 а 发 生 全 ;得 到 一 个 托 肯 ,事件 5 RE kE tHE). (d) 和 
(e) 中 差 为 无 穷 , 即 不 存在 最 大 是 ， 

2. ЕРЕЖЕ 

Е 3-1 а) 中 差 为 0, 表明 a 和 上 不 能 单独 发 生 , 它 们 是 同一 事件 的 两 个 组 成 部 
分 ;{b) FEA 1, 无 论 从 什么 状态 开 既 计数 ,a 1 5 事件 发 生 次 数 至 儿 差 1, 即 a 和 
b Ж ЖЛЕ; (с) 中 从 某 些 状态 开始 计数 (例如 图 中 先 让 5 发 生 以 后 再 计数 ) ,一 
事件 可 能 比 另 一 事件 多 发 生 两 次 {a 下 连续 发 生 两 次 ) ,这 就 是 差 为 2 的 售 义 .这 个 

差 就 是 事件 a 和 5 之 间 的 同步 距离 ,是 对 同步 现象 的 定量 描述 . 

з. ЖЕШ 

Ж 3-1(с) 中 事件 a fb HE АЕ ТАН el е 和 сл, ПЕВ а. 5 KE 
们 的 输入 输出 人 条 件 , 那 么 a 和 5 仍然 并 发 ,而 其 中 任何 一 个 都 只 能 发 生 一 次 .但 1. 
中 所 述 对 它们 的 观察 窗口 仍 会 观察 到 托 肯 数 之 盖 为 2 这 是 苇 并 发 事件 相互 关系 
的 定量 刻画 ,只 与 是 否 并 发 有 关 , 与 是 否 能 第 二 次 发 生 无 关 . 如 果 对 系统 的 状态 不 
但 考虑 其 可 能 的 未 来 ,也 研究 其 可 能 的 过 去 , 即 让 事件 反 向 发 生 , 而 观察 窗口 ;; š 
= T, Aš = RMY 事件 正 向 发 生 或 TT 事件 反 向 发 生 时 ;得 到 托 肯 , p, 事件 
RARER Т, 事件 正 向 发 生 时 * 失去 托 肯 ,这 时 中 托 肯 数 可 能 的 最 大 信和 和 最 小 
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А2908: Т, 和 T, 之 间 的 同步 距离 , 识 作 ef Т, Т,). 


3.2 ”条件 /事件 系统 


条 件 “事件 系统 简称 C/E 系统 ,其 特点 是 没有 固定 的 初始 情态 .者 把 任 一 情态 
作为 当前 情态 , 则 既 可 以 分 析 它 的 未 来 ,又 可 以 分 析 它 的 过 去 , 自然 界 的 系统 如 四 
季 变 化 都 设 有 初 态 ， 


3.21 反 向 发 生 和 挠 进程 


(B,E; F) 为 条 件 和 事件 组 成 的 有 向 网 . 

(1) 反 向 发 生 . 令 cj、e2 C BARRA. e€ ЕВИ, É oleje Е e Œc 
有 反问 发 生 权 ,cl 是。 在 ce 上 反问 发 生 的 反 向 后 继 , 记 作 celer 

(2) 反 向 发 生 序 列 .o = cece ce, PAB, E; К) 的 反 向 发 生 序 列 ,如 果 
Yi її < ee] ee 

(3) 交错 序列 .5 = cleyczer се, 为 交错 序列 ,如 果 yi] < ¿< nalete 
V coldeij]c. 显 然 发 生 序 列 和 反 向 发 生 序列 是 交错 序列 的 两 个 极端 特 讽 . 

(4) 掉 进 程 . 茎 允许 事件 正 向 发 生 , 又 允许 事件 反 向 发 生 的 进程 称 为 挠 进程 . 
挠 进程 中 不 能 没有 事件 的 反 向 发 生 ， 

(5) 控 进 程 假设 : 

1) БИРЕЛЕ ЗЕ КЕНЕ ЛЕНЕ КЕНЕ. 则 得 到 … -个 与 进程 对 应 的 交错 序 
列 g, 交 错 序列 不 唯一 ,但 序列 中 事件 的 正 反 向 发 生 次 数 -- FE. 

2) 车 a = nener сле, 是 找 进 程 的 一 个 交错 序列 , 则 着 有 j,i<j 志 
mn, 使 得 с = 6, 必 有 j= пао = сеек 中 不 合 事 件 的 反 同 发 生 . 


3.22 完全 情态 集 


设 cl .ea С BARA FEM c, 到 6c 的 交错 序列 , 则 说 eez 之 间 有 完全 可 
这 美 系 , 记 作 (ej ,ec2) € R,R ЛЕВ ЇЇ Ж р PR) 上 的 等 价 关 系 . 

it e c BRATA A e] 表示 在 完全 可 达 关 系 尺 下 ec 所 属 的 等 价 类 ,[ ce] 称 为 
(B, E; КУЧ ЕФЕ ШК, с Є]. r] = ебе €e [с], Ге] 
(Y [1 = С^. 


3.2.3 C/E 系统 定义 


X = BE:PC) 为 CE 系统 的 条 件 是 : 
L (B.E; 为 简单 网 , 称 为 ER, 
> C (В, Е; Е) 的 完全 情态 集 , 即 存 在 c c B, iE C = [c]. C 中 的 从 称 为 情 


СХ 


3° Є В.Д el ea € СЬЄ | А b C ca} 
+ Yeg E. сүс, € С:сү[ еў. 
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3.2.4 C/E 系统 公理 

情态 公理 CaA Са СВ), B EAA 的 非 空 真子 集 . 

外 延 公 理 ”车 r+ 是 由 条 件 和 事件 组 成 的 系统 中 的 可 达 拓 系 ;:r с (В) x Ех 
XB), 则 必 有 映射 Pre 和 Post: Е — p(B8), 使 得 对 任何 e € E, iB Pre(e) X'e, 
Розе) = e BA: 

1° +e lJ e *= (2) A (е =+*е, А el = 6) "= ë = e); 

P (се, со) E гус се Á с cr = еч 

ес сд П с = Q@=3:(c,e,e) € r; 

P -efle 2 А ес e> 32:0 ,ec) € r. 

局 部 确定 公理 ”三世 Б) 作为 一 个 整体 是 无 趾 突 系统 ,其 中 En ( >) 是 三 
的 环境 . 


эз йй # № 


3.3.1 AFERE 


5 = (В,Е;,Е,С) СЕЖЕ, Е.Е. с ЕҢ E, U E, = Q, MI E, ЖЕ, > ËB] 

的 同步 距离 G(E,,E,) 由 下 式 给 出 : 
(ЕЕ) СИ # (р, Е) 一 #(p. Е.) Ih ЕЛЕ, 
DEPOK T Pa, 若 最 大 值 不 存在 ， 

其 中 x 为 所 有 进程 的 集合 ,包括 挠 进程 , #(p, El) 和 #(p. 请 ) 分别 是 EE 事件 和 
Е, 事件 在 р 中 的 发 生 次 数 ; 正 向 发 生 为 1, 反 向 发 生 为 - 1. 

例 1 图 3 -2(а) F o(a,b) = 1,(b) 和 (ec) PHA cla, b) = 2.0(а, b) Ж 
efla Р 的 习 特 写法 .图 3-1 中 (dj (е) WA olab) = œ. 


t 


п b 
o-oo : s 
b 
oO 一 -GO 
(а) (Ы) (е) 
В 3-2 


图 3-2 中 的 托 肯 给 出 的 是 完全 情态 集中 的 一 个 代表 情态 :等 价 类 由 它 的 任何 一 个 
抑 素 唯一 确定 . 
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3.32 ”同步 距离 性质 


st El, 上 上) 具有 包括 皮 离 公理 在 内 的 以 下 性 质 ， 

(1) ot Ei, Е) = ot Ez, Ер). 

(2) al Ei. E) = Ü. El = Es. 

(3) al E|, Е) =Ü. 

(4) ot Ei, E.) =£ ol Er, Е) + ot Es, E). 

(5) G (Ei, E) = сЕ 一 Е.Е 一 E). 

(б) otE U E,, E, UJ E.) g al E E) + ol E, E) + al E Е.Е [| Ea). 


3.3.3 同步 距离 计算 


1. 完全 条 件 集 

车 o(E,,E,) = 1,0 = ELb = ,8 为 了 的 -个 条 件 ,车 bE BB, 则 此 
为 显 式 纵 出 的 条 件 , 若 5 = B,W| 1 为 隐 式 给 出 的 条 件 .， 显 式 和 隐 给 出 的 所 有 条 件 
之 集合 В 为 三 的 完全 条 件 集 . 对 任何 ecE CAEM с € (CB), 使 ccc с.В 
HRA b cC R, C c p b€ с uhu Eb By. Bl y = b' A b = 75. с 
为 > 的 扩充 情态 ,扩充 情态 所 成 之 集合 记 作 С. 

2. HERF 

为 计算 ol El, E), АЯТИ ol E - E,, E, Ер). 052, aR E, Г E, = 
2}. й s = (Ei, Æ), `$ = Ejs = Es, M 5 бу — ЕЙ) m EA s = CA 
шы) ЧЛ, НКЕ = е, ез, е.) 

і, # е € Е, 
и, = fo. # e € BU Е, 


- 1, É e; € Es. 
s KOS s HARET. 通常 不 区 分 4 fis. 作为 s 的 特例 ,每 个 条 人 忻 b € 8' ,都 有 向 
HER b. 
3. 特征 函数 
A:R x C — 10,11 ЖЕУ Ў) ORRA, ШЕ yE PF,Ye € C, 
1, ЖЄ е. 
А{ф,с') - Í 
0, #* Ë . 
4, 计算 公式 


# з = (Е,,Е,),5 和 BB 中 条 件 的 向 量 表示 二 线性 相关 , 即 疗 在 非 负 整数 « 种 
ap IË as = Yat,a > 0.16 


bE 
as ( Ej, Ez) = так! eA bo) - mint 256,7) 
定理 1 olEF E) = ю,Ш ç Mmi E В) ЛЖ. 
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3.34 同步 距离 与 系统 性 质 、 应 用 


1. 同步 距 高 与 系统 性 质 

同步 距离 o( E, 6) 是 对 Ei 中 事件 和 E, 中 事件 同步 程度 的 定量 描述 . 

al Ei + Е,) = 0, 228 Ё | = Е.Ж E] 和 和 Е, 各 含 一 个 事件 , 则 这 两 者 在 时 间 和 地 
点 上 都 不 可 区 分 . 

al E E) = 1 五 中 事件 和 E, 中 事件 必须 交 蔡 发 生 , 且 E, Ú EE, 中 事件 无 并 
发 . 

РЕФ a 和 3 并 发 , 刚 z(a, b) > 2 

如 果 事 件 a 和 $ 冲突 , 则 ola, b) > 2. 

2. 应 用 

(1) 计算 同步 距离 可 以 分 析 系 统 行为 . 

例 2 图 3 -3(a) 中 信号 4 和 如 不 符合 同步 循环 的 要 求 IN Ж а(з„, з) = 2, 信 
号 线 sau, 上 有 信号 重生 的 可 能 .图 3-3{b) RO pla ЭН Сз.) 和 等 竺 (ww , w) 
实现 售 导 同步 的 正确 方案 :cfs ,зь} = 1, 


4 


Ša иг 
@ J] 
кы ， 
Wa 5% 
tb) 


ta) 


图 3-3 
(2) 系统 规范 . 容量 为 a ARTUA CGn ош) = п А. 此 规范 允许 各 种 
实现 方案 ,从 先进 先 出 ,到 若干 栈 元 素 的 并 行进 楼 (in) Ж ШЇ ош). 


3.3.5 加权 同步 距离 


8 3-14) 中 的 ela, 5) = = Mle) 中 的 cta,8) = = 有 本 质 的 不 同 ,前 者 a 
M b 的 发 生 次 数 有 固定 的 比例 ,后 者 则 没有 规律 . 

车 存在 函数 a:E— №, ахі # (Ei,a,p) - #(Е,, а, pi] 存在 

#(Е,, а,р) = У) а(е) + #(е,р), (i= 1,2} 
-EE 

Ж а„( E, Е;) = шах}! # (Етар) ~ 8 (Enap) | 
HA E, Е, 之 闻 的 加 权 同 步 距离 通常 要 求 late) лес E| KARKAAN 1, 
入 保证 ef El, E) 的 唯一 性 . 
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ВЗ 图 3-1(d) 中 令 cfe) = 1,а(5) = 2, 则 容易 算出 zo (a,b) = 2. 图 3-1(e) 
中 的 a 和 没有 这 样 的 函数 存在 . 
加 权 同 步 距 离 是 对 “ 零 存 整 取 ” 类 行为 的 定量 描述 . 


3.3.6 ”同步 距离 推广 


对 基本 网 系统 , p T 系统 等 均 可 定义 同步 距离 和 加 权 同 步 距 离 . 这 类 系统 有 
确定 的 初始 状态 ,无 须 考虑 找 进 程 ,在 定义 中 内 须 把 进程 集 x 限于 正 向 进程 即 可 . 


34 JE Z Z: BE 
同步 距离 对 并 发 事件 的 定量 描述 只 是 并 发 关系 性 质 的 一 小 部 分 . 


3.4.1 半 发 概念 


(1) 事件 并 发 .组 成 系统 的 是 事件 ,例如 变迁 集中 的 变 主 和 基本 网 系统 的 事 
件 集 忆 中 的 事件 .事件 会 多 次 发 生 . 并 发 是 事件 发 生 之 间 的 二 元 关系 ,不 是 事件 之 
间 的 关系 . 

(2) 资源 并 发 .两 个 资源 个 体 (或 信和 号} AAT- :条 统 状态 ,它们 也 称 为 并 
发 (共存 的 统一 称呼 ) . 

(3) 资源 与 事件 并 发 . 若 资 源 个 体 存 在 于 某 事件 发 生 之 前 .之 中 和 之 后 , 称 资 
源 个 体 与 该 事件 并 发 . 

(4) 进程 与 并 发 . 进程 记录 的 是 事件 发 生 与 资源 个 体 之 间 的 关系 ,是 对 并 发 关 
系 完整 的 记录 .进程 由 一 个 出 现 网 {8,E;F) 和 该 网 到 网 系统 的 映射 组 成 . tef] 
一 事件 的 不同 发 生 和 下 同 状态 下 的 资源 个 体 当 作 趟 同 的 对 象 ,那么 进程 撒 述 的 是 
В UE 中 元 素 之 间 的 左 序 关系 (由 下 确定 ) ЖЕБЕ (ЛИЕ). REZ. FERU 
E 元素 之 间 确 定 了 一 个 偏 序 关 系 . 记 五 = B U Е, "Ел х БАРЕ, ЭЕ 
HREF, <) 的 公理 ,co = < U y> ,其 中 >” 是 ”< ”的 道 , 上 横 杠 为 补 运算 . 


3.4.2 FARE 


1. со 为 类 似 关 系 

А0: | X I> 2, FIH. 

Al:ld с co, 自 返 性 ,到 = 1(x,x) 1 z € Х|. 

А2:со = co~! КЕ, co! = a,r) liya) € coi. 
2. 9 {А 

2 l = <U М\)> = coU 14, 也 是 类 似 关 系 . 


令 Со(х) = Iy | (х,у) € со, ES бо ШТ: сб y: Co(x) = Co(y). $ 
Bx) = |y) (x,y) € Hi,zy:eli(x) = lly), 
АЗ: со = Id. 
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А4: П = íq. 
А5: о = 下 (不 可 化 简 公 理 ). 
з. 相干 性 


© o` = fd U со U со J H" = F U HU 4) 
Аб: со" = X x X. 
AT: = X x X. 
А8: со" = ИХТИ). 
4. AREF 5 BFR3EPF 
ARRA l Ç Xx ХУАР ИЕ: ЕЕЕ ЛК ВОЈ Е, A 
(х,у) C Hj. x < у, F; PPR ЖЖ u, o) Є L ИАН < 唯一 
йт. БААР. co ДЕ H 称 为 自然 非 麻 . 
А9:(Х,с0) 是 自然 非 序 . 
5. 稠密 性 
ХВАН РН со 关系 的 最 大 子 集 ,X 的 线 是 其 元 素 两 两 有 二 关系 的 
RATE. 每 个 切 和 每 条 线 都 有 交点 的 性 质 称 为 K MEt. 
А10:(Х, со) Æ К MER. 
AlI; ( X, со) 是 МАУ, Вр 
V x.y. n.b Є Х:Шу A yiu A нї А хо А xev Л усоъ 
=3z€ Жїхсот А гооо A yliz A #H z. 
图 3-4 是 六 稠密 性 的 图 示 , 也 是 稠密 性 中 WN” 的 含义 :图 中 co AEH 
PIE N” R, 


Ëq 3-4 

$6. 无 向 连通 网 

5 абу (х) Ç lly), CKa):iyt 3z € a,xCbii, Р: = G- Hi, G: 
= P ГЇ Р-!. 

А12: Р? = (2). 

А13: G" = Xx X. 

由 412 知 dom( P) П cod( P) = A, X X FÍ 3yF3g ЖАН ВУИ AT. А13 
HHO X, Р) 是 连通 的 . 

7. со 的 局 部 传递 性 

令 Исх) = lyi xGy|, Viela) BRA x ААЭ, Victx) 由 上 所 在 线 上 x 的 邻 
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点 组 成 . 
А14: V x € X,# Ис(х) 内 co? С со. 
Al5: Yx € X,# Vic( x) Heo „5 @ А со? C со. 
8. 细节 
& xC y: Col x) c Coly), 
D: = CF - М,Н: = DU D, «Dy RI: 是 y 的 细节 ， 


A16: D = (2). 
AlI: D = P. 
AI8:H" = X x X. 
9. 锥 形 相交 


АЮ: ух.у С X,xliyƏ ирис p Á u < y < n. 

10, 跳 与 沟 :连续 性 

x 的 前 锥 为 小 于 (< ) 等 于 x 的 点 
之 集合 ,x 的 后 锥 为 大 于 ( > ) 或 等 于 
x 的 点 之 集合 . 若 有 x、YE Х.х < у, 
但 х 的 前 锥 加 上 7 就 是 y 的 前 锥 ,y 的 
后 锥 加 上 x 就 是 x 的 后 锥 ,就 说 * My 
ZAAT". 

D се=<-<'.Ж(А, <) 中 存 
在 N BEDR N 型 结构 ,但 没有 相 图 3-5 


图 3-6 
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应 的 * 点 存在 ,就 说 (万 ,< ) 和 包含 G1 型 沟 , 如 图 3-5(a) 所 示 . 图 3-5(b) 为 人 2 型 淘 . 
А20:( Х, <) EK KER V X. СІ 型 询 的 组 合 顺 序 . 
А21:(Х, <) ЖЕЕ АКЕ X X, СНА. 
PRAATTE AWE = = <" 的 严格 偏 序 . 
图 3-6(a) 是 满足 所 有 并 发 公理 的 最 小 出 现 结构 , 它 是 图 3-5(b) 中 CAE 系统 的 
观察 记录 .这 是 横 述 四 季 变 化 的 四 季 系 统 . 
图 3-6( a) 中 结构 称 为 强 (rope) ,是 独立 于 观察 者 的 度量 " 尺 ”. 


4 网 逻辑 


网 系统 中 的 变迁 决定 系统 的 动态 行为 .了 完备 化 操作 中 构 坦 的 变 证 形式 有 些 
是 永 无 发 生 权 的 死 变迁 ,代表 着 动态 系统 中 的 静态 性 质 , 例 如 关于 变化 中 的 系统 状 
态 的 有 效 命 题 . 


4.1 CE 系统 的 网 示 辑 结构 


411 情态 和 非 情态 


(1) 条 人 忻 作 为 逻辑 变量 .C/E 系统 = (8,E; F, G) 的 每 个 条 件 b Є В ЖЫНЫН 
机 会 成 真 ,也 有 机 会 不 成 真 ,因而 可 作为 罗 辑 变量 处 理 . 

(2) 非 情态 . 凡 不 属于 C 的 条 件 从 都 是 非 情态 . 非 情态 集合 用 NER. 

(3) 有 效 命题 ,用 В 中 条 性 组 成 的 逻辑 表达 式 , 才 在 所 有 情态 都 成 真 ,而 在 有 
些 非 情态 不 成 真 ,该 表达 式 就 是 > MANE. 


4.1.2 变迁 形式 分 类 


1. 变迁 形式 集 
T= |{В,.В,) 1 А, B, Є P(B) А B, U В, = @! 

称 汶 三 的 变迁 形式 集 ,其 中 (Bi, B,) OR FEE K (lI = Blt = B,.t АЖ 
t 和 (Bl, Bz). 

2. 变迁 形式 类 

粗 分 为 四 大 类 ， 

EC = jel Jerca € Сіс) оі, 

CN = [t] IcE C,3u € №; (г) ші, 

NC = jt] Ju € N, Je € C.uliyel, 


NN = 1:1 Чи, Є N:ui[tyusl 
з. 网 逻辑 结构 а -1 给 出 的 是 的 网 逻辑 结构 .四 大 类 恋 迁 形式 细 分 为 16 
类 .图 中 大 方 框 代表 变迁 形式 集 T. 
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4. 进程 .事故 和 素 实 

(1) Proc |, I € CC}, CC 党 的 
变迁 形式 代表 进程 ,": 和 4" 给 出 的 是 进 
程 的 起 止 情 态 . 起 止 状态 相同 的 进程 不 
属于 此 类 ， 

(2) Viol; = |£ 1 £ € CN - CC, 这 
是 将 情态 变 为 非 情 态 的 变迁 形式 , 701 
故 (violence) 26. 

(3) Fact: = jeit € CCU СМ}, 
ЖЕН с Є C 均 不 能 发 生 的 变迁 形式 . 
代表 情态 变化 中 的 不 变 ,包括 有 效 命 题 ， 
称 为 事实 (fact). 4-1 

(4) Таш: = leE CC U CN Ü AC U NN| ,无 论 是 情态 还 是 非 情 态 都 不 能 
使 这 类 变迁 形式 有 发 生 权 ,它们 代表 水 真 式 , 是 事实 类 中 的 特例 . 

s. 有 效 命题 

t € Ево 代表 关于 情态 的 命题 : 

# 


`i = faa Gl, 
t = |, Fact 等 价 于 
аА a À A аб V b, V --- V b, 
ще Гү СВГ, е (053608 (| С Ч.с 为 永 真 式 . 


4.2 È 理 


4.2.1 推理 规则 


(1) HARA. E tnt Є Fact,a € и П “仿生 = a'e- {в}, = t 
U d - taj, Mf t € Fact, 

(2) 扩张 规则 .车 E Fact, usur с В.Ш r = Ce U mst U us) € Fact. 

(3) Яй. = (0.05) 代表 矛盾 . 

#1 Ha dbER EAMA (a A b) 对 应 的 变迁 形式 是 1 = (1а, bt). 
ШЕНИН 1а, bl, iel) € Рас, EF СЄ BR RT РА a (a A b) 6 a A 


b=. 


V xA A Se RN. S = (а, bt, edi) i = Gdl 1x 站 ,对 5 用 消解 规则 
消去 4,18 = (dabl, |c xl), t € Fact. ЗЕЛ T HEE. 


“. 400 - 95819 Рен 网 


4.2.2 命题 地 辑 
定理 1 关于 8 中 条 件 的 任何 有 效 命题 均 可 用 一 个 或 儿 个 Fact 类 变迁 形式 表 


T. 

定理 2 反 证 法 . 令 P.0 3 B ERME, EH PAn 0 的 变迁 形式 表示 用 消 
解 规 则 和 扩张 规则 能 推出 (Zi,023) ВРЕ, HSE Р 是 有 效 拿 题 ,Q 也 是 ， 

рз 例 4 -2 中 的 推理 可 用 反 证 法 完成 :P = {a А b= < V d) A (дъх) ЗР 
Tu =(la,bl,le, di = 1,151) Є Fat, Q =a A be V ал ОЗИ T 
a Abacha Be Atal), ta = ({2,151),45 = Пе, tst = Hil, 
ФИ Є Fact. tz 和 г, 消解 得 1 = (idi) Є Fact A ts, igts, ta НЯ 18-007, 
(Л). 

定理 3 (1) 车 1€ Fact, 则 1 可 用 m =! B! RARER, НЖ PEKAR. 

(2) в ЕНЕ ЯЗ ЛИРИ тух k( k > 1) Ж EF KOR, k E: P ЭЛЛЕ 
迁 形式 个 数 ， 

(3) 有 效 命 题 己 的 矩阵 表示 可 通过 征 阵 变化 得 到 . 

(4) МОР A 3 OER , 2) 的 过 程 可 用 和 忽 阵 初等 变换 完成 (全 , 网 ) 对 应 着 
分 插 全 为 0 的 列 向 量 . 


4.3 PP 系 统 和 多 值 远 辑 


PETRE = (S, T; F. K, W, M.) 的 容量 KANRAN, I K = kkal 
үз C S:K(s) = 8 调研 中 永 无 发 生 权 的 变迁 形式 对 应 着 上 + 1 (АЕ УТИ. 


4.3.1 变迁 形式 与 多 值 命题 


以 0,1,… ,天 表示 大 + ОАЕ ВЕНА ЛИ (зару tsrs 
sasa ), 若 在 任何 可 达标 识 时 所 | М) 中 均 无 发 生 权 , 则 它 等 价 于 命 愿 . 

п (ү іа nia > s) V a (Vj:l # j =€ mb + бр ж k), 
其 中 а; = Misi), b; 一 M(s/), а = Wisi, t), в; = (е, 53 00,1 = 1,2, ++, R.J = 1, 
2. .т. 
4 &К=©=ы?2,>› А Ф = (1х1, ,1 = {1} 9), 48 = 
itsl daD. B. Fist) = Fits) = 2, (|, ta) = (5,590) = Wisi) = 1, 
МО.) = a, Mis) = 5 天 日 .和 全 永 无 发 生 权 的 事实 等 价 于 

站 

H K=230< a.b 专 2, 从 而 上 述 不 等 式 等 价 于 2a = 或 2a - b = 0. 这 是 三 值 
逻辑 系统 的 命题 ,当然 ,对 于 三 值 逻 辑 运 世 (0、1 和 2 上 的 算术 运算 ) 必须 有 合理 的 
EH. 

把 5 中 的 状态 元 素 看 作 整 型 变量 ,其 值 不 超过 卡 , 则 > 的 水 无 发 生 权 的 变迁 形 
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人 


式 是 关于 这 些 变量 依赖 关系 的 命题 , 


5 信息 流 结构 
基本 网 系统 可 以 作成 可 递 的 箭 息 元 件 . 
51 基本 信息 流 图 


5.1.1 苦头 函数 


1. 第 一 稍 头 函数 Р, 
令 ga. 为 一 位 信息 , 即 a.b 的 值 


IIRO. P 以 a。 和 5 为 输入 ,其 功能 a a 
是 使 必用 于 #8 ERRETA u 三 | Р, 

5 @ а. 信息 а 作为 男 一 输出 不 受 影 — ы = b@a 
Wej 


”图 5-1 是 P, 的 信息 流 图 .箭头 所 图 5-1 
指 为 受 影响 的 信息 , 黑 点 则 是 施加 影响 的 信息 . 
2. Ж n ALAR P. 
信息 NL TEREE x. Ó А > 1) 及 y Й А, ху... Ж u 为 输出 ， 
u = y 中 H =， 


其 中 П хижа. 
5. 20а) 是 Р, 的 信息 流 图 .图 5-2(Ь) 为 P;. 


xi — Í _ т Жл x 
| " ° É | Ñ 一 十 一 | 
Р, ; : y и: = ys 


(a) А ib) 
图 5-2 


3. 条 件 交换 函数 Q 
O 以 站 上 为 输 人 ,信息 b 同时 影响 ae 0 с: Е b = 1 时 交换 a Me. 
图 5-3 E Q 的 信息 流 图 和 定义 .其 中 b= 1-b. 
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а Оңа. b, e]; = ah фе 
ё Q( e, Ь, а): = ck V ba 


图 5-3 
4. P, 
Р, 的 定义 可 以 推广 到 n = 0, 只 要 注意 到 [| < = 1; 于 是 Ро 的 输入 yy 转换 为 
y ПЕ = у. 


定理 1 (1) P(n > 0) 和 0 都 是 可 逆 的 ; 
Р = МА О" = ЇЙЇР! = Р, А 07 = 90, 其 中 14 为 无 信息 交互 作用 的 流 


(2) 当 a > 2 时 ,一 切 Р, 均 可 用 P, 构造 出 来 . 

(3) -RAAR Ar — 2* 均 可 用 箭头 函数 构造 或 表示 ， 

(4) 用 P, fl P, ИЕ O H P, Rl ОЕР, , АО PP 和 如 可 以 作为 信 
息 元 件 . 


5.1.2 常 信 息 和 信息 站 


(1) 常 信息 .信息 函数 p. 和 4 中 的 输 人 a .5、x、y 等 都 是 信息 变量 . 常 信息 有 两 
种 ,一 是 信息 值 不 变 的 常量 信息 ,一 是 信息 值 不 参与 交互 作 骨 的 信息 . 

(2) 信息 站 .基本 网 系统 的 条 件 只 有 两 种 状态 ,但 信息 有 三 种 状态 :首先 是 有 
无 信息 ,有 信息 时 又 分 1 和 0 两 个 值 .信息 的 表示 如 图 5-4 所 示 , 称 为 信息 站 .图 中 
的 [日 表示 未 无 发 生 权 的 变迁 形式 ,所 以 图 (a) 中 不 允许 a= 0 和 a = 1 同时 成 真 ， 
图 (b) 中 是 常 信息 站 ,与 | Hj 有 实 箭 头 相连 的 a = 0 永 不 会 成 真 : 表 示 常 信息 a = 1 
或 无 信息 . 
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5.2 REKAH MA 


5.2.1 Pi 的 网 表示 
把 Р, 看 成 变迁 ,得 图 5-5, 细 化 得 图 5-6. 


图 5-5 


5.2.2 0 的 网 表示 


图 $-7 是 如 的 网 表示 .图 中 e 和 5 为 OQ 内 部 信息 ,而 且 是 同一 个 信息 .a .be 
是 输入 信息 ,de 、f 是 输出 信息 ,4 = Оба, bo, f= О(с.ф,а),е = b. 
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5.3.1 — 1590-18100 X. 
E 5-8 АРТ — ВЕБЕ Si 8 ñu К.Е Г ЙЕ НН SAARA 


固定 的 联系 ,所 以 称 为 噪音 通道 . 


СМ n 


5.3.2 信息 元 件 


定 更 2 (1) Pl 由 两 个 一 位 品 音 通道 合成 . 

(2) 由 四 个 一 位 噪音 通道 合成. 

(3) 一 切 还 辑 函 数 f:2" 一 2° 均 可 由 一 位 噪音 通道 表示 . 

(4) 只 用 一 位 虞 音 通 道 即 可 以 构造 出 可 道 信 息 系 统 的 唯 -- 信 息 元 件 . 


参考 文献 


Petri С А. Communication with automata. Final Repor, Volume 1, supplement 1. Applied 
Data Reséarch, Englewood Cliffs : Princeton , 1966. 

Petri С А. Concepts of net theory . Mathematical Foundations of Computen Science, 1973; 
137 ~ 146 

Peti С A. General net theory. Froceedings of the Joint IBM Univesity of Newcastle Upon 
Tyne Seminar on Computs System Design, 1977. 

Peterson J L. Реш net theory and the modeling of systems. Englewood Cliffs; Prentice- 
Hall, Inc, 1981. 

Reisig W. Petri nets. Beilin; Springer-Verlag, 1985. 

ARAE Peri 网 . 南京 :东南 大 学 出 版 社 1989. 

ERLE .Pet 网 原理 . 北京 :电子 工业 出 版 社 , 1998. 


编 者 ЖЖЖ 
PRE Ре 


网 络 最 优化 


B 
国 的 几 种 表示 形式 - (407) 
最 得 路 问题 … пенен (409) 
1.1 BARRENEN 
· (409) 
1.2 яннан 
san + (410) 
1.3 Ж PAMER 
· (411) 
1.4 无 抽 加 路 网 络 中 最 短路 算法 
a (412) 
1.5 所 有 点 对 间 的 最 短路 蜡 法 
„ө . (413) 
1.6 тена сөен (416) 
最 大 流 问 题 :… өөө» (AET) 
2.1 最 大 流 的 基本 概念 … (417) 
2.2 最 大 流 算法 enee (418) 
2.3 具有 上 下 界 容 量 网 络 的 
ЮК +e. (422) 
2.4 可 行 性 定理 及 其 应 用 
(423) 
最 小 费用 流 - ‚ (425) 
3.1 ОТП, 
3.2 ЕТ 
算法 - (427) 
3.3 SUARE 
en б (430) 
3.4 плн 
算法 ТИСИ : (431) 


3.5 最 小 费用 流 的 OK 算法 


{433) 
4 最 优 树 与 树 形 图 -- ne (436) 
4.1 树 的 基本 概念 oveen (436) 


4.2 іе „пка яттат» (436) 
4.3 第 上 最 小 权 支 撑 树 - (440) 
4.4 最 小 比例 桂 与 最 均匀 


(440) 
4.5 ки ЕШ a (441) 
46 最 优 划分 限制 支 撞 树 
和 (444) 
4.7 Ма EAER u. (446) 
5 网 结 中 的 选 址 问题“ . (449) 
5 2 网 络 的 中 心 和 (451) 
5.3 RWE eree (452) 
5.4 离散 的 多 场 址 问题 … (453) 
6.1 基本 概念 een: (454) 
6.2 最 大 基数 匹配 算法 >. (454) 
6.3 ВЖИВ o... (456) 


6.4 БЄЙ МИШ … (458) 
7 网 络 中 的 六 最 优化 问题 :…: (460) 
7.1 线性 规划 的 逆 何 题 … (460) 
7.2 PIRR AREA PEL R NIA 
7.3 жей. 指派 和 最 小 
7.4 пучи " (466) 
7.5 ЭЖ Л Ж ӨҢ … (466) 
Ж. АК 本 (467) 


w -b 


51 Е 


网 络 分 析 是 研究 如 何 用 网 络 的 方法 刻 划 和 求解 最 优化 问题 ,特别 是 离 艇 最 优 
北向 题 .由 于 网 络 方法 直观 易 懂 和 便于 操作 ,所 以 网 络 方法 超 来 越 受 到 人 们 的 重 
视 .目前 它 已 成 为 运筹 学 .计算 机 科学 ,管理 科学 和 系统 工程 中 不 可 马 少 的 --- 部 分 ， 

网 络 分 析 一 般 认 为 是 起 源 于 网 络 流 的 研究 .网 络 流 理论 作为 一 门 科学 分 支出 
现 并 引起 人 们 的 重视 ,应 该 归功 于 福特 (Ford) ANS Phi Fulkerson А 22, 2 Flows in 
Networks ,该 书 从 线性 规划 的 理论 出 发 ,系统 地 讨论 了 若 汪 纯 组 合 的 数学 问题 和 网 
络 流 的 若干 问题 . 它 不 仅 是 网 络 分 析 发 展 的 根基 ,同时 也 明和 凋 数 线性 规划 发 展 的 -- 
个 里 程 碑 . 我国 在 20 世纪 50 年 代 末期 和 多 年 代 初 期 也 做 出 了 一 些 在 国际 上 有 影 
响 的 王 作 .例如 ,物资 调运 的 图 上 作业 法 ,中 国 邮 递 员 问题 以 及 有 商 网 络 中 的 最 小 
树 形 图 问题 和 树 网 络 的 重心 问题 等 . 正 是 在 这 些 工 作 的 燕山 上 ,开展 了 我 国 铸 论 的 
研究 与 发 展 . 

本 篇 只 舰 述 网 络 分 析 中 一 些 重 要 问题 的 算法 ,而 算法 的 证 明 不 做 重点 讨论 , 感 
兴趣 的 读者 可 查阅 有 关 文 献 . 


0 图 的 几 种 表示 形式 


在 用 计算 机 求解 网 络 问题 时 ,总 是 要 把 图 输 和 计算 机 ,因此 图 的 表示 方式 与 计 
算 效 率 有 直接 关系 .图 的 表示 有 多 种 形式 ,根据 问题 的 类 型 不 同 ,可 以 选择 恰当 的 
表示 形式 ,以 提高 其 计算 效率 ， 

设 ЄС V.E) fll D( V, A) 分别 是 无 向 图 和 有 向 图 ,VY = 11.2, nn} AMAR, E 
= |еџ,ез,""",6. ЖӘН Ф.А = [aaa an ADLE. IA 和 和 五 通常 有 下 述 几 
种 表示 方法 : 

1. 邻接 矩阵 

IM C) 和 МОП) EPS п х na 的 方 阵 ,它们 的 行 和 列 都 对 应 图 的 硕 点 . 记 
MCG) = [m] МСР) = [n h EX 


a 位 若 [i,j] € Е, 
"10, 其 余 ， 
ny = { жи.) € А. 
' 7 lo, 其 余 . 


则 称 M G 和 МОО) 分 别 为 GAD AIRE LAL i,j] 表示 端点 为 i 和 j 的 
WR D ÆRA i AAM. AREER WL ij ELTE MAG, АН 
Я, BPI i] = Lj il ABLED з (у, 0). 

例如 图 0-1 和 图 0-2 105 БЕШТ: 
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图 0-1 - 
0 1 1 1 O 0 1 1 0 1 
1 0 1 0 O 0 0 1 о O 
мс) - | 1 1 0 1 O|, MD = |10 O 1 O|. 
L 0 í O 1 I 0 0 O O 
0 0 о 10 0 00 1 O 


当 G k: СИТ ДАр 37 3321) BJ , W| Ç BJ SEIS 3ABEFM( G) = [ my] 的 
定义 为 :ms S F i 和/ НЛ Ж; ЗАВ, 22 DD 为 者 重 有 向 图 时 ,ny 等 于 顶点 
fi 到 НОЗ PJ ЕК. ЕНШЕ НГ ЕВЕ СА Al Rp E F, МСС) 总 是 对 称 的 . 当 C 
或 D 是 简单 图 或 有 向 图 时 , 则 МОС) 和 МОЮ) 都 是 0-1 M BE. 

2. 关联 矩阵 

设 ССР) 是 5 个 顶点 m 条 边 ( 弧 ) 的 图 (有 向 图 ), BEG) = [my] fl B( D) = 
[а] 是 两 个 f x т ТЖ Е „HEK 

B 车 顶点 i 是 边 @ 的 端点 ， 
о, 其 余 ， 
l, Фі EM a 的 始点 ， 
| 


т = 


- 1, #2 I 的 终点 ， 
0 НА. 
则 称 ВОС) 和 B( D) 分 别 为 图 Є ЖП D HAKER. 
例如 图 0-1 和 0-2 的 关联 矩阵 分 别 为 


l 0 0 l| I! Ü | 0 Ü -—-1 O 1 1-1 
l тороо -1 1 0 0 0 0 0 O 
вс) - 10110 | 01], BID) = 0-1 1 0 б Ü- -iIi 1 
0 01 1 Ü 1 о 0-1 ї-1 9 0 O 
0 0 0 0 Ü 1 0 о 0 ü 1-1 Ü 0 


有 向 图 D R) EF ВС p) 具有 全 单位 模 性 质 , 即 B D) 的 每 一 个 非 奇 蜡 的 
子 方 阵 的 行列 式 之 值 为 上 1. 这 一 性 质保 证 了 网 络 中 若干 线性 规划 问题 有 整数 解 . 
同样 , 当 如 为 二 部 图 时 ,关联 竹 阵 B( G) 也 是 全 单位 模 的 ,上 此 运输 问题 有 整数 解 ， 

辐 的 邻接 算 阵 和 关联 矩阵 是 图 的 最 常用 的 两 种 表示 方法 ,此 外 还 有 

3. 边 目 录 与 弧 目录 

M (Ж) 目录 是 指控 图 的 项 点 编号 的 字典 序列 出 其 所 种 这 ( 弧 ) .如 图 0-1 和 2 
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的 边 目录 和 和 强 目 录 分 别 为 
[1,2][1,3][1,4]:[2,3]:[3.4];[4.5] 
和 (1,2)(1,3)(1,5);(2,3);(3.1)(3,4)4(4,1):(5,4). 
边 目 录 和 弧 上 自 录 也 可 以 用 两 行 阵 的 形式 来 表示 .例如 了 赂 0-1 和 0-2 的 两 行 阵 表 

示 分 别 为 

É l | 2 3 M 

23 4 3 4 5 

1112334 5 

Ж 2353141 AE 


上 述 各 种 表示 形式 各 有 其 特点 ,至 于 鄂 种 形式 好 ,要 视 具体 问题 而 定 . 


1 最 短路 问题 


1.1 “最 短路 问题 的 数学 模型 


ВМСУ, Аз) 为 一 个 有 向 网 络 , = 11,2, - а ЭИА, А RAE. w AA 
Жа CARARE 4 有 一 个 权 a. 它 可 以 是 弧 {i,)) 的 长 度 或 
通过 全 ,六 的 时 间或 费 由 等. 从 一 个 预 点 i A- .个 顶点 } 的 路 的 长 度 定 交 为 该 路 
ERR ZA. MATS i 到 顶点 | 长 度 最 短 的 路 称 为 1 到; 的 县 短路 .最 短路 问题 就 
星 在 :个 网 络 中 求 -个 指定 点 到 另 一 个 指定 点 的 最 短路 . 所 短路 问题 不 仅 其 自身 
有 重要 应 用 ,而 且 许 多 组 合 优 化 问题 的 算法 以 最 短路 算法 做 为 其 子 程序 . 

[45 NY(V,A;w) 中 自 顶 点 1 到 顶点 n ARARE. HES FERAN, 


. . 
min > ЕТЕ 
СТ.Е А 


i, i=l, 
> x Уа = ` L =. ， 
< " 22 " fo l, i | | 
x; = Ü, (Е А, 
Жр a = |} € VI (G.D € A RAMA ( BJ) 3 8 лї Ж, 而 e) = 
EVIG D € АЙ ЫЙ: HARAR. 
易 证 ,模型 {1-1) 9 ТАЕ, 34 Н1Я 4428 N 中 存在 日 项 点 1 ЗТ дд п ВОВЕ. gk 
而 ,模型 {1-1) КАЯ, 4 BV 4 v rh АТАК 1 STM n Й, HHE N rh Ж 
A fh EN Ну АБТ ). 
另外 ,由 于 模型 (44 H: ЖЕ ЖОЕ E ЛЕНИН ОСУ, A) ЭСК E 
B(D). B( D) 的 单位 模 性 质保 证 了 模型 (1-1) КЕ. ELER 0-1 最 优 
解 .假设 1xji 为 模型 {1-1) 的 最 优 解 , 则 强 集 
i рх = H 


(1-1) 


з ıl 
а 


lI 
= 
= 
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组 成 网 络 中 自 顶 点 1 到 顶点 的 最 短路 .因此 最 短路 问题 可 以 用 线 福 规划 的 单纯 
形 算法 或 内 点 法 求解 . 热 而 从 线性 规划 的 原始 - 对 偶 算 法 的 思想 出 发 ,结合 网 络 的 
特点 ,可 以 得 到 简单 地 纯 组 合算 法 .为 此 考察 模型 (1-1) 的 对 偶 问 题 ; 
u ә 一 ц! ` 
t; 一 { == Wyo (i,j) € А. 
由 于 模型 (1-1) 的 系数 矩阵 非 讲 秩 , 故 (1-2) 式 中 有 包 余 的 变量 ,不妨 设 ul = 0. 这 
Fe(1-2) ATSA 


(1-2) 


тах Hp» 
| uj щ = tej, (1-3) 
иу = 0. 
此 时 ы, э] УДИ ЭЗ ЇЗ Тї 1 到 顶点 /的 最 短路 长 庆 . 显 然 ,车 ы, бл АТКА 1 到 顶 
点 j 的 最 短路 长 度 ,j = 2,3,6, п, ы! 是 (1-3) 式 的 吓 行 解 .但 反之 不 对 . 然 
而 , 当 六 中 自 点 1 到 每 一 点 /有 路 ,并 县 МЕЖЕ НЕЕ, о, 是 顶点 1 到 顶点 /的 最 
短路 长 度 ,j = 2.3. п, ЧН 5 Es E 
и; = min lu + уі, у= 2,3,5", п, 
| (1-4) 
u = w. 
注意 这 儿 规 定 = 0,4 = 1,2,…,a. 由 于 方程 组 (1-4) 是 非 线性 隐 函 数 的 ,所 以 直接 
求解 很 困难 ,一 般 均 采用 逐次 通 近 法 求解 .但 对 某 些 特殊 情况 有 一 些 简 单 的 算法 . 


12 ” 非 负 权 网 络 中 最 短路 算法 


设 网 络 NOV A в) РАС) 4A 的 权 w > 0, FU) € 4, 则 令 wy = 
+ %.1959 年 迪克 斯 特 拉 ({E. Djekstra) 对 w; 之 0 的 情况 给 出 了 逐 点 确定 最 短 踏 的 算 
法 如 下 : 

Бо 95 ,T= 123, nl. R = sdas d nA — A] = 1,2,9, 
п. = lu, = Ow = wjp € T. 

步 ] E ТР sa k AiE щ = minas; E S < S Ú Il Te Т Е. 

# T = 中 , 转 步 3. 其 中 I 表示 空 集 . 

2 HME Т Еш ШТ: 

T u > 本 + 里 上 二 二 + 

+ и ш Ur + юш, 则 t; ЖЖ. 

返回 步 1. 

Жз ЖАНЕТ 到 其 余 各 点 的 最 短路 . 

注意 ,对 -- 切 站 = 2,3,……,n, 且 中 第 /个 分 量 天 是 自 预 点 1 到 顶点 5 的 最 短路 上 
倒数 第 2 个 项 点 .由 J 的 意义 不 难 找 出 顶点 1 到 任 一 项 点 /的 最 短路 . 

例 1 求 图 1-] 中 自 颈 点 上 到 各 点 的 最 短路 . 

жо 85-111, = 12,3,4,5,6,71,# = (1,1,1.1,1,1.1);ш = Ü,us = 4, 
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аз = 2,04 = S,us = ué = ux = + ©, 

步 1 minl а, = us BP k = ЗОНИ S М,3|,Т = 12,4,5,6,7|. 

步 2 HT u= 5 > ua + шы = 366= 90 > Hy + ну = 13.06943 АУ u, = 
О, шо = 4,3 = 2,0 = 3, и = 1З,ну = uz =+ %;R = {1,1,1.3,1,3.1). nië 
HABI iiS. T КОБЕ 1. 

经 过 6 次 选 代 后 ,得 了 = (2). = (1,1,1,3,2,4,6); а = 0, н = 4, ыз = 2, i4 
= 3,05 = 5,15 = 5,95 = 13. 此 时 诸 u AFTA 1 到 顶点 的 最 短路 长 度 . 

ЖЗ 根据 总 求 出 自 顶点 1 到 其 余 各 点 的 最 短路 , 如 | 到 7 的 最 短路 : J = 6. 
所 =4 太 =3 万 = 1, 故 这 条 路 为 1 一 3 一 4 一 6 一 7. 直 发 为 = 13. 

不 难看 出 迪克 斯 特 拉 算 法 的 计算 复杂 性 为 Oln’). 


1.3 “无 回路 网 络 中 最 短路 算法 


任何 一 个 无 回路 有 向 了 网络 МОУ, А; w), ATAR ТЕ, 使 得 对 任 


Bije ү, < у, MKD С A RATER ETARA OHEA. 首先 
对 和 人 次 为 0 的 顶点 给 标号 1, 然 后 去 掉 标 号 的 顶点 及 关联 的 狐 ,对 剩 下 的 网 络 中 人 
次 为 0 的 点 给 标号 2,3,…, 重 复 这 个 过 程 ,直到 所 有 点 给 六 标号 为 止 ， 


如 果 一 个 无 回路 网 络 的 顶点 标号 满足 ; 若 < р ШС) СА, ААТ] 
顶点 ; 的 最 短路 必 了 包含 在 由 顶点 集 !1,2,…,j! 构成 的 于 则 弹 里 .因此 也 可 逐 点 求 
H REO ES. 

设 МСУ, A ш) 是 无 回路 有 向 网 络 , 设 自 顶点 1 到 每 .个 质点 都 有 路 . 求 自 顶点 
1 到 各 项 点 的 最 短路 算法 如 下 : 

#0 WS = [F= [Z3 ceni R = (J.J i dh h AA i = 1,2,*…， 


Rodi = 1зщ = 0,u = wyj € T; МСР) = [n;] AWAPE; Vr = | >л, = d | 
і= 2 


С T WEE, "(I J E AR, М m; = + 的 ， 

Жі fE Thi k. {#4 = О. 5 0р РТ Ер, К Yr- 
а T = О, 5655 3 F. 

步 2 【修正 y Md) 对 每 一 个 三 和 了 ,修正 yd MF: 
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# u; > шщ + 0, ËL ц *— щ + us, k Кї 

Ж u = u + шу, u Tü J КАЕ; 

对 一 切 jE 7, 置 — d һы, РЁ 1 Ж. 
步 3 H RI BT 1 到 各 点 的 最 短路 . 
#2 ЖЕ: -2 中 自 顶点 1 ТЇ з ра. 


#0 S= |1}, T = |2,3,4,5;6| ,R= (Ji, doco Je) = (len, Dra = 0, 
ux = 2,из = 8, u4 = us = us = + =; Vr = idy, dys da, 45,4| = 10,1,2,2,2]. 

步 1 HTd =O Ë] k = 2, 置 5 = 11,2|, T = 13.4.5,61; Vr = 14,4, 
dsd HF T = с.В 2. 

J2 Pus < ut wn = T,uí < iyt Wy = 8,05 < n; + wyg = О, МОЙ us 
= 了 ,H4 = 8,105 = 0; 其 余 u, = О, чр = 2,66 = + 56 FE; jhi J, — 2, Ja — 2, Js = 
2; d, — d, — ty = O, da = а, ~ п = 1, d; — 45 – п = 1.45 — ds — п = 2, Вр 


R = (1,1,2,2,2,1), F; = 10,1,1,2| .然后 返 同 步 1. 
经 过 5 次 迁 代 后 了 = gidb R = (1,1,2,3,2,4);u = 2,шу = 7, i4 = 6,us 
= 0, ш = 4. 


步 3 ”根据 记录 RRETA 1 ЖЕТЕ RE, DUE 1 ATE 6 6038 
路 为 
ш@—@—Ф—@Ф@— ® 
HFA PEAR, ОТЕ, Д3 3 ЖЕТЕЛ 188 B9 , АЛИ Ж Ж 188 
网 络 , 上 述 算法 也 可 求 出 两 点 间 的 最 长 路 ,这 只 要 把 权 w; 变 为 - 内 ,那么 求 出 的 最 
短路 就 是 原 网 络 中 的 最 长 路 . 
不 难看 出 ,无 回路 网 络 的 最 短路 算法 其 计算 复杂 性 也 是 O). 


1.4 “无 负 回 路 网 络 中 最 短路 算法 


当 网 络 中 的 弧 允 许 有 负 权 ,但 没有 负 回 路 时 ,1.2 节 中 的 迪克 斯 特 拉 算 法 就 会 
失效, 因此 必须 建立 新 的 算法 . 
设 ul, 表示 网 络 中 自 顶 点 1 到 顶点 ;最 包 由 |! 条 弧 组 成 的 -* 切 路 中 最 短 一 条 路 
的 长 度 . 因 此 对 -- 切 六 = 2,3,…,n; 必 有 
ul 2 ui 


而 县 由 于 网 络 中 无 负 囊 路 ,那么 对 任意 1 n - LDA u = uy ИҢ ш! 必定 
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是 网 络 中 自 顶 点 1 到 顶点 了 的 最 短路 长 度 . 具体 算法 如 下 : 
ЖО Bel, = б,шщ;= mpg = 2.3, nA LE S wi = O,í = 1,2. 


а, (i Ё A w =+ ®),Ё = (J.J. dhd WI J = Kar = 1 2 
+1 对 每 一 个 顶点 = 2.3, n ФН ТИ 大, 使 得 
б, + шш = mn 1, + шу}. 
Ë uji > ш + wg E up ш + wg J Б ug 一 a, HB. J Ж. 
+2 #1+1= n- 13412 H, SMR 1 + 5 返回 第 1 Р, 
步 3 根据 记录 R 找 出 自 项 点 1 到 其 余 各 点 的 最 短路 ， 
йз 求 图 1-3 中 自 项 点 1 到 各 顶点 的 最 短路 ， 


图 1-3 


ЖО sl = 0,00 = 4,ub =3u) =+ ®%,ур = 4,5.6,7,# = (1,1,1,1,1,1,1). 

l ul, > ul, + wa = 6, uls > ul, + ws = ЗЕЙ ЮЙ ui 6, ul — 8: B: ull 
= 0,0 = 4,0 = 3,00 =+ mj = 6,73-3,42, НЖЖ. 

HT 1-2 < а -1 = 6,1811. 

重复 上 述 过 程 ,6 次 进 代 后 得 и, = 4, uh = 3, ш = 3, ufs = 8, uie = L, и? = 
4;Ё = (1,1,1,5,2,4,6). 

+3 找 出 自 顶点 1 到 各 顶点 的 最 短路 .如 1 27 Нер R 18 

DD 一 0 -D 

其 长 度 и = 4, 

х Е УРЕ ВТЕ H. HAA jE -1 次 加 法 和 am - 1 次 比 
较 , 而 /有 nm -1 个 . 故 第 1 步 计算 量 为 On). 由 于 第 1 D SEE n- [次 ,所 以 
该 算法 的 计算 量 为 Oln). 


1.5 ”所 有 点 对 间 的 最 短路 算法 


前 面 所 介绍 的 算法 都 是 求 网 络 中 自 一 个 项 点 到 其 余 芹 项 点 的 最 短路 . 个 难看 
出 1.4 节 中 的 方法 重复 пк, ЖЕ ТВ Pa Ж] [НН ДЕ НО И. 这 样 做 的 计算 量 为 
Ofad). 然 而 有 更 好 的 算法 . 
i C = [c;], F = 15) 分 别 为 p x 9 和 4 x 的 实 知 阵 ,定义 短 阵 业 法 如 下 : 
Р = [р;] = C @ F. 
P px BUER, py = min | ea + v| , 即 用 取 最 小 代 蔡 通 常 的 加 法 ,而 用 加 法 代替 


ЖИ ШУ ДЕНЕ. | tn 
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с= 1 3. #14 1] 


_ _ minl2 4+3,3+4| min}? + 2,3 + 1! 5 4 
P= CO F = minit+3,S+4 minj} + 2,5 + 11 = [; NI 
如 果 用 新 定 交 的 矩阵 乘法 ,那么 上 节 中 的 算法 可 重新 kon; 


i = І, (ооа) = (0, W Ws}, 


г+1 L a I кої 
uy = (ur ua, m J) @ | , = min luys + уі, 
Іа дел 


І. 
Wu йл) “е Wia 


+l ! низ, H et ну 
(ац! ИШ: tss e) = (uk шот al 0) O | * 


Wta Wal n Wan 
其 中 шш = Ойт.) С А. АЈ] иу = + Ф®. 
Жн, Ел JAFRA М [B] PS Н. 


1.5.1! 求 所 有 点 对 之 间 的 最 短路 的 给 阵 算 法 


Бо т=+—1, 
ит ш Ута wy Wi tin 
P = иа иш из - wa wp Win -W 
ит ил Га һр Wal Hian 
Fu Гр Fia 
r r г. п . бо, 
R = И z 3 ‚о = j bj = 1 ,2 ，…… в, 
Ты "az Кал 
1 计算 
"=" @ U". 
计算 过 程 中 车 出 现 
ug > min 1 шї + tpl = ug + ар, 
WA гу ж k. 


步 2 #2m < a-l, 8 m 2m AE 1; RAI F 3. 

жз 利用 趾 烧 出 所 有 点 对 间 的 最 短路 .此 时 上 居中 元 灯 志 表示 i 到 j 的 最 短路 
必 通 过 顶点 ry. 利用 这 -一 信息 可 找 出 i 到 ij 的 最 短路 . 

EE ERARIK = ilgin — 1: 0, BURIE K REER. ОО РГЕ 
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THP B On). ВОНИ НТИ АРЕ Опов). 
例 4 求 图 1-4 中 点 对 间 的 最 短路 ， 


#0 
0 2 的 =® << l 2 3 4 5 
о 0 6 œ -2 1 2 3 4 5 
U= Wss о Ü > 2|, Ё-|1 2 3 4 5 
4 œ 8 OÜ «ж I ? 3 4 5 
4 ю œ% -2 0 123 4 5 
Ж | 
0 2 В wm Q l 2 2 4 2 
2 0 6 -4 -2 5 2 3 5 5 
ulsl6 = 0 0 2|, R-|5 2 3 5 5 
4 6 8 0 10 1 134 3 
2 6 6 -2 0 4 | 4 4 5 
0 26 -2 0 I 2 5 2 2 
0 бф 4 -4 -2 4 2 4 Š 5 
tut=|4 6 0 0 2|, R=|4 4 3 5 5|. 
468 0 4 1 1 3 d i 
246-2 0 4 1 4 4 5 


#52 找 出 所 有 点 对 间 的 最 短路 . 例如 顶点 3 到 顶点 2 的 最 短路 .由 于 r> = 4, 
гы = 5.rss = Šire = 1nm=lraz=2, 故 3 到 2 的 最 知 焙 为 四 一 加 一 由 一 由 
<m (2), KE А uh = 6. 

EERE TF K FEP E BB) S АУ, BEARER 大 . F Jr 3 05 W 9716 
(K.W. Floyd) 算法 ,其 计算 复杂 性 为 Oln’). 


1.5.2 来 所 有 点 对 之 间 最 短路 的 福 劳 得 算法 


没 шт ЖАНД 0] 且 不 经 过 顶点 m,m + 1 的 所 有 路 中 最 短 … 条 路 的 
KE ARAS i 到 顶点 /不 经 过 顶点 m+ 1,m + 2,…,n 的 最 短路 有 两 种 可 能 的 
情形 :或 者 它 不 经 过 тщ ЕЕ ut = ;或 者 经 过 高 点 .此 时 ит]! = ил + ил, 
因此 ,总 有 


І . т m m! 
шы = пип} ш, ир, + ші. 
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由 шу 的 定义 易 知 , wy! 即 为 网 络 中 自 i 到 j 的 最 短路 长 度 ， 
ЖО Emel usw 16 баа, А" иш = 0,4 = 1,2, ,вп;4(4,/) 


СА Ві ЈИ, w =t R = [z;], r; = j,1 = i,j = n. 
#1 对 一 切 ij,1 =< í = j= n; 计 算 
ит" — тїп} uF, 二 tiny | >» 


+ up > um + teny | ШЕВ гу m. 

步 2 # m = п, тз; M, W me m + 1 3 |o] 1. 

жэ 由 及 找 出 所 有 点 对 间 的 量 短路 ,其 方法 与 矩阵 算法 中 步 3 相同. 

值得 注意 的 是 , 当 网 络 中 有 负 回 路 时 ,计算 过 程 中 必 出 现 某 些 点 < 0, 国 此 所 
有 点 对 间 的 最 短路 算法 ,可 用 于 探测 疯 络 中 是 否 有 和 负 回路 . 


1.6 “最 短路 的 变种 


1.6.1 最 大 可 靠 路 


设 N(V,A; 0) АЕК, GD E 4,0 < ga l ERWA, j) TRE. — 
条 路 的 可 靠 度 定 习 为 该 路 上 各 条 弧 的 可 靠 度 的 入 积 . 目 一 硕 点 上 到 改 一 顶点 7 的 所 
有 路 中 ,可 靠 度 最 大 的 路 称 为 i 到 j 的 最 可 能 路 . 

Ж wy =- ду, (i, Є AW NCV,A; Q) 中 最 可 次 路 等 价 于 网 络 МСУ, А; 
w) 中 的 最 短路 .因此 求 最 可 车 路 可 化 为 求 最 短路 . 
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МУ, Асс) E-A ARN AG, € 4 有 一 个 容量 cj > 0. 一 条 路 己 的 

容量 定义 为 该 路 上 弧 的 容量 之 最 小 者 , 即 P 的 容量 为 
eP) = min КС |. 

Ж МУ, А;с) ФАТ 1 BRA л 前 最 大 容量 路 与 求 最 短路 类 似 ， 只 要 把 过 
克 斯 特 拉 算 法 中 的 min 用 max 代替 ,而 加 法 用 min 代替 即 可 .具体 叙述 如 下 ， 

Æ 0 З 5 = МТ = 12,3,'+",пі, R = (dodot J.) ,其 中 f, = 1,4 = 1, 
2, nia = 0,u = сј Є TER. BOG, J) g 4 有 ci = 0. 

步 1 在 T 中 找 一 点 *, 使 得 

пу = шак шу}. 

Ж S— SU Iki, p< ЕРТ = 中 ,进行 步 3. 

步 2 ”对 每 一 顶点 jE€ 7, 修正 ww 如下; 

车 u; < min] ш, eg Í ‚® u; + min[ us, cg | , J, = k.A a 26 1. 

+3 由 如 找 出 自 顶 点 1 到 其 余 各 顶点 的 最 大 容量 路 、 


1.6.3 “最 大 期 望 容量 路 
没 N(V,4;0,c) ЫЕ, ЖС) € 4 有 -一 个 可 靠 度 qç 和 
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一 个 容量 6c, 其 中 0 < Фф = 1. с> 0. N rh ЖЕРЕ /( P) 定义 为 
ДОР) = ( d, тіп, ед 


自 顶 点 i 到 顶点 j 的 所 有 路 中 ， пови i 到 j 的 量 大 期 望 容量 路 . F 
ШЖ MPAA 1 到 点 n 的 最 大 期 望 容量 路 的 算法 . 

РО W L< @.f(L) = 0. 

步 1 HN EB LIRE л RATAR P. 

车 站 中 不 存在 自 1 到 п 的 路 ,终止 ,上 为 所 求 ;否则 计算 /( P). 

# ЖОР) > AL) E Le P, AL) РСР). 

步 2 (修改 网 络 N) 讨 算 РЕФЕ ССР). 

с(Р) = min legt. 

置 4 一 -也门 蕊 A446 和 所 cl PP) i. 用 新 的 网 络 代替 原 网 络 返 回 步 1. 

ФТ ИМЕ ЖЖЖИ m =14 上 次 ,每 一 次 要 求 一 杀 最 可 靠 路 ,其 计算 量 为 
Of) ,因此 该 算法 总 的 计算 量 为 O (Uma). 


2 最 大 流 问题 


2.1 “最 大 流 的 基本 概念 


设 МУ, Ac) AA ARH, HERM GD € 4 几 有 一 个 非 负 实 数 ¿ 称 为 
弧 (1i, 门 的 容量 或 通过 能 力 . 设 ; 和 :是 YY 中 两 个 指定 的 顾 点 ,分 别称 为 发 点 和 收 点 ， 
称 这 样 的 网 络 为 运输 网 络 i N = lst, VAO .假设 对 任意 i .jES V, i P; Ж 
有 -一 条 对 , 则 称 网 络 М 是 简单 的 . 
运输 网 络 六 上 上 的 一 个 流 定 祥 为 4 上 的 一 个 函数 广 使 得 
1° 对 任意 (i EE 4,0 0,8) < 
r 对 任意 i €E Улі, tl, 
2276. k) = ‚әл i). 
称 六 i, 门 AWCE, 让 上 的 流量 由 s 净 流出 的 数量 称 为 : «гин. 记 为 оС). Вр 
(7) = 22/9 k) — гол». 
使 流 值 达到 最大 的 流 , 称 为 N 的 最 大 流 . 显然 ， 由 流 的 定 ГЕН, м БЕ ТЖ 
ГВ 
Pore k) ~ Z. s) = ‚ле 门 - 2 u. k). 


因此 ,上 Es 到 t 的 最 大 流 问题 ， 可 措 述 为 下 述 线性 规划 ， 
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MAKE + 
РЭК k) 一 ‚2ле i) = [2 iE v- ts,t), {2-1) 


0 =< f(i,j) = с.) € A. 
Xc V.X= V- X3B se X.: € Х, 
(Х.Х) = |.) € Alí ЄХ, € X! 
为 分 离 * 和 上 的 割 集 , 或 简称 为 sí ЯА t СХ, ) 的 割 量 定义 为 
е(Х,Ху)у= > c. 


LDE YX) 
容易 证 朋 , N 上 的 任何 一 个 流 / 及 任何 一 个 se СХ, АХ), 
x= >)” AD- B Asg 2, cy = e(X,X). (2-2) 


pE Ру {Т.х} 
РЕР Š, ФЕВ ы ARG, IS DL F 5 25 8 
Нр - W sa. $h. Ford-Fulkerson) 最 大 流量 小 审定 理 ; 


定理 1 maxn( = min c(X, X). 
f (x.X)e # 


最 大 流 问 题 (2-1) 是 一 个 线性 规划 问题 ,因此 可 以 用 单纯 形 算法 或 内 点 法 求 
最 大 流 . 然 而 由 于 问题 (2-1) 的 特殊 性 ,也 可 以 利用 网 络 方 法 求解 . 


2.2 最 大 流 算法 


求 解 最 大 流 问 题 有 密 个 算法 ,下 面 阁 述 有 影 啊 的 4 种 算法 
2.2.1 福特- BAIE 
步 0 N= (5,1,1. Азс) EAM, f E N ЕЙ ГСИН f = 0). 
步 1 БЗР f RJ ЛО) = (s. i. V, 2 ; THP ç = A. UA, 
А, = [CDAD € AHK D < с]. 
Аз = МЧ.) IO оЄа ВИ, >0, 
2 _ {人 же.) € А\. 
° UGD, 若 (i,j) € A. 
2 ж Nú) È sB: НУ. 
(2-1) ЖМ) НЕЕ s 到 :的 路 ,算法 终止 .Ff 为 中 最 大 流 ， 
(2-2) 设 P 是 NO 中 自 * 到 :的 路 ,计算 P 的 容量 由 ; 


б = min] € yi Cip € P]. 
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步 3 改进 流 /, 
уч.) +0, (ipe РГА, 
E Cj) = [ке -0, EGE PN A, 
7,3), 其 余 . 


г Бр. 

福特 - ЗИЧУ КЕДЕ ПИКЕ, ИП Н БВ 0 НВ, 当 容 量 为 无 理 数 时 
可 能 不 收 敏 于 最 大 流 .但 每 次 选 代 最 大 流 的 值 是 严格 增加 的 .因此 当 容 量 * ЗЕ РА 
数 时 ,该 算法 在 有 限 步 内 得 到 最 大 流 . 

针对 福特 - 汉 克 了 末 算 法 的 弱点 , 艾 德 门 兹 (Edmonds) AEP (Karp) 在 1972 年 对 
上 述 算法 进行 了 简单 修正 , 即 只 需 把 上 述 算 法 中 的 第 2 未 六 和 (六 中 自 s 到 :的 路 ， 
Ш АСР) PA :到 1 的 最 短 ( 弧 数 最 小 的 ) 路 邵 可 . 收 让 后 的 算法 不 仅 对 无 理 数 
容量 适用 ,而且 其 计算 复杂 性 为 On ) ,其 中 心 =141. 


2.2.2 ЖЕЖ 9 Ж 


早 在 1970 F 4 EX ( Dinits) ЖЩ TA EENAA ЕТЕП ТЕ ЛАЛЫ ЖИ Ж ДВО 
法 ,不 同 之 处 在 于 儿 尼 世 算 法 是 在 WP 中 找 出 :到 + 的 所 有 最 短 { 弧 数 最少) 路 (而 
不是 只 找 一 条 } ,然后 在 这 些 最 短路 组 成 的 网 络 ( V(/) 的 让 网 络 } 中 ,用 涤 探 法 求 出 
这 个 子 网 络 的 极 大 流 { 不 必 是 最 大 流 ). 用 这 个 极 大 流 和 修改 A 疡 从 测 得 到 N 上 


的 -- 个 新 流 了 .容易 证 明 N{ 了 ) 中 s 到: 的 最 短路 长 度 六 禾 大 于 N( 有 中 s 到 1: 的 
最 短路 长 度 , 由 此 可 以 居 计 出 狄 尼 芯 算法 的 迭代 步 数 不 会 超过 - 1 次 . 

狄 尼 茨 最 大 流 算法 : 

Жо ÉN = (3,1,V,A:c) 为 运输 网 络 ,f 为 Y 上 的 -个 流 (开始 可 有 取 /= 0). 

步 1 构造 关于 /的 剩余 网 络 N(/)( 同 福特 - 冯 克 孙 算 法 第 1 步 ). 

步 2 由 МО) 构造 分 层 网 络 AN( 几 .由 迪克 斯 特 拉 算 法 ( 见 1.2 节 ) 求 出 NOD 
HA ;到 每 -点 j 的 最 短路 长 度 ww( 这 里 路 的 长 度 指 路 |: 类 的 个 数 ), M = (о. 


v. A; <). 
(2-1) 车 由 = 加, 即 站 (站 不 存在 :到 :的 路 , 算 尖 终止 .是 训 中 最 太 流 . 
(2.2) #аи={4< 名 ,定义 
Fa = 151. V = w= leei- 1), j| = fel, 
1 


A" = U (OIE WE ИЄ Я! 


=Ü 
= А“ ПА ША AA, 
1 
el = tp (ü pea, v = (Ји. 
г= 0 


АМР = (s, t, V ' A e). 
АМС) 为 МСР) 的 分 层 网 络 . 
步 3 RANO 中 自 s 到 : 的 极 大 流 . 
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(3-0) е JAND АУФ. RILE g = 0. 
(3-1) Ж АМСУ) 中 的 路 . 
(3-1-0) 给 s PREC) , 称 其 为 当前 标号 . 
(3-1-1) ЖИ г Ве), ВС ио Т, И, 中 找 
一 点 j, 合 (i, 站 € A". 
车 V, 中 不 存在 这 样 的 j, 风 当 = ;时 转 (3-4); 当 让 六 3 时 转 (3-3), 和 否则 ， 
B€ Wha M j = 时 转 (3-2) ,否则 给 | 标号 = .然后 置 i 上 站 ,返回 
(3-1-1). 
(3-2) ”利用 标号 返回 追 崇 , 找 出 s |, 的 路 Р.Ж 
= minfey ICD € PH. 
m 
1 +9, #(i p € P, 
Sy Bjt Bom, 
Ia Ж.Д € P, 
cë epo 其 余 ， 
4 有 0 
AN(/) — (5,0, V, A"; c). 
ЖЖ АМУР) 中 所 有 顶点 标 导 ,返回 (3- 1)， 
(3-3) ATEAN A Ф, ADS i: ARABER, PT АМ) ФВ з 02 8) 
切 路 均 不 过 顶点 ғ. НЕТА АМС) rh E IB LAER 
AA- IDITE и. Ағ.) Е А" |. 
在 新 的 网 络 中 ,用 顶点 10) 替代 ¿ Вр 
б6—{(4). 
Д8 [#](3-1-1). 
(3-4) ”由 于 i = ЯА 0891, АЙ AN O PAEA s 到 上 的 路 ， 
Жа WEN EMT: 


В. 
fit Ep BODEA, 
f = [as FG) Є Ау. 
ГЕ 其 余 . 
热 后 返回 步 |. 


狄 尼 蒋 算法 的 计算 复杂 性 分 析 如 下 :构造 分 层 网 络 其 复 条 性 为 Oln) , 求 分 层 
网 络 的 极 大 流 的 复杂 性 为 O( am). НЕ АЕ E U s- 1 ,所 以 犹 尼 落 算 法 的 
|- 算 复杂 社 最 名 为 Oiam). 


2.2.3 {А K My; 


EELER Ж ( Kazanov) 1974 ЯН Е С САС A, 528: H ARAA, 其 算法 
习 基 本 思路 与 狄 尼 茨 算法 基本 相间 ,只 是 在 求 分 层 网 络 AN: O 的 极 大 流 时 采用 不 


2 RAHME 421 
ПВО 3k ЖЕТЕЛИ" RRE GR ANC/) sh 到;* 的 路 ,因此 求 一 条 路 的 复杂 
性 为 On). 宙 于 每 找到 -- 条 路 去 看 至 少 一 条 驱 , 故 求 ANC) 的 极 大 流 的 复杂 性 为 
О‹ пт) ,而 卡 蕊 诺 支 算法 在 求 分 层 网 络 АМ(/) 的 极 大 流 时 采用 "推拉 ”(pushrpul) 
方法 ,其 计算 复杂 性 为 0( л?) .这样 一 来 , 求 访 的 最 大 流 的 计算 复杂 为 D1n3), 它 好 
于 狄 尼 蕊 算法 ， 

下 面 只 叙述 卡 扎 诺 去 算法 中 如 何 求 ANC L 0638 5, РКВ 
法 中 的 第 3 步 .为 此 先 引进 一 个 定义 . 网 络 AN{ 六 ={s, VA") PER 
项 点 iE v" 的 容量 (i) 定义 为 


eli) = min{ Ус]. >} = 5.1, 
Єт} 


рҮ! 


(3-0) PZ eE АМР) = (5,2, И" ,А с") BAA ООР g = 0). Q, 
— @ , 0, — @ 队列 记 导 ,满足 先进 先 出 . 
(3-1) 计算 ANO 中 各 顶点 的 通过 能 力 (i). 6 
cik) = minjeli) + € yl. 
车 e(k) = 0, 进行 (3-1-11; 和 否则 进行 (3-1-2)， 
(3-1-1) # k = 5 或 六 转 第 4 而 ; 香 则 置 
ПАИ АКЕ ЗЕ 


АА EDI ную. 


ANCO (st А" ;cc"), 返 回 (3-1). 
(3-1-2) Ж 0,5 k, 0, = Tk) eC Kk) 对 or 0. 
(3-2) ”前 推 Cpush) 
ЕЛЕС Н А, о Є ©, ú = 1,9203-3): 8 Q, 0, - u. 
(3-2-1) 在 AN O ЧУЕН (а, i), W 
5 = minj ež, гш) cu CC ck б, ғ) =e riu) – 8; 
gu t gu + буг) — гб) + 0,0,4 0, +. 
(3-2-2) Жок = 0, А" — А" -|lu idl; 
车 (п) > 0,15 1103-2-1); ИШ (3-2). 
(3-3) Ж (pull) 
АНЕ НЕ, ш E 0,, 若 4 = 5, АВ, ЩЕ 0, — 0, - u. 
(3-3-1) Ж АМО) PERH, u), Ж 
ë = тіпісй (а), с — eË — б, riu) =- гы) – 8; 
Biu O Бы + 8.108) = r(i) 600,0, 0, + š. 
(3-3-2) Жс = 0, А-А“ – ((2,и) |; 
车 re) >0, 返 回 (3-3-1); 否 虽 回 到 (3-3). 
当 运输 网 络 N = (зг, V Arc) ЕЕ (O. E АЯ су = 1 时, 则 称 
N 为 单位 容量 网 络 .单位 容量 网 络 上 的 最 大 流 问题 ,在 某 些 纯 组 合 问题 里 很 有 用 
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途 ,如 二 部 图 的 最 大 匹配 等 . 卡 扎 诺 夫 算法 用 于 求 单 位 容量 网 赂 上 的 最 大 流 , 其 计 
算 复 杂 性 为 O mn*?); 当 单位 容量 网 络 是 二 部 图 时 ,其 计算 复杂 性 为 O m't). 


23 ”上 有 具有 上 下 界 容量 网 络 的 最 大 流 


如 时 运输 网 络 中 每 一 条 弦 (i, 门 不 仅 有 一 个 容量 的 上 界 cy, 而 且 还 有 一 个 下 界 
机- 设 这 个 网 络 为 N = (з, V. Asl, с) B f: A ВЕ: 

e HKI.) € A.L =< fi.) = eç; 

r 对 每 一 个 i€E FF- ls. 1 有 


22/6, Р = Z u. i); 


РЕ ебі) 


则 称 f 为 NV 上 的 流 . 合 fs ù- DU 达到 最 大 的 这 称 为 WN 上 的 最 大 流 . 


求 有 上 下 界 容量 网 络 的 最 大 流 ， 其 算法 与 求 一 般 运 输 网 络 的 最 大 流 短 法 基本 
相同 ,只 蒿 做 两 点 修正 : 
(1) 需要 给 出 N 土 的 第 一 个 拨 始 流 /而 在 一 般 运 输 网 络 中 了 = 0 即 可 ， 
(2) 当 有 了 流 了 后 ,在 构造 МОУ) ВЕ, А, 的 定 闵 需 修 改 为 
A = DPI GO EAHA i) > lli 
cë = Aji- b, (8.8 € A 
因此 ,关键 在 于 找 出 入 上 的 一 个 初始 流 . Я ЭВ Е: 
EN = (s,4,V,A4;4,c) 为 有 上 下 界 容量 的 运输 网 络 .构造 一 个 辅助 网 络 N = 
c. V.A; y В 
T = F |) ts* rl, 


А= АШ", DiE UI I УРО (s.a) Cs), 
€g іу» =н.) Є А, 


Ўы, #iss' jEV, 
,= g 
[а jst iCY, 


kEi) 


©, ЖЕ 15,81 Аға р 
ABEM, ЧАЧ Ñ PA з" 到 4* 的 最 大 流 的 值 为 外， 人 > 到 时 ,中 存在 
ТЕ PE 出 


满足 容量 上 下界 的 流 .由 于 N 是 一般 运 输 网 络 , 故 可 以 用 -| 一方 的 方法 求解 . 

没 了 É Ñ CURAN. НА F) = 2) 22 20-Е, Є 4,2 
Ж ЖД = 7 ЧЧ.) k ШУРА ERMEE = О.) = ea (i p А.Н 
ГУНУ, ЖООК N 上 的 最 大 流 了 . 


2 ”最 大 流 问 题 ‚423. 


最 大 流 问题 均 可 以 化 为 循环 流 问题 .所 谓 循 环流 乃 指 如 下 模型 ; 设 N(V ,4;1， 
с) 为 一 有 向 网 络 ,f: А ВРАГ, ВЖЕ. 
r HERG EAB L = Кі) = су: 
平衡 条 件 : 
рэс ù- 2 G. i)=0, i€ V; 
则 称 了 是 N 上 的 一 个 可 行 鱼 环 流 . 
最 大 循环 流 是 指 求 一 个 循环 流 /, 在 7 满足 和 2 下 ,使 20, Жі.) ЖХ. 


前 述 的 :到 ! ВА ГРЕЯ, а пр АЫ Ер. 这 只 要 在 六 中 增加 一 条 
Mit O ERER RAFE, 5) ИЩ), с = % Iñ  =- ©, HERA 
ЗНУ D maxf(t, s) BRET. 

УА В Pp tiy iB лу Н, k позе T = f Im ja EB Ar ( ТЕТО] Es 
最 单 由 山东 曲阜 师 大 马克 杰 等 提出 的 ,由 李 国 周 化 为 最 大 流 ). 

it N( V.A; с) 是 一 个 有 向 网 阁 ,F 中 的 顶点 i 代表 第 i ГЪЛ (р Є А 
示 第 i 个 企业 拖欠 第 j 个 企业 债务 ,<, 表示 第 上 个 企业 拖欠 第 F 个 企业 的 俩 务 量 . 解 
决 企业 疝 的 三 角 债 问题 的 一 种 简便 的 方法 是 相 下 抵消 ,以 减少 总 仿 务 量 .例如 甲 欠 
蕊 3 万 元 , 乙 突 丙 2 万 元 ,再 欠 甲 $4 万 元 ,那么 他们 相互 抵消 后 ,总 债务 量 由 10 万 元 
Жуа G ВИН XZ, 1 P 3, X B 3 AT. 

-- 般 地 , 设 如 为 六 中 的 有 向 圈 , 记 


= min |е! 
T= реф" 


烈 在 必 上 的 抵消 量 为 1 Olg RPI Q AA EORR) О НИТ. ЫШ 
是 如 何 进行 抵消 ,使 抵 消 总 量 最 大 ,或 者 说 剩余 的 俩 务 量 节 小 , 这 个 问题 正 是 最 大 
循环 流 癌 题 : 


тах X, Aij). 
ИЛА. 
SAD- УД) = 0, ¿€ v, (2-3) 
Еа) Є 0) 


0 = БЕ? жобу 
下 一 章 将 详细 讨论 它 的 解法 . 
2.4 “可 行 性 定理 及 其 应 出 
Ë N(V.A; d O 是 -个 其 有 上 上 上 界 容量 的 有 同 网 络 ЛА м ТРАКИ: 
流 7? 即 下 述 问 题 是 否 有 解 : 
i J) 一 (ji) = 0, ¿€ L, 
iwa ssh 25 
ра.) < (iu) € A. 


可 行 性 定理 断言 :问题 (2-4) 有 和解 , 当 且 仅 当 对 任意 的 CF. 有 (Х.Х) о (X, 
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X), h X = F- X, 
(Х.Х) = Š, ep K, D= >, ip 


UPEN Y) tiugh (Т.Х) 

(1) 作为 问题 (2-4) 的 一 种 特殊 而 有 用 的 情形 , 设 V(O V.A; e) 为 有 向 网 络 ,项 
点 集 下 划分 为 三 部 分 :5、R、T, 分 别称 它们 为 发 点 ,中 间 点 科 收 点 集合 ,对 每 一 i EE 
S$, 有 一 个 发 量 @ ;每 一 点 i €C TH — TUE b. 问题 是 下 述 (2-5) 式 有 和 解 的 条 件 是 
什么 ? 

ORD- 0 а, ES, 

0 Е BL iy 

SGD- УКО =0, IER, 

je aí.) J€ ЖО) 

SaD- DG- > b, ¿€ T, 

іЄ aki) Єй) 

0 = fi) с (ДЄ A. 

Ңфа.5 > 0, € 5,3Є Т. 
由 可 行 性 定理 不 难 证 明 ,(2-5) AER, N HI ЧУН X с VW, 有 


СХ.) е (ТП ХЛ)-а(5[ X), (2-6) 
其 中 TN XX) = >; 6,0050 X)= 2 а. 


i TfY T ig sn x 
由 此 结果 可 以 推出 著名 的 海尔 {P. Hall) 定理 . 
(2) WO T, Dee, Т, EARE S = 11,2,… nl 的 -个 子 集 族 , 则 该 子 集 族 有 
不 同 代 表 系 , 当 且 仅 当 对 任意 子 集 с т, 7,7,8 
ттт. (2-7) 


(3) О = (у, А) 为 一 个 有 向 图 ,对 每 一 点 vE V, db) 和 dptv) 分 别 表 
示 的 出 次 和 人 次 .对 每 一 个 顶点 *E 加 给 定 4 个 非 负 整数 a), a (0), Бо) 和 
Ь' (0) E alo) а (0), 500) «Б {5), 则 DD 有 一 个 子 图 = (V, A.) ,使 得 对 每 
— rE V 


(2-5) 


alv) = dh(s) = а'(ь), 
bin = daln) = Y (o), 
ERVA Eo E a T X c с 
po = 22 minl (5), I(X,y) I, 
(X) < У) minja (y), 1 (y, X) 1!, 
ёх) 


yË 


其 中 a(X) = (Јао 80 = UBG), 1 (Y.Z) 1 表示 起 点 在 了 里 终点 在 Z 蛙 的 
Л Ж 
>Н. 


(2-8) 
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(4) Bali = 1.2... т) = 1,2,…,n) 是非 负 整 数 ,其 中 bi zhe 
> 二 , 则 存在 -一个 m x a 90-1 SEDE 4 = Га, ] 满足 对 Bj 1,2,…,nyi = 1， 
2... M 
之 = bj > a, = G, 
HARNS- k = 1,2,5, A f 
эң a 
2 b < 2а], (2-9) 


其 中 


ар =llila z jll. 


3 最 小 费用 流 


最 小 费用 流 问题 不 仅 在 十 农业 及 国防 上 有 广泛 的 用 涂 , 它 也是 组 合 最 优化 的 
重要 研究 内 容 之 -一 . 


3.1 “最 小 费用 流 的 模型 及 解 的 镍 质 


一 般 最 小 费用 流 问 题 的 数学 模型 有 下 述 几 种 展 式 ; 

设 N = (V.A; b.l1,c) 是 有 疝 网 络 . 其 中 Y 是 顶点 集 宁 ,4 AWE, b А CA 
费用 函数 ,1 和 为 4 上 的 下 界 和 上 界 容量 晒 数 . 求 N 上 满足 容量 限制 和 供需 要 求 
的 总 费用 量 小 的 流 . 

BGD AWG, D € 4 上 的 流 ,最 小 费用 流 问题 的 弟 一 种 形式 为 ， 


min > b; (i, D). 


(ale А 

-DGD + >F) = a. iE V. (3-1) 
JE айа) ЄКЇ 

L = fi. = су (i. D € A. 


通常 假定 bdg 都 为 非 负 整数 .而 а, 为 整数 且 > а, = 0.9 a, > 0 时 ,i 为 收 点 . 
© Е 


а < 人 0 时 让 为 发 点 ,a，= ОВ г APRA. 
第 二 种 形式 为 循环 流 同 题 ， 
min 之 чыр, 


(Р) ЗУТ .j) + Z u. i= 0, ¿€ Vv. (3-2) 
jE ій 
L = Jii j) < ç. RJE А. 


第 三 种 形式 为 
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Леа 
= u, I= 3, 
ч - 
- Уе + У), = o, гє у- {з}, G-3) 
Кр Ке . _ 
Y, t = г, 


不 难看 出 ,(3-1) 武 可 化 为 (3-3) 式 , (3-3) ATEA G-2) A. ait BE Rh É 
式 , 它 们 都 是 线性 规划 问题 .根据 线性 规划 的 理论 ,最 小 费用 循环 流 ( 了) 的 对 个 为 
тах 22 (ц 一 сущ), 
(D) | жр-олр+ ty- ш = by (r) € A, 
Uys Шу > 0, (EDEA. 
(1) 由 线性 规划 最 优 性 互补 条 件 得 :| 大 六 站 是 (P) 的 证 行 解 , 则 | (i. pl 是 
(Р) 的 最 优 解 , 当 且 仅 当 奔 在 顶点 世 势 fr; 上 ,使 得 
位 m — m < 5, ШЕ) = 1, (3-4) 
# x —- яз > б, MM = су. 
IOO. l E 9—1 АГЕ, IA НИСЕ, ЕА N = (V.,A:b,l,e) 


可 构造 另 - 一 个 网 络 NCO = V, АЕБ, Р, с), Жл N ETIC. D КИЙ 


网 阁 .其 中 A = At A-, 而 
А* = iD EA Ai < eol, 


А” = GDID E AHAD > hl, 
Z, = k (LJ EA. 
— $; DEJ, (3-5) 


y+ 
长 -FG (¿Jp € At. 
FAD- b, (ij) EA, 
T;=0 iDEA. 
(2) СЕЗЕ СР) 的 可 行 解 , МСР E N ETIA LD: 的 翻 余 网 络 , 则 
РСЕ, ЗР) 的 最 优 解 . 当 上 且 权 当 存 在 顶点 位 霓 |ril ,使 得 对 МСР) 中 每 一 条 强 
(1,3) 8 


у 


b p T (= 一 х;) > 0. 
# LE N( f) 69-8 PJ, L ОХЕ УА L PRR РЕНН Ta, Вр 
50) = >, 83. 
(i ME L 


# FF (L) < 0, 则 称 工 为 负 回路 . 
(3) (P) ВОТ АСС ДВА, ЧНУ ЗЧ Л ЭУЕ СЕ ЛУ 的 剩余 网 络 
AiD PAA M Egg. 
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3.2 ”最 小 费用 流 的 最 小 平均 圈 算 法 


这 个 算法 主要 应 用 3.1 节 中 的 (3). 其 思 小 是 在 有 一 个 可 行 流 了 后 , 找 出 NO) 
中 平均 费用 最 小 的 回路 ,车 它 是 负 回 路 , 则 修正 流 f, 这 和 样 就 得 到 一 个 更 好 的 流 ; 若 
它 不 是 负 回 路 , 则 由 43) 知 , 它 就 是 最 优 解 . 


3.21 最 小 平均 圈 的 动态 规划 算法 


对 最 小 平均 圈 问 题 ,1978 年 卡 普 { Karp) 提出 了 一 个 强 多 项 式 算法 ， 
设 y = (V, 4: b) 是 一 个 有 向 网 络 , 上 是 NN 中 一 个 有 向 峰 , 上 的 平均 绒 用 定 久 为 


Еі 2 h tP 1 L 1 表示 了 中 弧 的 条 数 .最 小 平均 转 就 是 在 的 


一 切 有 向 圈 中 ,使 BCD | L | 最 小 的 圈 . 

有 阿 网 络 中 -- 条 天 迹 是 指 由 上 条 弧 组 成 的 路 BX k 某 弧 不 必 不 同 . —Ж k 
ДОКЛЕ Е УЕ СЕ АЕН 2. АЧ 5 到 点 /的 最 短 上 迹 , 是 指 * 到 /的 所 
有 上 迹 中 长 度 最 短 的 那 条 上 + 迹 , 并 用 а PO 表示 s 到 j URE k AKE. 

不 失 -- 般 性 ,假设 入 是 强 连通 ( 即 任意 现 个 顶点 ы Mir. (£ u 到 sz 的 有 向 有 路)， 
s 是 NN 中 任 一 国定 点 ,用 dU 表示 s 到 j 的 最 短 上 迹 的 尺度 .最 小 平均 费用 轿 的 
动态 规划 法 : 

о W 

wgra 30 # j = s, 
d” (J) = lÇ. ЖЄ VH; > э. 
ЖІ 对 每 一 和 V.k = 1,2,…,n, 计 算 
dt) (j) = mint dt Ci) + byli E VN) EAL. 
步 ? 计算 
A = пип) max 44 ар) — АС (п 一 kiy. (3-6) 


ГЄР бе 
ia" (400) – К, YO) Aa - г), 
步 3 找 出 最 小 ЖЕ НИШ. 
m ЖЫЕН ЖИЕ Н y P Phiña a BH ; 
(1) À" = O.IEBJ v RAS A [ДИН 1 АИ ЖШ B s 到 各 点 的 最 
短路 . 设 т, 表示 自 点 : 到 点 j ИЧ БЫ ЕЕН, ШИШ АЗЕ a C VÄ 
ар = min FDI = Фәр, 


从 而 ызак LEG) - ар} > 0. 
由 第 2 步 中 万 和 的 选取 及 ”= 小 可 知 dt) (i) = 7000) = 而 ;由 于 :到 
态 的 ma 迹 中 必 会 回 财 ,而 * 到 方 的 最 短路 中 不 含 回路 , 设 了 刘 六 的 m 迹 中 有 一 条 初 


等 回路 工 , 则 L) = 0. 事 实 上 ,由 于 产 中 无 负 回 路 , 故 这 条 “和 迹 中 每 一 条 回路 的 长 
EEEF OMN LEREN 中 最 小 平均 费用 图 . 
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(2) 4” 天 人 .此 时 可 化 为 情形 (1). 将 网络 М hip WU.) ИХ 与 减 去 -一 个 常 
数 0, 那么 请 中 每 一 个 有 向 圈 克 的 平均 费用 减少 9, 而 每 A k ARAA df 内 - 
ko, ABEER HH F, (3-6) 式 为 


_ _ 
X = A" - 0 = min max | +08) 


JE Y Е валі 
= mn max [42 - 过， 
jEV Ogkan-l n — Ë 
国 此 当选 取 = 14” 时 ,此 式 就 变 为 情形 (1)， 
这 个 算法 的 复杂 性 为 Olne т), ВР т =! Al. 
3.2.2 最 小 平均 圈 的 上 原始 对 人 慢 算 法 
最 小 平均 费 四 圈 问 题 可 以 描述 为 如 下 的 线 忻 规划 问题 ， 
min 2, byf Ej}, 


- ACE + uD =0, ¿€ V, 


(P) 
xu. j) = 1, 
HEA 
Лі, > 0, (i, j) € A. 
ЗЕ l N PiE -ER L, F 


人 І, U, DE L. 


否则 {3-7) 


АЕ.) = 
И Кг, y! СР) 的 可 行 解 ， 
反之 ,车 (i, 门 | 是 (P) HRR, AHA G. pD) АРЕ. ЭЗГЕ БУ 
S= (4, Є АТ, > Ol, 
则 由 S 导出 的 有 向 网 络 N(S) = (V,S) 可 由 一 组 回路 禾 凌 $, 设 这 些 回路 为 C, 
Ciee, C МОЛ Се, р TAR AMK LARZ. с, CARA, | С;! 
为 回路 С, ЧЕЗ, ДЫ 


А ГИ 
D лер = ЎСА = > ТУП GIO, 
ДЕА 
EAD = 221 Caso. 
Ж Су 满足 БСС) | Р T- min {bC Q) | ИН m 


Ру +) = DOG) > o> IC I ffi) = 


从 而 由 [3- 7) 式 定义 的 
МІС, 车 (i 让 EE G. 
ке) = ta 否则 
E(P) 的 可 行 解 .这 说 明 !P) 的 最 优 解 是 最 小 平均 费用 图 ， 


з “最 小 费用 流 ， 429 - 


(P) 的 对 偶 为 
max А, 


o | us w+À < b. (j € A. 

Ë TENMBJ УВГ ТЕНЕ: L ТЫВ, 
rE — BR. 

容易 证 明 ,(P) 的 可 行 基 与 л AARRE — XW B. 

给 定 N 的 一 个 单 圈 图 ТУ 了 的 唯一 回路 为 地 .定之 

да? = 人 L l, ке EL, 

WI (i. )1 ACP) 的 可 行 解 ， 

A- Aa. E 上任 取 一 点 r, 把 + 作为 固定 点 ,定义 


u = 0, a` = SUR, 


车 ur 已 定义 , 划 令 
[= = uj + by -А". ЖЕДЕ T, 
u = ш -б+А`, AKO. i Є Т. 
因为 了 是 连通 的 ,所 以 对 每 一 点 了 各 V.u/ 是 有 定义 的 . 
ФА, и ,4"] ED) 的 可 行 解 时 , 则 由 线 狂 规划 开 补 最 优 性 准则 知 , 工 就 
基 最 小 平均 费用 图 . 
RZAD) 的 可 行 解 1 un ,4%1 所 确定 的 网 络 Мои”, А") = 1, Є Ата-а" 
+ 49 = hi 中 包 售 有 向 轩 , 则 它 的 任何 一 个 有 向 图 都 是 最 小 平均 费用 图. 由 此 可 得 到 
原始 对 个 算法 : 
жо fat, a 为 {DPD) 的 一 个 可 行 解 (开始 可 取 2° = minl b, CDE Al. u; 
= 0,16 W). 
#1 找 出 子 网 络 
NC A = МАЮ € Ати tA" = 6. 
# №(иб, А?) 中 包含 有 向 图 工 : 则 算法 终止 , 按 (3-7) AE X Bg О.Д) 就 是 
(P) АУС, Е иб, д 为 (DD) 的 最 优 解 . 
注意 ,最 短路 算法 可 用 于 找 出 Nus, д0) 中 的 有 向 图 . 


车 N a, Aa) 中 不 全 有 向 图 ,构造 新 的 网 络 Ñ (0,49) = (У, А; d), ih 
Y= VUts, A= TUS, 
T= (i, D C Alap- uA’ = bil, 
S= 1(s,j) 1 j fEN(ut,A0) ФАЦ). 

rú r. j) Є 了 , 取 4; = 一 0, р) Є 5, dy = 0, 


步 2 E APRE: 92% 580935 p SE. u; 表示 s 到 j 的 最 短路 长 度 . 那 
么 显然 对 一 切 (i, 让 € 了 有 


(3-8) 
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и; — шр =- 1, DET. 
33 改进 (D) 的 可 行 解 和 9,2°1. 
(3-]) Ж 0,0 EAR w" -u +1=0,Ж(Р) 无 可 行 解 ， 
(3-2) ”计算 


0 üU ü 
9 = min{ и-и +10, (ДЄ a}, 
置 ue der, A Д0 + 0. 
返回 步 1. 
这 个 算法 的 复杂 性 最 志 为 Of)， 


3.23 最 小 费用 和 宾 环 流 的 最 小 平均 国 算 法 
Жо ЖЕ N = FA;514, 0) 的 一 个 可 行 第 环流 1 并 i 说 | ,开始 可 由 之 ,3 节 


中 的 方法 求 出 一 个 循环 流 . 
#1 设 iA(i, 站 | 是 让 上 的 可 行 循 环流 ,构造 点 关 于 /的 剩余 网 络 w(P) = (V, 


А,Ъ,Т,®). thi (3-5). 
步 2 利用 3.2.1 或 3.2.2 小 节 中 的 方法 求 XCD 中 的 最 小 平均 费用 图 , 设 它 为 £. 
B š (L) > 0, 则 算法 终止 ,fi(i, 门 | 已 是 六 的 最 小 费用 的 循环 流 . 
#3 5 (1) < 0, 
0 = minÍ € ¿1 (Z j) € LI, 
fci, + 0, реА L, 
Aip e Гел -0, (jD € A- ПУ, 
“чы. ЖЖ. 
返回 步 1. 
可 以 证 明 , 从 任 一 个 可 行 循环 流 开 始 , 这 个 算法 最 多 和 迭代 O m nbn) 次 必得 
到 最 小 费用 循环 流 , 而 每 次 达 代 的 主要 计算 量 在 于 求 最 小 平均 费用 图 ,从 而 该 算法 
的 计算 复 订 性 为 Отоа) , 故 它 是 一 个 强 过 项 式 算 法 . 


3.3 “最 小 上 费用 流 的 最 短路 算法 


本 贡 讨 论 模型 (3-3) ТА с = 0. 即 如 下 模型 : 
min > b JKE j), 
tE 4 


一 t, L 
- Sf) + 2, G.D = lo. { 
© аба) Єй) 


u, П 


FA stt, 


f, 


(3-9) 


п f H 


Oe) = ua (r. J) Є А, 
其 中 为 个 参数 , 它 表 示 流 的 值 ,这 个 模型 对 应 的 网 络 记 为 六 = (У.А: 6.с), k 
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中 sf 局 为 的 发 点 与 收 点 .不妨 假设 站 = 以 为 简单 起 见 ). 

下 面 给 出 的 算法 是 把 > 视 为 变量 , 即 求 使 * 达到 最 大 的 最 小 费用 流 . 当 w 的 值 
给 定时 ,这 个 方法 也 可 用 ,只 要 把 它 视 为 容量 即 可 . 

相继 最 短路 算法 : 

Жо Ha f = 0. 显然 0 流 也 是 可 行 流 . 由 于 启 守 0. 所 以 它 也 是 在 s = 0 时 的 
最 优 流 , 即 最 小 费用 流 . 

步 1 构造 和 N 关 于 可 行 流 / 的 剩余 网 络 N(C( 见 (3-5) 式 )， 


步 2 Жм P B š 到 1 的 最 短路 或 最 小 费用 的 路 ( 这 儿 强 的 费用 为 了 „): 
E мо) 中 不 存在 * B| ТЫЙ. ЖИЕ ТЕ ЕЕ. СЕ 即 号 让 中 最 小 费用 的 最 大 流 ， 
i P 12 N(f) P B х 到: BJ E SS pi. Fk 
0 = mini c€ ç (у) € РІ. 
F3 межу. g 
faid, ЖО,рЕЄ РПА“, 
JSD = (лел - 9. #(j Є РПА. 
Кї). 其 余 . 
返回 步 1. 
这 个 算法 每 次 是 沿 最 小 费用 的 路 自 * 到 :运送 8 个 单位 ,因此 , 当 第 大 次 选 代 后 
的 流 值 为 3, 那么 第 上 + 1 次 后 的 流 值 为 3 + 9, 而 相应 的 流 | 关 二 六 | 就 是 在 v= ó 
+ 了 时 的 最 小 费用 流 .因此 ,这 个 算法 的 优点 是 ,每 次 进 代 后 的 流 总 是 最 小 费用 流 : 
然而 它 的 弱点 也 比较 明显 , 即 它 的 达 代 次 数 与 网 络 中 的 帘 量 有 关 , 故 在 一 般 情况 
下 , 它 不 是 多项式 的 . 


за “最 小 费用 流 的 网 络 单纯 形 算法 


本 节 讨 论 模型 43-1) ,为 简单 起 见 仍 设 ! = 0. FD 
min > b (i. D), 


- SJ Ge DAD = айй, €V, (3-10) 
Єч) Ка 
О =< 1.3) = су (ú, j) € A. 


设 模型 (3-10) 对 应 的 网 络 为 入 = (У, Ab, с) Пг, j) 是 模型 (3- 10) 的 一 
个 可 行 流 ,那么 N PAME A 被 流 / 划 分 为 三 部 分 : 
T= {0,10 < Aij) < сч.) S Al, 
L= |.) AN = О.Є A!. 
U = DIAL = c (5 EA. 
ж: та ЖАСА ГЕЙ), METIS ARR. EME 了 导出 的 的 地 
КЕ r, DERETA, ИСУ, T) 为 入 的 支撑 树 ( 关 于 支撑 树 的 详细 定义 及 
性 质 见 下 一 章 ). 若 (Y,7)} 是 浆 的 支撑 树 , 则 称 极 流 了 是 非 退 化 的 , 称 了 中 强 为 月 由 
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ТАЕ U dom S BE @ 
3.4.1 某 些 基本 性 质 


(1) 模型 (3-10) 的 最 优 解 必 能 在 极 流 中 找到 . 设 /是 模型 (3- 10) 的 最 优 解 ,并 
县 使 自由 骤 的 个 数 最 小 ,日 此 时 了 对 应 的 TT 中 不 含 圈 .假如 不然 , 设 W ETEM — t 
图 ,那么 在 N % T f Ж ЖР МСР) 中 ,下 就 对 应 两 个 方向 相反 的 有 向 圈 1. 和 


W. AFERRA, AM b (#)>0,®$ (Е) оО) =- $ (Р,), 


# h (W,) = E(P) =0 0, = min] Z; 1 (ij) € 1,05 = minl Z çI (i 
р) Є Р, | É @ = тіп 8,9,1. 8 = Ө, , E X 
FD- 5, (üp € W r F, 
РСЕ = іла +0. (ЛЕ Ал, 
FGD, на. 
不 难 验 证 £ 也 是 13- 10) НАУ, 3 B R. НЕЧА 15 АНЧА], Вр /” 也 是 
最 优 解 .但 它 对 应 的 T' 中 的 自由 弧 圣 少 比 了 中 的 弧 数 少 1. 这 与 了 的 假设 矛盾 . 
(2) 设 £" 是 一 循环 流 , 则 产 是 最 小 费用 的 循环 流 ， 当 且 充当 存在 位 势 x" ,满足 
PĒGDET ху – 
PALE LW я; - 
PAPE UM z" -x? > bp 
ЖЛ T LAURA 确定 的 弧 集 4 的 划分 . 
模型 (3-10) 的 对 但 是 


лс 
л 


3-11} 


ш = О. 
НЕНЕН АЈА РЕЧТЕ 2 ЭУ ШЕН ЕТ. 
一 个 图 (有 向 或 无 向 ) Еа Н, Е. -RA 了 ,车 ;和 /是 了 
中 两 个 顶点, 并且 [7 边 不 在 ТЕЛА ТОТСА ЛВ ` -个 轿 . 
一 个 网 络 六 ,如 困 入 的 一 个 千 网 络 是 一 标 树 且 它 包含 六 的 所 有 顶点 , 则 称 它 为 
N Ж И. (关于 树 的 若干 性 质 见 下 一 章 ). 
不 失 一 般 性 , 设 N = (К,А; 5, с) АНЖИ: О € AR b; > 0 K c; > 
0. 由 前 述 的 基本 性 质 (2) 可 得 模型 (3-10) 的 单纯 形 算 法 一 一 EARE. 
3.4.2 Ë` W ER N TE 
Жо ЖЕ N = (Р, A; b, с) ВТВ АСЕ, p). E x 
= (Gi DC AIO < ALN < eji. 
求 出 六 的 一 个 支撑 树 了, 使 得 T O 了 了 0, 并 定义 
= б.) G.D € А\ТН К, = 01, 
U= |.) ICGPDSCANTHB/AG, = t, 
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ERIT, L, UO E&E N BATATA. 

步 1 B(T, L, U) E МАТО E N ТИ УЗЕ: 

仔 取 一 点 ,例如 顶点 ] c ,求解 方程 组 


r Q b, DET, 
[® = by (506 (3-12) 
Лү = 0. 

易 证 它 有 唯一 解 REH n l. 


步 2 ”最 优 性 检验 : 
(2-1) Ж — С, р) Є LAR? -xi = ba EIT (2-2) 22: ЈИ — СК, 
DEL, Wn; т > bg ВЫТ 3 ER L< L- (К.1). 
(2-2) Ж-О, Є U f я] -al > by MIRAR, (т. yl 为 最 
小 费用 流 , 即 模型 {3-10) ARAR. SARM DE VEn; -rr < ba. 8 
U= Uik b). 
a AETUD МУШ W.S 不 一 个 方向 ,使 В АООТ ТЕ (К. 2) 方向 一 
ж. W PAMA 77 : 
F= КЕ PD € Wi(i,pD BJJrIBl 天 方向 -一 致 | ， 
W- = GDE FIG DERAS 多 方向 相反 上 


定义 
A BUD EW, 
Е, Жар, 
Ө = minl|j; | (i,j) € Fi = Âq 
改进 流 如下: 
а fp +, BGE W, 
ка (дад D, B,D ИС, 
faj), ER. 
E T— T+ (RL – (p.,q): 


车 (p,q9) € P EU- б +(р,4);Ж(р.4)Є Р.Р Б L+ (p. Ф). СТ, 
LU) 基 A 的 一 个 可 行 划 分 .返回 步 1. 

注意 :为 了 保证 算法 的 有 限 性 ,可 以 采用 单纯 形 算法 的 Bland 则 法 : 设 入 中 的 
弧 编 导 为 1,2,….m. 在 第 2 步 的 最 优 性 检查 中 , 按 弧 的 编写 由 小 到 大 检查 , 找 出 不 
满足 训 求 的 最 小 标号 的 弧 作 为 (£, 站 ,同时 在 (p,q) 选择 中 ,在 所 有 的 襄 = 8 中 选 
取 标 号 最 小 的 弧 作 为 (p,q)}. 


3.5 ”最 小 费用 流 的 OK 算法 


本 节 讨 论 有 向 网 络 N = СУА: Б.с) 上 的 量 小 站 用 流 问 题 , 它 可 以 是 模型 
(3-1) (3-2) 和 (3-3) 中 任何 一 种 .为 简单 起 见 . 假 设 对 侍 意 的 (人 , 门 各 4er< 多 并 
Н. L; =. Cy» 

假设 已 有 N БАТЕ С, ДОЛНО mi СЕНГЕ E HPRH 
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第 1 步 求 出 ) ,定义 弧 集 : 

e = [Gi DD E Alzm- mw < b RAJ) = t, 

B= lG DE AIl=m- m = häkeis 1. 

у= НР € AÁAlz=;- mi > b; HAE р = с, 

a = [i DEAlm- m < by BAE j) > l, 

b= }(#,}Є Al1xm- m > b Н/Е, < су}. 

显然 由 3.4.1 节 中 的 (2) 0,24 a UJ b = ARG D 即 为 最 小 费用 流 .把 a 

U BU yrhaKik aK, a U b 中 的 弧 称 为 劣 硬 .对 每 一 狐 (i,j) € 4, 定 义 一 个 
HE Кг. 3) 


Kij- l, ЖО, р) € a, 
су fij), AJE b. 
流 / 的 劣 度 定义 为 K(f) = 2, KG, j). 


Ст. ДЕА 
оки ИЕ Ке а АНАН F ,用 调整 可 行 访 /或 改变 位 势 r ,使 
K{ 站 单调 下 降 , 直 到 某 一 个 了 ,使 KC = 0 为 止 , 妈 得 到 最 小 费用 流 . 
为 了 般 述 方便 ,把 p РИИ ЕНИ: 
B = КРЕ BI Ai D = hl. 
B. = |4.) € BIG. = el, 
B = HU, p € B Il, Aij) < el 
为 了 保证 良 弧 始 终 是 良 弧 ,而 劣 弧 的 劳 度 下 降 ВА / 和 的 改变 必须 遵循 下 述 规则 ; 
(1) 对 (, 门 Ea,f(i, 站 只 可 能 减 小 ,并 且 最 争 威 至 14; -wi 只 能 增加 ,但 最 
gE bj: 
(2) G,A E b уг, j) ROT ER p IH E E с; л, -天 只 能 下 降 . 但 最 
ERE by. 
(3) ЧО, € BAD AFE 1, Me ZPE. (г.р € BoB, aj- a + 
能 改变 ; 314 ( EJ) < Ë, ЕЎ. т; = л; HERR; 当 Ej) € Р Ht, H- Ti 可 在意 增加 . 
(4) 当 (, 门 Ea 时 ,J(i, 站 不 能 改变 ;而 xw 一 ;可 以 任 菩 减 小 , 亦 可 以 增加 ,但 
REME by 
(S) #(,Д)0Є yA G ЖЕЕ Јл — л, PHE НА ИГР, Л 
{1 ЖЕ ФЕ. b;. 
按 这 些 规则 来 改进 可 行 流 了 和 位 势 r, 就 可 得 到 如 下 算法 ; 
ок Й; 
жо 设 f 是 N 上 的 可 行 流 向 量 ,x ДЕЛ БЕСЕ TARR ARNAT 
R fx 可 由 3.4 节 中 树 近 代 算 法 竟 第 1 步 确 定 , 也 本 以 任意 给 定 ). 
步 { 由 可 行 流 f 和 位 势 x ,确定 入 的 弧 集 4 的 划分 (oe у.а, 5) КЕ = o 
Ё.В). 
+2 #'alU b = 0M AE ANA, AEE. ВШ Е — (р, д) € 


0, ты) € e UJ BU y, 
Кт.) = | 


H I 
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a lj b Ш (рд) Є а, ШЕ 5 р, т 4,5 — Рр, Ф) ~ (р, ф) Є, ЩЕ 
s= qg, T= р, — e, = fE p. q) 976 3. 

步 3 ЖАҢ» ГЕСЕ) 链 P, 并 且 不 合 弧 (5 ,Ff) (Т). 

(3-1) 85 000). ERRE. 

(3-2) 控 先 标号 先 检 查 的 原则 ,对 每 一 个 有 标号 且 未 检查 的 点 ,进行 如 下 
检查 : 

(3-2-1) HARRE KA у, ЖИГ, D € 60 5 UA IIH ЧАСУ 4); 
HMG DE a| U A U 8. ЈЕ КОС D RE j ЛЕУ ГК ЕН ЖЕК A M í 
变 为 已 检查 过 的 点 . 若 7 得 到 标号 , 则 进行 步 4. 

(3-2-2) ”着 所 有 标号 点 都 已 检查 过 ,没有 得 到 新 的 标 生 点 ,并 和 且 了 未 标号 , 划 
转 步 5. 

ja ААЭ БАЕ, ФН т ВЕР. пру Р ЕВЫ СЫ 
P ВЕ] — 28990), P- 为 P ERSEM, ХЕ > 

Ó, = minte- ЕРТС Є pal, 
D, = minii p- GI (i p Є Р, 
B = minj., | * 


К.) a 0, ЖО рЄ p, 
M7 oA) O 8, BODE P, 
0,3), # (ij) ЕЄ 4-Р. 
ЖЕП р.) Са, BA pg eip p -pgp Є Б. pg) = ipg) 
+ 了 全 .从 新 的 可 行 解 了 返回 步 1. 
$5 设 所 有 标号 顶点 的 集合 为 六, 而 末 标 号 的 点 的 集合 为 廊 , 则 FE XX,TE 
于 ,从 而 (YY) 是 了 -7 割 .显然 (CaUyUat 记 ,并且 (下 ,有 ) САЦ 
YUe BAEN 
Š, = мав w m | D EXN іа Ое, 
б» = min| x; — m; 一 b; | (2,3) є (X ,X) 门 b B yit, 
£ = minió ĉa}, 
m +, ЖІЄХ, 
置 人 Є X. 


Жанар = ЩН 1. 
ШТА ЕНК sk iN TIT ИЕ r fu. A РИА ТЕНЕТ 
(у ЖЧ. 
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4 ”最 优 树 与 树 形 图 


4.1 树 的 基本 概念 


一 个 图 GG = (У, Е), Ж СЕН, ШЕ. ВТ (V. E) а 
顶点 的 图 , 虽 填 述 结 论 等 价 ， 

(EO 工 是 一 棵 树 . 

(D Тан -1 条 边 且 无 圈 . 

(3) ТЯ а -1 条 边 且 连 通 . 

(4) TIER BEM TPERPER N, WAA ER S. 

(5) 了 中 任何 一 对 点 之 闻 有 了 唯一 一 条 链 . 

(6) 了 无 圈 , 若 了 了 中 任 一 对 不 相 令 的 点 之 间 连 一 条 边 , 则 有 唯一 一 个 力 . 

以 上 是 关于 树 的 -- 些 等 价 定 多 ,其 证 明 是 简单 的 . 

设 G = (V,E) 是 -个 简单 图 , 即 每 两 个 点 之 韶 最 洛 有 -条 边 , 并 且 没 有 两 个 
WAMESHA ECH -个 子 图 了 = (U.P U = V. с EMETA GA 
RTEA Cht РАТА ВИДИТ САВ. ia Tk G MJ CR), 
BAM T rh hiij ЕШ p ,9], 则 由 性 策 (4) 知 , 了 被 分 为 两 部 分 和 和 也 ,其 中 
р 在 中 ,而 gg 在 7 中. 记 台中 :一 个 端点 在 中 ,而 荔 一 个 端点 在 Т, 中 的 边 之 集 
AN Alp g WRR. p 是 关于 树 了 的-- 个 基本 割 .由 于 6 有 nn 个 点 而 了 有 nn - 
1 条 边 , 所 以 CE a - 1 个 基本 人 割 ， 

男 -- 方 面 ,对 G 中 短 ATETEA p, gl lpg] 加 到 了 中 , 则 由 性 质 
(6) 知 , 了 + [pa] A- AREA Clp,9), 并 称 它 为 关于 了 的 基本 图 . 品 
R E СН m Ж ШП. АЧА m- оп + 【个 基本 图. 

Шт ft T, ECHARRI EATA n RRRS A I T — T, |, WN 
Т.Т) = | Tr - Т1. 

Бе reap еа.) 是 1, 中 边 的 任 -个 顺序 ,那么 T ОЛЕ -AAFF , 记 
Ë Hilana a 41 ,使 得 对 任意 = 12 Тее, el + а а, 
а ЬЕ СА). 


4.2 REH 
BEN = (V, Ev) 是 一 个 无 向 的 连通 网 络 ,每 -一边 e 下 有 一 个 权 wte).NN 的 
- 棵 支撑 树 7 的 权 定 义 为 7 中 边 的 权 之 和 , 即 w( T) = 之 jwl e). 权 最 小 的 支撑 树 ， 


EA 6 的 最 小 权 支 撑 树 或 量 小 树 . 
最 小 树 有 如 下 的 性 质 : 
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(1) Ë T БЙР N = (V, E; w) 的 一 棵 支撑 树 ij p E 5 | ИЧ H 
仅 当 对 每 一 条 边 O € E- T. wle) = шахію(е) | e € Ge 其 中 Ce 为 了 
+ е РАВ. 

(2) 设 了 是 连通 网 络 入 (У, Е) 的 一 棵 支撑 树 , 则 了 是 最 小 权 支 撑 树 当月 
HE- -R e € T.A wle) = mintafe те € RCR APA) 为 CEF 
了 的 基本 制 . 


4.2.1 线性 规划 模型 与 货 桂 (greedy) 算法 


设 N = (У, Е) 为 一 连通 网 络 ,对 $CE, 用 r(3) ERA 5 НЕЗА PE 
大 森林 的 边 数 , 即 
r(S) = шах]! FI1 下 C5 有 8 下 中 的 边 不 构成 圈 :. 
鲁 的 最 小 校 支 返 和 树 问 题 可 描述 为 
min > ю(е)х,, 
ЄК 
2м. = гЁ), (4-1) 
> x (8). 5с E. 
*€13] 
x, zz ©, еЄ F, 
其 中 [S$S] = le € El r(S$S + e) = ASH 15) A S HE. 
显然 ,对 NN 的 任 -一 支撑 树 了 , 若 令 
К П, ж e € Т, 
710, 其 余 ， 
则 | х: 是 问题 (4-1) 的 一个 可 行 解 . 车 问题 (4-1) 的 最 优 解 为 0-1 解 , 则 了 = 
je l x, = 1|, 就 是 六 的 支撑 树 , 并 且 必 是 最 小 权 的 . 环 即 
min У дөбе)х,, 


«ЕЕ 


> x. = r( E). 


СЕ (4-2) 
24% < 105), 5с А, 
еЕ{51 
х, = 0,1, ес К 
的 最 优 艇 为 六 的 最 小 权 支 撑 树 .然而 有 趣 的 是 ,(4-2) „ДИ ОСЕ Е (4-1) 式 
的 最 优 解 ,而 (4-1) 式 的 基本 可 行 解 也 是 (4-2) 式 的 可 行 解 ,这 样 一 来 , 求 N 的 最 小 
树 可 以 通过 解 线 性 规划 问题 (4-1) 得 到 .然而 .由 于 问题 1{4-1) Pp F OK E, A 
太 可 能 用 单纯 形 算法 求解 ,这 上 儿 用 贪 束 算法 求解 44-1 д. 
ЖУЙЕ: 
о МН Н BJ CHER], ЛУБ wle) = юбе;) оос = (е). 8. 
Ta- gA iet. 
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步 1 Жї > m, 算 法 终止 ,7 为 所 求 . 
Ж? # T+ ei 不 合 圈 , 则 置 了 一 个 + еф T+ е tü SB. D| ТАЛ, г 
i+ 1 返回 步 1. 
设 算法 结束 时 得 到 的 边 集 为 了, 定义 
ft. # e€ Т, 
— lo, # e€ E- T, 
则 显然 1x*> 是 (4-1) ТТТ. T RER A Eth A EEREN | < 2! E 
(4-1) RER, BI T Ñ N 的 最 小 树 . 为 此 考虑 (4-1) 式 的 对 偶 : 
max У) _ rS) y; + r( E)À 


4 - > y, = wle), e€ К, (4-3) 
[s13« 


不 兴 -- 般 性 , 设 算法 所 选取 了 中 的 边 依 次 为 el ,es е, ЖЕ А = r( E). 记 5 
十 (et 
"зу = wfe) — 20е). Еа ys = О. W £ Ys => 0. 

首先 验证 这 样 定义 的 1 * ,y: 1 是 (4-3) 式 的 可 行 解 . 

事实 下 ,对 任意 的 ee E VAEA t:i Eec [5], 1 4—67 у < i, Ë [S]. 
H 5 和 [的 定义 知 , 对 … 切 q > р, 有 [5,] с [ 5.1. E 

- Т>; = À ` - 22; =À каре) ule) 
ШЕ 
= (е) Wee). 

ІХ Л. wle) < wie) EHAA TT. A ПЕВА T i ys A 1 &(4-3) за] 
行 解 . 

FHE + 和 14” ,ys | 满足 线 拍 规划 的 互补 最 优 性 准则 , 即 

Px >0 — А*- Уу; = wle); 

ЗЕ 

Ту] > 0 = рэ = (5). 

FEF, 由 х .的 定义 知 ， B A eE T, 才 有 xa = | > 0. і; = 1,2, --., k е Є 
LS] ,而 对 < i, MQ e, E LS]. 所 以 ,对 x¿ > 0,8 


О-Б ват Dyg = ©. 
另 一 -方面 ,由 ye 的 定义 知 ,只 有 Ys. 有 可 能 大 Рф, = 1.2, k. 


# y; >O RISI ЛЕ ХАЯТ, ке =l j= 1,2,6, Ш -UJ еЄ [S] - 5 有 


_ _ кш 
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к; = OAR (S) = ISD А Уух] = Уе = (= (5). 
«ЄТ j=l ` 


因此 ,由 线性 规划 的 最 优 性 准则 知 ,x5 (4-1) LÉRE, ВП 了 为 最 小 权 
支撑 树 . 

负 楚 算法 的 计算 复杂 性 ,主要 是 第 0 步 中 把 mw 每 边 按 权 由 小 到 大 排队 .把 mm 条 
边 由 小 到 大 排队 的 计算 复杂 性 为 O( mlbm) ,这 也 是 颌 禁 算法 的 复杂 性 上 界 - 


4.2.2 ”最 小 社 的 普 锐 姆 算法 


最 小 树 的 普 锐 姆 (Prim) 算法 是 基于 本 节 中 最 小 树 的 必 : 质 2°. 其 思想 是 每 次 找 
天 集中 的 一 条 最 短 边 ,这样 上 ~ 1 个 割 集中 的 nn -1 条 边 就 构成 一 棵 最 小 支撑 树 .为 
方便 起 见 ,把 中 诸 边 用 其 两 个 端点 表示 ,如 ee = 和, 关机 应 地 , 边 @ 的 权 wte} 记 
为 wy. 另 外 ,者 [i,i ТЕ А 中 的 边 , 则 记 wy = =, V = Len}. 

HRIBA E: 

Бо @5- jll, F= 123.7 nl,R = (r;, ry. ) p = wi r = l,j = 
2,3,- n. 
步 ] 在 了 中 找 一 点 并 ,使 

u, = mini t; | А 

5-5 (ТЕТ. 

ET = Ø ARAE 12, 1,03, 691,77. „ТЕР МВА. 

步 ? тфу, ЭЕ ШР: 

若 о; > шы, ЛЖ ш ж wyr Б} 

Ж u = ну, и, PE. 

返回 步 1. 

普 锐 姆 算法 的 正确 性 ,可 由 4.2 和 节 中 景 小 树 的 性 质 直 接 推 出 . 这 个 算法 的 复杂 
性 在 于 第 1 淮 . 若 了 中 有 个 点 , 则 从 个 数 中 找 一 个 最 小 的 需 做 上 -1 次 比较 ,而 


第 1 步 要 进行 a - 1 次 . 故 第 ! 步 总 的 运算 次 数 为 >,(n - D = tn- D(n = 2) = 
Об?) EARBA REREN OC). 
423 Ritia Ж 


破 圈 法 基于 本 节 最 小 树 的 性 质 1* ,每 次 去 掉 一 个 圈 上 的 量 长 边 ,直到 剩 下 的 图 
不 售 圈 为 止 , 此 时 剩余 图 必 为 最 小 树 . 

TRE: 

步 0 N = (V.E; v) ЖАН, E T.E. 

ЖІ 著 了 中 的 边 不 构成 图 ,算法 终止 .了 为 的 二 小 以 支撑 树 . 

+2 Ж rp pIE RELER RA., В Te T- e REH 1. 

ШЫ p ИЕЛЕ ñ) PE iñ НЕЕ E a, ШЕН; NW 的 边 由 权 自 大 到 小 排 
列 , 不 妨 设 为 wiel) >= wle) >" > (е). BAR = 1,2…… 严 逐一 检查 上 , 若 
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从 图 中 去 掉 e, 后 ,剩余 图 仍 连 通 , 虽 就 把 е 去 掉 , 对 余下 图 重复 这 过 程 ; 若 去 掉 e, 
后 不 连通 , 则 继续 检查 e;,,. 如 此 等 等 . 
破 圈 算法 是 贷 柳 算法 的 对 侦 , 它 的 计算 复杂 性 与 贪 禁 算 法 的 复杂 性 基本 相同 . 
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设 点 = (V, E; ш) 是 一 个 连通 网 络 , 记 Э N 的 所 有 支撑 树 的 集合 , Fi Fi 
‚ЕЁ, 是 .2 的 一 个 划分 ,使 得 对 任意 = 1.220 p r T.T € Б, (Т) = 
и(Т').#НЖ i j. T € F,,T, € 时, 则 шт) < (Т), КФ w(7T) = 
Dole) 称 为 T, B, EN F, ,…, FF 是 按 树 的 权 大 小 对 .2 的 一 个 划分 .不 妨 设 当 
#ЄТ 


i < j 时 ,TE F,,T' € FR WA (Тт) < ю(Т' ) E FF 是 六 的 所 有 最 小 权 支 撑 
树 的 集合 ;而 F, 是 和 的 所 有 最 大 权 支 撑 树 的 集合 .一 般 地 , F, 是 的 第 最 小 支 挫 
HES H w 表示 F, 中 树 的 权 , 则 有 
и < шу < се < Wp 
对 任意 一 梯 树 T C ЧЕП k EX 
LID = T'E SA dT, TO ki. 

显然 有 

PT = L(T) C (ТУ C - с (Т) = 到, 其 中 于 为 网 络 站 的 顶点 数 ; 

P 对 任意 上 ,了 C (Т) SARTE А(Т'). 

目的 是 希望 找到 一 个 算法 ,对 任意 的 上 > 0, 可 求 出 六 的 一 个 第 上 最 小 支撑 树 
T RER F, 中 一 棵 树 . 

前 一 节 所 考 述 的 算法 都 可 用 于 求 F, 或 F, 中 的 树 ,而 对 一 般 的 大 > 0, 还 没有 
发 现 好 算法 ,但 是 可 以 证 明 : 对 任意 T € F, 和 任意 的 上 , 则 有 

F, Y СТ) = 25. 

亦 即 ,从 任 一 棵 最 小 权 支 撑 树 出 发 REZ k - 1 条 边 的 交换 就 可 得 到 第 上 最 小 
EZERAS]. 

pla k = 2H, TEBRA. t E- ТН 15е, З Т + e, 中 的 圈 
С е) , 找 出 满足 

wle) — wld) = minfwl e;) (е) e € Cle) И wie) > бе) | 
Н # ,然后 求 

minlw(e) ~ (él) | e € E- T] = weeg) - wie), 

nj T= T+ e - e° € Р). 

仿 此 也 可 考虑 = 3 的 情况 ,但 对 一 般 的 上 就 比较 复 类 了 . 


4.4 “最 小 比例 树 与 最 均匀 树 


E N = (TV, 上 5; 必 ,ww), 对 每 一 边 e 有 两 个 权 b(e) 和 wte), 它 们 分 别 表 示 建 设 有 路 
e 的 费用 和 收益 . N 的 一 棵 支撑 树 7 的 效益 定义 为 
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Ь(Т)/ш(Т) = Уно Усе. 


目的 是 求 МА ВЕТ, bh b Tw Т) БЕЛО ЛО — 00 e € 五 ,有 
wle) > 0, (е) 演 0). 这 就 是 所 谓 的 晤 小 比例 树 问题 . 
对 N FHE—ER ТЛС ACT) = Ь(Т)/ш(Т)\'. 
ТЕЛЕМЕН. N| T E: N М ЛУШ СИ TLS ЛЕ А > 0, 使 得 
БСТ) = Awt Т) 并 且 对 N 的 任何 支撑 树 T' AbT O Aw(T') > 0. 
根据 这 一 性 质 可 建立 求 最 小 比 讽 树 和 的 如 下 算法 : 
жо EE NART, EA b Tw T), Е T. 
# I THR ale) ble) — Anle),e € Е. 
步 2 Ы Gte) 0) 5 N Pite PA. R МОЛЛО Г. 
EGT) = ОЙ T = 严 , 则 算法 终止 .了 为 癌 的 最 小 比例 树 ; 否则 , 置 1 一 
b(T)/e( T), F- 了 .返回 步 1. 
由 于 一 个 网 络 的 支 撞 树 的 数目 是 月 限 的 ,因此 算法 的 有 限 性 是 显然 的 . 
设 了 是 一 樟树 ,7 的 均匀 度 上 让 了) 定义 为 了 中 边 的 最 大 权 与 最 小 权 的 差 , 即 
b( T) = тахш( e) _ minis (е). 
给 定 一 个 赋 权 图 С = (V, Ew) WERE 6 的 最 均匀 支撑 树 ? 所 谓 最 均匀 支 
撑 树 是 指 БСТ) 最 小 的 支撑 树 . 
设 了 是 它 的 一 棵 支 撞 树 ip 了 中 边 的 最 大 要 与 最 小 权 分 别 为 好 (下 和 m( Т), 
则 了 是 的 最 均匀 树 , 当 有 是 充当 tV,E- Et 和 (VY,E -£5-) 都 是 非 连通 图 .其 中 
= e€ Е| we) > М(Т){,Е = |еЄ El wle = тїї)}. 
由 上 可 得 如 下 的 求 最 均匀 支撑 树 的 算法 : 
Жо 将 6G 中 边 按 权 由 小 到 大 排列 .不 失 一 般 性 , 设 ole) = wtey) = 
wesh E ki Ren, LAG = б. 
+1 车 全 中 不 存在 支 返 树 , 即 G, TEA, AEU. L АТК, HSSE A 
К.Ш RHE 上 的 最 小 权 支 撑 树 T,- 
步 2 ИЖ АТ), Т) < R'E R— b(T,), L — Т. 
步 3 Ë G. = G- iel k k + АЛЬ 1. 


45 ЖЕНЕР 


一 个 有 向 图 用 = (VA), $ H hi TN pa ЛА A1 HARMAA 
ГАВ — F ДРЕ H Е. 

树 形 图 有 如 下 性 质 : 

(1) 树 形 图 怡 有 一 个 顶点 人 次 为 0, 此 点 称 为 根 ,其 余 从 点 人 次 怡 为 1. 出 次 为 人 
的 点 称 为 叶子 或 端点 . 

(2) 一 个 和 树 形 图 ,从 它 的 根 到 每 一 点 惟有 一 条 路 ， 

如 果 有 向 图 五 = (V,A') SET E] Л = (FF,4) 的 一 个 支撑 子 图 ,并且 下 是 一 
个 树 形 图 , 则 称 日 发 六 的 树 形 图 ,一 个 树 形 久 的 权 和 定义 为 册 形 园 中 所 有 弧 的 权 之 
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和 . -一 个 有 向 网 络 N = (V, Aw) 的 最 小 权 树 形 图 或 最 小 树 形 图 ,是 指 在 站 的 所 有 
树 形 图 中 具有 权 最 小 的 一 个 树 形 图 . 

给 定 一 个 网 络 N = (V Aw) ,可 以 构造 另 一 个 网 络 N = (V ,A'; 67), ЖН 

V' = |] ||, 出 = AU (г); И, 
， _ M i= r,j € V, 
“y= lu, (¿p € A, 

M 是 充分 大 的 数 . 

可 以 证 明 , 求 N 的 最 小 树 形 图 等 价 于 求 六 中 以 r 为 根 的 最 小 糙 形 图 . 

事实 上 ,假如 日 是 六 的 最 小 树 形 图 ,其 彬 为 mw, 那么 到 = H Ú I(r, 2%) ÆN 
的 以 为 根 的 树 形 图 ,并 且 它 们 的 权 之 间 的 关系 为 

W'(H') = W(H) + M. 

由 于 M 3XOYAH ЖН, Н OGEN 的 最 小 树 形 图 . 

反之 ,车 于是 六 的 以 r 为 根 的 最 小 树 形 图 .由 于 充分 大 , 则 HH= Н -iri 
必 是 入 的 最 小 树 形 图 .事实 上 ,上 H 必 是 树 形 图 ,否则 r 鞋 少 富 自 r 出 发 的 两 条 红 ,从 
而 wH) > 2M + wtH). 当 WW 有 树 形 图 时 , 设 了 为 放 的 树 形 图 ,5 为 下 的 根 , 则 字 ? 
= TÜ Hrn 为 VY 的 以 r 次 根 的 树 形 图 ,从 而 

w (TO= e(T)+ M < 2M + (Н) = W' (H). 

这 说 明正 不 是 和 的 其 小 树 形 图 .了 矛盾. 

因此 ,不 失 一 般 性 ,下 面议 和 叙述 如 何 求 一 个 网 络 N = (V.A; в) 的 间 定 根 的 最 
小 树 形 图 的 算法 ， 

ЖО 9 N = (45w) 中 的 一 个 指定 的 点 , 求 以 如 为 根 的 六 的 最 小 树 
ЕЕ. 

ke0, N, М, V,— VA А, ш ап <l V, |. 

步 1 对 每 一 点 C V, - fwwl ,选取 进 人 s, ВОЛУЯК. AARNE у 
My- 

ФМ < m- 1, AEI., N PTAA оо 为 根 的 树 形 图 . 

E N, BRETA, Mo TSAR HA), M 和 iN, PEL v 为 根 的 最 小 
树 形 图 . 转 步 3， 

2 REFE V, M) 中 所 有 回路 , 记 它 们 为 COD = faten = 
1,2,7, ц. ЕГ ЈСО 和 Ci 基 不 相交 的 . 

在 ,中 将 每 一 个 Ci 收编 为 一 点 ,让 = 1,2,7. ВЕН 和 得 到 一 个 新 的 
网 络 Nyai = (V, Aep O, rh Ak. = Al, U AZ ,而 


ү 
Aa = GD E AIJE Ue. 
121 


k 
Ай. = еде AIJE Сї” нг. E cel, 


i=l 
(+) _ pe (¿p € Akas 
wy = wP, (5,3) Є Ai. Нє CIP Cog) € Съ. 
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然后 置 上 < 天 + 上, 返回 第 1 步 . 
注意 :可 以 去 掉 Ma 中 的 环 , 并 且 著 i 到 i ASAM GARA REER 
的 驱 . 
例如 图 4-1, 第 1 步 得 
Mo = }(7,1),(1,2).69.3),(3.4),(4,5}).(5,6),48.,7),(2,8),(5.9), 
IM |= 9 = m-l, 


М, PRERA 
C) = {(1,2),(2,8),(8,7),(7,1). 
Ci = {(3,4),(4,5),(5,9),(9,3) . 
在 MPRA СЇ! 和 ct) ,得 收编 点 O ЯП уз, Ж йг ЖОЕ ,这 样 得 М, 去掉 环 
Ши 5, М, 为 图 4-2 所 未. a 


4 4-1 


图 4-3 4-4 


再 对 л 进行 第 1 步 得 M. = 1(0,y11)|, 它 是 М, BJ Bz ЛЕЛЕР. 

步 3 н, = М, Ўр М, 的 以 wo МВА, 

(3-1) ЖЕ = О, H, N ВУ оо АВО | ТВ, ВЕЕ. 

(3-2) 车 大 > 人 将 所 的 收缩 点 还 原 为 回路 ,这 样 种 问 路 Cite = 1 ,2,…， 
па MW СК? 中 与 且 有 公共 终点 的 一 条 弧 去 掉 , 这 样 就 得 到 外 -的 最 小 树 形 图 
H Ë ke k- 1,38[](3-1). 

ЖШ FÍ. H. = M. = (О, у) JE y! 还原 为 回路 C1 = ORA, (93.6). 
(6, yO Е.О, у!) = (0,6), E5 CP 上 的 新 (各 ,6) AA tak s W БНЗ 2.6) 
得 N. ЕНЕ Н, = 1(0,6),(б, у) „буй, уй)! ,如 图 4-4. 
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再 将 H, 中 的 收缩 点 六 和 у ЖА уН 
CP єў}, ж C 人 上 的 驱 (8,77 A С КИИ 
(9,3) 得 图 4-5. 

H = H U CD U СЇ _ 1(8,7),(9,3)1 为 
N EAG 0 ARRE ЕЕН. 1 4-5 PR 
FER. 

不 难看 出 ,车 把 v 改 为 - w, 则 上 述 算法 求 
出 的 树 形 拷 就 基 上 原 网络 中 以 w 为 很 的 最 大权 树 
图 4-5 形 图 . 


46 “最 优 划分 限制 支撑 树 
Ë N = (Ү,Е; ш) 是 一 个 无 向 网 络 , 记 宛 = (Bi Bos Ba) 是 边 集 五 的 一 个 
划分 , 即 |] B = Ei у, B, B, = 倍 , 对 每 一 个 В, Ж MN T AE ҖАЙ а, 和 起 ,使 
a = а ] .之 т. 
的 一 棵 支撑 树 T, 若 了 满足 对 一 切 i = 1.2. m. 
a «ІТП B; |= 4, 
则 称 T 为 划分 限制 支撑 树 . МР ИЕ ДУЛУ И-И 212 J , 称 为 点 的 最 小 划分 限 
HEHH. 
Там BAIR, ER 了 的 划分 ， 
А = ШТП В,1= а < 4, = L.2, ml, 
B= lill T[] в = 4, > ай = 1.2, ml, 
C= ИТП BB I< а, і = 1,2. ml, 
D= ПИТЙП B I> фф, = 12, мі, 
i= lila <l TAB I< 4, = 1,2,"",m|, 
H= lila =l TNA B l= 4,1 = 1,2, ml. 
是 划分 限制 支撑 树 , 当 且 仅 当 C= D = @. 
设 T 是 NN 的 一 棵 支撑 树 , 则 了 是 NN 的 最 小 划分 限制 支撑 树 , 当 且 仅 当 了 的 划分 
ME: 
С = = (25; 
r EEES o .8 ,api = 0, НЕ, 
# а, > б, € А UJ H, 
В, > 0,— i € B UJ H; 


PER b F.T E NB R УИ: HPI e € B. i = 1,2,-..m, 


te (e) = wle) 一 d; + Pi 


设 了 是 六 的 支撑 树 , 并 且 关 于 TRAA ERF 1° 2° 和 多 ,证 明了 是 点 的 最 
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小 划分 限制 支撑 酝 .因为 
#(Т)= У) 六 le) - a, + B) 


— та 
-P-D TN В, |+ DATAR: 
= ету = Ypa + Уа + а а), 
ТГУ 
ё (T) wT) уң! P NA B+ DOBIT NB 
ч(Т' D A BI DRIT N B + Ий - дал 


TR, ЕЕ А, T Пв а ге B. Т' N Bie ате н, | T' 
П B. l= a = d. Ай 
ë (T') < w(T')- јан, + 28 + 108 - вд. 
由 的 假设 知 ， i "" 
O> 5 (T)- 5 (T') > wT) (Т), ВТ) (Т). 


H Т' 的 任意 性 知 . 了 是 A 的 最 小 划分 限制 支撑 树 . 
反之 ,由 于 NW 的 最 小 划分 限制 树 是 下 述 线性 规划 的 最 优 解 : 


min > if e)z., 
EE 
S = r(E), 
«Е Е 
У! x, = r(S), SCE, (4-4) 
«Є[8] 


а = 2 x = d,, i= 1.2. U m, 
+E H. 


x, z Ü, e Є Е, 
其 中 [S$] 表示 集合 S 的 闭 包 . 见 (4-1) 式 ， 
(4-4) 式 的 对 依 规 划 为 


па СВА = 508) + Узара, - 21461, 
i=l =i 


1- Inia- B = wle), e€ Boi = 二 3 于 


GEF i (4-5) 
y; 2 Ü, 5с Е, 
а; => 0, i = 1,2, т 


若 记 9 (e) = m(e)— а + б.е € Buis 12 于, 则 (4-5) 式 可 重 写 为 
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max] rí EJA 一 Srí S)y; + Slaa; - > ай, 
ЗЕ i=1 i=l 
А- Dy, We) a, + ñ = % (е), (4-6) 
ИЗТ 


y, > 0, š C E. 
Ë TE N 的 最 小 划分 限制 支撑 树 , 令 
l, #* € Т, 
“= U ka (4-7) 
о 是 (4-4) ВСЕ, Pd ipi et ТЕЖЕЛШ ДЕНИ, (4-5) KS RR АО, ут, аб, 
名 | 使 得 


x > 0 = A? + 2255 = wle) -af +Ë = (е), (4-8) 
ar>0 ~ So = ТП B; != а, 
00 = УУ = a, PHI TÜ) B. = d, 
及 >0 э PEREO) (4-9) 


КА 是 {4- 1) 武 的 可 行 解 ， mi (af, ysi 是 (4-6) 式 的 可 行 解 , HE 
a A ete – 20+ ВОВЕ, 140, уо 也 是 (4-3) 式 的 可 行 解 .进而 fx21 

49,5! 满足 互补 松弛 条 件 (4-8) 式 和 (4-9) 式 , 从 而 1 ,a 是 下 述 问 题 的 景 优 
ы 


їл 2) 10 (e)s, 
>. = r( E), 


Sas = r(S), SCF, 


e€ [5] 
x, > Ü. 
这 就 意味 着 了 满足 最 小 划分 限制 支撑 树 的 条 件 1.2 НТ >. 
Жм 上 最 小 划分 限制 树 的 算法 ,和 参见 文献 [6]. 
值得 注意 的 是 ,线性 规划 {4-4) 有 0-1 整数 顶点 ,从 而 有 0.1 整数 最 优 解 . 
另外 ,最 优 树 形 图 问题 也 可 化 为 规划 (4-4) 的 一 种 特殊 情况 ,这 兵 要 取 В, = 
CEEE УС, € Al. € V- sl, a = d = 1 ШГ. 
上 述 所 有 内 容 凡 乎 都 可 以 扩展 到 一 种 抽象 的 代数 结构 一 一 WEE matroid) E. 


4.7 “网络 上 的 施 泰 纳 树 
给 定 欧 氏 平面 上 п А ру, ру,” ;Pa: 用 线 把 它们 连 成 - 片 ,要 求 连 线 的 总 长 
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度 最 短 . 这 是 施 泰 纳 {Steiner) 问题 的 原始 含义 , 景 旱 是 在 17 世纪 ,由 费 马 (Fermat) 
提出 的 ma = 3 情形 , 即 任 纵 欧 氏 平面 上 三 个 点 pip 和 pp;, 求 一 点 3, 使 :到 pi、p; 科 
рэ 的 普 离 之 和 最 小 , FEE HANK Torricelli) 证 明了 下 述 事 实 : 

(1) 在 全 pipzp3 中 , 若 有 一 个 角 大 于 或 等 于 ІР, Н Ору, = p: 

(2) Ж Apmp Р — TARIF 120,0) 5 Æ A pimp AAR, A Z pish = 
Z pisps = Z розра = 120. 

到 了 雪 直 纪 初 , 施 秦 纳 又 重新 研究 这 一 问题 ,并 把 它 扩 广 到 一 般 情 况 ,后 来 柯 
BH(Courant) AUF Е #7 Robbins} 在 What is Mathematics -- 书 中 ,特此 问题 命名 为 施 
ЖЕҢГЕЙ. 

л 比较 大 时 ,这 一 问题 十 分 困难 .1990 年 堵 丁 柱 利 黄 光 明 用 凸 分 析 的 方法 . 
证 明了 用 这 п 个 点 的 最 小 支撑 峙 的 长 度 L.C). OBA K 于 个 点 上 的 施 泰 纳 问题 


MRE L Cn) ,其 近似 度 为 上 (na) > 21,08). 

平面 上 的 大 秦 纳 问题 下 以 扩展 到 高 维 空间 ,地 可 扩充 到 曲面 上 .环节 只 讨论 网 
络 中 的 施 泰 纳 问题 . 

W N = (V,E;w) 是 一 个 连通 的 无 向 网 络 ,R CF 是 NN 的 顶点 的 一 个 于 集 . 求 
上 的 一 个 最 小 梳子 树 了 = (U, E). E R c О.Е CF,RR 中 的 顶点 称 为 固定 点 . 
U- 灵 中 的 顶点 称 为 施 秦 纳 点 ,在 欧 氏 平面 情况 下 , | U- Rigi R I- 2 在 一 般 泡 
向 网 络 情况 下 , 施 泰 纳 点 的 个 数 就 不 好 估计 ,但 当 六 是 完全 图 总 ,并 且 任 意 三 个 点 
ii, 满足 让 + wa z wa Ю.И АЛАТ #9 | R 1- 2. 事 实 上 ,此 时 每 一 
个 施 秦 纳 点 的 次 至 少 为 3. 由 于 “ 个 点 的 树 愉 有 a= -1 条 边 ,所 以 车 施 秦 纳 点 的 个 数 
为 x, 则 有 

3x+| 1201 RI+ x - 1), 

ИЕ * gi R 1-2. 

由 此 可 建 实 如 下 的 遍 数 算 法 : 

步 1 求 出 上 中 所 有 点 对 ij 之 间 的 最 短路 及 其 长 度 击 ,并 隐 di 为 边 长 构造 完 
全 图 K. 

步 2 对 每 一 个 于 集 SC V-RERE!SI=IRI-2.E K PHH R U SFF 


图 4-6 
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图 的 最 小 权 支 撑 树 Ts. 

Жэ 0055 V- R, ISICIRI- 2, 找 出 最 小 权 的 Ts, 设 它 为 了。 ,. PS 
后 将 Ts 还 原 为 的 树 . 

例如 ,图 4-6 F R = 11,2,31. 

步 1 求 所 有 点 对 间 的 最 短路 ,形成 K. 如 图 4-7 Тл. 

步 2 由 151<1R1i-2=3~2=1, 因 此 $ 有 5 种 丁 能 性 ,对 每 一 可 能 性 ， 
Ж KIRU SI 上 的 最 小 权 树 如 天 4-1. 


# 4-1 


KIRU 3] 的 最 小 树 了 


fa) [1,2], [1,3] 

j4] [1,41,[2,41,13,4] 

151 [1,5].[2,5],[1,3] 9 
16} Ї2,61,[1,3],[1,2] 2 


11,7),[3,7]),([1,2) 


最 小 树 为 T" = |[1,4],[2,4],[3,4]}. 

步 3 把 7* 中 每 一 边 换 为 六 中 的 一 条 路 :如 7” 中 的 边 [1,4] 在 N P 098625 
({1,4]); 

T" 中 的 边 [2,4] 在 不 中 的 路 为 {L2,5] ,15,41); 

т“ 中 的 边 [3,4] 在 产 中 的 路 为 ([3,7].[7,4])， 
从 而 y 中 支撑 中 的 施 泰 纳 量 小 树 为 图 4-8. 

这 个 算法 的 计算 复杂 性 为 OU1RR1203 у ,因此 
它 是 | 3 1 的 指数 函数 . 

有 向 网 络 N =(P,4;u) 上 的 施 雁 纳 择 问题 ,可 叙述 如 
下 ; 设 ro EE 了 为 一 指定 点 , 称 之 为 根 .给 定 一 个 子 集 RC Yr 
(гор МА г 为 根 的 子 树 形 图 T ETRS R rh 
所 有 点 ,并且 字 的 权 最 小 . 显然 , 当 1 关 1= 1, fr TR N 
图 4.8 中 自 n 到 А 9-р: R = V- iri 时 , 则 等 价 

+Ë N Br 为 根 的 最 小 树 形 图 . 对 -RÉ R, АЈА [А] 

样 是 十 分 困难 的 ,已 知 它 可 以 描述 为 下 述 三 种 混合 整数 规划 模型 ， 


a. 
min шуу» 


ti pe A 
4 -a -l, ¿€ R, 
(Pi) 和 = (0, EV- НА URI, 
Os х =€! R Iy GEA, 
y Є 10,11, (ip Є А. 


这 -- 模 型 是 网 络 流 与 选 址 问题 的 结合 ,对 每 一 点 iE А, WK RF Т, П ro 为 发 


5 网 络 中 的 选 址 问题 · 449 - 


Fk АЛКА БОЕ ре, ИЙ А.Ш SS FH BL. y; = 1 Жл. у) 被 选取 . 
min >; уу» 
TLGA 
~ - - 1, i= АС Й, 
(P2) 站 асъ ro kE А, 
Og х әу (i € A, 
这 是 多 种 物资 流 和 场 址 选择 问题 的 结合 ,同样 ,rm а ЕН 1 R | 种 物资 ， 
每 一 种 物资 只 有 一 "个 单位 ; 吕 为 收 点 集 , 收 点 天 E 及 只 能 收 :- 个 单位 的 第 大 种 物资 . 
Y; 与 模型 {Pi ) 相同 . 


min >; шуу, 
(H BS A 
(L ECT 
уу Є 10,11, CLJ EA. 


这 儿 RAE, Y ЕХ: ХС У, X= V-X X, X)= Gi DEAL 


€ Х,}Є Х|.ФН nE XRAN X> @. 
关于 施 泰 纳 问 题 的 更 深入 的 结果 ,参看 F.K.Hwang А 0.5. Richards 的 综述 文 
章 . 


5 网 络 中 的 选 址 问题 


选 址 问题 也 称 为 集散 中 心 问题 , 它 是 生产 实际 中 一 类 非常 广泛 且 十 分 重要 的 
问题 .例如 工厂 位 置 选择 ,城市 里 的 消防 站 的 位 置 选择 ,医院 位 置 的 确定 ,急救 中 心 
位 置 的 确定 等 等 ,都 属于 选 址 问题 .评价 一 个 场 址 的 优 尖 有 许多 标准 ,为 了 使 问题 
简单 而 又 有 意义 ,通常 以 经 济 效 益 为 标准 ,而 经 济 上 的 效 葵 又 往往 把 交通 运输 上 的 
费用 视 为 重点 ,常用 的 有 两 类 评价 {或 目标 ) 函数 ; 权 和 最小 ;最 大 的 晤 小 . 所谓 权 
和 最 小 ,是 指 场 址 到 用 户 的 加 权 距 离 和 最 小 ;最 大 的 最 小 是 指 场 址 到 用 户 移 最 大 降 
离 最 小 . 

选 址 问题 可 以 分 为 两 太 类 ;连续 型 的 和 离散 型 ,前 者 名 半 基 用 解析 方法 ,后 者 
主要 用 组 合 性 方法 ,而 网 络 中 的 选 址 问题 属于 离散 型 . 

从 另 一 角度 看 , 场 址 问题 可 分 为 单 场 址 和 客场 址 两 类 . 多 场 址 问题 很 困难 ,至 
今 没 有 多 少 好 的 结果 . 故 本 章 只 讨论 网 络 中 的 单 场 址 问题 ， 


5.1 网 络 的 重心 
ШОМ = (V, E;u 1) 9—W Н w: V R.d: В, BJ XJ p — TE k 


450° 第 9 篇 ”网络 最 优化 


i EE, 有 一 个 权 w, MAEA ARE 上 各 .网 络 重心 问题 是 求 一 上 操 xE V 
ЈЕ, 


а) = уюй, а) (5-1) 
ШӘЛ. Є VU FE HS x 可 以 是 顶点 ， ШП] ТЕШ F; (г, хә 表示 顶点 :到 重 
È x 的 距离 ， 
不 难 证 明 605-1) 式 达 到 最 小 的 x ARETE v PIB. Ap 
min /( x) = min f x). 65-2) 


y£ VUE 
жэ: р.Б У х" 在 边 [p， 41 É. х“ 到 5p 点 的 距离 为 4, 到 # 点 的 距 
离 为 4 -gg; 那 么 FV 中 点 可 分 为 两 部 分 V. 和 ,中 点 到 x" 的 最 短路 经 过 pp 点， 
їй 中 点 到 x ”的 最 短路 经 过 4 Ee 
wl И) = 人 wl V) = Хт, 


ЛИЕ wC V.) = (VO) , W| 
fx") = S aG, х) = Zdi, р) + ОИ, Ydy 


2. 4) + wl VC – 4) 
> ea, р) + 2(0,)4 + 2а, q) + w( V,)( L, - d) 
- шд, p) + Фм ) + Уйа, 4) 


= > Уш. g) > min S Dadi, x) = min/( x), 
ЄР EK EF кє 


这 就 证 明了 (5-2) 式 ， 

85-2) 式 可 建立 求 网 络 重 心 的 算法 如 下 : 

ЖІ RA N = (PE 有 站 中 所 有 点 对 间 的 最 短路 ,因此 得 最 短路 长 度 鹅 
B p = [di 站]. 

步 2 Ж 

flx*) = minò wd(i, z), 

x*” 即 为 网 络 N 的 重心 . 

当 网 络 是 一 棵 笃 时 ,此 时 上 六 中 任意 两 点 间 有 了 唯一 的 一 区 路 .由 (5-2) 式 的 证 
明 醋 见 , 此 时 重心 的 位 置 失 和 顶点 上 的 权 有 半 , 所 以 当 让 为 柄 时 , 求 树 的 重心 有 非 
常 简单 的 算法 

жо HAAN 上 各 点 权 和 之 半 ЕП 


s = 2и: 


РТТ SBS E o, жэ, ЩТ ANDEL ARTA? 
步 . 
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+2 BMA i 的 唯一 邻 点 为 j, 置 Ne N - (| с, ж— M, + ti, 返回 第 1 步 . 
对 于 有 向 网 络 N = (PF,438: 昌 而 言 ,由 于 路 是 有 问 的 ,已 和 到 可 能 不 等 .所 以 
Hj 能 dii, j) з Суг ERT. PEE FRA x” 称 为 六 的 发 射 重心 . 
ft (кт) = тіп 2 уюб х. i). 
sE FE 
而 满足 下 式 的 хо PA N 的 汇集 重心 : 
£ (x? = min 2 podli, ж). 
x РЕ 四 
显然 ,发 射 重 心 和 汇集 重心 一 般 地 是 不 会 重合 的 . 其 上 业 解 方法 类 似 - 下 无 向 网 络 
求 重心 的 方法 . 
值得 注意 的 是 ,对 有 回 网 络 仍 有 
min Ую х, i) = min 2), 
Т ea ачит 


SE EY 
пип > e dli,x) = min > pdl Ex), 
rz VIJA xÉ T I F 


"єр 


5.2 ”网络 的 中 心 
设 育 = (FY,E:w,1) 为 无 向 网 络 , 所 谓 久 的 网 络 中 心 ,是 指 下 述 问 题 的 最 优 解 


* 


min maxwd(i, .x), (5-3) 
其 中 d(i,x) 表示 N 中 点 i 到 顶点 x 的 最 短路 长 度 ， 
由 (5-3) 式 不 难得 到 求 N 的 中 心 的 算法 : 
步 0 利用 最 短路 算法 求 出 所 有 点 对 间 的 最 短路 长 度 第 阵 D = [4(4.)]. 
步 1 计算 
g(x) = шах };4(4, х)}, x € y. 


32 3Kmnle(z) | x € V] = gix") 
W x" 为 点 的 中 心 . 
无 向 网 络 N =《Y,Eiaw, 让 的 绝对 中 心 , 是 指 下 述 问题 的 最 优 解 <” : 


min max wid{ i, x). (5-4) 
x€ ШЕЕ 


设 [i,j] 为 N 中 一 条 边 ,% ЭБИ.) 上 一 个 动 点 , 尼 也 表示 该 点 离 点 7 的 距 
离 .定义 NN 中 点 上 臣下 到 wi 的 距离 为 
(ху) = mintd(k,i) + з. d(k,.j) + lj- xylo 
其 中 dik Xd k D) RTEA k BRAO 的 最 短路 长 度 . 
对 每 一 顶点 k EY 和 和 每 一 边 [i, 门 ,计算 


min rlx) = min minj dik, i) + x, dik. j) + уі 
бж х 5% Фах, l.. 


- О), EE VLE J]E Е, 
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Rix) = тах} губ хў) ш}, Lij] Є E, 


和 最 后 求 
min (521 = К( хо), 
Ша нр. д) 上 的 点 хо, 
总 结 上 述 , 可 得 如 下 算法 : 
步 0 ”利用 最 短路 算法 , 求 出 上 中 所 有 点 对 之 间 的 最 短路 长 得 矩阵 五 = [dii 
Ð). 
步 1 5 k MERL ;] TN 
тїп (бау ) = Е. min minf dg + xj, dy + L xjl = лб ху“). 
步 2 МЕШ li) C ER 
Кх" J= marl rkaj) t. 


33 计算 min, IRC; i = К( х0). 


53 ”网络 的 形 心 


在 5.1 节 中 的 重心 问题 ,可 视 为 服务 对 象 是 网 络 中 的 顶点 ,而 最 优 的 服务 重心 
一 定 可 设 在 顶点 上 ;而 5.2 节 中 的 中 心 问题 ,也 是 把 顶点 帘 为 服务 对 象 ,而 服务 中 
心 要求 设 在 顶点 上 ;网 络 的 绝对 中 心 , 是 把 顶点 视 为 服务 对 象 ,而 服务 中 心 可 设 在 
ін Е. 

жъне ЖЕ. O а Яй, ЕО НЕЗ ( 099 B Tek РЕВУ5Е E 3 ШИЕ 
务 站 要 求 设 在 网 络 的 顶点 上 . 

设 N = (Ү,Е;1) 为 无 向 网 络 , 对 每 一 边 z E EAR e) > 0.NN 中 一 个 点 
到 一 条 边 е WES, EXA r (e), Н e = [ij], 


пбе) = +(ds + dy + 1(e)), 


iX JL deld 表示 N PA k IAU) HRANE. 
N 的 网 络 形 心 为 满足 下 式 的 极 小 项 点 有 : 
mig perle). 
N 的 绝对 形 心 定义 为 使 


min maxr,( e) 
z€ FIJE E 


达到 最 小 的 点 **. 由 于 绝对 形 心计 算 起 来 过 于 复杂 ,在 此 省 略 .下 面 仅 给 出 形 心 的 
算法 ， 

步 0 用 最 短路 算法 求 出 六 中 所 有 点 对 之 间 的 最 短路 长 度 ., 得 nx n BEES SEE 
D = [&]. 

步 1 对 每 一 顶点 EV 和 每 一 边 e € ER nle) ARPA ах m 
KERE R = Cala) ЖЕ в =! Vim =] 1. 易 见 
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R = +(DB(N) + J.L). 


其 中 B(N) 为 N 的 关联 算 阵 ;是 分 量 全 为 1 的 п ЭШЕ. L = (eh, Ce), 
eilen) 为 边 抬 向量. 

步 2 在 下 的 每 -- 行 中 取 一 个 最 大 元 素 ,然后 在 各 行 的 最 大 元 素 中 取 一 个 最 
小 者 .那么 这 个 最 小 元 素 所 对 应 的 顶点 即 为 六 的 形 心 . 


5.4 ”离散 的 多 场 址 问题 


在 生产 实际 中 ,一 般 地 说 ,可 人 殿 选 择 的 场 址 是 有 限 个 ,而 相 是 每 个 地 方 部 可 建 
厂 的 .因此 问题 变 为 在 有 限 几 个 场 址 中 , 选 其 中 一 个 或 几 个 .一 般 模型 如 下 : 
设 某 种 产品 有 个 稀 求 地 ,第 i 个 需求 地 的 需求 基 为 ;该 产品 有 mm 个 工厂 进 


行 生产 ,第 ;个 工厂 的 产量 为 ;由 于 供不应求 ， Ш> уш > Db ABERE 1 1 
工厂 生产 该 产品 ,已 知 有 r 个 场地 可 供 选择 { 即 + > 上). 候 总 限制 新 建 的 上 个 工厂 


的 生产 能 力 均 相同 , 即 均 为 a = 一 1921 - > ,) .在 已 知 工厂 到 需求 地 ;的 单 


位 产品 的 运费 为 c ,以 及 场地 ‚э К) 的 单位 产品 运费 为 的 情况 下 ,确定 新 
建 天 个 厂 的 位 置 ， 使 总 的 运费 最 小 . 

设 第 i 工厂 运往 第 j 个 需求 地 的 产品 数量 为 ;第 i 个 场地 (着 建 三 ) 运往 第 j 
个 需求 地 的 产品 数量 为 yy:; 设 = 0,1,2 = 1 表示 在 场地 ! 建 三 ,s: = 0 和 表示 在 场 
地 ! 不 建 厂 .那么 上 述 问 题 可 化 为 下 述 措 型 ; 


min > | 2; су + 之 > ауур» 


2 = 0.1, ł = 1,2, 
这 是 一 个 汇合 整数 规划 问题 . 一 般 地 很 难 求解 {8:5 r- 大 不 是 太 大 时 ,可 以 通 
过 求解 化 个 运输 写 题 车 可 求 出 这 天 个 工厂 的 位 置 ， 
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6 网络 中 的 最 优 匹 配 


61 基本 概念 


N = (У, E m) 是 一 个 无 向 网 络 , 对 每 一 边 。* 有 一 个 此 人 包 反 iw(e). 设 上 虹 是 六 
中 边 的 一 个 子 集 ,车 M 中 在 何 两 条 边 无 会 共 端 点 , 则 称 M 交 上 的 一 个 匹配 . N PR. 
有 边 数 最 儿 的 匹配 , 称 为 N 的 量 大 匹配 . 一 个 匹配 M 的 权 EXA 时 中 边 的 权 之 
JI. N 中 具有 权 最 大 的 匹配 , 称 为 六 的 最 大 权 匹 配 . 设 时 是 声 的 一 个 匹配 ,是 上 的 
一 个 项 点 , 若 v Ы M 中 任何 边 相 关联 , 则 称 "为 好 的 未 盖 点 ,否则 称 为 好 的 已 盖 
点 ;车站 中 不 存在 上 的 未 羡 点 UP 为 六 的 完美 匹配 ,显然 完美 匹配 一 定 是 最 大 
PS BP. 

ММА Ве, PREND- 35k E p РАЈ ЗС Рмн – M. 
Д РУЗ ЛС P ИЙРИ ТЭ a EJE М 的 未 盖 点 , 则 称 P 22 M АИ Г ЗЕ 
ЕЕ TR, ММВ РЕВ, 34 ААУ 3 МРЕЖЕ РАТОР TA З 
一 结论 可 建立 求 最 大 匹配 的 算法 .然而 ,如何 找 增 广 交 错 链 ? 这 是 匹配 算法 的 关键 . 

最 大 匹配 和 最 大 权 匹 配 ,在 二 部 图 和 的 情况 可 用 最 大 流 和 最 小 费用 流 的 方法 求 
得 . 对 非 二 部 图 情况 ,1965 F J. Edmonds 给 出 了 一 个 强 多 项 式 算 法 . 算法 的 基础 是 
线性 规划 的 原始 对 偶 亿 的 瑟 补 最 惰性 原理 . 


6.2 ”最 大 基数 匹配 算法 


G = (V.E) 是 一 无 向 图 , 记 耻 = 112, ni. 

步 0 É k—0, 6 — Ç, M, 0). 

步 1 Xt G his— F M 的 未 盖 点 给 一 全 标号 (3 ,让 玉 其 中 第 一 个 标号 S RR 
外 点 ,了 表示 内 点 ;第 二 个 标号 表示 由 哪 一 个 点 而 得 到 的 标号 ) ,并 且 所 有 标号 点 均 
未 检查 . 

(1-1) 车 所 有 标号 点 都 检查 完了 , 转 步 4. 否则 找 一 个 机 导 未 检查 的 点 ¿ # i 
有 $ 标号 ( 即 外 点 ) ,进行 (12); 若 ji 有 了 标号 ( 即 内 点 》 ,进行 (1-3). 


(1-2) Меен ШЕНЕП м. нуе, АА; 
和 了 分 别 按 其 第 2 个 标号 返回 追踪 . 若 它们 的 标号 来 让 于 两 个 不 同 的 根 (4 АОК тї: 
点 ) , 则 转 步 2, 若 它们 的 标号 来 自 同一 个 根 , 则 转 步 3; 车 j 未 标号 , 则 给 j 标 以 (了 7， 
站 .对 起 i 的 检查 完成 后 , 返 僻 (1-1) Р. 

(1-3) RETRE A К: AEA E 般 , 若 站 及 标号 , 则 分 别 由 i 
和 了 的 第 二 标号 返回 追踪 . 若 他 们 的 标号 来 自 不 同 的 根 , 则 进行 步 2; 若 来 自 相同 的 
棋 , 则 进行 步 3; 若 j 未 标号 , 则 给 j 标 凡 (5, 由 .返回 41-1). 
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#2 找 出 关于 M, ВГ Ж БЕ P EE: M, — M, 2 P, HP M, Q P = М, 
U (P - At.) N Р.#& ie pr 6 basis |5] 1. 

步 3 ШАН C, ЕЈС, LAES AEEA ОЛ bc. (PF 
bc 为 上 的 项 ) ,在 G PIE С, Ф 4, Ti be ,这 样 由 G 得 到 一 个 图 , 记 为 
Сил. 收缩 点 bc ВС, 的 拟 点 .着 G, P be, 为 外 (内 ) д ШЕ Grai P be, 称 为 外 
(A) RLR. Е С, ВУС, 中 可 能 有 拟 点 ,这 些 氢 点 在 С, "Р АИИЙ дА. ТЕ Gui 中 
拟 点 b. 作为 标号 未 检查 点 看 待 ,其 标号 与 它 在 G, PAP. Ж М, t M 一 Gi， 

R ke k+ 上 ,根据 bc 是 外 点 还 是 内 点 ,返回 (1-2) 或 (1-3), 对 be 继续 检查 . 

жа 所 有 标号 点 都 检查 完了 , 旦 不 存在 关于 M, BUMI Ae ie. ЕН М, E Ç, 
的 最 大 匹 配 . 把 所 有 所 点 按 后 收缩 先 展开 的 原则 还 原 为 亲 半 ,并 适当 地 选 坡 奇 疼 
G- 上 的 一 个 最 大 匹配 V... fB Na U M, 39 С, AER 性. 车 天 -> 0ER 
这 个 过 程 ， 

#1 求 图 6-1(a) 的 最大 匹配 .已 知 匹 配 Af, = }[2,4],[6,8]|. 


Æj 6-1 


首先 ,对 -一 切 M ARRARAS, A). ERIS Ж Їн. 1 进行 检查 .从 
而 2 和 4 两 点 得 标号 (了 ,1) ,这 样 点 1 检查 完 .此 时 标号 未 检查 的 点 集 为 12,3,4,5,7， 
91. 取 点 2 检查 .由 2 的 标号 为 了 标号 ,由 [2,4j € 有 W 且 4 也 是 人 了 标 导 , 故 由 2 和 4 
点 返回 造 踪 ,它们 的 标号 都 是 点 1, 从 而 得 奇 图 Co = (1.2.4) ,或 记 Co = Н1.2]. 
[2,4],[4,1]|. 将 Co 弟 为 一 点 bl. 由 于 б 的 萧 是 点 1 且 是 外 点 PTL b 也 是 外 点 ， 
ЖЕТЕ G, 上 继续 检查 bi. ШЕН] М, = 1[6.8 ,从 而 [六 ,3] 是 б, 的 增 广 交错 链 . DK FÉ 
MIRKA A, ,3].[6,8]1 .此 时 未 盖 点 为 7.5.9. 选 取 点 了 进行 检查 ,与 和 8 得 标号 
(7 了 ,7) .再 检查 站 和 8 时 ,3 得 标号 (S$,b) ,6 得 标号 (5,8):; 峰 检 查 点 3 时 ,得 疝 圈 С, 
= {[7,5\].[%(.3].[3.6].[6,8],[8.71!.# й С, BE] 6.8 М» = 地, 再 继续 检 
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查 如 ,得 增 广 交 错 链 [ 凡 ,5] , 它 也 是 G, 的 最 大 匹配 .然后 进行 第 4 步 , 依 次 把 b, 和 
b, ERARE, АНЕ ВН Ба RAE, MECE) 和 (DD. 


63 “最 大 权 匹 配 


RN = (У, E; w) EARR, Вр 中 每 一 边 [i,j] € Е aF 
юр. № В-ВО M ВОЛЕ 20 M) = 这 jw(e). 使 权 最 大 的 匹配 , 称 为 最 大 权 
Ew 


匹配 . 
首先 把 N 的 最 大 权 匹 配 问 题 描述 为 线性 规划 . 

对 NN 中 每 一 边 e = [ü j] € ESE АЕ le) В 3 各 及 为 让 的 所 有 
奇数 个 点 的 集合 .用 [ 5;] 表示 S. EN ФЮТ. A E, RRN PIA RRR 
之 集合 ,那么 下 述 不 等 式 组 刻画 了 N 的 匹配 : 


S (e) = 1, iE V, 

© F. 

Dal) < 0351-0, уе 2,4, (6-1) 
"es] 

x(e) = 0 或 1， e C Е. 


容易 验证 ,(6- 1) ЗАЈСЕ-—  1 0(е) 1, Ў M = [el х%(е) = 11,0] H Æ 
不 的 一 个 匹配 ;友之 ,车 好 是 上 的 一 个 号 配 , 则 令 
0 = {9 # e € М, 
© lo, ЖЮ, 
ЯБ 00е)! 是 (6-1) 式 的 -- 个 解 . 有 趣 的 是 (6-1) 式 的 所 有 解构 成 的 条 面体 其 有 
0,1 坐标 的 整数 顶点 .因此 ,最 大 权 匹 配 问题 可 化 为 线性 规划 |; 


max > nof еўх(е}, 
г E 
> mte) = 1, Є v, 
#Є К. 


У) (е) ж та 51-1), j= 1,2,4, 
#Єї5,) 


х(е) > 0, еЄ Е. 
然 血 这 个 线性 规划 的 芍 束 数量 随 М ДЧ T BU i E НЕ НИ ЛД, В НЕ 
划 的 单纯 形 算法 实际 上 是 不 适用 的 .(P)? 的 只 二 站 题 为 


піп iy + 5 270 5, i- BEAR 
' f = 
(D) Y; + Y; + >; Z > wli jh, [у] Є E, 
[S taii] 
Yo > 0, iE V.k = 1,2 -- +È. 


(P) 
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线性 规划 的 对 偶 理 论 告 诉 我 们 :车 1xte)| ЯП ус, z: 分 别 为 (P) 和 ({D) 的 可 行 
解 .那么 它们 分 别 为 (P) 和 (DD) 的 最 优 和 解 , 当 且 瓜 当 下 述 条 件 成 立 : 
(1) x([i,;]) > Oyi + y+ Z a = w(i, j). 
‚жа. 


(2) y, > 0 > x(e) = 1. 
ТЄР. 


(3) z > 0 У) (е) = (IS I- D. 
Els] 


求 最 大 权 匹 配 的 算法 ,是 从 !P)? AD) 的 可 行 解 1xte)| 81у, 2, Н ЛЇЇ 
(1) 和 (3) 出 发 , 逐 商 增 大 匹配 ; 当 匹 配 不 能 增加 时 ,修士 对 侦 可 行 解 1 yx, 1 ,使 之 
在 保证 条 件 (1) 和 (3) 成 立 的 情况 下 ,条 忻 {2) 逐步 满足 . 遂 过 交替 地 增加 匹配 和 改 
普 对 偶 可 行 解 的 办 法 ,使 最 终 得 到 的 可 行 解 jx(eil 以 及 is MERA RIE), 
(2) 和 {3). 这样 就 得 到 (P) 的 最 优 解 | x{e)|, 它 就 对 应 于 的 最 大 权 匹 配 . 

由 于 求 非 二 部 图 最 大 权 算 法 十 分 复 茶 , 且 本 文 篇 幅 有 有 了 上 限 , 下 面 只 给 出 算法 的 极 
概 , 详 细 的 计算 步骤 请 参见 文献 [4]. 


步 0 设 攻 是 网 络 六 的 一 个 匹 本 ,开始 可 取 = Q. IË у, = 六 maxlw(e)1e 
€ El, = 0,6 VB = yi + y; Dga- w E = ilij] € E! у = 0. 


步 1 以 每 一 个 未 盖 点 e AR, E) 中 用 标号 法 找 增 广 交 错 链 { 具体 方法 
与 最 大 匹配 算法 步 | 类 同 ). 若 找到 了 增 广 链 , 转 步 2; 若 发 更 了 琳 圈 , 转 步 3; 否 则 转 
Æ 4. 
步 2 找 出 增 广 和 链 ( 若 链 上 有 收编 点 ,要 通过 押 收 帝 的 点 构造 出 增 广 链 ) , 增 大 
匹配 ,除去 点 和 收缩 点 上 所 有 标号 ,返回 步 1. 
+з 找 出 奇 回 ,把 它 收 缩 为 一 点 ,并 给 它 5 标号 . 它 村 应 的 对 偶 变 量 z 置 为 
0,35 8]36 1. 
步 4 改变 对 个 变量 : 取 
全 = miniy; | 对 一 切 3 标号 点 让 ， 
Š, = min! y; + y; — tez 1 [i,7] € ,ti 有 S 标号 上 且 ) ЖӨ T ral, 
ös = 二 miniy + yj- wy iLi jl € Е, i Mj ESRI ARERIA Е 5 
FAJ, 
ó, = mintar | 最 外 层 奇 转 对 应 的 收缩 点 k A TERS, 
ôs = min|y + y- шу 1 [4] ,i 有 $ 标 号 或 包含 在 有 5 标号 收缩 点 的 最 
外 层 奇 图 上 ,7 是 未 标号 武者 含 在 未 标号 收缩 点 的 量 外 层 奇 圈 上 | . 
2 8 = тїп} 81,8 93. 9,051, 8 
_ 人 +8, 车 让 为 内 点 ， 
= y- 5, 车 i 为 外 点 ， 
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_ [= +28, ERA k AIE, 
2 дъ 26, 车 收缩 点 不 为 内 心 .， 
iz [Ар í. 


6.4 ”中国 邮递 员 问 题 


一 个 邮递 员 每 天 都 要 从 邮局 出 发 , 沿 他 所 管辖 的 街道 过 户 送 报 , 然 后 返回 邮 
所 .如何 选 取 其 行走 路 线 ,使 其 所 走 的 总 路 程 最短 ? 这 一 问题 是 南山 东 师 范 大 学 管 
梅 谷 先生 在 加 世纪 0 年 代 初 提出 来 的 .后 来 被 国际 上 称 为 中 村 邮递 员 问 题 .用 网 
络 的 语言 可 描述 如 下 ;给 定 一 个 连通 ( 强 连通 ) 无 向 (有 向 ) 问 络 N = (V, EE;w), 对 
FE- EG G AE w > 0. 从 NN 中 一 个 顶点 出发 , 沿 网 络 中 的 边 ( 纪 ) 
ITE ERRA) 至 少 经 过 一 次 ,然后 回 到 出 发 点 ,这 样 .- 条 路线 称 为 投递 路 
线 . 投递 路 线 的 长 度 定 立 为 依次 经 过 的 边 { 弧 ) 的 长 度 之 和 ,长度 最 短 的 投递 路 线 ， 
称 为 最 忧 投 递 路 线 . 问题 是 如 何 找 出 一 个 网 络 的 最 优 投递 路 线 ， 

显然 , 当 给 定 的 网 络 是 连通 的 欧 拉 图 时 , 则 它 的 性 何 - -条 欧 拉 圈 (回路 ) 都 是 
虑 优 的 投递 路 线 { 关 于 欧 拉 图 的 定义 见 图 论 篇 ). 因此 只 有 网 络 为 非 欧 拉 图 时 ,中国 
邮递 员 闻 题 二 有 意义 .由 此 可 重新 定义 中 国 邮 递 员 问 题 为 ; 寺 给 定 的 连通 ( 强 连通 ) 


无 向 (有 向 ) КЧ N = (V. Erw) К E BJ— F TE МСЕ, Е Ñ = (V.E + Мо) 
为 欧 拉 图 ,并 使 ш(М) = 2 u 最 小 .使 Ñ 为 欧 拉 图 的 4, 称 为 N 的 可 行 加 边 
(MO 集 . 权 和 最 小 的 可 行 吉 边 ( 弧 ) 集 , 称 为 最 优 的 . 

6.4.1 无 向 网 阁 的 邮递 员 问 题 


N = СИ, Ез) 为 无 向 连通 网 络 , 形 是 上 的 一 个 可 行 加 边 集 , 则 M Et Ñ 
的 , 当 且 充当 对 NW 中 每 一 个 图 C, 有 


wi М) = Lulo), 


其 中 wY) = > wle). 


由 此 结论 可 得 如 下 算法 : 

жо 设 交 是 连通 的 非 欧 拉 网 络 . 理 则 或 者 无 解 或 者 是 平凡 的 . 设 虹 是 六 的 任 
一 个 可 行 加 边 集 . 

1 EH APAE CHA 


«(СП М) < (0), 


算法 终止 . N = (V.E + М) 中 每 一 条 欧 拉 轩 都 是 最 优 的 投递 路 线 . 
#2 ” 若 有 一 图 C, 使 得 
„(СП M) > 二 zw(C)， 
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MEMC- M) U (M - С), [НЕ 1. 

H Т M ЙЫБ САА Е AA, ЗЕН АБ {ж ut E. ul $T hly 6, ВА 
ATA PL FE ЛЕ TARRI. РАА ЖЛЕ? E Б ИЙ F E Bu Ж E ©. АУ Н 
可 能 是 顶点 数目 的 指数 通 数 , 这 样 一 来 , 8.1 Е 3 TN) yK BT [B] А Г. 1965 年 
J. Edmonds 把 这 一 问题 化 为 匹配 问题 去 解 , 从 而 得 到 一 个 绊 志 项 式 时 间 的 算法 ， 

БО BN = (FE;w) 是 一 个 连通 无 向 非 欧 拉 网 络 , 今 XX 为 N 中 所 有 奇 次 顶 
点 的 集合 . 在 六 中 求 出 YY 中 所 有 点 对 之 间 的 最 短路 1P 1 i,jy € Х| 及 其 长 度 
wt Py). 

步 1 构造 完全 图 K.k, ТЇЙ Ж у X. i. € X:K Pli g] 的 长 度 为 
wt РЬ), Чот = | ХАЕС — ГААТ ТЮШ АНА). 


32 ”利用 最 小 权 匹 配 算法 求 出 下 的 最 小 权 完 美 号 号 好 . 
步 3 将 并 PR- RALL ERA N i Rj RRR Ру. ДГА M = 
【Ps 即 为 N 上 中 国 邮 递 员 辣 题 的 最 优 可 行 加 边 集 . 
ЛЕН 
64.2 有 向 网 络 最 优 投 弟 路 线 


有 向 网 络 中 的 中 国 邮 递 员 问题 ,可 利用 最 小 费用 流 的 方法 求 出 量 优 投递 路 线 
{ЮЛ Ж. 

ЖО N= (У, A w) 是 强 连 通 的 有 向 网 络 . 若 对 年 -一 点 v 蕊 VY 有 d* (6) = 
dv , 则 六 为 欧 拉 的 .此 时 六 的 每 一 条 欧 拉 回路 都 是 最 优 投 递 路 线 . 设 NW 非 欧 拉 . 


步 1 构造 新 的 网 络 N = (了 ,dz ,ш)›ШГ: 


Y= SUTUR, j= AU l AUA, 
其 中 5= Є Уга (0) - dt (0) > 0|.,Т = [vE V | dt (s) — d- (s) > 0: , 
R= lo € VI d (s) - а (6) = 0, 
А, = Hs DIEE SI, A= |(у4)1;Є TI, 
dip- dt (p. (ip € A. 


= + Жї. € A, = _ + ` 一 > . u 
W yj = А ж.) Є А, {Ј Az, су te (i) T 4 (i), 0 с N 


这 儿 TA ë ¿on Ñ 中 弧 ( 人 ,六 的 容量 和 通过 单位 流 的 费用 .* е УНЭ А 的 
发 点 和 收 点 . 
步 2 在 四 中 求 自 * 到 :的 最 小 费用 的 最 大 流 , 设 这 个 流 为 上 (7 


步 3 Мр, (i) € ARAP G) + AETI 这样 由 ЛУТ 
一 个 欧 拉 网 络 ЛО. N° 中 每 一 条 欧 拉 回 路 都 是 最 优 的 投递 路 线 . 
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7 ”网络 中 的 送 最 优化 问题 


网络 中 的 逆 最 优化 问题 ,起 始 于 两 个 比利时 人 Buron 和 Toint, 他 们 首先 提出 了 
最 短路 问题 的 逆 问 题 . 其 提 法 如 下: 给 定 有 向 网 络 v tP s 到 :的 一 条 路 ,通过 调整 网 
ФР By ,使 其 变 为 * 到 上 的 最 短路 . a| ES P til n] р H: Fo ,使 和 欧 定 的 s 到 :的 路 
变 为 最 短路 时 总 的 调整 量 最 小 . 其 物理 意义 是 通过 调整 务 蹄 段 的 票 价 ,使 旅客 分 
流 ,从 而 减少 革 些 路 线 的 交通 拥挤 现象 . 
1994 年 张 建 中 等 人 开始 了 这 方面 的 研究 ,并 得 到 了 若 上 1 ЧАА Е. 
首先 纵 出 一 个 最 优化 问题 航道 问题 的 定义 . 
设 有 最 优化 问题 : 
mini/(e,x) | x € DI, (7-1) 
其 中 cE в" 9-2 8, DATITA, х ERMAR; IB] EE (7-1) 的 最 优 解 与 参数 
HE c 有 关 , 并 且 问 题 (7-1) 的 任何 一 个 可 行 解 都 可 以 通过 改变 ce 而 变 为 最 优 解 . 
ixt € D, EN 
F(x) = {26 R’ | minl, x) 1 x € p| = [(с.х%)|, 
那么 关于 ?的 问题 (7-1) ALORE A 
minj le- ë | LEE F(x), (7-2) 


хл le- c {| 表示 ce -5 ВОЙ, ARARA 1, sk la. 
7.1 线性 规划 的 逆 问 题 
给 定 标准 线性 规划 


minely, 
an [Mi 
x > 0, 
其 中 4 是 m x n RER, cE R, b К". 5 р LA ВЗ], у = 1,2,5, n, хо 
(LP) 的 一 个 可 行 解 . 令 了 = ун > 0}, J = уга = 01. WARENI А ЗР 
HERH, Z € FO., SERS TERASAH.: 
лр, = ©; jE J, 
| _ (7-3) 
яр, = c; J Є J. 
其 中 和 和 К". 
车 令 с, = с; + Ө, 一 а; J = 1.2,… п, (Р) 的 道 向 题 吕 二 为 


т _ 网络 中 的 送 最 优化 问题 - 461 - 
min || 0 + al, 
ap- Q + a, = c, }Є J. 
Ap; — Ü; + aj = c;, РЄ J. (7-4) 
d;a; > 0, jEJUJ, 
或 者 
mnl ftal, 
AP; - Ü, + o; = G, jE J. 


_ ; + Ë. — xm; S — ср EJ, 
яру + 0р - @; j. d (7-5) 


ap- 0, + о = с, jE 4. 


0.0; > 0, JE JUJ. 
显然 ,(7-5) 式 的 约束 条 件 可 写 为 
лрр- 0 << JER 
=- 6, JER 


лр, — 9 = с. jE J, (7-6) 


5 > 9 Є JUJ. 
i€ J. 
因此 ,在 取 模 为 1, Т. (1Р) 的 道 问题 为 (ILP)， 它 也 是 一 个 线性 规划 : 


та 18, + >, 
j=l IEJ 
лр; 一 д, = Єрт J € J, 


- яр - о g- с, JE J. 
(ПРІ) яр; j J. J 


mp; — Ü, =< © 1 E 1. 


B, => 0, J € J lJ 1, 
@; = 0, РЕ J. 
На МЕ ГАУ, СПР) 的 对 侦 为 
minje – сту, 
АХ 一 АҮ = 0, 
0 = ХА 51, 
0= Ygl, 
其 中 4 是 由 4 ААВ Є J 的 P 00 П e, 是 由 ec B; € АУ НВ). Y 
Жуу 维 的 列 向 量 ， 
Ж (7-5) APR L. 模 时 , 则 {LP) BJ |a] EM U 


(DILP1) 
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пип п 
AP; — 0, =< cjs ре J, 
- APP; - a; =- c, JE 
Wp -hss JEJ, (7-7) 
f —- x < 0, ЈЄ JU J. 
a; ы = 0, J€ J, 
ар 8; > 9. 
E-D 式 中 ,把 所 有 的 中 Ma RAEE ы 后 得 
min u, 
(ILP2) ярр- usa ДЄ}, 
- MP; — ч ж=— бү, ЕЕ J, 
Лр; — и = с, j € J, 


可 以 证 明 (7-7) 式 和 (ILP2) ВУКА НОЕ. У Е, ія. д.а, о Ж&(7-7) 式 的 任 
一 可 行 解 , 则 1r,.ul 也 是 (ILP2) 的 可 行 解 ; 反 之 ,(ILP27 МЇ. АДУ Ет, 1 , 当 
u > ОНЕ, tE 2 (7-7) 式 的 可 行 解 |x,8,a ,wf ,其 中 = uaj = u. 


(ILP2) AIHER A 
[279 - 22 
{=l 了 
AX- АЈ = 0, 


й 
2; + >р; = 1, 
j= i&d 


20, ЈЄ ЈОЈ, 
у» 0, }Є J. 

虽然 有 界 变量 的 线性 规划 问题 很 容易 变化 为 标准 的 线性 规划 模型 (1P) ,但 次 
于 下 面 应 用 方便 ,还 是 基体 地 写 出 有 努 变量 线性 规划 的 送 癌 题 的 形式 

有 界 变 量 的 线性 规划 为 


( DILP2) 


min c! X, 


{ВІР} | АХ = b, 
0 < X = K, 
(BLP) KIHE A 
max яё 一 К, 
вр) Í ЛА - wget, 
w > 0. 


设 A” (BLP) 的 一 个 可 行 解 ,定义 
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J= ij lx = 0}. = li 1 аў = ka. J = lj 10 < + < kl. 


! 


模仿 (ILP1) 的 推导 过 程 ,在 取 范 数 L F. (ВІР) 的 逆 门 题 为 


min >) д; + > e. 


TUF iE Pus 


лр; - 0; = c, Є JU p, 
(IBLPI) . ) 
- яр - ар=- є jE J'U J, 
0; > 0, j€ JÚ P, 
(JBLP1) 的 对 偶 为 
м 
mn У? с; 一 > еу» 
jE TUP PUJ 
X pr - Ў] роу = 9, 
(DIBLPY) ЕТШ ' зе Йу 
О x є 1, 


Ü < у; = 1. 
类 似 地 ,在 取 范 数 为 fu F, BLP) 的 道 问题 为 


min t, 


(IBRLP2) | лр; - u =< Су, JE JU P, 

- mp. - u= с, JEJU P; 

(ТОР?) #18 A 
min >; сё; 一 > Cy; + 
ie Tu? кш 
X pw - Ўз рау = ©. 

ETU ie Pu, 

(DIBLP2) Sor Eyan, 


Tuf PU? 
x; > 0, j€ 7U P. 
y; > Ü, J 7° Ú! 7. 
7.2 ”两 类 特殊 逆 线 性 规划 的 解 


FEAU ARRE X ,使 < x" < 1, 当 (LP) Т ХАНОН 
ЕЕЕ (ОПР1) 和 (LP) 的 解 之 间 有 下 述 性 质 : 
1° (РПР1) E-A TITR T, ут), р 
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z, 2°” 
х: = 
/ Xs }Є 1. 
MJ X 是 (LP) 的 可 行 解 . 
PRX EP КЕЩН о X" < 1, 则 令 


“м a +“. 
х= x", у= ж, 


ЯБА (27,7) 是 (DILP1) 的 最 优 解 ， 

由 2 可 得 求解 (ILPH 的 算法 如 下 : 

步 1 求解 (LP) ERRA Xx" ,从 而 可 得 (DLP) 的 最 优 解 x#" .这 儿 设 xz с 
1). 

+2 М—47},260” = Оф уЄ Ја = o -下 "pp. 那么 [x ,8" ,a"| 是 

(DP) 的 最 优 解 . 

另 一 种 特殊 情况 是 , 若 (BLP) 中 的 上 界 向 量 关 各 分 量 均 为 1. 并 且 可 行 解 于 的 
各 分 重 也 是 0 或 1, 此 时 上 述 性 质 r 和 之, 对 (BLP1) fl( DIBI PI) 均 成 立 ,因此 可 得 
(IBLP1) 的 下 述 求 解 广 法 ; 


步 1 Ж 
mincTx, 
a 
0=x=l1 


的 最 优 解 . 设 最 优 解 为 Y* ,同时 可 得 其 对 偶 问 题 
biz; — 219 


xÀ - w = СТ, 
w 0 ў = 1,2,5, 
АТА x" 和 和 w*. 
2 定义 
А [© 车 jE ЈА х; > 0, 
7 (0, Еж, 
. Kalala 车 jE€ J Bs? = 0, 
“= lo 其 余 . 


OAF МИ. МИ. МЫ 是 (IBLPI) АЕ. 
7.3 НА BRAR hA 


БМ = (V.,A;e) 是 一 有 向 网 络 ,P 是 N 中 自 s 到 上 的 一 条 路 .所 谓 逆 最 短路 问 
题 是 指 通 过 调整 狐 上 的 权 向 量 c 为 5 ,使 在 保证 己 是 网 络 N = (V.A; ZC) ФА ғ 9] 
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t 的 最 短路 的 情况 下 ,有 |e- cl 尽量 小 . 
由 于 最 短路 向 题 的 数学 模型 为 


min > сщ; 


АЛЕЯ 


一 1, і = 5+ 
(5Р) = D xç + 2 % = fo, I >= s. Ë, 
+ і t 


sE 5 (SP) 的 可 行 解 x"; 
0 fi FDEP, 


= lo, 其 余 . 
因为 ($P) 中 约束 条 件 的 系数 矩阵 为 六 的 点 - 弧 关联 甜 阵 ,内 此 该 窍 阵 具有 全 单位 模 
性 质 , 所 以 (SP) 具有 最 优 解 x" ,使 其 分 量 为 0 或 1. 故 可 用 7.2 节 中 第 一 种 方法 求解 . 
指派 问题 可 描述 为 下 面 的 线性 规划 : 


min >) усулу. 
i=l j=] 
` =l, ¿= L.2.o n, 
(AP) 2 1 i n 
S Is = 1, j= 1,20, n, 
i=l 
x; = 0. 


(АР) НЗ ЖОЕ РЕ ТИЙ рае АЕ E HSE EE, E ERA О РЕ, 
因此 它 有 整数 最 优 解 x* ,给 定 一 个 指派 ,等 价 于 给 定 (AT) 一 个 整数 可 行 解 x°. 从 


而 它 也 可 用 上 述 算法 求 其 道 问题 的 解 ， 
网 络 N = (V.A;c) 中 分 离 ЯП. 的 最 小 割 ,可 用 下 述 央 划 表示 : 
min > су, 
(g)E A 
(MC) ш-щ+җ0, (i, € A, 
u — u = 1, 
2 >= 0. 


3 5 35 H) (МС) 的 系数 矩阵 是 六 的 关联 矩阵 的 转 轿 利 - -个 单位 矩阵 组 合 而 成 ， 
它 也 是 全 单位 模 的 , 它 有 0,1- 整数 最 优 解 (x” u") ,给 定 一 个 зч СМ. М), SE 
МЄ M. 


А р, (up €e (M.M). 
0, 其 余 ， 
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0, ЄМ, 

(хо, 0) 是 (MC) 的 可 行 解 . A bar AERA ERAR hh se HPE. 
Аный E N PERUM, MY 中 的 弧 AEREN СА СМ, M); c) 中 自 

s 到 | 的 最 大 流 . REAIS G, pt. E S. 


人 (Lj E (M.M), 
14, (ip € A- M.M), 
MM, M) 是 网 络 N = (У.А; 的 最 小 s Pl. 


7.4 “ 北 最 小 费用 流 问 题 
设 N = (V.A;k,c), 最 小 费用 流 问题 可 表示 为 


min > сү, 


(МСЕ) 


(i,j) C А. 
Mh S]a = 0.3 > 0M К, ФЬ, < ОШ: RIRA. 


吕 然 ,约束 方程 的 系数 矩阵 是 М 的 点 - MERHER - 1. 给 定 一 个 可 行 流 
x°, (MCE) 的 逆 问 题 的 对 偶 恰 是 (DIBLP1) ， 


而 


A= {iD (i € A. х5 < Ж, 
А = {DTD Є А.а > 0}, 
= _ fe Ci € А, 
85 — yr (ij) € 43, 
х JU 1 表示 分 量 全 是 1 的 向 量 . 
这 样 一 来 (DIBLP1) 的 约束 方程 组 的 系数 矩阵 就 是 N (x) 的 关联 矩阵 . 
(DIBLPI) 就 是 求解 МСО) 鲁 单 位 容量 的 最 小 费用 的 循环 流 . 
(MCF) 在 模 L, 下 的 道 问题 的 对 全 为 DTIBLP2) , 它 是 求 N( x Í) 网 络 的 最 小 平均 
费用 圈 问 题 . 


7.5 ” 逆 最 小 支撑 树 问 题 
设 N= (V, E; e 是 连通 无 向 网 络 , Т, БЕ WY 的 一 棵 支 撞 树 .由 第 4 章 4.2 节 的 
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EEO 和 2) H. T, Æ N BRANAR, H HUM TY BE DD e € КА 7, 8 
wle) > wled Ii Bl e € cte) RA. AE, E 而 不 是 产 的 最 小 权 支 撑 树 ,要 使 它 
EN uE F RO R ЕНЕ AE j 2 - Ge 最 小 ,那么 村 Bec nE mle) = 
шибе): e € ENN T, MD (e) > wte). 因 此 令 

zí ) = 0-00. e € Ts. 

Wae = ш{е) + ale), e€ KAT, 
于 是 关于 To 的 逆 最 小 支 返 树 问 题 可 化 为 


mnlta, 
(е) + а(е) э wle) - wle), еЄ E\ Туе € cle) 
CIST) | dle) > 9, e€ To, 

абе) > Ü, eE ЕА TP. 
(IST) 在 范 数 a TAH dlee) = wle) – ш(е)) 


min > 8( е) 十 > ale) 
zÉ Ty EENT 
CISTI) (е) + ale) > dlee), eE Eh Tope € ele) 
Hel, д(е).а(е) >Ô. 
(IST1) 的 对 偶 为 
тах У) У) Ф(«',е)х(е',), 
«Е cla) eE EA 5 
O x( e I, БАТ, 
(DISTI) дае) = ° € ° 
У; xe e) l, eE Ту, 
а=} 


х(е',е) > 0. 
这 是 二 部 图 的 最 大 权 匹 配 问 题 , 故 可 以 用 最 小 费用 流 问 题 求 解 . 
有 向 图 上 的 最 小 树 形 图 的 道 问 题 ,以 及 划分 限制 的 最 小 支撑 树 的 逆 问 题 , 它 们 
的 对 偶 问 题 都 可 归结 为 最 小 费用 流 问 题 .由 于 这 些 推导 过 于 复杂 ,在 此 省 罚 . 有 闪 
趣 读 者 参见 有 关 文 献 . 
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ШЕ ттт (471) 2.1 Bg EAE l... 
1 电路 网 络 图 . - (471) 2.2 信号 流 图 的 运算 规则 
1.1 гатан . 


- (471) 2.3 利 竺 斯 广 法 ө. 
|. 3 状态 变量 法 的 补充 . (497) 参考 文献 本 


2 ASHA ые (504) 


引 Е 


图 论 研 究 的 问题 有 的 可 追 淹 到 18 社 纪 的 数学 家 欧 拉 { Euler) ,近来 它 在 计算 机 
科学 迅猛 发 展 的 刺激 下 ,取得 了 引信 腹 目 的 成 就 .在 电路 网 络 的 研究 方面 尤为 突 
出 , 它 几 乎 改变 了 这 个 学 科 的 面貌 . 随 著 科学 技术 的 进步 ,电路 的 结构 日 益 复 厅 , 它 
的 设计 与 分 析 更 多 地 依赖 于 快速 电子 计算 机 ;比如 在 计算 机 上 作 数 字模 拟 来 代 普 
实验 ,图 论 在 这 里 起 到 了 重要 的 作用 .下面 的 讨论 将 可 看 到 ,只 要 向 计算 机 提供 网 
络 结构 ,计算 机 便 可 列 出 方程 ,并 给 出 解 ,甚至 于 作出 稳定 性 判断 ,这 是 计算 机 辅助 
设计 最 早 ,也 是 最 成 功 的 范例 之 一 .在 这 一 篇 里 集中 介绍 两 个 问题 ,一 是 “电路 网 
络 ", 另 一 是 “信号 流 图 ”. 为 了 谍 者 方便 起 见 , 简 单 介 绍 必要 的 图 论 基本 概念， 


1 电路 网 络 图 


1.1 广义 的 基 尔 蕉 夫 定 律 


1.1.1 若干 基本 概念 


假定 电路 的 网 络 图 用 G = (У,Е) 来 表示 ,其 路 = jw ,wl ЖЕН СЇ 
顶点 集合 ,ER = laen ,tml 表 图 G 的 边 的 集合 ,nm 基 顶 点 的 数目 , 即 | V |= n; 
m EARRA, I E= m. 

为 了 避免 和 电学 中 的 电动 势 等 符号 发 生 记 请, 在 以 后 的 讨论 中 避免 用 n,o, 
о eer ;em FAS, H V = 11,2,—,п}.Е = IE ,…,m | 来 表 


示 , 这 作为 约定 . 
对 于 有 问 图 Ç, 
B = [ by lnxns 
其 中 
0, # 主 点 与 了 边 不 关联 ， 
м1. Ж КАЛЕ] 边 的 始点 ， 
-1, 若 i 点 是 站 边 的 终点 . 
ВИЕ G 的 关联 炬 阵 . 


TRIER B 的 每 一 列 都 有 且 公 有 两 个 非 零 元 束 :1 和 - 1. 

不 特别 申明 都 殷 定 图 8 是 简单 国 , 即 没有 平行 的 边 和 自 环 ( 即 始点 和 终点 是 同 
一 点 的 边 ). 

容易 证 明和 矩阵 B ЧЖК р» - 1, 即 只 有 nn -1 行 是 独立 的 .从 矩阵 如 中 去 掉 与 点 
k 对 应 的 行 , 余 下 的 矩阵 称 为 与 正点 对 应 的 基本 关联 年 阵 . 用 B. 表示 它 . 例如 图 
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1-1 # X: BE: 
I l l l 0 о Ü 
p - ° 0-1 QQ 1 Ü 1 
3 O 0-1 0-1-1 
41-1 0 O 1 ] 0 
f 2 y 5 ЕЕ 
if 1 1 l 0 0 
sw = | ü -1 0 -1 0 | 
350 0-1 0-1-1 
r YY за F g 


Bip = 3 0 0-1 0-1-1 
4° -1 0 0 1 1 0 
гт 3 # 5 © 
n 个 顶点 的 连通 图 @ 有 一 由 nm- 1 条 边 构 成 的 无 回路 的 连通 子 图 Т, ТЖ АЕ С 
的 支撑 树 . 这 л - 1 条 边 称 之 为 THWR. AFAI m- n+ 【条 边 称 为 余 树 的 边 . 例 
如 图 1-2 便 是 图 1-1 的 支撑 树 ;1 ,4# 和 3 便 基 树 丁 的 树枝 . 


| 0-1 0-1 O |] 


图 1-2 [ЁН 1-3 
5—38 3089 ПА Бу — 8 Ир, ВТЕ m- ntl TEER. ИЕ 1-1 Ж 
图 1-2 为 例 , 可 见 有 图 1-3 中 的 CC 和 c, 三 个 基本 回路 ,由 余 树 边 2 ,了 ,6 ЭЙ 
E. 
Ж С = leglima Dz AP 
0, 回路 Ci ыу 无 关联 ， 
fi 了 LERH С, 上 的 边 , 且 方向 相同 ， 
- 1， 了 了 边 是 回路 已 上 的 边 , 径 方向 相反 ， 
称 为 图 CHERERE. 
例如 图 1-3 的 回路 矩阵 为 


tr —1 1 0 -l 0 0 

C = с 1 0 -1 0 l o| 
С 0 0 0 I -l 1 

r z 3 4 5 g 


1 电路 网 络 图 。473 ， 


已 知 连 通 图 C = (V, E), ЗВЕЮАТЖ ЖА СРНА ТАНХО, 
Ж 图 将 被 分 解 为 非 连通 的 两 部 分 ,但 消去 属于 3 的 某 一 真子 集 的 边 , 则 图 СЛЕ 
持 为 连通 ,这 样 的 3 称 为 图 @ 的 一 个 割 集 . 伸 上 集 实际 上 是 司 e 失 去 其 连通 性 的 最 小 
的 边 集 合 . 

有 向 图 G 的 制 集 $ 实 际 上 将 顶点 分 成 不 相交 的 两 部 分 镍 和 ya. JA W RJ 28 s 以 
方向 , 称 之 为 有 向 割 集 .属于 割 集 的 边 也 可 分 成 与 $ 同 问 和 友 向 两 部 分 . 

E TEACHER, ETAR, AE ШТ 
去 连通 性 .可 使 树 了 的 每 一 条 树枝 { 设 为 了 ) 对 应 一 割 集 
S ,3 不合 其它 属于 了 的 边 .因此 对 应 于 п - 1 条 树枝 ,有 
3 ,52,… ;5.1 一 组 基本 出 集 .还 是 以 图 1-1 和 图 1-2 为 
例 , 有 图 1-4 的 割 集 9, .9 .3:. 图 中 粗 线 为 树 T. 虚线 为 
有 向 割 集 ,箭头 给 出 割 集 的 方向 ， 

ERE = [sw хн ВН 
Ë Ж 5, 包含 站 边 , 且 方向 相同 ， 


- 1， Ж S 包含 7 边 ,但 方向 相反 ， 
0, 其 它 . 
称 为 图 Ç 的 参 集 矩阵 

以 图 1-4 为 例 , 割 集 矩 阵 为 


Š; 0 


Sı 1 1 
s=s| 0 1 
D 

1 2 


че оюк 
o-o 


重要 的 关系 式 : 
若 对 回路 矩阵 中 边 的 顺序 作 如 下 的 安排 :m- n+ 1 条 属于 余 树 的 边 在 前 ,而 n 
- 1 条 属于 树 了 的 边 排 在 后 面 ,使 得 


С = 1 4, i Glim-n+1 (1-1 
лу— п+ 1 n-li 
Ж í m - rn -1 阶 单 位 阵 .相应 地 有 
DB.) = [ B, : В. ]іа-1 (1-2) 
m+! nel 
$ = [ S; i 111-1 (1-3) 
т-й+1 a-l 
ЖЕР1 RRF — A, ARER B ERER C ARER s А РЭС 
ARY: 
1° ВС" = 0, СВ" = 0, (1-4) 
PCSTr = 0. SCT = @. (1-5) 
Афтор. 


定理 的 结论 是 非常 直观 的 ,看 一 个 实例 恒 可 明白 ,证 明说 的 也 就 是 这 个 道理 ， 
РДЕ 1-5 为 例 ， 
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i 2' 2 1 -1 l ооо 
С: 0-1 1 0-1 
3 0 0-1 L O 
' 4 4 1 0 0-1 i 
п > y 4 $ 
С, 1 I 0 0 ~i 
4 4 3 c= J| 0 0 1 1] | 
Ё 1-5 бот 1 1 1 0 
б 2 y Дл 5 
1 0 1 
-1 1 0 0 0 | 0 1 
BCT = 0 -1 l 0 -1 0 1 1|=@ 
| o 0-1 1 0 o í | 
I 0 0-1 Ia 


以 BERAI CAA c 的 第 一 行 ) xw л На, RA Ж 
2 УТИ 1 相关 联 ,而 且 都 在 回路 C 上 .但 半边 以 1 点 为 终点 ,页 呈 =-12 边 
以 上 点 为 始点 , 故 bo = UH r 和 2 都 与 0 的 方向 相同 , 即 Cl = C, = 1, 故 对 应 
元 素 之 积 bn Ci + Ср = 0. 
总 之 , 当 巴 点 i 在 CG 回路 上 时 , 必 有 两 条 边 与 i 点 相关 联 ,它们 在 GERE, A 
的 方向 相同 或 相反 ,不妨 般 定 它们 与 G 方向 相同 .对 于 工 点 来 说 从 一 条 边 进 人 ， 
从 另 一 条 边 出 去 .关系 式 (1-4) 说 明 的 正 是 这 个 道理 . 
同样 的 道理 , 若 图 的 审 集 与 某 一 回路 有 相同 的 边 时 , 则 相同 边 的 边 数 必 为 个 
数 . 不 失 一 般 福 想 定 它们 与 回 了 路 方向 一 致 , 其 中 之 一 着 与 制 集 的 方 同 一 致 , 另 一 个 
必 与 淹 集 的 方向 相反 .关系 式 (1- 引 成立 便 是 这 个 道理 . 
ЖШ? ”如 车 边 的 次 序 是 余 树 边 在 前 ,树枝 在 后 ,使 得 如 .号 .SS 01-0). 
(1-2)、(1-3) 式 所 示 ， 
C-i F i Є,]|т-п=+1 
mnrl hal 
B.) = [ В, i B,]|a-1 
m-n+l nl 
s = [ 5. : L] a-l 
т—п+1 a-i 
则 有 
1°C, = – BILB3']" =- BIBINI". 
rS =- СТ = B;'B,. 
证 ”因为 BCT = 0, 所 以 


[а, : Bll al = B, + В,С7 = 0, 


1 电路 网 络 图 - 475 + 
ЄТ =- Ву'В,,С, = – ВВ!) =- ВІСВТ)-'. 
同 理 从 $CT = 0, 可 得 
im-_ns 
[s] ZAS | "т И = S, + СІ = 0, 


所 以 s, =- Œ. 
#41 如 图 1-6 所 示 , 6 图 的 支撑 树 树枝 为 1' ,4 ,5 . 


' 1 1 OIL 0 
Bw =2| -1 0 1i0 -1 9, 


0-1-1: O 0 


>т @ r 4 5 
I 1 0 1 0 
в, -|-1 0 |. в, - [° – 1 
0 -1 -1 о 0 一 | 
根据 公式 
С, = – ВТ В;']' =- BI[B2]”'. 
因为 
1 0 0 1 0 0 
B, = B;! о - 1 o|, гв = [о -1 о]. 
0 Ü 1 0 ü -1 
所 以 
1 -1 Dyrl 0 0 - 1-1 о 
„о a -a [1 0 
0 1 - 1770 0 1 0 1 -1 
所 以 
c=[ Z i Cllm-n+1 
— 
m= пі n=-l 
or 1 0 0: -1 -1 
Ct o о ii 0 1-1 
> y g r 中 5 
从 图 1-6 可 知 结果 正确 ,同样 有 
$=[ S, rln-! 
tye = 


所 以 
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Sr 1 1 0; 1 0 0 

S - s| то -1:0 1 0 | 
Sl 0 1 1:0 0 | 
r эз e U # F 


1.1.2 电路 其 本 公式 
ERRAR С = (У, Е) 上 省 边 的 电流 和 电压 降 分 别 用 


表示 . 
(1) 基 尔 填 夫 电流 定律 :对 于 每 一 节点 , 流 人 该 点 的 电流 的 代数 和 为 零 , 即 
Sba) = 0, /= 1.2. n. 
ЛИБЕ 
Ві = Ü 


其 中 B Е С ЧЕ. 
(2) 基 尔 霍 去 电压 降 定 律 : 沿 任 回路 С НЕВЕ АНС ЭУЕ, Вр 


Sepie) =Ü, j=1,2,"" m - n+l. 
kel 


或 用 年 阵 表 示 为 
CV = Ü. 
(3) LRC 电路 . 册 基 和 尔 管 去 定律 知 , 沿 任 一 回路 一 轿 ,其 电压 笑 的 总 各 为 零 . 假 
定 回 路 上 的 电气 元 件 是 由 线 芯 工 电阻 R 及 电容 C 组 成 . 设 通 过 线圈 工 的 电压 降 为 
wl,; 通 过 电阻 К 的 电压 降 为 wp, 通过 电容 C 的 电压 降 为 uc, A 


цу, = L 3: 
шс = 十 чш 
L G io 
ug = Ri. 
人 P с 对 于 如 图 1-7 由 线圈 LBA RBA С 及 外 加 
R 电压 e(O 构成 的 电路 ,根据 基 尔 霍 去 定律 有 
14. нй + Ri = еб). (1-6) 
另 有 初始 条 件 :i 1 = i. 
图 1-7 (1-6) 式 是 一 微分 积分 方程 ， 


(1-6) з 上 求 导 ,可 得 


] l. 
Lip ta Í t ei = e (u) 
附加 初始 条 件 : 
| _ ш _ 
r=0 tos d: 0 % 


问题 导致 二 阶 常 微分 方程 初 值 问题 . 
若 引 进 拉 普 拉 斯 变换 , 设 i 41) 的 拉 普 拉 斯 变换 为 Ор), 
Ш) = Жр). 
根据 拉 普 拉 斯 变换 法 则 


i 1 
Li| id = 一 上 一 ip 
уа l p (p) to 


4; = pip). 
S Liel] = Ер), 101-6) 式 两 端 求 拉 普 拉 斯 变 搞 .得 
(lp + Ë + р!) = # (р) + ip. 


令 Z(p) = Ip + R + Ç: = 0 时 有 
Е(р) = Z(p)I(p), (1-7) 
#Е Z(p) 为 运算 阻抗 , Kp) 为 运算 电流 ,ECp) 为 运算 电压 ,公式 (1-7) ЖОЛ U X EK 
WER , 即 运 算 电 压 等 于 运算 阻抗 匀 以 运算 电流 . 
不 似 如 此 ,还 可 以 证 明 , 对 如 图 1-8, 1-9 PRO Rs Н 
Z(p) = 21(р) + DLP 


-o e ....... ....... ...... . 


图 1-8 BI 1-9 
BBB R Е ДЕГЕГ SEAE h da ККЕ. 
SEREH ERS, BRI лг ЯК ЕЙ ОУ 
ВИ(р) = ©, 
[er = 0, (1-8) 
(р) = Zíp) K p). 
这 是 关于 Kp) Yip) 的 代数 方程 组 ， 
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矩阵 B, WRN n- 1 矩阵 CARH m — n + 1, V( p) 为 m ЫШ. hk h El 
(1-8) EA 2m 个 独立 的 方程 ,可 以 求 2m 个 变量 I(p) 和 Vip) 的 解 . 解 得 [Cp) 和 
кр) 后 ,再 求 拉 普 拉 斯 道 变 换 . 电 路 问题 可 以 从 此 得 解 ， 
理论 分 析 如 此 ,实际 上 很 难 照 此 办 理 .电路 稍为 复杂 -- 些 , 解 方程 组 (1.8) 得 
Тїр) 和 Vip) 及 再 求 拉 普 拉 斯 逆 变 换 者 是 十 分 困难 的 . 


1.2 ”状态 变量 法 


1.2.1 理论 准备 


后 面 的 讨论 都 假定 边 的 排列 顺序 为 余 树 边 在 前 .树枝 地 在 后 . 
H ВЫ = 小 ,可 写成 


Н F |m- n+l 
[ м! э, In - 1 = 6, 
其 中 p 和 五 表示 余 树 边 和 树 校 边 上 的 电流 ,所 以 
B, fy + Bir =0, 
ir = — B; B I. 


这 公式 表明 RRF p CRER 三 一旦 确定 ,fr 个 可 通过 上 面 公式 计算 出 来 . 
同样 由 СУ = 0 可 写成 


， у; 
[ Н i C: ] | "| = 0, 
== =a Fr 
m-ħn+l p-ł 
及 定理 2 可 得 
Үт = 一 C Vr = BT[Bp;']Ty;. 
$ K = ВІВ! ]", W 
Yr = KV h=- КБ, 


Vy 0 K) r Ir 
МЕЕ” Фу (1-9) 

公式 (1-9) 在 以 后 的 讨论 中 扮演 着 十 分 重要 的 角色 . 它 说明 电 路 网 络 上 各 边 的 电 
流 和 电压 降 并 不 是 独 袜 的 变 基 ,只 要 PAv RART., M Vi 和 可 以 通过 公式 
(1-9) 求 出 来 .独立 变量 不 再 是 2m 个 -不仅 如 此 ,还 可 以 利用 它 列 出 关于 Ir M Fr 
的 微分 方程 , 解 得 所 和合 后 再 一 次 利用 来 计算 A yy ,电路 问题 便 得 到 解 喘 . 先 
通过 下 面 的 例子 来 说 明 其 原理 , 然后 导出 一 般 方法 . 

#2 已 知 电路 如 图 1-10(a) 所 示 ,(b) 是 对 应 的 图 ç. (c) 是 图 @ 的 支撑 树 ( 实 
线 ) 和 余 树 (虚线 ). 

А. (с) 可 见 树枝 土 包含 了 电容 .电源 及 电阻 , 余 树 边 上 包 洁 了 电感 及 部 分 电 
BH. 


或 写成 
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电路 网 络 图 


1 


РЧ 1-10 


所 以 


利用 约 当 法 求 s, 


于 是 得 


(1-10) 
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B 5.3 еб а, 


di . d 
ts = 1 92, із = C; а 
4.2 ШЫНАН, 
t4 = Каз. ia = R 
将 
de 
, , сг 
di; гэ dt 
v; = | °] = ња). r- fal- Èt 
x Rais із ЕЯ 
В, 
代 人 (1-10) 式 得 
d: 
be 
и 0 0 0 -i 1 is 
Raia ` 
dv O б -1 1 -1 H 
G e =| 0 1 0 O O vy |, (1-1) 
i l -1 0 0 б elt) 
К, 
ER 
di 
isoa = n- elt), 012.8) 
dr | „1. 
о = ü (1-12. 6) 
Rata = — 0) - 1 + e (t), (1-12.с) 
№ = іу is, (1-2. d} 
{1-12.е) 


i] = 一 іа + Is. 
J,.(1-12.a)—(1-12.e) Ж, ЯП +, FEET n fll ТИЙУУ R, E IF: 
其 (1-12.d) RIẸ n = Rili- 14) ,А(1-12.с) RIẸ s; = - Raia- 9 + eilt), 
Br b) 


+) = R, i 一 is) =- Кз 一 t; + eld), 
а = Мз аы), (1-13) 


ЖЕК АП -!2.Ь) RBE ut 
dy R11! 
dit ` GR + ROOT OR + RO 3 ССК + К) ert). (1-14) 


i 电路 网 络 图 : 481 ， 


从 (1-12.e) 及 (1-12.b) 得 
0 =- Ёш w+ ett) 
- R R4, Ra Ka 
= R,+ R, t Rz + R. R+ R, 
- R, Ra . R, R, 
K, + iZ Ya - 1)» - (元 + К, 7 ес) 
-RR. R 
= R, + R T В+ R," В, + R. OI 
代 人 (1-12.a) 式 消 去 n 19, 
dis - 8, R, а). ач), 


{1-15} 


e (1) 一 mp, 十 etty) 


dt = Ls( R; + Е.) is - Lsi F, + R> + 过 R, + Ra) 


(1-14) 和 1-15) 38062749 
d НЕ M|" |+ Ne). 
К] 


dt va 
其 中 
- КК. – R; ___К, 
Ls Ra + Ra) LCR, + Ra) isl Ri + Ri) 
M = R _ ， I . 
CAR + RO С. + Ку) С. + R.) 


1.2.2 ”状态 变量 法 介绍 

土 节 介 绍 竟 例子 常 有 规律 性 ,本 节 将 它 程式 化 , 便 干 在 计算 机 上 操作 . 

第 一 步 先 从 网 络 图 中 求 一 操 支 撑 树 了 ,假定 它 的 树枝 为 售 所 有 电容 及 电压 源 
的 边 ,补充 以 若干 会 电阻 的 边 , 这样 的 椅 车 存在 , 称 之 为 堪 常 树 (proper кее). 自然， 
人 杂 下 的 余 树 边 合 有 全 部 的 电感 ,电流 源 及 部 分 电阻, 令 

Fod 分 别 表示 含 电容 过 的 电压 及 电流 ; 

WV. 再 分 别 表示 介 电 感 边 的 电压 及 电流 ; 

Vr, Ia 分 别 表示 含 电阻 边 的 电压 及 电流 ; 

Vo. Ia 分 别 表示 含 导 纳 边 的 电压 及 电流 ; 

Va. Ге 分 别 表示 含 电流 海边 的 电压 及 电流 ; 

Vis. Та ЕА ЕН Ж. 


根据 (1-9) 式 ， 
HER К" ЕЁ |: 


由 于 了 是 正常 树 , 树 核 边 合 有 所 有 的 电容 、 电 压 源 及 部 分 电阻， 余 树 边 含 所 有 的 电 
感 .电流 滨 及 部 分 电阻 . 故 又 可 分 成 
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RAA 

FL 

К, Ko К, 
Ve 0 Ka Ke Kx 
V. К Ку Ka 
Ic - Kh - Kh - К}, 
Ls 一 p 一 КЪ 一 p: Ü 
1, - К - KI КІ 


矩阵 K; 是 矩阵 下 的 分 块 子 阵 ,i 


(1-16) 


Ve 


„= 1,2,3.4 = 1,2,3 分 别 对 应 于 L,CS 和 有 R， 


j = 1,2,3 分 别 对 应 于 C,YS,G. 以 上 = 1,j = 2 为 全 ,Ki 为 i = 1, = 2 即 V 8 


性 表达 式 中 关于 yw 的 系数 矩阵. 余 此 类 推 , 不 一 一 般 述 .由 


df 
VL = L = Kn Ve + Ke Ves + КЎ, 
dF, 
Іс = С = - Khi. - K Flies - К, 
得 
dr, -1 -1 一 
а = L Кус + L Ki Ves + їг Кз Ус, 
dV 
ET 三 一 C'KA - c ndes 一 CIKI Fa 
令 
I, їз 
x = [人 r [P], w. [A] 
网 dX L MX + NY + pw 
其 中 
м | Ü r Ku] N | @ 
l cC-'Kh 0 l’ t- CKI 
р | 0 r Ko] 
Ll- cK 0 


(1-17) 


(1-18) 


ска 


1 电路 两 络 图 . 483 - 


电流 源 的 电 访 I. 和 电压 源 的 电压 v. 是 已 知 量 N ҮЕ. 
Ук = Rig = Kyu Vc + Ko Ves + Къу, 
# = GV. = - КЪА, - Klia - КЪЗ, 


或 
[人 
А о. 
ба ЈА оба "е 
0 ЕК] г 
[om о ЈС 
得 
W = Е АЕ ЮХ + ЕҮ, (1-19) 
其 中 
-[®]. w. [e]. 
p = | la, Сыл | G-'K', eaj, 
а ATE dta "а 
代入 (1-18) 式 消 去 W ЭРХ RANEM: 
X l ay, BY, (1-20) 
其 中 р | 
E ~ euj, и сакт Е кь, 
B - " СИ Е е), Е сакт к Е. 


男 一 方面 从 (1- 16) 式 不 难得 到 
К< Ш K> 0 K- 0 Kn 
Lel- Í x o] sl 2) "Ск, | 
再 将 t1- 19) RRA. HE Wig 
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[;°] = FX + RY. (1-21) 
(1-21) 式 说 明 电 源 边 的 电压 和 电压 源 边 电流 可 用 X лк. 其 中 
о K 0 к 
Ё = к 01+ 012 
ely рр “|z 
як» ЛШ (1-ло),% , 代 人 (1-19) RA, ] ,再 代 和 (1-2 式 得 [1] 


称 X 为 状态 变量 . 这 样 一 个 解 是 过程 称 之 为 状态 变 技 法 . 利用 它 可 设计 一 软 
Pr ,使 得 只 要 提供 电路 的 阅 络 结构 及 有 关 和 参数 ,计算 机 便 可 自动 列 出 方程 ,并 求解 
电路 设计 的 效率 大 大 提高 , 开 了 计算 机 辅助 设计 的 先河 .不 仪 如 此 ,这 也 是 利用 计 
算 机 算 来 代 痊 实验 的 成 功 范例 . 


1.2.3 Ж] 


例 3 电路 如 图 1-11(a) 所 示 ,求解 此 电路 问题 ,其 中 购 (b) 是 图 (a) 的 网 络 图 ， 
РА (с) 是 图 (9b) 的 树 . 树 包 含 了 所 有 的 电容 ,所 以 是 正常 树 . 


Cs Ci ГА 


. 455 >» 


电路 网 络 图 


] 


利用 约 当 法 求 Bz ,得 


于 是 有 


& A (1-9) 式 得 


‚ 486 ` жон 电路 网 络 


di 
L e 
di 
„=? | 
d: o o от +001“ 
„а o о от ото {ё 
м о о 01 от! 15 
cç |=|-1 -1 -1 0 ооо || s|. 
де 1 о оо о о о |, 
CT 0 -1 -10 ооо |і, 
0 0 -10 0009 
drs t 
CG T 
de; 
C T 
所 以 aX Ax, 
X = (ir, йз, ёа 02s s, 96, 07)", 
其 中 
1 1 
0 0 от -т 9 0 
о о 0 1 1 0 
0 о 0 1, 0 Im L 
1 1 1 
А=|-с "ç `ç, 9 о о 0l. 
1 
-ġ 0 0 0 0 0 0 
1 I 
- 1 _ I 0 0 O 
С, G Ü 
l 
_ 1 о о 
0 0 -g 0 0 


Аз 已 知 电 洲 为 图 1- 了 2 所 示 , 和 解 此 电路 . 
图 1-12 电路 的 图 和 其 支撑 树 分 别 如 图 1-13 的 (ai ,Cb) 所 示 . 图 的 基本 割 集 是 
阵 
Sf] 0 -1:1 0 
Š=s|o 1 то |! 
v т pir 4 


1 И РААН 


fa 


L. 


图 1-12 
(a) (b) 
Ё 1-13 
1 0 
к= st | 0 '| 
-1 1 
% 
di, 
L, — 
ti 4 ti 
n|» LT А f = у f, 
% dis 5 
РТ 
с, 9% 
b 2 jt 02 
ЕЛЫ 
“ч 


所 以 
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4 
L 村 
1,98 0 о о тот“ 
" Ü 0 Ü 0 1 is 
5? = 0 0 0 -1 1 is |. 
_ 1 Ü 1 0 0 P 
d 2 
GT 0 -1 -1i 0011, 
dr 
Ca a 
或 写成 
dX _ 
dt AX, 
其 中 
X= Cisia, is, taat} 
1 
гооо O 
0 È o о оўо о o то 
|. 0 0 0 оп 
А=|0 0 „ 9 0 0 0 0-11 
| -1 0 t 00 
ü 0 Ü ra 0 0 -1 -I о 0 
1 
Ü 0 0 Ü С, 
1 
0 о о 0 т; 
1 1 
= 心 0 =- т 
0 15 L|: 
1 A 
- с ü С, 0 0 
_1 L 
0 -a -с 0 0 


#45 电路 如 图 1-14{a) Am. ЖЖ ПЕН. 
图 (b) 是 图 (a) 的 网 络 图 ,图 (c) 是 图 (by 的 支撑 树 ,由 于 树枝 上 都 是 电容 和 电 
压 源 ,所 以 是 正常 树 ., 令 


图 (b) 的 关联 矩阵 

I I 0 0 0-1 -1 -1 -1 0 

2 o 0 1 0: 0 0 1 0 0 

B= 3 0 0-1 0; 1 0 0 O | 

| -1 -1 0 0: 0 0 0 Q -1 

5 0 1 0 -ti 0 1 0 0 0 

6 o 0 0 1: 0 0 0 1 O 

у ë т Fiy # l 2¥ F 
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1 


于 是 


利用 约 当 法 求 得 


о 0 


о О 


于 是 有 


BIC B7')T 


K = 


代入 公式 


1 电路 网 络 图 491. 


diy 
bg is 
= 1 0 0 0 1 
Ri : 
66 0 -1 1 0 0 1 % 
R 
10 -1 0 1 0 O i; 
Ri 
ta 0 0 -1 0 I 0 ig 
dv 
C, q | = 1 1 1 O v 
dera 0 -1 0 1 E4 
Ca T 
0 0 -1 0 {) elt) 
i 
m 0 0 0 -1 elt) 
v -1 -1 0 0 vs 
Rs 
2149 
d: 
L T = 05 — 03, 
d . . . 
G = 15 +17 + ty, 
ае | . 
Саар = Hg — б, 
1% 二 一 Rs( ig + і), 
А ty- by + 05 
ЕВ ' 
. _ +) 
t; = R; + 
， _ ekt) = t'a 
tg. = Rg ` 
i 三 一 і, 
Г) = 一 Iz. 
М№.(1-25) 式 可 得 
vs 十 Rig = 一 Rs igs 
从 {1-26) 式 可 得 
— Vs | ta — ts 
"в, + iş = R ' 


(1-31) 和 11-32) 式 联 立 求解 可 得 


(1-22) 


(1-23) 


(1-24) 
(1-25) 


(1-26) 
(1-27) 


(1-28) 


(1-29) 
(1-30) 


(1-31) 


(1-32) 
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- Кз Rs 
_ K 
C R L -Rbt o) R 
Ür = = m 
° № TE- 
1 ү Re 
- в; 
Куру — Куз — ВК, 
Бы Жайы. ы. ЖЫ, Ыы. Ыы: 
„ А523 КОКЕ, sReiy (1-33) 
1 - Rsi 
了 -t 
_ K, _ (me оу) - Rsi 
© = — a . (1-34) 
(1 + Ë) Rs + К 
{RA (1-22) 式 得 
di Rsty — Rs Ќа бо – Куп 
多 
| “Ñ „ _ Rs ь К К . 
“Ryt R Ryt Ra Rt Ң„ 7 
间 理 可 得 


des ， ， ， 
Gy Tititi 


_ 1 (z 1 L) Re (D, 
=R R" К; + R е, t R. + А, + K. t 7. С 
dy 1 1 上 К; 1 
rr 
写成 矩阵 形式 有 


-RR -RR _ 
i 1.08, + 86) (CR, + В) Lol Rs + Re) i 
dj p| | o RRR 1 
d| 317] GCR + RO GR, + RoR GR Ro || 1+ 
“‹ R. I т Ёз - Re- Ry | “ 
Cal Rs + Ra) Cal Rs + Ra) Cal Rs + Re) Ra 
0 0 
1 
O ett) 
б А [| 
0 св 


下 面 讨 论 如 何 利 用 公式 (1-17) 和 (1-20). 本 例 


V. = (m), Va = (06,0, os), Ve = (nyo), fe = (i) 
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-1 0:0 0:1 
-1 1 :0 0:1 
K = : : А 
- 1 O :1 0:0 
0 -1:0 1:0 


1 
Ку =[-1 0], К = (0 0], К. = [1], 


-1 1 0 0 1 
ka = |- о]. к. = |. ol . Ks = |o]. 


0 -1 0 1 0 
出 于 本 例 无 电流 源 , 故 K, К, Ka 为 空 . 
C 0 
L = [1], C = diag( C3, Сц) = | ， ed 


直接 代 人 (1-17} 式 , 其 中 
А = (ios ty, ta), Y = (el(t).,e,( ODT, W = (6. іу, ів, bs) l, 


L-'Ku = 10-1 0] =l- + 01, к= [0 0], 


Д 
Сз ДЕГ е. 
0 - е. Ü 


得 
上 
| 0 -+ 0],. 0 0 0 T| 
to 4» iy | 
Aj „| {| 3 1 0 ol” 
df "| 天 о oj |+ Єз Сз ig 
ч ° "4 1 1 
— — r 
0 0 0 - с, С, 0 5 
; l 
0:-5- 0 
| 0 кә) уе. 9... 
M = 1 : 
| Di 0 
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Г 1 
0 0 : 一 
| КШМ” 
0 L- £e] 1 1 : 
P = | = тоос Ü : 
-CR 0 G с ° | 
1 1: 
-E © z? 


所 以 


di dmn it+isth de i-is 
4 h ` dr С; ' d . 


后 面 利用 公式 (1-20)， 


1 
- R 0 | 1 
1 Re 
- ЕК = TR, [o] - 0 , 
0 
0 - 1 0 
Rs 
1 0 _ 1 上 
Rs _1 ) Re Rs 
_ 1 1 
R-Ü!Ky = в; [-: o| - - È 0}, 
1 0 -1 i 
0 — = — 
R, O - R 
о 0 
1 o 
ВК, = R; $ 
1 
0 — 
R, 


G'KI = R{1 0 0] = (8, 0 0], 
- GK} = - Rs, іка = т.Ї1-1 0-1-0 0] 
1 1 
-— 0 -5 O L 
сат) ° | ”-| ° Jea- [è]; 
D 7%, о - ©, 0 


1 L 1 

-4 0 fl l1 0 
_ С, -1 -1 0 (G б 
0 -Ç& - 工 0 


C С, 


Е 


T — © © 


= 
с> 
е = 
= 


Rs + Re 
-1 l 
R; + Ri Rs + Ra 

1 
- к, 0 
| 1 
-R 


一 R; 
R. + Ra 


0 0 


– К; К, К; 
R; 十 К ЕК5 + Re 
lh 
= G-KI, 
R 
Rs К, 0 0 Rs 
O 1 
O 0 
- Rs Rs 
Rs + К 


R; 


= = 


+ 
0 
0 

K, 


R; + K; 


i 


Re 0 
一 R; 


"е 
I> - cC" 
1 


S о о 
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0 0 O 
o + o 
R; 
l Ы 
° Ó w 
0 0 O 


0 LK 0 БЕГ 
-! + gr D 
-C KT. 0 - С Ky 0 


II 
= 


= 


II 
= 


- К; 
Lot K; + Rs) 


_— Ë _ 
Cí R; + Rs) 
К; 

Cai В; + Re) 


类 似 可 计算 В 得 


s- 


-RR _ 
tol R; + Rs) 
~ R; 
GR + Rg) 
_— Rs _ 
lR + Ra) 


Lot R; + R.) 


- R; - Rg - K, 


С. Е; + Rs) 


1 
Cal Rs + Re) 


0 ІК 
C-K, 0 


Ca ` ~ К К, 

R; + R; 
К 
L (Rs + Е) 

— Rs – К - К; 
CGR Rs + Ку) 


1 
Cal Rs + В) 
一 Rs 
Ь\ Rs + Re) 
1 
GR: + s) 
~ Rs ~ Ra ~ В 
C, Raí Rs + К.) 


Бак 


0 0 L 
= 0 0 


= 0 


> Ф 


Rs + Rs Rs + Fç 


7 В, 
к; - Ñ; 
R; + R; R; + К 
一 R; 
La (R; + К) 


— 1 
GR + Ra) ` 


- Rs - Re- Ку 
CR R; + R.) 


Куз Е 
0 心 
L о 
z 
0 0 
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0 0 0 
о =! 0 
- Ск, 
I 
0 0 су 
dX +y, BY 


其 中 
Ү- [0 ef elf. 
殊途同归 ,结果 完全 一 致 . 
1.3 ”状态 变量 法 的 补充 
前 面 讨论 的 状态 变量 法 要 求 找到 各 边 包 含 了 所 有 电容 及 电压 源 的 正常 树 , 且 
仅 也 售 电 容 及 电压 源 . 如 车 不 然 ,比如 电容 过 多 或 电感 过 多 ,都 将 超出 讨论 的 范围 . 


这 时 上 述 的 办 法 还 能 适用 吗 ? 这 一 节 和 将 通过 例子 介绍 如 何 将 状态 变量 法 于 以 扩充 . 
例 6 电路 如 图 1-15 所 示 . 


R- Ca 


aÍ i} C Cs 


(а) 


(b) 


图 1-15 
图 1-15 便 是 属于 电容 过 多 的 例子 ,以 至 于 不 可 能 找到 一 正常 树 . 
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Sir 1 0 0:1 O 0 
S =$ -1 1 пото | 
3° 0 -1 -1;0 0 1 ' 
x s' б i 1' 3 4' 
1 -1 O 
K = ST = [» 1 - |. 
0 1 -1 
А (1-9) 式 得 
92 0 о от -1 gè 
Vs 0 0 о о 1 - 11 š 
| [о о оо 1 -1]|& 
il l-1 о оо о Ol sl 
is I -1 -10 0 olls 
i 0 1 10 0 œl, 
或 
"2 0 о 01 1 Of б» 
ш 0 о 00 1 -1 Gsts 
М о о оо 1-l1llc J 
" = é di 
de -1 о 00 о о. 
ЖТ 1 -1 -10 0 O о 
с, 94 0 1 10 о OL wm 
d 
这 时 了 出 现在 等 号 右 端 .由 上 得 
d d 
С = G> - бз - Ce de 
(1-35) 
а de, 
ËB s, = Vy 一 ty; 于 是 有 
ds _ de Че 
di dt dż 
G G Сд Gs бєй 
= GT G>T Сз dt Н GT Са de’ (1-36) 
% G) € _ ©, _ S. _ © | 


dos 


将 (1-37) 式 代 人 (1-25) 和 {1-36) 式 从 而 消去 右 端的 二 .又 妇 = elt) - 05,05 
= h- vy; 消去 t>. 15 后 ,最 后 得 关于 v3 和 ыл 的 微分 方程 . 


1 电路 了 网络 图 ‚ 40). 
上 述 讨 论 用 矩阵 表示 过 程 如 下 : 


«аы ¿12 


$ т, G Eet aan 


d: 


Ei 0+ о, 


din 
deg _ dvy du d: 
di úd ` а = 0 СН 
di 
1&O A (1-38) 式 得 ， 


и-и MV а: YC. 
[] 02+ [le DH) 


X 
一 1 _ С, Ca 
[ 11% = €l = [ С, ah 
所 以 
L 0 Ce Cs 
Cs [- Ce ©] _ G; С, 
0 l Cs — Cs g % С, 
Ca Ca 
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_ ЕІ _ 
ЕЧЕН НЕ 


-L 
С, Z 
或 
G _ G 
一 Üs ta d э] 
Ca Ce d: by 
С, ©, 
I 1 


g 7 - ER. 1 
| _1_ [2], [e=]. 


C Rs C. Rs 0 
_ G _ G rl __1 o 
і ”| Cs ©» C; К, ©, R; t R; | »] 
dt t4 Ce 1 Ca j | 1 4 + 
T С. + Ca Ca R; C. R; 
Ca С -l 
1-с -U 1 
3 | G| ett). 
% Ce 
一 1+ 一 0 
С^ С, 
解 出 9, 可 求 得 6 = 105 = by — = САТИР = 是 : 
例 7 解 图 ]-16(a) 所 示 电 路 . 


* 5Ü[ ` 


电路 网 络 图 


1 


图 1-16(b) 的 关联 矩阵 为 


- Í 


0 


于 是 有 


о:о 0 


3 


р 


通过 约 当 法 求 得 


— 

D ->~ © 
1 

— ©з = Ф е 
1 

= © о O = 

і 

D- > = а. 

- © © о ш 

L— 


K = 


中 
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ts ПА | С, 22 
үт = t [= Кү , + = i, ， 
tg Raig Я 
й] 
й i e (t) 
i etr) 
一 q _ с, 85 7 
Ir=| iy |= di |, Vr=| %w 
“| | s " 
Ls bs 
С505 
因为 
Vy 0 Kk] [ F 
[z] 7 [_ кї «У 
Вр 
"6 0 0 01-1 -1 1 
КИ 0 0 Q 1 0 -1 0 1 
L 
i 0 0 о 0 1 0 -1 1 
Ë _ -1 -i о 0 O 0 о 0 
с, do | 0-10 0 0 оо 
с, -I 0 10 0 0 00 
А 0-1 -10 0 0 о0о 0 
dr 
+ 出 现在 等 式 右 端 .由 上 得 
d d 
GP = С 1 + іт, 
dva drs 


但 ts = ett) 一 ex t) 一 t4 + ww, 于 是 有 
d dm d 

ge) – 00+ 
=e ORON ETATE TETES 

| Ë G 567 6 1 ст C's 


Ce Ss) Фе ; ; l. 1, 
(+ d ` ee GE 


1 电路 网 络 图 - 503 ` 


x 
i; = ekt) ЖОЛ (1-41) 
ia - e2( 1) r. + es (1-42) 
p< =- Rt + ša), (1-43) 
消去 Ts 得 
ekt) -n - Ñ; 1) 一 К.т, 
т = R: n 
. erlt} ~ va — Ку – Rsiy 
ig = Ка + 
或 
EE ИА 
R R 
r+ (1 rR) ig = е0) - k „+ 
解 方程 组 得 
А ИЧИК 一 аз) Rs R; 上 + К. К R.Z А; 
и [лив е,() -val 1+ Rs/Ra Ro/Rs 1+ RR, 
_ — (R, + Rs) юу + Rara + (Ra + Rs)e (t) 一 Rse:t (1 44) 
7 Ry Rg + R; R} + к; Rs - 
. _ Rsv — ( R, + Ке) + (R + Ratel t} 一 Rzeki 2 (1-45) 
з = R- Rg + К.К; + Rs К: 
F idi RA G-3) 01-40) 式 , 分 别 得 
d> de 
(C, + Co) Fri - G, ч 
_ CRs+ Raes 一 et t)) + Кб — ex(t)) t t 
RRe + Rs Ra + В, №, + беч) - 2609). 
(1-46) 
和 


- с, + (Са + ЖЕ: 
_ Rv- е(1)) – (R; + 5) (а eztt)) 
р RRs + Rs Ry + R; Ке 

把 (1-46) 和 (1-47) 式 写 成 矩阵 形式 得 


+ Собе (0) - e (6) (1-47) 


dx 
[° * % 6 | dt 
一 Ce Ca + Ca dra 


d: 
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R (D 
7 БҮ REI Ral Ai а rll- КЕ 
к ШО 
或 写成 
EAX + U, (1-48) 
其 中 
X = ím yt, 
(+G -C - 
“= кк а сазы] кщ а 
v= со ри = - Я (1-49) 


一 C. Ca + Cs 
解 (1-48) 239 03, ои. ЯГА (1-44) (1-45) 式 求 记 is; 从 {1-43) 起 求 得 vs ,再 求 
出 t| = e (t) 一 eld) 一 у 十 v1 进一步 解 得 Ej sig. 


2 信号 流 图 


前 面 已 讨论 到 的 许多 电路 问题 , 它 的 各 边 的 电流 、 电 村 等 的 拉 普 拉 斯 变换 满足 
某 一 代数 方程 组 .这 一 章 介 绍 的 情 号 流转 就 是 将 代数 方程 红 问 题 转化 为 一 种 带 权 
的 有 疝 图 ,并 讨论 其 图 的 解法 . 特别 是 电路 问题 等 物理 系统 条 以 根据 其 物理 特性 直 
接 构 造 其 信号 流 图 ,进而 求 出 解 .所 以 痛 号 流 图 是 一 种 对 研究 线性 系统 十 分 让 观 ， 
使 用 很 方便 的 方法 . 


21 玛 进 信号 流 图 


将 代数 方程 组 转化 为 带 权 的 有 向 图 玛 避 (Mason) 信号 流 图 的 办 法 如 下 
设 代 数 方 程 组 为 
ах + 01225 十 agta = b, 
[es + а» + йуу = bz, (2-1) 
азр + Qp, + anx; = b. 
将 方程 组 (2-1) 改写 为 
x = bit бл + бух + Вуз, 
|° = b, + byki + бохо + näy, (2-2) 
ху = hyt bya + by x; + byta. 


图 的 表示 规则 ; 


а — 
H ———— x 表示 = ax, 


Җ 
Mi 
a 
H —. 表示 x = ал+ bx, 
一 
` 
于 是 方程 组 {2-2) ,实际 上 即 方程 组 (2-]) 可 下 | 2-1 
为 图 2-1. 


例 1 化 下 述 方程 组 为 带 权 有 向 图 : 
XT 一 X> + Ху = 0, 
Ë + 2%, + x, = 0, 


— хү— жу+ ху = Ü, 


Жү = Жу = Ха, 
х = 2х\ + 3% + у, 


ха = X| + t. 


先 转化 方程 组 为 


EAE ШЇ 2-2 ER. 
-į 


T — 


l 
图 2-2 8 2-3 
H2 Жар mA- i dt R k uE ES 
en = Rii + Dis u = 二 | aa + 说， 


а ,. . di» 
p = д Т -ih 5 = bg 


设 fielt! = Кобр), 27101 = {pk = 1,2 ml = aip} h = 1,2. 
对 上 面 的 等 式 作 拉 普 拉 斯 变换 得 

Elp) = Ер) + V.(p), 

Vi(p) = Gh(p) + Valp), 


МСР) арр) 一 L(p)], Falp) = laphi p), 


: 506 - Al ERNI 


Һ(р) = ELEC) - М0). 

(1) 2 20р) = CGo[Vi(p) ~ W(p)], 
М. (р) = hLplhip) - (р), 
Falp) = lapik p}. 

还 可 将 上 述 关系 重新 排列 得 

h= iE- М), 

(I) {а= ССИ - W], 
V, = Lipk h _ hl, 


ү = Laph- 
HE |D 可 作 信 号 流 图 如 图 2-4. 
bp -hp lap 
^К 
Fa -i/ R Cp - Cp 
В 2-4 


例 3 电路 如 图 2-5 所 示 ,根据 基 和 尔 翟 去 定律 有 


图 2-5 


кй + [а Ый = et), 


Riz + 二 | ыш 十 Lfe iz 一 #1243 = Q, 
tı = (ае, 
对 上 式 作 拉 普 拉 斯 变换 得 
ЕР, + АШ 一 h) = Ё(р), 


1 1 
RL, + —L, + — (L - hb) = ©. 
2 Ср ? Ср 2 1 


„чыш n—n—r—_k--T-—T n 
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l 
y. = ch: 
或 
1 
= — брор CG p, dl 
пете РР = RG + 1Ë t йр+1°? 
Cp Cp 
h = 371 = Re 2 V, = Gn 
CPLR + > | 
Р + Cp 


可 得 信号 流 图 如 图 2-6. 


142 + RCp) 


131+ RCp) 
Ё 2-6 


22 ”入 号 流 图 的 运算 规则 


1. 加 法 规则 
两 个 顶点 闻 m 条 边 同 向 ,可 民 以 一 条 与 它们 方向 相同 的 边 ЛЖ ЛЕМ Н m È 
[анар А А) 93. HHE 2-7. 


(Ë 


— s >. 


An 


Ё 2-7 

2. Е] 

т + 了 个 顶点 xap ха, ОНА is ta) Сас хз), e Саш, хаа) ЇЙ 
Н. xi, xi 边 的 权 为 а! = L2, m, рН ШИЙ ху а) REE IM Н. 
(хуа) 的 权 为 ау айы, ВА (х, х), Со 3). ( хы, +1) ўн ЖЕ ВО Ж 
#!.Ш 2-8. 

3. 顶点 消去 法 

先 举 一 例 子 , 设 
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тС 
х аа X? 27 xa й. А А 
i | = 
хт Жа +1 x Хаж +1 
2-8 


Ху = jF + aitz, 
yi = ёү%у = bidt, + 6107952. 
к = b. ху = 58151 + b, dk 


消去 x, 点 的 过 程 如 图 2-9; 


0] ут 


xI Y2 


图 2-9 
从 而 消去 ху д. 

上 还 结果 可 以 推 肪 …- 般 , 即 若 存在 以 * 点 为 鲜 点 的 带 相 a A as ,i = 1. 
2 以 及 以 x 为 始点 的 带 权 二 的 边 (*,y) = 1,2, а, ЭТН х 点 得 带 权 
a;b; В ( су). = 1,2, +, т, р = 1,2, e,n. 

4. 自 环 消去 法 

先 从 一 个 实例 人 手 ,可 得 一 般 规 律 , 已 知 

Хэ = MX + 0555. Ху = 05342, Ya = (Ж, 
但 (] - adx = ах, 
Sit @з kad Bad “att XI 
А2 = рау PT утуш, “s 


将 这 个 推演 过 程 可 用 图 的 形式 表达 如 下 (图 2-10): 


l- б ` 


Е 21 x; 


图 2-10 


хд 


Xy = пр + Dx, + фу, X4 = CX3. 


扬 以 1 一 d) 23 = ах + Ьх., 


са eb 
дату ati eE 
推广 过 程 可 用 图 2-11 表示 如 下 : 


ИҢ 2-12 


最 后 消去 x 点 得 党 数 -2 йэр) i = 1,2, уту] = 1.2, n HRA 
жил. 

5. ЖЫ 

# ху = ах, + Бхз, Mi 


1 
хә = РЕ = А3 
用 图 来 表示 为 (图 2-13) 
z i 
хї x x а xi _ _4_ ху 
` > = a 
b . 
Ëq 2-13 


即 权 为 a 的 有 向 边 (2,41) 可 改 为 有 向 边 (zi,za) ,但 权 为 --, 权 为 了 的 有 向 边 (6 


xi) 改 为 权 为 - 也 的 有 向 边 (x3,x2). 
同样 可 推广 为 一 般 , 即 如 图 2-14 所 示 . 
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一 4; 
x ` 33 x. 
= x: < 
Ят. | 
di 


图 2-14 
HEPARA L АТА РЕ M ñit F. ; 


l 
Ye ИП xz: dr Fi x йаа; x 
{21 &á— —— s + 
Xi xr 
РТ а (13 
t) Х+ ка 
(3) = 
x 
ttt 
хә 47 йз 
т 
йз 
| а п: 
(4) = 


Хз Хъ d аз 


{7} 
x хл ку = 
b 
кї 


= 1 


(9) 


ка 1 -be — de + bede Xs Х| а/ + eh 
PP adj 


1 -be [z + е] 
ни Ба И 2a) [гор (1b) 
X4 = gx, + dxs, (За) = ха = gts + das, (2Ь) 
ху = frz + exa, (4а) xs = аби + foxy + єл, (3b) 
хб = hxs, (5а) ze = has. (4b) 
从 (1b} 式 得 
(1 一 be) х3 = aby, 
{А 
Хз = ‚ж. (їс) 
ха = & Ху + х5, (2с) 
xs = ат + сўз + єх, (3с) 
xg = hts, (4с) 
得 


xé = hxs = аў + Су + ehxja, 
X4 = gry + dx; = gx, + айо + dfx, + edsa, 
{1 — ed)x, = gi, + айй + cdfxs, 


44 = i-d ®t] d!” (жей, ү En. 


2 入 号 流 图 . 513 ， 


#8 
ку = En, (le) 
х4 = ma + (240). (2e) 
х = а{һхү + ofhxy + ehta, (3e) 
将 (2e) AIRA Ge) 式 得 
хз = үк, (lg) 
х6 = (af + г, + (52-20. + съ) х3. (20) 


(1e) 、(2e) 等 式 为 第 5 步 图 对 应 的 方程 . НАЕТ А Td g nj И 
解 图 算法 的 实质 ， 
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2.3 ” 科 特 斯 方法 


2.31 ЖЕУ 
БОЕ ВТЕ БЇЛЄ B 25 


ап, + духу + U + ары = Рухар» 


ах; + anty + ' + булл, = 上 (2-3) 
алі + Opta + ”十 Пл, = Бл», 
或 记 为 
AX = brnt 


今 А* 表示 在 矩阵 4 的 右 端 加 上 一 列 - БЕЕК 0 90а + 1) x (n 
+ 1) УЉЕ ВЕРНИ Е ССА) 如 下 : 

4 O 图 有 n+ 1 个 顶点 : 

Ais Mr” i Naplo 

当 а, т ОВТ, ЈА х, 到 x% 引 一 条 有 向 边 (xy), 权 为 aj,i,j = 1.2, ,n,n+ 上 
HRA 是 图 GI”) ЕЕ ЫЗ ЖОЕЛ Ж. CAN RAET A” 的 科 特 斯 信 
ЖУЙЕЫ ‚Яй (2-3) 式 的 科 特 斯 信号 流 图 . 

例如 方程 


2 i 1 —1 
. l -1 2 Ü 

х 4 = 1) 1 2 1[' 
Ü о 0 0 


2 fB =m WE ` 515 : 


对 于 GA х, = í< п, А x DE -条 边 的 权 与 出 发 点 变量 之 
积 的 和 等 于 零 . 它 是 方程 组 的 第 i 个 方程 .从 Cela ) 图 中 消去 x. AIER A 
的 科 特 斯 信号 流 图 {图 2- 16). 


2.3.2 1- 因子 子 图 


G = (V.E) 是 … 有 向 图 ,6 = (V, EU) E. Ç 
的 支撑 子 图 , 且 Gm 的 所 有 顶点 入 度 和 出 度 都 为 1. 
则 称 GU 图 是 G 的 1- 因子 子 围 . 

CO 图 包 含 了 C 王 的 所 有 顶点 , 旦 包含 了 G 图 
ЕН A 382259 P) РЕ МОН F+. 

例如 图 С 如 图 2-17 所 示 , 则 图 2-18 中 С? 和 
Gi) 是 8 的 两 个 1- 因子 子 图 . 

MPRE 4 = [ap] BEE, t FER 

А = [а], а = АхА хх А, 
м 


с) Gu: 
2-18 
有 
ain = M í 点 未 于 /点 的 路 径 数 月 ， 
ij = 1 .2，… n. 
数学 归纳 法 可 给 出 证 明 , 这 里 从 略 , 读 者 自 证 之 . 
定理 1 令 Ct 是 有 向 图 6 = {VY,E) 的 1- 因子 子 图 (图 2-18) ,5 Os Ci 的 
ЖШ Н. = 1,2,…:,p.4 是 图 8 的 邻接 矩阵 , 则 
deth = (-1)*>1(—1)%. 
证 明 ”由 行列 式 的 定义 
деі4 = 2а, Gs; Чу - 
Ep? 


其 中 (让 = (hith) 是 1,2, e;n 的 一 个 排列 e e = [ 
> 是 对 所 有 的 排列 (7 求 和 . 
而 


1. U) EBH, 
-1, 否则 . 
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ЯФ АУЛА СІ, A G hhee Са, ph) ARH 1- 因子 子 图 . 反 过 来 每 一 1- 因子 于 图 对 
应 一 : 非 霉 项 
б 02704, 
я й BE CE 1- T ГЕНИНЕ ЕЕ s 8 3 
(ü, Oo) (b.0), U (5.1). 
这 些 边 的 始点 形成 一 -排列 
E, iatt bd 
其 终点 形成 一 排列 
Bia ТЕ 
容易 证 明 将 ty" het 改 为 站 TINET 只 需 作 i 一 LAZ. 
假定 1- 因子 子 图 对 应 于 方 产 : 决 ,包含 有 工 个 有 同 回路 ,又 设 这 工 个 回路 的 长 度 
分 别 为 һә», i WHEA] hdr ha 转换 成 2л 需要 {4 - l) + th = l) + ` + 
(k - l) s l+ L + в h — L = n = LE, РТЫ 
= (— Mt = Dt, 


€; ` 


detA = (— TONE 1}. 
对 于 有 向 图 6 = (V, Е) AG, D AE wy, RENE 


А = Lay laxa» 
其 中 % = К 其 它 . 


可 得 
定理 2 i A E Él Ç BJ БЕРЕ, N 
detA = (- 0)" 20 050609), 
KEiha=- | VI СЧ ЖА I- F TE, 
L, 是 GD [К БН] Fl wic) 是 ЄР 子 图 


HRAPAR. 
定理 的 证 明 比 较 复 杂 ,这 里 从 略 . 
1030 1 
отоо 
#6 А - |13 01 1|. Ж ССА) 
20 102 
0 0 з 0 1 


如 图 2-19 所 示 . 


GIO (A): 


GDA): 


CIP (A): 


GIPA): 


Li = 4 

н сі) = 1 
ia = 2 

mi 60) = 
fa = 3 
(6512) = 6 
La = 3 


„(6199 = 6 
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detA = (- ET 1) хів (- 12 X 6 + l хоба (—- 1) x 6] 
= -[1+6-6- 6] = 5. 


JE x 1 


В H; = (V, E") RAMB Ç = (V.E) ЮРЕ, Е" c 到 .车 存在 一 


FM i FHARR P ARS 疡 上 的 点 无 关 且 不 相交 的 回路 , 则 称 图 HR, 为 有 
向 图 Ç 关于 连通 人, 门 的 1 因子 子 图 
从 方程 组 移行 列 式 解法 及 行列 式 的 科 特 斯 图 方法 , 林 得 


ЕЕЗ 


FIERE 4 ВИТУ УЕ, MARR АХ = bx,,| АУ 
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У-Н, , 
A -~ _ 
У-ро) t 


其 中 HUU, Æ H. a 的 第 i 个 1- AFTE. L; 是 图 HU) , 的 有 向 回路 的 数目 . 
还 是 以 图 2-19 为 例 , 有 


2 
] 
2 ARE 
HD. e | һ=2 
" 3 


w( HiP) = 12 


x, = k = 1.2, . n, 


I, = 2 
3 wl HP) = 1 


+ 


HP.: 


1 
2 
0. | К 
4 wl H) = 6 


14 = 1 


HP, 
4 wi Hi) = 6 


2 ”信号 流 图 - 519 > 


24 玛 进 定理 


如 车 方程 组 为 
ü | (а И Da + >; k; -= Bitnel k = 1 ,2 R, 
iy k 


Anel = gale 
或 写 为 
(А* + Е.) X = А, 
其 中 
X = (жү,ху, sän Xna), 
Ема = аа), 
4” 为 前 面 介 绍 过 的 (na+ 1) x (a + 1) Hii hÉ. 
А” + En 的 科 特 斯 图 СА“ + BB,,1) 称 为 矩阵 A” HEHA SH. 
例 了 B + tat Ху = Хз 


x | — 25 — 24; = O, (2-3) 
Ža + x) + 2х3 = — ха, 
成 写成 
2. 1 тг 1 
[ – 1 -a| = -| o| ч 
2 1 2° бу, 一 
则 
2 1 Il -1 
l -1 -2 0 
A si? 1 2 -1 
0 0 0 Ü 


或 将 方程 给 (2-3) 改写 为 标准 形式 ; 


Xj = 3җ + 59 + Жу — 4, 


Ху = X| 一 2%, 

аз = 22р + X; + ĝa + 4, 
X4 = #4. 

X = (A` + E,)X, 

其 中 X = (хжү,хо,®з,®д4)}', 
3 1 1 -i 
. 10 -2 0 

А" + Е, = 2 1 3 1 |: 

Ü 0 0 1 
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图 2-20 РЁ A ЮЖ Ж {ЛЕ ЙИШ, А” + E, HERRAS WEL 


图 2-20 |8 2-21 
A` ЖЕЕП ЖЕНИ G. (A) 表示 它 ,实际 上 它 表 达 了 方程 组 АХ = 
xs:1. 它 的 每 一 个 顶点 代表 一 个 变量 .对 于 某 顶 点 x, EA -AA as 的 有 向 边 从 x 
引 向 %, 则 对 于 x 有 一 份 ах, 的 和 贡献 .所 以 x 值 等 于 所 有 — x; 的 有 向 边 的 权 о, 
与 % 之 积 的 和 . 玛 提 信号 流 图 的 这 些 性 质 与 一 些 物理 现象 比较 符合 . 
矩阵 А 的 玛 撑 信号 流 图 G. (A) 和 它 的 科 特 斯 信号 流 疼 Cela) 的 关系 是 :将 


Gc( 丰 ) 每 个 顶点 的 自 环 的 权 减 去 1, 无 自 环 的 顶点 , 则 增加 - 权 为 -1 的 自 环 , 便 得 
Gal A). 


方程 组 (2-3) А" APHANE ЕРИК CoCa”) 如 图 2-21. 
对 应 的 玛 逊 信号 流 图 为 图 2-20. 
关于 玛 撑 信号 流 图 有 如 下 定理 ; 


detA =(—1)"[1- Don + Dn - Dn + e], 
1 i 了 
їз 


3 à *1 
1 -2 
(2) (3) 


(1) 


xz x; 
2 t I -2 
x < > яз 
1 mi їз ад 2 5) 
1 
{5} (6) (7) 


2 ”信和 号 流 图 521 


其 中 <, 为 图 G. (CA) В 1ТЕ ЕЛИН ATEH + АНВОР Ў. 
以 例 了 说 明之 .人 14) 图 (图 2-20) ВОТ LE] 2-22, 尚 两 不 相交 的 回路 有 图 


2-23, 不 在 在 两 个 以 上 回路 构成 的 于 疼 .所 以 
= (= DLL- (3+3+1-2+2+1-4)}4(9+3-6)] 


detA 
= -[1-4+5 = – 3. 
x x: 
3 3 1 3 | 
С), (=) 1 O о). -2 
xI ху 
(E) (2) (3) 
H 2-23 


ЕШ 0 phap FH. 
定理 G (A) 为 方程 组 АХ = bx MAARE УКЕ, A 为 n x adti 


ЖЕЕ, Су, Coto С, Ж С.А) 的 回路 集合 ,wi 是 回路 (上边 的 权 的 霖 积 , 称 为 
С, 的 增益 ,i = 1,2,……,r. 则 有 


Жаы] = р’ 
其 中 
D = 1 - Уш, + У; Wi 一 > tera + 
і 1 РЕР ТЯ: 
кй зё 
+ С 1) 2, ш Шоу , 
тр", 
"вв" 
Sel PdA 
N, = D ‚ Ë = 1,2,7... 
又 其 中 Р), ;是 从 % 到 z 的 第 j 条 道路 ,A 是 从 图 GC CA Y) 中 不 与 Pa 相 接 
租 的 点 构成 的 子 图 的 行列 式 ， 


回 到 例 7: 
2. 1 1 | 1 
[ = 1 -|| +] -| o| э, 
2 1 2° * ж, ~ 1 
G CA) 图 如 图 2-20. 
D= 3. 以 求证 为 例 . 


РР xa tI — хә, w{ РА?) =- 1, 
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Р e y > ху ж жз — ху,» w РЗ!) = 4, 
Р: ха xy = xo, 让 PR) = 2, 
Р: xi — xs —= хр 22, wi PP) = 
РФ 和 P 季 不 存在 与 其 不 相交 的 顶点 的 回路 ,而 РО) 和 РФ 则 分 别 存在 <, 点 
和 xi ЯНИ, БА Е. АРД 
А = 1-3 =-2, AXA = Дд = 1, A= 1-32 - 2. 
PPA + РА + PA + PPA = 2+ 4 r 4 + 1 = П. 


所 以 э „1 
X4 3: 
例 8 已 知 方程 组 
х|- х9 + xx = 0, 
Ë + 2x> + ху = 0, 
六 | + t- х =- b, 
将 这 方程 改写 成 为 


地 = X: — Жаз, 
латат жы 
тии 


жы [Р РО] 


kh Bisa ga WL ШЇ 2- 24(a), 回路 有 6 个 ， 如 图 2-24(b 所 示 . 


2 信号 流 图 ‚ 573 . 


Су: Н}, Со: — хус хр, 
Сэ: tg хз — x Саз ж Хаж хр, 
Csia -> ry — Ху — Х|, Caia xp" > xa — Х|, 


其 中 C 和 c, HARHA. Br bi 

р=1-Ї-1+1+2+3+1-2]+(—1)3 = - 6. 
从 5 1х 的 道路 有 两 条 ， 

РО). b — ха — x, — др, (Рур) = 1, 
P.: br хус у, wl PD) = - 1. 
W 不 存在 与 它 不 相交 的 回路 ,A = 1, 
рр tj ЄС, 不 相交 ,加 = 1-3 = - 2, 

所 以 

х 7900-00 2 ] 


а Ü з; 0 ag 
0 0 55 0 Gss 
Gal A * > 图 如 图 2-25 所 示 . 


图 2-25 


Сүз xl 点 自 环 ,*; 点 自 环 ,xs 点 自 环 , x3 一 X í — Ху, 
С: АЖ, xs ВЖ, х- — xí, — xa —" х, 
Cs: х) HFF, ху 一 x, — xs — xs — Х|, 


Саз X| HFF, x ВЖ, =, 一 хз 一 Җа + X4. 
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xs 到 x, 点 的 1- 因 于 连通 子 图 : 
X; F Жз. Xs Ха” X ( UP x3 — Xa, 


Ta > XÍ” Ху, Ха” Xs к рс Y4, 


Ar X|, Ху” Ху ху, Xg -= Xs CPF Ху, 
Яр Жр” Xs > Yj, Xe А5 —*Х%л, 
кү XI; ху Ж», Xa С" X,” X, — X4+ 


r= Ху. Хе” Xs —> др = XI > дл, 
Ху * Жу, Жу” Xs — tjs Sg др дд, 
Ху Жу, Же” Хү 7 жу = Xç — Xa, 
X, +” Жу, Ag Хз, Wg 5 tr > X a — ац, 
Xg P Xs, Жу Ху” Ху, Жат X| m Xa. 
代入 玛 避 公式 可 得 
N 
D $ 
其 中 
N = - бб аңазазуйу + ау tsigan + ау Пду@зуй + Ga Gas Gs G2 ) 
- 55(а15031 83902 + 91504 03) 07у + asansdqaqao + asasganaxm), 
D = G (G> yta + 855 + apta ytans 一 
9704 04013055 一 б anay 045653. H 


wo ЖИНЕЛ R AF32. 23569 4( 2-26). 


ха r f Ts h xs 


ЖИР ШЕН 2-27 所 示 . 


Ci: е Єз: £ 


ку 2% 


图 2-27 
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£ 
所 以 | 
xé _ ____аја + abgeh _ 
x 1 (be+ de) + bede’ 


参考 文献 


WAI-KAI CHEN. Applied graph theory, graphs and electrical networks, New York : North- 
Holland Publiching Company , 1976. 
2 


SWAMY М N S, Jhulasiraman K. Graphs, networks, and algorithms, New York : John 
Wiley d Sons, sne, 1981. 


3 卢 开 峰 , 卢 华 明 .图 论 及 其 应 用 .第 2 版 .北京 ;清华 大 党 出 版 社 ,1995. 


“ЗР Ж p Ae. - 


第 11 篇 


随机 算法 
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1 = 


随机 算法 Crandomized algorithms) 又 称 作 概率 算法 (prbabilistic algorithms) , 8 +f 
随机 操作 的 … 类 算法 的 总 称 . 随 机 算法 在 计算 过 程 中 要 产生 符合 规定 要 求 的 随机 
数 ,并 根据 产生 的 随机 数 决 定 后 面 的 计算 .例如 ,在 某 一 步 有 两 种 选择 :执行 A 或 
执行 B. 此 时 随机 地 产生 一 个 0 或 1, 车 产生 1 则 执行 A; 基 产生 0 则 执行 B. 这 相当 
于 投掷 -- 校 硬币 ,并 息 据 出 现 硬币 的 正面 或 反面 决定 做 什么 .把 随机 算法 用 于 组 合 
问题 始 于 20 世纪 70 年 代 , 早 期 最 著名 的 例子 是 索 罗 维 {R. Solovay) HRR V. 
Sirassen) 和 拉 宾 (M.0.Rabhin) 的 素数 判定 随机 算法 .用 拉 宾 算法 测试 梅森 (Meraenne) 
数 , 即 形 如 27 -1 的 数 ( 其 中 p 是 素数 ). 取 算法 的 错误 概率 不 超过 于 分 之 一 ,对 所 
有 р < 500 的 梅森 数 进行 测试 ,其 结果 与 已 知 的 结论 完全 . 致 ,没有 发 生 一 次 错误 . 
运用 拉 宾 算法 还 发 现 小 于 ZOHRA AE T — 593. 这 “结论 经 100 次 以 上 的 济 
试 而 不 二 ,因而 实际 上 可 以 认为 o 593 是 率 数 .随机 算法 的 主要 优点 是 简单 和 
快速 .现在 在 数据 结构 .排序 与 检索 ,数论 与 代数 ,图 论 .计算 几何 .并 行 计 算 等 领域 
内 都 有 广 证 的 应 用 ， 

在 实际 执行 算法 时 所 需要 的 随机 数 是 由 协 随 机 数 发 生 器 产生 的 .计算 机 都 有 
伪 随 机 数 发 生 器 , 它 产 生 协 随 机 数 , 而 不 是 真正 的 随机 数 .实践 表明 ,随机 算法 使 用 
殷 随机 数 能 够 工作 得 很 好 .但 是, 用 伪 随 机 数 代 蔡 随 机 数 上 作 能 够 好 到 什么 程度 ， 
在 理论 上 是 一 个 尚未 解决 的 问题 . 


1 随机 算法 的 计算 模型 


1.1 蒙特 卡 罗 法 和 搁 斯 维 加 斯 法 


随机 算法 在 运行 过 程 中 要 产生 随机 数 ,并 根据 产生 的 随机 数 决 定 后 面 的 操作 . 
因而 ,随机 算法 的 运行 带 有 随机 性 ,不仅 计 算 过 程 有 随机 性 ,计算 结果 也 可 能 有 随 
机 性 .对 于 同 个 输入 实例 多 次 运行 算法 ,每 次 的 运行 时 间 可 能 不 同 ,计算 结果 也 
可 能 不 同 ,甚至 有 时 得 不 到 结果 . 

可 能 给 出 错误 结果 的 随机 算法 称 作 蒙特 卡 罗 法 (Monle Carlo algorithms) .对 于 判 
定 问题 (只 有 两 个 可 能 的 管 案 : 是" 或“ 否 "的 问题 ,蒙特 上 罗 法 又 可 以 分 成 两 类 : 
单 全 错误 的 和 双人 删 错误 的 .如 果 答 案 为 "是 "和 "和 否 " 时 算 扯 的 错误 概率 都 大 于 有 零 , 则 
是 双 侧 错误 的 ;如 果 在 一 种 情况 时 算法 的 错误 概率 等 于 到 , 则 是 单 侧 鲁 误 的 . 

给 出 的 结果 总 是 正确 的 ,但 可 能 不 给 出 结果 的 算法 称 作 拉 斯 维 加 斯 法 (Las 
Vegas algonthms). 
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对 于 随机 算法 必须 分 析 它 的 统计 人 性 能 ,如 期 望 运行 时 间 .输出 错误 结果 或 得 不 
出 结果 的 概率 ， 

例 1 网 机 快速 排序 (randomized quick sot). 

快速 排序 QS( Quick Sort) 是 常用 的 排序 算法 . 它 在 待 排 上 到 的 数 中 指定 -一 个 数 y 
作为 划分 点 ,把 其 余 的 数 划 分 成 两 组 X, 和 Х.н РАНКУ у ВЧК Кў. ЎА 
后 分 别 对 X, 和 X, 递归 地 应 用 算法 .最 后 把 排 好 序 的 X, 和 X, ЕН Х|, у,Х, ВЧК 
序 排列 ， 

随机 快速 排序 (Rand 05) 57 05 的 唯一 区 别 是 :不 是 "指针 "划分 点 ,而 是 改 为 从 
待 排序 的 数 中 “等 可 能 地 随机 取 "一 个 数 疾 为 划分 点 .这 是 -- 个 拉 斯 维 加 斯 法 ,计算 
n 个 数 的 排序 的 期 望 运行 时 和 间 为 O( albn). 

例 2 儿 项 式 恒 等 判定 . 

ЕЖЕ F FR а КФ ЛИД f(x) ML еб) E f(x) = z(x)? 

Ja f(x) 各 gtx) 都 化 成 形 如 арх" + арх?! + + 的 标准 形式 ,问题 就 解决 
了 .但 是 这 种 化 简 并 不 总 是 很 简单 的 .例如 ,fx) 或 а(х) 可 能 是 含 x 的 行列 式 ， 

现在 采用 另 一 种 方式 解决 这 个 问题 . 如果 f(x) = g(x), 则 对 插 意 的 a€ ЕҢ 
Ка) = gia) BI, ii-i a € Е, mE Ко) = gla) WEARS fx) > 
g( x). BÆ, j fa) = gla) 时 不 一 定 有 (x) 三 ELs 因 为 上 可 能 恰好 是 方程 
f(x) = gel R Sc FHI Si = 2n,a 在 $5 上 服从 均 人 J 分布 .由 于 当 /(x) = 
p(x) 时 方程 A(x) = g(x) 至 多 有 n 个 不 同 的 祖 , 故 Ха) = gta) 的 概率 不 超过 
aei SI = 1/72, 

算法 Polyiden: 

步 1 从 3 中 等 可 能 地 取 一 个 数 a, 这 里 SC F H !SI=2n. 

步 2 让 fo) < gla) then retum “不 恒 等 ” 

else retum “fB 3” 

当 f(x) = g(x) 时 ,算法 总 输出 * 恒 等"; 当 六 x) = ибх н], Нар" АВЕ 
率 { 即 错误 概率 不 超过 1/2. 这 是 单 例 错误 的 蒙特 卡 罗 法 . 

在 实际 运用 中 ,172 的 错误 概率 太 大 了 ,通过 重复 运行 可 以 使 错误 神 率 任意 地 
小 , 独立 重复 运行 :次 , 即 独立 地 产生 1 个 随机 数 a ,wz,…. .和 要 有 一 -个 a 使 
Ќа) glad WER Ох) зе g(x), 输出 “不 恒 等 "; 只 有 当 所 有 a, 都 有 fa) = 
аба) = í = O BF. Tiga sta". Кр) = satx) 时 ,输出 " 桓 等 "的 概 它 ( 即 错 
误 概 率 ) 不 超过 12:. 取 1 = 10, 这 个 值 小 于 0.001, 在 实际 运用 中 ,概率 如 此 小 的 随 
机 事件 几乎 是 不 会 发 生 的 ， 


1.2 概率 图 灵机 和 概率 计算 复杂 性 类 


1.21 概率 图 灵机 


MEE R H (probabilistic Turing machine, 简 记 作 РТМ) 是 随机 算法 的 模型 . 
PTM M 是 一 台 总 入 机 的 非 确定 型 图 灵机 , 且 作 下 述 约 定 : 
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每 一 个 非 停 机 格局 恰好 有 2 个 后 继 . 

r 对 每 -个 输入 x,M 的 所 有 计算 长 度 相同 . 

在 上 述 约 定 下 ,M 关于 输入 “的 计算 可 表 成 一 棵 完全 下风 二 马 树 , 树 根 是 初始 
格局 ,每 -- 片 树叶 是 一 个 停机 格局 . 当 停 机 在 接 党 状态 时 .给 这 片 树叶 标记 是"; 当 
停机 在 拒绝 状态 时 ,给 这 片 树叶 标记 “和 否 ”. 对 PTM M 的 计算 作 如 下 解释 ;在 计算 的 
每 ~… 非 停 和 大 步 搞 一 校 硬 币 , 根 据 所 搓 硬 币 的 结果 决定 选择 太 儿 子 还 是 选择 右 儿 全. 
硬币 是 均匀 的 ,出 现 正 面 和 反面 的 概率 各 为 172, 并 且 各 次 掷 币 是 相互 独立 的 . 计 
算 到 过 每 -- 片 树叶 的 可 能 性 相同 .在 全 部 树叶 中 ,标记 ”是 ”的 树叶 所 占 的 比 策 记 
作 а(М, х) ;标记 “ 否 ” 的 树叶 的 比 岗 记 作 Д(М.х).е(М.х) 是 M 接 受 х Е, 
B(M, x) Ж M 拒绝 x 的 概率 . etM,z) + BCM,x) = 1. 

规定 : 当 afM,z) > 1281, MIEZ s: ВОМ, х) > 1⁄2 84 MiP% х. 

M 接受 的 所 有 字符 串 称 作 MZE IIE LM). 

а РМАТ, МЕЈН (Б х ВЕЕ У ЗЕ ВМ, х) х ё L(M) 时， 
MM 的 错误 概率 {接受 < 的 概率 ) З Ғам, х). NM 关 于 > 的 锁 襄 概率 记 作 ert M, x}. 


1.2.2 PP 机 与 PP 类 
定义 1 设 一 PTM M, 如 果 存 在 多 项 式 pt 4), 使 得 对 | 每 一 个 输入 x, 计 的 计 
算 在 pil x 1) 步 内 停机 , 则 称 M 是 一 台 多 项 式 时 和 间 概 率 图 灵机 ,简称 作 PP 机 


《Probabilistic polynomial-time ТМ). 
所 有 PP 机 接受 的 语言 组 成 的 语言 类 记 作 РР. 


例 3 1⁄2-SAT. 
问题 : 任 和 敬一 个 布尔 表达 式 六 回答 * 是 ” 当 匡 人 妈 当 在 所 有 有 的 真 假 值 缀 值 中 满足 
了 的 赋值 的 比例 大 于 1， 


显然 ,12-SAT C РР. 
1.2.3 BPP 2..5 BPP 类 


定义 2 满足 下 述 条 件 的 耳机 M 称 作 错误 有 界 的 多 项 式 时 间 概 率 图 灵机 , 简 
称 作 BPP 机 {bounded-error probabilistic polyromal-time ТМ): TTE e € (0,125 BBT 
对 所 有 的 输入 <. 2, «(М.х) > 1⁄2 + s BA ВОМ, х) > 1/2 + є, 

所 有 BPP 机 接受 的 语言 组 成 的 语言 类 记 作 BPP. 

没 BPP 机 M, 根 据 定义 , 当 x € L(M)HLa(M.z) > i 2 + 62 x € LCM) 时 
ВОМ, х) > 1724 Е.ЇҺӉ етм, х) < 1/2 є. 

通过 独立 重复 运行 ,可 以 减少 错误 概率 .有 下 述 定 理 . 

定理 1 BLE ВРР, (л) 是 -- 个 多 项 式 . 则 存在 BPP H. MEI LM) = L, 
ЖД x € А абм, х) > 1 — 270 M r E LRM.) > 1-2*!!. 

根据 定理 1-1, 设 工 和 EBPP, 对 仔 意 的 人 > 0, 存 在 BPP 机 MM 使 得 对 所 有 的 输入 


x, er M.,x) < Š. 
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1.2.4 RP 机 与 RP 类 


ЖУЗ 满足 下 述 条 件 的 PP 机 МИЕНА АЕ ШЕНЕ я 
机 ,简称 作 RP 机 (randomized polynomial-time TM) :对 每 一 -个 输入 *, 要 公 «(М,х) > 
LRA BPM, x) = 1, 

所 有 RP 机 接受 的 语言 组 成 的 语言 类 记 作 RP. 

设 RP 机 M, 根 据 定 义 , 当 EM) 时 atM,x*) > 1⁄2. В еп(М, х) = ВМ, 
x) < 12:4 х ё ЕМ) АСМ, х) = 1 此 时 err(M,x) = aiM, х) = 0.RP Ht kt 
便 错误 的 且 错 误 概 率 有 办 . 

和 BPP 1, LE RP, 对 和 任意 的 8 > 0, 存 在 RP 机 M 19 L(M) = А.Н. 
МЄ 3 Чем, х) < 6,” x ЕА er( Mx) = 0. 

BPP 机 和 RP 机 是 蒙特 卡 罗 法 的 计算 模型 .BPP 机 是 双 删 错 误 的 ,RP 机 是 单 侧 

Ë 2 中 的 嘱 项 式 恒 等 判 定 问 题 属于 RP. 

1.2.5 ZPP 机 与 ZPP 类 


对 PP 机 做 如 下 禾 改 :M 有 一个 特殊 的 状态 q. q M PR A x 的 计算 停机 在 状 
È 9, 时 ,M 既 不 接受 z 也 不 拒绝 *. 称 这 样 的 计算 是 一 个 无 演 计算 . 仍 把 这 样 的 PP 
机 称 作 PP 机 .对 于 这 样 的 PP 机 MM, 只 有 afM,x) + AM, х) 大 1. 无效 计 算 的 摄 率 为 
l- alM, х) ~ B M, x), 

жа 满足 下 述 条 件 的 PE 机 H 称 作 堆 形 误 的 多 项 式 时 间 概 率 图 爽 机 ,简称 
作 ZPP 机 (zero-error probabilistic polynomial-time TM) :对 所 有 的 输 和 人 xx, 要 么 a(M,x) 
> 1/2 H SM, х} = 0,4 В‹М, х) > L2H aM, х) = Ü, 

所 有 ZPP 机 接 爱 的 语 吉 组 成 的 语言 类 记 作 ZPP. 

根据 定义 ,ZPP 机 的 错误 概率 饶 为 0, 不 给 出 结果 的 慨 率 小 于 172. 和 BPP 机 、RF 
HL - 样 , 通 过 独立 王 复 运行 可 以 把 不 给 出 结果 的 概率 减 小 到 足够 小 .zPP 机 是 拉 斯 
维 加 斯 法 的 模型 , 

这 几 个 语言 类 和 BE( 雪 项 式 时 间 可 接受 的 语言 类 } .NP( 间 确定 型 多 项 式 时 间 可 
接受 的 语言 类 ) .PSPACE( 多项式 空间 可 接受 的 语言 类 ) 以 大 它 们 的 补 之 间 有 下 述 
ХЖ. 

ЖЮ2 下 述 命题 成 立 ， 

1° P C ZPP. 

2° ZPP = RP [| co-RP. 

3° RP UJ eo RP C BPP. 

4 RP CNP,coRP C со-МАР. 

5° BPP СРР. 

6° NP LJ co-NP СРР. 

T PP C PSPACE, 
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指纹 术 (fingerprinting technique) 是 一 项 重要 的 随机 化 上 革 术 . 设 全 域 口 是 一 个 很 
ЖЖ, ауе UW, 要 检查 x 与 y 是否 相等 ,这 个 问题 的 确定 算法 的 复 茶 度 通 
党 与 UI 有 美 .为 了 降 估 算 法 的 复 茶 度 , 在 中 联 一 个 小 税 咕 的 子 舍 Y, 作 有 映射 上 ; 
О УЕ БЯ: ОЧНУ (х) = Fiy) ELLES КН ЕШ х = y. 由 于 
VEU 小 得 多 ,检查 F(x) = EERE = > AAE. Р AFERAN, 
F (x) 称 作 x 的 指纹 .1.1 节 中 的 例 1-2 就 采用 了 了 指纹 术 . 

11 {ERST a ЕВА. В.С, П]: АВ = C? 

采用 常规 的 确定 算法 需要 计算 2 个 r КҮШ ЕНУ ҖЕН, ГБ АП ЛЧ Pr th ИЕ 
O(n 次 算术 运算 .采用 指纹 术 BUL Hb п 维 0-1 EL r, 定 义 指纹 消 数 
BB ) 的 概率 
> 1⁄2, % Š FERH.: 

Жі BPE rE joir АО, Н" 上 的 均 人 分布. 

2 计算 YY = Br.y = Axr, = Cr. 

ЖЭ ify z then return “AR z C” 

else retum “АЁ = С", 

算法 的 运行 时 间 为 Обл"). 5 AB = CARRAR A E АВ > C 时 ,错误 
HER < 172. 这 是 一 个 单 侧 错误 的 棕 特 卡 罗 法 ， 

#12 检查 字符 串 相 等 . 

任 给 字母 表 三 上 的 两 个 长 度 为 n ВОЗЕ а Mb iila = 57 

АЕ E = 40.1... d О.Е r = miba. ВВА TER per. 
把 > 上 的 字符 串 x = A Xx 看 作 -- 个 了 ЖЕНИ: x = `S a dh"! . 

W X TR Ze НОН 

F,(x) = ж (modo), (2-1) 
这 里 xftmodp) 表示 х 除 以 p RRR. H a = b Bf. Fla) = F,(b); a = bi, 
Ка) = Fb) PAETI nibd/x(r) = On), HF rir) 是 欧 拉 (Euler) 26 


数 ,等 于 不 超过 r 的 泰 数 的 个 数 .使 用 这 个 指纹 函数 容易 设计 机 检查 字符 串 相 等 的 
单 侧 错 误 的 蒙特 卡 罗 法 ,其 错误 概率 为 O/a). 


22 ”多项式 恒 等 检测 
Ж у, БЕ Р Еп ла КН РАТЕ S C F. 
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随机 变量 (q Qa'a n 相互 独立 日 都 在 3 上 服从 均匀 分 布 ; 则 
P, |A otsaa) = Ol f(x, x.) s= Ü| = rs. 


根据 此 定理 ,用 指纹 术 容 易 设 计 出 检测 a 元 窗 项 式 恒 等 于 0 的 单机 错误 的 蒙 
特 卡 罗 法 .这 是 对 41.1 节 中 例 2 的 推广 . 


23 模式 匹配 


ЮЕ ЕЕ У.А = жүл x, WY = уру ЖУ БЮРА, т < n. X 
称 作 正文 (texD ,了 称 作 模式 (pattem). 如 果 在 在 Л < ; = n - m + 1) 使 得 对 所 有 
= ба M, Aji = у; WRR Y TEIEX X PRA. 找到 模式 在 正文 中 的 出 现 
【如 果 有 的 话 ) 称 作 模式 匹配 问题 {pattern matching problem) . 

记 XG) = хра EE X rh ASS; 位 开始 长 度 为 严 的 子 串 .采取 2.1 节 
例 2 中 (2-1) ҖЕ ЖИНА К.Ж] у} = 1,2,…,n -m+ 1 ER FGO 和 
F,( V). т RAAG = F,( Y), W XG 了 ,继续 往 下 进行 ;着 PU) = 
F,( Y), A TALER, HERRA ХО) = Y. 

算法 КЕФ: 

WA EX X = narea, MRA F = уруу Ymm л. 

输出 :使 Ор = YERDE URA BH). 

步 ] 随机 地 取 一 个 素数 < n'mlb(n2m). 

步 2 forj= 1.2, ,.n — m + 1 do 

if F, X(j)) = F {Y} then 
证 AC) = Y then return у 

Æ 3 retum “no” 

算法 KR 是 一 个 拉 斯 维 加 斯 法 ,并 总 能 给 出 结果 . 当 了 水 在 中 出 现时 ,算法 输 
出 ”no .由 于 

X(j+ = ACX – P'a) + ко 
有 递 推 公式 
FXG + 1)) = CAFAO — ах) + x; a modp), 
其 中 a = d modp). 

在 步骤 2, 除 / = 1 之 外 , 用 上 述 递 推 公 式 可 在 常数 时 间 内 计算 每 一 个 
POA .因为 当 XU) = Y BP ROU = FE,( Y) 的 概率 很 小 ,所 以 很 少 出 现在 
X(j) z 了 的 情况 下 让 检查 X(j) = 了 .算法 的 期 户 运 行 时 间 为 O(n + m) .这 里 假定 
关于 Обл) 位 数 的 运算 (如 检查 FPXU = FY) 可 在 常数 时 间 内 完成 ,而 关 
T 站 位 数 的 运算 需要 时 间 O( m). 


(D 算法 KR ан EHR. M, Kap) 和 拉 窒 于 1987 年 提出 的 . 
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з 素数 判定 


3.1 预备 知识 


а 可 以 整除 5, 记 作 a l b.a 和 上 8 的 最 大 公 因 数 记 作 geda, b), а 和 5 ЖЧ 
{У Ч редба, 5) = LIR n > О, о Ва T H b. ӘНІН, WEF a Fb Жл [А], 
ШЕ а = bh (moda). T 
Pin) = lx lÜ < x £ n- 1А хаіл. 
对 于 素数 p bip) = 10.1... p - Ц. 
定理 KPG Fema 小 定理 ) 15 р Ж. a јр TR M 
a! = | (modp). 
定 兴 1 Bao l.a Sin ER. 如果 存 在 x 使 
а = х? (тойо), 
则 称 a 是 模 # ЙО ВЈ, SNF a 是 模 的 二 次 非 剩 余 . 
定理 2( 欧 拉 淮 则 ) 设 p 为 奇 素数 ,a 与 p ER H H 4 是 模 p BJ КН, 
at = l (modp); 
Ма Ж p OKERRA , 
attu =- ] {modp }. 
EX2 设 p 为 奇 素数 ,ea 与 p 互 素 . 称 
(=) _ | l, 者 a 是 模 p 的 二 次 剩余 ， 
P+ ”|【-1， 车 a 是 模 p ВО 
为 勒 让 德 [Legendre} 符号 . 
РУЗ HERY a = ppa 人 piopiti = 1.2, t) ЫИ, МЫ о ул ЫЖ. 


(#)-= TI(#) 
HRA E {Jacobi) RE. 
当 p 为 奇 素数 ,a 与 p HERI, 


(2) = a (Cmodp). 


定理 3 设 n 和 m 是 正 奇数 且 互 素 ,a упы. ьон ЖАНЕ Р 
HETER: 


(4) 960. | 


2 Фа = Б (moda) „090-2 ) = (>). 


rt 


F (=f) = (- pyem e- D 


n 


称 
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4 { 工 ) = 1 
r= Ш 若 = 或 э 
> (2). (рео 人 „т сто); 


根据 定理 3,( =) 是 多 项 式 时 间 可 计算 的 .算法 的 思想 如 下 例 所 示 . 


(182) - (2)( Ж. 182 = 2 x 91,( 性 质 1°) 

265) = А 2651 \ 265 
_ (21) 265 = 1 (той), СФЕ 5) 
= (- 1391-as- v ( 285) {性 质子 3 
- (8) 265 = 83 (тоі91) „(Е 2) 
= (2 уе-00-0л( 21) (性 质子 ) 
=- (2) 91 = 22 (mod83),(#EFR 2°) 

(13 83 = 3 (modg), (Е 5) 


1. 
з.2 ЖЕҢЕ - 斯 特 拉 进 算法 


娄 数 判定 是 随机 算法 最 成 功 的 例子 之 一 . 至 今 还 不 清楚 是 否 存在 判定 素数 的 
多 项 式 时 间 的 确定 算法 . 
根据 欧 拉 准 则 (定理 2), 当 n 为 奇 素 数 时 ,对 每 一 个 1 = x n- RA 


(2) = xD (moda). 
пж, ETE x € Ф( п) 使 得 
(=) s gir (modn), 


则 л 是 合 数 . 这 样 的 * 是 * 为 合 数 的 见证 
ië 


= іхіхЄ Фо) R( Z) = rD (Cmodn)t. 
Ма, Л = Ф(л); i a BS SDT. Dia) – „ЧАКА п ВУК 1А, 
HE”, 
定理 4 ”对 于 每 一 个 奇 合 数 n, lgt 1 Ba). 
算法 550 


(б 算法 НЕР НЕР 1977 提出 . 


3 ”素数 判定 + 537 ， 


输入 :整数 n > 2. 

输出 素数 ”或 “ 合 数 ”. 

步 1 if n = 2 then return“ Ж” 

35 2 1121 n Шеп retum“ Ж” 

步 3 等 可 能 地 从 1,2,…,n -1 中 随机 取 一 个 数 х. 
A ifgcd(x,n) æ 1 Шеп retur 合 数 ”. 


Д5 i (= ) = ifmod n) then return” Жї” 


else return" 9" 
算法 是 专项 式 时 间 的 , q > И Wa asi E по ,算法 
可 能 给 出 错误 的 回 符 , 由 定理 4, 错误 概率 不 超过 172, 这 十 关于 合 数 判定 的 RP 算 
H. 


зз 拉 宾 算法 


REF 1980 年 给 出 另 一 个 素数 兰 定 的 随机 算法 . 根 振 费 马 小 定理 , 如果 存在 
l = x n- EIR xz" з 1 (modn), 则 nn 是 合 数 .这 样 的 x 是 nr 的 合 数 见证 , 设 1 
= x= n -l,#rged(x,n) > 1, "зе 1 (modn), 可 民 村 于 某 些 合 数 , 这 样 的 已 
证 所 占 的 比例 太 小 ,再 考查 Oia) 中 的 数 , 记 

F. = |w | x€ Bn} B. x"! = 1 (пюйл)|. 

щл МЖ, Е, = (n); n HER, Ф(п) - F, 中 的 数 都 是 * 的 合 数 见 证 . 

жи4 WE n EAH EF, = Oln), Ш л 是 一 个 卡 米 柴 尔 {R.D. 
Carmichael) 数 . 

最 小 的 5 个 卡 米 柴 尔 数 是 :561 = 3x 11 х 17,1105 = 5x 13 х 17,1729 = 了 x 
13 x19,2465 = 5 х 17 х 19,2821 = 7 х 13 х 31. 已 经 知道 有 无 穷 儿 个 卡 米 柴 尔 数 ， 

根据 定义 , 当 n 为 卡 米 柴 尔 数 时 ,二 (n) 中 没有 一 个 数 符合 上 述 合 数 见 证 的 条 
忻 .因此 ,需要 进一步 寻找 可 以 作为 合 数 见 证 的 条 件 . 

拉 宾 用 下 述 条 件 作为 合 数 见 证, 记 作 (х): 

FP 1= x = n - 1. 

PA! е 1 (moda) 或 者 存在 i > 1, 使 得 211(a - D B < вова 02 _ 1， 
n) < n. 


TES ME n 是 人 台数 且 不 是 卡 米 柴 尔 数 , 则 
| Pist I (n) |. 


ERS 如果 = 是 卡 米 此 尔 数 , 风 Ф(п) 中 符合 条 件 W(x) 的 数 所 占 比 网 不 小 
+ 3⁄4. 

ЖЖ Rabin; 

输 人 :整数 n > 2. 

输出 :素数 ”或 “ 合 数 “ 
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步 ] ifn = 2 еп retum “Ж” 

Æ2 12 | n then return “Ж” 

步 3 从 1,2,…,n -1 中 等 可 能 地 随机 取 一 个 数 x 

Jd if АЕ Р(х) then retum E% else return Ж” 

算法 是 多 项 式 时 间 的 . 当 п 是 素数 时 ,一 定 输出 “素数”. 当 nn 是 合 数 时 ,根据 定 
理 5 和 定理 6, 错误 概率 不 超过 12. 这 也 是 关于 合 数 判定 前 | 中 算 法 . 

XPG. L. Miller) WHA 7 Я 8 (С.Е. В. Reiman) 猜想 成 立 , 则 存在 营 
Ek c { ЧН п AARU, ELL, cdn] 中 必 有 符合 条 件 WO.) 的 数 . 只 要 检查 [1， 
cla] 中 的 每 -个 数 是 天 符合 条 件 Сх) 就 可 以 判定 二 是 再 是 素数 .从 而 得 到 素 
PAPERE TAHE ME HE. 


4 图 论 算 法 


4.1 Ж ЛЖ 


i G = (V, E) 是 一 个 无 向 密 重 图 , | 了 1= п, E | = m. X B£ H Ej E TB Ps 
TRAZAS T 339 ,但 基 设 有 环 ( 端 点 是 同一 个 顶点 的 边 ). 驳 重 图 也 可 以 


看 作 带 正 整 数 权 的 赋 权 图 , 边 [ e,p] 的 权 等 于 u,v 之 间 的 边 数 . 设 C 和 VC=- 
C, 由 疯 点 分 别 在 5 和 f 中 的 边 组 成 的 集合 叫做 C 的 割 集 ECC, С). GRAYA 
少 的 割 集 叫 做 最 小 割 集 . 最 小 齐集 问题 :给 定 多 重 图 GR ERMAR. 

下 述 操 作 称 作 收缩 边 e: 把 e 的 端点 x 和 y 合并 成 一 个 顶点 如 , 删 去 连接 x 和 
的 边 . 对 每 -- 点 zET 了 - 1x,7} ,把 每 一 条 连接 z 和 x、z 利 y 的 边 替换 成 一 条 连接 : 
和 = 的 边 , 图 和 经 过 收缩 边 e 得 到 的 图 记 作 Cre. 见 图 4-1, 其 中 (a) 是 图 GC, (b, 是 
G7e. 更 一 般 地 , 设 F CE, 收缩 下 中 的 边 得 到 的 图 记 作 G r. 


{h} 
图 4-1 
ss ЖЕРЫ G 和 正 整数 tf2 сг < n}). 每 一 次 等 可 能 地 随机 取 一 条 边 ,收编 
W е, ЖАЙТ п -1 次 ,把 这 个 这 程 记 作 CONTRACT, 所 得 到 的 图 记 作 H. 下 的 每 一 个 
项 点 对 应 她 的 一 个 顶点 子 集 , 称 作 " 超 顶 点 .下 有 :上 TAHIR AQ. r = 2 时 , 设 玫 的 
两 个 超 顶 点 分 别 对 应 C ЖС, 如 的 边 集 恰好 是 割 集 (0, С). 
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运算 CONTRACT 有 下 述 性 质 ; 

(Өй C s V,(C. C) а НАЗЕ, MRIS, С) 由 的 边 没有 被 收缩 . 

(D 上 F 的 最 小 割 集 的 边 数 不 小 于 C 的 最 小 割 集 的 边 数 . 

(з) аску E G HEDER, (K, T 中 没有 边 被 收缩 的 概率 不 小 于 { 二 】 

算法 MIN Суто ， 

输入 : 儿 重 图 G = (V, К). 

输出 :C S v. 

El — nl E 1. 

+2 Ип < 6 then 用 穷 举 法 求 得 6 HRUDE C. С) return C. 

步 3 Га nda]. 

步 4 zt cAr 运用 2 次 算法 CONTRACT, 设 分 别 得 到 H, 和 h. 

步 5 对 Hl 和 #i 递归 地 运用 算法 MINCUT, 设 分 别 得 б, FR C. 

步 6 И} CC, Ci) 1063, С) V then C — G, else C < Ca. 

ЖОТО reum С 

定理 1 算法 MINCUT 对 п ДО С 的 运行 时 间 为 Ot nba), EAE 
间 为 Оп?) ,成 功 的 找到 避 的 最 小 割 集 的 概率 不 小 于 eibn ,其 中 a > 0 是 一 个 常 
数 . 

由 定理 1, 对 任意 的 > 0, 存 在 正 整数 " ,独立 了 重复 这 行 算法 clban 次 ,成 功 她 
找到 最 小 割 集 的 概率 不 小 于 1 - e-*, 运 行 时 间 为 OP nn;. 这 个 时 间 比 利用 网 络 
技术 的 确定 算法 的 时 间 О( а?) 少 得 多 ， 


42 “最 小 生成 树 


求 最 小 生成 树 的 确定 算法 的 运行 时 间 都 是 超 钱 福 的 ,村 节 介绍 一 个 线性 时 间 
的 随机 算法 . 

ЕУ АЛЫЕ G = (У, Е), ТУЕ n, I E l= m 0 e Й асбе). k BE A: 
假设 EEEN. 4 G 连通 时 , 求 6 的 最 小 生成 树 ; 当 如 本 连通 时 , 求 САКЛА: 
成 森林 .下 面 息 设 边 的 权 都 不 相同 ,从 而 G 的 最 小 生成 树 ( 烘 林 ) 是 唯一 的 ,这 个 假 
设 不 和 失 . - 般 性 .实际 上 , 当 某 些 边 的 权 相 等 时 ,可 以 人 为 地 指定 它们 的 顺序 ,从 而 得 
到 Е ВУ. 


4.2.1 HEA (0. Вогиука) 操作 


Вес ERA ЯАВ е, Е ТЕТЕ НСВ — ЯБ h hD 
(如 果 有 的 话 ) ,而 删 去 其 余 的 平行 边 . 把 这 称 作 短 接 。. 
波 茹 卡 夫 算法 又 称 作 短 楼 算法 ,是 经 典 的 最 小 生成 树 算 法 . 它 的 基本 做 法 征 ， 


D 算法 MINCUT Е A (D.R. Karger) AITEC. Stein) 909. 
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对 每 一 个 质点 标 出 与 它 关 联 的 权 最 小 的 过 , 短 接 所 有 带 标记 的 边 .把 这 个 过 程 称 作 
”次 波 茹 夫 卡 操作 . 重复 执行 波 茹 夫 卡 操作 ,直到 只 剩 下 - ' 个 项 点 为 止 .所 有 被 短 
接 的 边 组 成 6 的 最 小 生成 树 ( 森 林 ). 其 算法 的 运行 时 间 为 O((m + n)lbn). 


4.2.2 随机 图 和 重 的 边 


设 下 是 如 的 一 个 森林 ,wv € VAR wy 在 下 的 同 -个 连通 分 支 内 , 则 在 下 中 
存在 连接 u Ao 的 崔 --- 路 径 . 把 这 条 路 径 上 的 边 的 最 大 权 记 作 wrtw,v), 如 果 uv 
А-ТЕ F 的 同一 个 连通 分 支 内 , 则 wpa) = 9. БЛ e = [u,v], WE wle) > 
арби.) MFR e E F- 重 的 ,否则 称 e È F- 轻 的 ， 

定 光 1 设 G= (V. E),0O < p< LRA Gip) = (1,E(p)) 的 边 规定 如 下 : 
每 -- 条 边 e € ERTE p) WERA p 日 是 相互 独立 的 . 

性 质 ， 

1° F- 重 的 边 不 可 能 在 最 小 生成 树 ( 森 林 ) РЧ. 

2 给 定局 的 森林 下 ,可 所 在 时 间 Otm + п) 内 识别 出 中 所 有 F- ERA. 

T ikr EEIE ep 的 最 小 生成 森林 , 则 Ç h F- 轻 的 边 数 的 期 望 不 超过 
п/р. 


4.2.3 ”线性 时 间 的 最 小 生成 树 随 机 算法 


算法 Rand МТО. 

1A RRAK С. 

输出 ;6 的 最 小 生成 森林 F. 

步 1 СЎЗ КИНЕ ,得 到 G, C 为 所 有 谱 短 接 的 边 ,车 G 没有 
边 , 册 return = C. 

#2 $ G = G (1⁄2). 

步 3 对 递归 地 运用 算法 Rand MST, 得 到 F,. 

Жа WEG 中 所 有 F,- 重 的 边 ,得 到 G. 

步 5 С. ЈН НИЕ Rand MST, 得 到 Р,. 

#6 reum F = CU F. 

定理 2 用 算法 Rand MST 计 算 n TTE S. m 条 边 的 图 的 最 小 生成 森林 的 期 望 
运行 时 间 尖 О(т + n). 


43 ”最 大 割 集 的 随机 近似 算法 


与 求 最 小 割 集 不 同 , 求 最 大 割 集 是 NP 难 的 . 它 不 存在 多 项 式 时 间 的 确定 算法 
【除非 P = NP) ,甚至 也 不 存在 有 效 的 随机 算法 (除非 NP C BPP). 容易 给 出 最 大 制 
集 的 172- 近似 算法 . 旦 然 已 经 提出 多 个 近似 算法 ,但 是 近似 福 能 都 没有 实质 性 的 
Mr t ,或 者 没有 能 够 证 明 有 实质 性 的 改进 . 欧 门 斯 1M.X,.Cormensy 和 威廉 森 (D.P， 


Q) 算法 Rand MST AER ° WEEP. N. Klein) 和 塔 简 (R,E.Tarjan] 于 1995 年 提出 ， 
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Williamson) F 1994 年 提出 一 个 殉 和 机 近似 算法 ,其 平均 性 能 比 可 以 任意 接近 e = 
0.87856, 这 里 


min 2 51. (4-1) 
算法 的 基本 思想 是 把 问题 表述 成 整数 二 次 规划 ,然后 把 这 个 整数 二 次 规划 松弛 成 
一 个 半 定 规划 . 解 半 定 规划 ,最 后 用 一 种 巧妙 的 随机 方法 从 这 个 半 定 规划 的 解 得 到 
原 问 题 的 解 . 这 个 方法 具有 相当 的 普遍 意义 ,运用 于 最 大 可 满足 问题 (MAX SAT} 等 
也 取得 很 好 的 效果 . 

设 无 向 图 G = (V.E) rH V (1,2,5, 1. 8—00, Є ЕНЕ А, 


1, ¿€ С, 
-| p= ] ,之 


а = 


о(С,6) = È Dywyll - yg). 
于 是 ,最 大 割 集 问题 可 表 成 下 述 整 数 二 次 规划 : 
1 s 
— Y wl уу), 
в {тм rn) 
st. yE- l li, = 1 过 
考虑 (Q) 的 下 述 松弛 形式 : 
1 
(р) azas — v; 0), 
at. RhE Si = 1,2, n, 
其 中 S. = Marsan) 1 251 = 二 是 = 维 单位 球面 ,mw v BSI v, чу, Ë 


A. 

та B 3EDDv y>. v. DREE. 5 Y = BTB, 了 是 n 阶 半 正 定 对 称 和 矩阵, 其 
ЖЖ э, = vit w B y; = 1 = 12 ,于 是 ,规划 (P) 可 改写 成 
тах + й 一 y;), 

s.t. y; = l,i = l,2," n, 
Y = [y] REEERE. 

(SD) 是 一 个 半 定 规划 (semidefinite programming). {ЁТ є > 和, 用 内 点 法 可 在 问 
题 的 规模 和 Ib(l Ze) 的 多 项 式 时 间 内 求 得 问题 的 近似 解 . 其 目标 函数 值 不 小 于 
Z* -8, 这 里 Z" 是 问题 的 最 优 值 . 

根据 线性 代数 中 的 知识 ,每 一 个 半 正 定 对 称 矩 阵 了 都 可 表 成 Y = BTB, 并 且 可 
以 用 木 完全 的 楚 列 斯 基 分 解法 (inecomplete Cholesky decomposition) #19 В. ЗР В 
间 为 0{m). 因 而 ,可 以 从 (SD) 的 解 得 到 (P) 的 解 . 


(5р) 
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剩 下 的 问题 是 如 何 从 (P) 的 解 站 ,mw 得 到 人 Q) П уу, у). y, sk G C 

ү, 为 此 , 引 人 一 个 单位 长 度 的 п 维 随 机 向 量 r, 它 在 5, ЕКИ ЫБ. Ж 
C = lil u r > 0,i = 1,2, 

即 以 r 为 法 向 量 的 过 原点 的 平面 把 5 分 成 两 部 分 ， a "Йй г {8 1] — MË) >, 所 对 
应 的 顶点 ЖЫ, С. 

算法 GW: 

输入 ;无 向 图 G = (У, E) RIEME w- 

输出 ;CC 下. 

БІ 解 半 定 规划 (SD}) ,得 到 了. 

步 2 ШВІВ = ҮІ] B = (pi, patt Ya). 

Ез ”随机 地 产生 一 个 在 S. 上 服从 均 宁 分 布 的 r. 

Жа 念 忆 = lily t 0,7 = 1,27 пі, с 


Ж ЕЗ 对 任意 的 e > 0, 算 法 GW 在 п Ы 2 У 01614) 的 多 项 式 时 间 内 


ЖАҢ C.W = wic, С) 的 期 望 满足 下 述 不 等 式 ; 
E( W) == (а 一 є} Ша. 
其 中 Fic С ВАЕ АЈ АУА, а (4-1) 式 给 出 . 


5 几何 算法 


随机 增长 构造 frandomized incremental costraction) 是 语 计 随机 几何 算法 的 常用 
有 效 方法 , 它 的 基本 司法 是 : 设 问 题 中 含有 + 个 对 象 ,算法 分 n 步 进行 .按照 随机 的 
顺序 ,每 - 步 考 虑 一 个 对 象 , 考 虚 它 对 所 要 构造 的 几 柯 对 多 的 影响 , 本章 介绍 的 几 
个 算法 都 是 用 随机 增长 构造 方法 设计 的 ， 

和 多数 随 机 几何 算法 与 同一 问题 的 确定 算法 有 大 体 相 全 的 运行 时 间 , 主 训 优 点 
是 简单 ， 


5.1 PERDE 


Ж уп 设 $ 是 平面 上 的 上 个 点 组 成 的 集合 .平面 上 包括 3 的 最 小 凸 集 称 作 3 
Ту 80, convex hull) , 记 作 convi 5). 

convi S) ВЕЕ S ВУЗЕ S AA 053, SHE 5-1 АТУ. coni S) 可 以 用 
AA БТИ a Rimai HAER. 

计算 平面 凸 包 的 随 宙 增长 算法 如 下 ; 

首先 随机 排列 5 中 的 点 ,证 为 pis Posto 记 5 = jp1;p2,"… ,Pa .算法 分 п 
УРЕН, ЖЕКИ ДЕШ. convi 51), сопу( 5), ,conv( S.) = comi S). ÆRE г, 
р: ОЛЕ eonv( 5,1) 上 构造 出 conv( 8;). 

ДИЗЕ conv( S) 的 -一 个 内 点 ,例如 取 сопу( 53) 的 中 心 рос ВЕ pip. pa 不 共 
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线 , 且 三 角形 pep 的 中 心 不 属 于 $) .用 一 个 (循环 的 ) 链表 
存放 conv( $5). 对 每 一 个 pfi < j= n), A ро 37 р, 的 射 
线 与 conv( S.) 的 一 条 边 y 相交, 称 反 p; ЖЛ р. 建立 从 р, 到 
中 的 双向 指针 .于 是 ,对 conv S.) 的 每 一 条 边 可 以 枚 举 出 所 有 
切割 这 条 边 的 点 ,使 用 的 时 间 正 比 于 这 些 点 的 个 数 . 
在 阶段 i, 首 先 根据 线段 pop; Жр, 切割 的 convi S...) МИЛ, 
可 以 判断 出 p; 在 convi S. > 的 内 部 还 是 在 сопу 5,1) 的 外 部 . 
WE р, ТЕ convi 5._1) AARE, W сопу( S;) = conv( 5; y. 110 É] 5-1 
= Pi HHFA Т — ЕТЕ. Ж Ё: 在 conv( Sii ) 的 外 部 , 则 
要 烽 改 存放 凸 包 边界 的 链表 和 有 关 的 指针 . 此 时 . (É conv( 5;) 的 边界 上 ， 
conv( S._ O 边界 上 的 点 可 分 成 3 类 ; 
(1) 不 在 coni 5;) 的 边界 上 ,需要 删 去 ， 
(2) 在 conv( 5) 的 边界 上 且 与 声 相 贫 . 这 样 的 点 有 曲 个 ,分 别 记 作 v 各 o. 
(3) 在 conv( Si) 的 边界 上 用 不 与 p; 相 邻 ,对 这 些 点 林 调 做 任何 修改 ， 
RARE рор; 与 conl 5;.1) 的 边 了 相交, 则 5 的 两 个 端 
点 属于 (1) 或 (2). 从 ç 开始 沿 着 conv( 5,_,) 的 边界 向 两 边 按 
索 , 可 以 找到 所 有 类 型 (1) 的 点 和 类 期 (2 的 两 个 点 s, 和 o. 
战 链表 中 删 去 所 有 类 型 (1) 的 点 ,把 p 加 在 和 оо 之 间 . 这 
些 都 可 以 在 这 种 点 的 个 数 的 线性 时 间 内 完成 . 在 删 去 
сопу S O 的 每 一 条 边 时 , 校 举 5 - s 中 切割 这 条 边 的 所 有 
点 .检查 它们 是 切割 pt 还 是 切割 no: ,进而 烽 改 它们 的 指针 . 
ЖА 5-2, ЖЕ a.b、e3 点 及 相关 的 4 ЖОЛА p Ал THB z, 
图 5-2 之 同 .修改 点 y 的 指针 ,指向 tipi. 点 г 的 指针 不 变 . 
定理 在 用 上 述 随机 增长 算法 计算 平面 上 s 个 点 的 由 包 的 期 望 运行 时 间 为 
Oi nlba). 


5.2 W Ж TE 


EX2 а, ar”, a, DERG, PR m Я |B|rRB p = Cay, ars аы) 和 
ЖШТШ лаху + 05х09 +77 + axa + 【上 【= 人 0 互 为 对 偶 ， 

点 与 超 平 面 的 对 偶 有 于 述 性 质 : 设 m {НН m 个 点 pi pr ,pm 它们 的 
对 偶 分 别 是 超 平 面 rim m М rr ,Am AZS RRA АИ) НЗ (А 
出 pi,P;.… ,pm PUE RHE YE M. 

设 产 维 空间 中 的 点 集 5 = lpup tp bE S 5 ВНТ ВЕ E, iE 
TE conv( S). comi S) 是 一 个 m ЯЕ ЕТ, EMARE 5 Пу FE. 

不 妨 设 原点 在 conv( S) 的 内 部 生 不 属于 5. 点 p; 的 对 贫 哲 平面 为 x JEA л, H 
边界 包含 不 点 的 m {ВЕК S H = 1А, А, А HPna т Я 8) 
的 交 记 作 inter H).inter( H) 也 是 一 个 т 0 ТА Е А H itat ap 0 yi 
ЖО. 
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conv( Š) 与 inter( H) 有 下 述 关系 ;eonvt$) 的 顶点 的 对 个 恰好 是 inter Н) 的 边 
Э, ЗЕН. comis) 的 两 个 顶点 相 邻 当 且 仅 当 它们 的 对 侦 在 inter Н) 上 相 邻 . 

特别 地 , 设 平面 上 的 凸 包 conv( S) 的 项 点 按 道 时 针 方 向 依次 是 pi pu UU Pi» 
则 半 平 面 的 交 inter H) 的 边界 依次 是 这 些 点 的 对 偶 直 线 . 

根据 上 述 性 质 , 求 点 集 的 凸 包 和 求 半 空间 的 殉 是 一 对 对 偶 问 题 .很 容易 把 一 个 
问题 的 算法 转化 成 另 一 个 问题 的 算法 - 


5.3 “半空 间 的 变 


设 三 维 空间 中 а 个 半空 间 的 集合 量 , 每 一 个 半空 间 用 坐标 的 一 次 本 等 式 表 示 ， 
容易 判断 侍 给 的 一 点 是 否 属于 这 个 半空 间 . 当 imer( H) Az, CRAE 
体 ; 当 inter( H) 无 界 时 ,把 w 作为 它 的 一 个 顶点 ,并 且 每 一 条 半 汇 穷 长 的 棱 都 以 > 
淄 端 点 .用 图 G( H) 表示 iner Н). ССН) 的 顶点 就 是 inter H) 的 顶点 ( 当 inter H) 
无 界 时 .包括 w 在 内 ), ССН) 的 两 个 项 点 之 阅 有 一 条 边 , 当 且 仅 当 在 iner H) 上 这 
两 个 顶点 之 间 有 一 条 棱 . C O) 是 一 个 可 平面 图 .不 妨 殷 设 Н 中 不 存在 4 个 半空 间 
的 边界 面 共 点 {和 理 则 其 中 必 有 一 个 不 在 imer H) КОЛЯ Е, ТЕЕ). РЕ, ССН) 
的 每 一 个 顶点 { 除 > 之 外 ) 的 度数 为 3.inter H) 的 面 数 不 超过 n, 顶 点数 和 楼 数 均 
Ж Oln). 

和 平面 凸 包 问 题 类 似 , 半 空间 交 的 随机 增长 算法 如 下 : 

首先 将 225 јај ИЛИ ЕБЕ ВЕ А, А, А, 1с А = А, А, ВИ, 
l = i < n. 算 法 分 n ИВОНИН. ЛЕЙТЕ ¿MB h, 加 到 inert H) 上 ,对 inter( H;i) 
{Ей MAER dB S| inter Н). 直观 上 ,加 入 h WEA А, 的 边界 面 从 inter( 8...) 上 
割 去 不 属于 上 的 部 分 .这 就 要 戎 去 imer( H) 的 某 些 顶点 ,另外 加 入 一 些 顶 点 . 

为 了 简单 起 见 , 设 inel H.) 是 有 界 的 ,从 而 对 每 一 个 i > 4,inter( H) 都 是 有 界 
的 ,对 每 一 个 hE H - н... ВА Ф А ЊК. Ш inter( Н, _,) ARAM F h. AP 
这 个 项 点 与 声 冲 突 , 点 有 一 个 观 向 指针 指向 一 个 与 它 冲突 的 顶 戌 . 

在 阶段 i, 加 入 k Æ А, MIBE 25, W inter( H...) C А, JAAT, ined H) = 
inter( 于 1) ,不 必 懂 什么 夏 改 , 转 人 人 下 一 阶段 .否则 从 & 的 指针 所 指向 的 那个 顶点 
开始 ,在 СН, 1) 上 进行 搜索 ,搜索 到 达 h, HE, DHEA inter Hii) Í) h. 
这 样 搜索 到 inter H 1) 的 所 有 应 删 去 (不 属于 h.) 的 项 点 和 应 添加 的 intert H; ) 的 新 
顶点 ,这些 新 顶点 都 在 和 的 边界 面 上 ,是 inter( 此 -上 连接 在 所 中 和 ;中 的 顶点 的 酚 
5 边界 面 的 交点 . 与 此 同时 , F E eak ap F h € H- 所 的 指针 .在 删 去 
imer( H O WEA o 时 ,检查 后 - H 中 是 否 有 指针 指向 + HERA А. WEA RA, 
出 需要 把 这 个 的 指针 指向 的 顶点 从 v 修改 成 与 它 冲 罕 的 ined H) 上 的 硕 感 w. 

类 似 于 前 面 叙述 的 搜索 过 程 ,在 ССН, 1) EA e FRR, DEA h, AERE 
的 inter( 由) 的 顶点 即 为 w. 这 就 完成 了 阶段 i. 

定理 2 用 上 述 随 机 增长 算法 计算 个 三 维 半 空间 的 交 的 期 望 运行 时 间 为 
O(nlbn). 
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5.4 BFA 


i P = |ру,р. р, ЖЕШ Е п TABES. еН Pl p, аР 中 所 有 其 
它 点 都 近 的 点 的 全 体 记 作 cell(p;), 每 一 个 cell( p;) 是 - : T it ЖН ( R| BË T ЖЛ? 
В). a 个 сеШ(р; КК = 1,2,…,n) 把 平面 划分 成 #4 个 凸 名 边 形 区 域 ,平面 的 这 种 划 
分 称 作 P RIA P iÉ H (Voronoi diagram) , 记 作 vor( P}. cel po 称 作 р; 的 沃 罗 诺 胞 
腔 , 简 称 胞 腔 , 见 图 5-3 中 虚线 画 的 图 ， 

为 简单 起 见 ЫЛ P 中 不 存在 4 点 共 图 和 3 
点 共 线 的 点 , 沃 罗 诺 图 有 下 述 性 质 ; 

(1) 2 个 相 邻 胞 腔 себ p.) 和 cellt ру) 的 边界 
在 六 和 户 连 线 的 垂直 平分 线 上 . a 

(2) 每 一 个 顶点 的 度数 为 3. КА 

(3) Æ сеу р) celli p) cellt p) 共享 一 个 
顶点 , 则 在 由 р; pj .ps 确定 的 图 内 不 包含 PP 的 

(4) AR p, ЕР DE conv( P) EREA, 
Д] celk p) AA. И 

vor( Р) 的 对 偶 图 称 作 P HERRERAS 图 5-3 
( Delaunay triangulation) , 记 作 dek P}, BI deli Р) 

Ш PARAR, A р; 对 应 于 vorl P) КИШ cell( p;). p, 和 pj 之 间 有 一 条 边 当 且 仅 当 
се p,) 和 cell( p;) 相 邻 , 见 图 5-3 中 实 线 画 的 图 .根据 vori Р) 的 性 质 (2) ,内 最 和 外边 
的 面 之 外 ,del( Р) 的 面 都 是 三 角形 , 它 把 conv( P) 划分 成 若干 三 角形 ， 

榴 造 适当 的 数据 结构 可 以 在 时 间 Обл) РУЕН vorl P) 构造 出 dek P); 上 反之 ,也 可 
以 在 时 间 OX a) 内 由 deli Р) 构造 出 vort P) ,因而 ,只 要 得 剂 vor( Р) ffl дек Р) 中 的 
一 个 ,就 很 容易 得 到 嚼 一 个 . 

下 面 利用 抛物 变换 (parabolie transformation) 把 计算 dek Р) 转化 成 计算 三 维 半 
空间 的 交 , 从 而 可 以 用 随 机 增长 算法 计算 аек P) ,考虑 抛物 面 z = ^+ у, р; = 
C0) 9 = Скул + ут) 是 抛物 面 上 p; 点 正 上 方 的 点 .把 抛物 面 在 q, 点 的 急 
平面 上 面 的 半 室 间 记 作 AiE H = А, А, А, W interi Н) 在 xy- Ж ЕЙ 
Н ЕР Ж dell Р). 

于 是 ,有 下 述 计 算 del( Р) 的 随机 增长 算法 : 

首先 用 抛物 变换 把 点 集 己 变 换 成 三 维 半空 间 集 中 ,用 5.3 节 的 期 机 增长 算法 计 
算 imer H), ЖЕЕ inter( Н) B FF| xy- 平面 上 得 到 de P) .算法 计算 4 个 点 
的 点 集 的 德 劳 囊 三 角 训 分 的 期 望 运 行 时 间 是 ОС nibn). 
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б ”随机 并 行 算法 
6.1 随机 并 行 排序 算法 


6.1.1 Ti әз 


1. 两 个 简单 的 并 行 排序 算法 

设 rn 个 数 x a ,x ,不 失 一 般 柱 ,今后 总 假设 它们 是 不 相同 的 . 设 л, 是 这 
个 数 中 从 小 到 大 排序 后 的 第 个 数 , 称 不 是 x 的 秩 , 记 作 ranki xi). 

5 


1 车 x; < i 
b; = Í; 8] i, = 1,2 n 
显然 ， 
ranki x;} = > bg + 1, i= L,2, v,a. (6-1) 
求 得 每 个 数 的 秩 ,就 等 干将 它们 排 好 序 . 
算法 Para-Sort 1: 


ШАН Х,ал Tum. 
输出 IEF EMEF X. 
jl fori = 1 to л до іп parallel rank[ i] — 1. 
22 Бі = 1 tw п до ін parallel 

ог j = 110 n do 

if XLi] > ХГУ then rank[ i} <— rank[ i] + 1. 
#3 боті = lto n doin parallel X[rank[ i]] = X[ š]. 
在 CREW-PRAM 上 ,算法 Para-Sonl 5] п RREFEN n aat ANLAR O( п). 
根据 {6-1) 式 , 用 对 分 法 可 在 时 间 O(lba) 内 计算 rankk x) ,其 代价 是 需要 用 л? 

台 处 理 机 同时 计算 n? 个 b. 
算法 Para-Sort 2 
输入 ;数组 X, X 84 n Tm. 
输出 : k FFWL Fp ЖЕНЕН X. 
Æi forij = 1 ton do in parallel 
if Xli] > А[у] then b[ i,j] + 1 езе b[i,;] = 0. 

步 2 богі = 1 (о п doin parallel 


计算 rank [i] = > blij] +1. 
步 3 fori = lion do in parallel X[rankli]} = х]. 
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在 CREW-PRAM 上 ,算法 Para-Sort 2 对 “个 数 排序 个 用 症 台 处 理 机 和 时 间 
人 fba ) ， 

目前 最 好 的 并 行 排序 算法 ,对 п ARET Н л Ж ЕЕ ВУ [В] Oibre). ЖН] 
的 奇偶 排序 (fodd-even sorting) 和 双 调 排序 (bitonic sorting) 5 п + ЖЕҢЕ РД F n ЕЕ 
理 机 和 时 间 O lb a). 

2. ЭТ Ж 

i n AR a,n PR 


4 
=a , 
s; = > xm, i= 1,2377, а. 


H n 1 ЕЯП\ргейх sum). 

ЛЮЙ п = 2*, ЕВЕ Эу k Вус ТЕМ A. 于 始 时 树叶 从 十 到 右 依 次 
үх, хаух. 从 树叶 到 树 根 向 上 进行 ,每 个 结 点 等 填 它 的 两 个 儿子 之 和 , 即 以 
它 为 根 的 子 笃 的 树叶 之 和 . 然后 再 从 树 根 到 树叶 向 下 进行 , 右 儿 子 等 于 它 的 父 结 
Ж.а ЛУЗЕ НЗД НН АОЛ Ара С АОН) бу НОЯН. 计算 结束 时 树 
uE AATA A. 6-10 n = 8 Л, (а) 是 从 下 往 СТРАНУ Е, (b) 
EM Е РУНА Ву Я. AP 12,1 A RR ху + о, р X2 + X3 + їч, 
REJE. 


Xr X: жь Җа ta Дф Ж"? Xa sr $r 5% sS 5 m 57 $a 


(а) (h) 


图 6-1 

根据 上 述 计算 步 村 ,在 CREW-PRAM БА n ЕНЕ QX iba) 计算 
п 个 数 的 前 缀 和 . 

3. 单 划分 元 的 划分 

设 六 是 rn 个 数 的 集合 且 n 个 数 不 相同 .指定 一 个 数 у € X.R Ху 划分 成 两 
TTE X fl X,, X, 由 小 于 的 数组 成 ,如 由 大 于 7 的 数组 成 .把 这 个 运算 称 作 以 
y 为 划分 元 对 XX 的 划分 . 

Ë 多 以 数组 方式 存放 ,划分 元 у = Х[}],гаһК(у) = ,划分 后 ,y 应 存放 于 
Х{#]. A f T X[1: k - 1), LEAT Xl k+l n]. ЖИИ. Ж ЕЕ СЇ X[ ¿J tE 
重新 整理 后 的 X PHAP]. 

令 
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i, # X[i] < y 
а; = Ë жЩ L = 1,2,:" n 
$ 三 Sla í = 1,2 п 


it 

(1) P[;] = ranky) = s, + 1. 

(2) а=1Б](А[{] < у), Pli] = s. 

(3) Ha = 0 H і, (Х[:] > yh < APL] = at l+ i sai > j 
BL P[;:] = s + ia 

在 CREW-PRAM ЕЙ H n 台 处 理 机 和 时 间 0Qbr) 村 5 个 数 进行 单 划 分 元 
的 划分 ， 

.名 划分 元 的 划分 

给 定 m DARIG у < y, < … < yn; 要 把 a CRER а, а ео, MAR 
Ж 六 之 间 ,使 得 y, 与 ns 之 间 的 数 都 插 在 у Mya 之 间 ,i = 0,1,7, т, 8 yo = 
一 nt = + 的， 

使 用 n 台 处 理 机 ,分 两 阶段 进行 ,第 -一 阶段 ,使 用 对 半 搜 索 技术 确定 每 一 个 x 
ERREFE 1, В yy < x < уН, € 101,77, ml. ë 0(lbm) 步 .第 二 阶 
段 , 按 段 号 从 小 到 大 排列 x. 这 相当 于 给 = 个 不 超过 咽 的 非 负 整数 排序 , 为 此 ,构造 
一 粮 完 全 正则 二 玉树 , 树 的 每 一 个 结 点 v 包含 一 个 链表 集合 ,等 个 链表 存放 以 "为 
根 的 子 树 中 具 相 同 攻 号 的 叶子 .每 片 叶子 是 一 个 数 的 ,每 个 结 点 的 链表 集合 由 归并 
其 两 个 儿子 的 链表 集合 得 到 .计算 可 在 0{lbn) 步 内 完成 . 


6.1.2 随机 并 行 快速 排序 


将 1.1 节 便 1 中 算法 Rados 并 行 化 

算法 Para-RandOS: 

输入 :数组 X, X En TR. 

输出 : 控 递 升 顺序 重新 排列 的 不. 

步 1 if n = 1вїор. 

32 MAA 七 中 等 可 能 地 随机 取 一 个 数 y， 

Жз 以 了 作 基 分 元 ,把 三 划分 成 两 部 分 . E k = rakiy), W X[k] = y, 
XUL -1] 中 存放 小 于 y 的 数 , ХА + 1 n] 中 存放 大 于 的 数 ， 

步 4 x X[1: k - 1] XEK + 1: ° n] 3FfT Rb 38 АЈА НЯ Para-RandQSs， 

步 3 使 用 6.1.1 小 节 3 中 的 算法 宗 现 . 

定理 1 在 CREW-PRAM 上 ,算法 Para RandQS 对 个 数 的 排序 使 用 = 台 处 理 
机 ,在 Oban) 步 内 终止 的 概 认 为 1 - Oln). 


6.1.3 Reisehuk 算法 


算法 Reiachuk Sort 
输入 ;5 TRIETA. 
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输出 : 按 递 升 顺序 重新 排列 的 X. 

步 ] МОХ ЕНЕН НЕН = Га y Ym 

+2 用 算法 Para-Sort2 对 уу, yass Ym НЕЁ, PITE: yy < Уз < СС < Ул. 

步 3 P yi yn ya 为 划分 点 ,用 6.1.1 洒 和 节 4 中 的 算法 将 Хуру, 
Ул! 划分 成 Xos Ху. Xn. 

Жа 并行 地 处 理 每 一 个 (j= 0,1,-,т).Ж | X |> lba ОХХ, ҖЫЯ Н 
算法 Reischuk боп; ж | X; | = lbr 则 对 X. 使 用 算法 Para-Sonl. 

ji 5 X#E FAEH: Хо, у, X... Yas А. 

定理 2 存在 常数 a > 0, 使 得 在 CREW-PRAM 上 算法 Reischuk Sort 对 п 个 数 
的 排序 使 用 a 台 处 理 机 ,在 0(lbn) 步 内 终止 的 概率 不 小 于 1 - expl- a (bn) t). 


6.2 ШКУ 


设 无 向 图 G = (V,E), Fls n, | E I = mm. 如 果 EV 有 7T 中 任意 两 点 之 间 
都 没有 过 , 则 称 1 是 一 个 独立 集 . G 中 顶点 最 多 的 独立 集 和 你 作 最 大 独立 集 . R рч 
独立 集 是 NP EB). 如果! 是 独立 集 ,并 且 对 于 每 一 个 ssE V- IL ITU fv! 都 不 是 独 
у ДИЕ /是 极 大 独立 集 , 简 记 作 MIS(Maximal independent Set). 顶点 的 下 标 字典 
序 最 小 的 极 大 独立 集 称 作 字 典 序 第 一 极 大 独立 集 ， 简 记 作 LFMIStthe 
lexicographically first MIS) ,容易 给 出 求 LFMIS 的 贪 整 算 法 ,其 运行 时 间 为 Oin + 
出 ) ,但 是 ,已 经 知道 LEFM1S 问 题 ( 问 给 定 的 顶点 是 否 属于 1EFMIS?) 是 P 完 全 的 ,从 而 
本 存在 求 LFMIS 的 NC 算法 (除非 P = NC) 和 RNC 算 法 (除非 P = ВМС). КМС 是 与 
NC 对 应 的 随机 型 语言 类 , 它 包 揪 所 有 可 以 再 随机 前 NC 算法 识别 的 语言 . 

下 面 考虑 一 般 的 求 机 大 独立 集 问 题 , 即 只 标 求 给 出 … 个 MIS, 而 不 必 是 LFMIS. 
卡 普 给 出 下 述 求 MIS 的 贪 殖 算法 的 一 般 模 式 ，; 

#1 %+ I—@. 

32 while G = (V, Е) ЗЕ do 

(2-1) G 的 一 个 独立 集 5 CK, S I— I U 5. 

(2-2) 从 G PWES U rs) 及 其 相关 联 的 边 ,其 中 ГОЗ) 是 3 的 邻 点 集 , 即 

Г(5) = ju E VIPE o C Silu, ol € El. 

问题 的 关键 是 如 何 选 择 $, 使 得 每 次 循环 能 快速 完成 并 且 循 环 次 数 少 . 

算法 Luby MIST: 

输入 :图 G = (У, Е). 

输出 : 极 大 独立 集 J C V. 

#1 $l, F.E) (V,E). 

$2 while WV 5 @ do 

(2-1) forall > Є V do in parallel 

Во ЮН d( v). 


(D 算法 Luby MIS h tEiM. Lub) 于 1985 年 提出 . 
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(2-2) forall $ € V do in parallel 

idis) = Ò then 1— FU jei, — Ew 
else LARE 1 22405) 标记 v. 
(2-3) for all fu, v} Є Е do in parallel 
if u We 都 有 标记 then 将 u.o 中 度数 较 小 者 的 标记 抹 去 ( 当 度 数 相 等 
时 抹 去 下 标 较 小 者 的 标记 ). 
(2-4) 记 3 为 所 有 带 标记 的 顶点 ， 
А4 [+ IU S,Y— SU ГО8). 

(2-5) (U + Vr 了 上 的 诱导 子 图 . 

在 EREW-PRAM 上 ,用 Oin + m) АЯ, КЕНГЕ ДЕ О(Ьл) 步 内 完 
成 ,根据 下 述 两 个 引 理 可 以 知 计 出 循环 次 数 . 

引 理 1 设 在 第 上 次 循环 开始 时 有 Л, 笨 边 ,经 过 这 次 循环 删 去 Х, 条 边 , 则 

#{ X.) = +. 

考虑 下 述 模型 ;有 闫 个 位 置 1,2,… ,下 和 产 - 1 个 相互 独立 的 随机 变量 X,, Хз, 
,和 每 一 个 天 服从 是 =- 1} 上 的 均匀 分 布 .一 质点 开始 时 位 于 m, BhA 105 
试验 终止 . 当 质 点 位 于 1 时 ,下 一 步 移动 到 i - 是 (2 < ¿< m), 记 质点 移动 的 次 数 
JJ T. 

引 理 2 R z:Rt— R* 是 非 降 的 .如 果 对 每 一 个 2 < ¿í = m, ECX) > g( i), 
则 

m 1 
Et T) = | gt 

其 中 R* ЖЕЗ. 

把 算法 执行 过 程 中 每 次 循环 开始 时 的 边 数 作 为 质点 的 位 置 ,循环 次 数 则 是 质 
点 称 动 砍 数 了 ,由 引 理 1 ,可取 g(x》= x/8,18 


Е(Т) <| Фа = Blnm. 
王 是 ,得 到 下 述 定 理 
定理 3 在 EREW-PRAM 上 ,算法 Luby MIS 计 算 = 个 顶点 ,mm 条 边 的 无 向 图 的 
КОВ Ett Oln + m) KALEH, HiH A 00b а). 


6.3 图 的 匹配 


6.3.1 ЖАББ 5, 0 А 


设 无 向 图 6 = (V. К) Я МС ЕЗЕН M {ЕЖЕЛП ИВАНА, Д М 是 
6 的 ~ 个 匹配 . 6 的 边 数 最 多 的 匹配 称 作 的 最 大 匹配 (maxitwm matching) .如果 G 
的 每 -- 个 预 点 都 与 匹配 村 中 的 一 条 边关 联 , 则 称 形 是 完美 匹配 (perdeet matching) . 
y Hee at ,对 每 一 条 边 [, 门 和 ESL A Fat (c < ;), G RRN 
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矩阵 T(G) = (2,1... ЕХЕ: 
Ж» Є ER; < 月 
i |- ЖЇН. € EB: > j, 


0, 若 [i,j] € E. 

引 理 3 图 6 有 完美 匹配 , 当 且 仅 当 dett T(G) = 0. 

dei T G)) 是 关于 变量 区 的 z 次 过 项 式 .根据 2.2 季 中 的 定理 1, 用 指 绞 术 容易 
设计 出 判断 dei T( G)) 是 否 恒 等 于 上 的 随机 算法 ,从 而 得 到 判断 G 是 可 有 完美 匹 
配 的 随机 算法 .算法 如 下 ， 

算法 Perfect Matching: 

Aa E G = (V.E). I V | = n. 

输出 :“ 有 ”或 “元. 

БІ 构造 的 塔 特 矩阵 T(G). 

步 2 forall[;,;j] € E Ri < j до ів parallel 

从 1+ 1, + 2,12. + пі 中 等 可 能 地 随机 了 到 TRS c. 

+з 计算 de(T(G)). 

#4 jf deal F( G)) s О then return “A” else return “Ж”. 

根据 引 理 6 和 2.2 节 中 的 定理 1, 当 图 8 不 存在 完美 此 配 时 ,算法 总 回答 "无 "， 
ЩИ С 存在 完美 匹配 时 .算法 回答 “有 ”的 概率 不 小 于 12. 


63.2 完美 匹配 的 随机 并 行 算 法 


算法 Perfect Matching 仅 能 判断 是 理 有 完美 匹配 ,而 没有 求 出 完美 匹配 . 当 G 有 
唯 --- 的 完美 匹配 材 时 ,对 每 一 -条 边 [i,j] Є Е, ЕТИ г ЖП; 及 其 关联 的 边 后 仍 有 
完美 匹配 , 当 且 仅 当 [i,j C 由 ,因而 ,对 每 一 条 边 进行 这 样 的 检查 就 可 以 得 到 这 个 
唯一 的 完美 匹配 时 .但 是 ,当下 有 2 个 或 2 个 以 上 完美 托 取 时 ,这 个 骸 法 失效 .为 了 了 
使 上 述 做 法 继续 有 将, 需要 把 基 一 个 完美 匹配 “孤立 ”由 米 成 为 “唯一 的 ”完美 匹 
Еп. 

639 Y = xt |С ОХР) R. Tk RA, ИЧЕ 
域 ,m ВЕНОК. ЗЕТЕ РЕ X Zt. WR P SC =, БВУ 

(S) = >ую(х). 


-关中 权 最 小 的 集合 称 作 最 小 权 集 合 ， 

BEAM D RXS) 是 mm 维 的 集合 系统 .ww:X 一 11,2,…,2mj] 二 
ЛИЛ ЖИ РАЖ, РАТЕ АЈ xz € X (х) E fhi HARIA, 2，……2mm 上 的 均 
名 分 布 , 则 .天 中 存在 唯一 的 最 小 权 和 集合 的 概率 不 小 于 1/2. 

ШЫ C = (V.E), V = 11.2. п. CABRAL ЕТСЕ). 对 每 一 杂 边 | 
ЛЄ Eli < jD. x; = 2W НФ и, € Z Aliy] КИМ. 

引 理 5 如 果 尼 有 唯一 的 最 小 权 完 美 匹 配 ERE A W MU det T( G)) > 0, M- 
ВАЕ Е: detf TCD 的 2 的 方 蹇 的 最 大 值 为 关 " . 
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SEG САО ТЕЗЕ В, К Bi WADAL: l e wH 
EH Т, + 296229 是 奇数 ,其 中 T; R T(G) 的 代数 余子 式 ， 

算法 MYV, 

输 和 ;图 G = (KE) ,CE 有 完美 匹配 ,11= n. | E | = m. 

输出 :完美 匹配 M C Е, 

步 ] (огай [i € Eli < j) de in parallel 

从 上 ,22mi HETRE REIR TARAF N w. 

步 2 构造 8 的 塔 特 和 矩阵 T(G), x; = 299. 

步 3 计算 del T( G)). 

Жа IHA W = mald 1224 1 дес). 

步 5 计算 TO G) ВОРЕН adji T( G)) = 17). 

36 forallli.;] € Eli < j) do in parallel 

计算 л = Tye 2901229. 
7 oral [у] € ECE < j) doin parallel 
if r, EET hen Hil ij] 加 人 М. 

EREMIA), СЕЛУ УЗЕ Е АСАНА 12. 4 GAE 
ВАЗЕ ЗЕРЕН, RERE S а оа ЦОХ ТЕ — S JAM Sas АС 
的 权 P, ЕЕН НЕ УЕ ЗЕ АР M. 算法 муу 成 功 的 报 率 不 小 于 
1/2. 

引 理 7 ЖА пхп EBE, RGS К FEH O( na MM(n)) 台 处 
理 机 和 村 间 On) 计算 del A) 的 并 行 算法 ,其 中 MM(Ca) 是 计算 两 个 nx n ЖЕ 
Ж ИЕТ Ж REA RA, 当前 最 好 结果 是 ММ(л) = О(л” 35), 存在 使 用 
O(n k) 台 处 理 机 和 时 间 OCh n) 计算 4- fl adi( A) 的 随机 并 行 算 法 . 

定理 4 BERA 6 鞋 少 有 一 个 完美 匹配 , 则 算法 МУУ 找到 避 的 一 个 完美 匹配 
的 概率 不 小 于 172, 并 且 便 用 O tm) 台 处 理 机 和 时 间 Об? л), 9 л ER ЄС 89 
TMAR, т 是 边 数 ， 


6.3.3 最 大 匹配 的 随机 并 行 算法 


HR G = (V.E), ТЕ = п, 1 ЕЕ m Mc БЕСЕ КОВ, 1 M | = o. 
有 2а 个 项 点 与 村 中 的 边关 器, 称 这 些 顶 点 是 饱和 点 ;还 有 n - 2 TARMA. ЖЕЛП 
п – 20 个 新 顶点 ,并 把 它们 与 了 中 的 每 一 个 顶点 连 边 ,新 项 点 之 间 设 有 边 .把 这 个 
РЕСЕ 全 .显然 ,对 可 以 扩大 成 如 的 完美 匹配 .反之 ,Ce 的 每 -- 个 完美 玫 配 有 nn — a 
条 边 ,其 中 怡 有 ma - 26 条 与 新 项 点 关联 , 剩 下 ae RAACH ГАКА. ЊК, Н 
要 知道 了 G 的 最 大 了 比 配 中 的 边 数 a, 就 可 以 和 用 计算 完美 匹配 的 算法 求 得 C 的 最 
ЖЕАР. 

对 每 一 个 kr0 < k= a Ал + Е ЕА), ЕС ЕЛЕ TADA, HEN T SN 


(D 算法 МУУ ШЖ ЗВГ 3 A (K Mulraley О. К. Vazirani, У.У. Vaziran) T 1987 年 提出 ， 
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顶点 和 上 中 的 每 一 个 顶点 之 间 可 一 条 边 ,把 这 个 图 记 帮 G, WR , G, 有 完美 匹配 当 

HRH k р п -2a. 于 是 ,用 对 半 搜 索 使 用 lbn 次 算法 Perie Matching 可 以 找到 а. 

为 了 保证 成 功 地 找到 a HERRERA, EYERE ИРИ —1 k PE 

行 算法 Perfect Matching 2lblbr 次 ,只 要 有 一 次 del T GJ) 关 0. 就 返回 “有 ”. 只 有 

Abiba 次 都 是 det{ T( G)) = 0, 才 返回 “无”. 对 每 一 个 上 ,hl 答 错 误 的 概 这 不 超过 

(Hz2)zpt pAn. 算法 正确 地 得 到 a 的 概率 不 小 二 1 — lba + Abr =1- 
l ibn. 


т ”去 随机 算法 


设 随 机 算法 А 关于 实例 了 和 样本 点 x € O 输出 4(1 ,rt) .0 是 与 1 相关 联 的 样 
Жз [н]. XJ FEA 1 如果 AC, х) 是 所 需要 的 解 , 则 称 x 是 关于 上 的 好 的 样本 点 .如 
果 有 一 个 在 О 中 搜索 好 的 样本 点 的 算法 ,就 能 除去 4 的 随机 性 ,得 到 一 个 确定 算 
法 .这 种 算法 称 作 去 随机 算法 (derandomized algorithme). 虑 直 接 的 去 随机 算法 是 穷 
举 搜 索 部 .但 是 ,通常 1 0 1 是 1171 的 指数 函数 . 穷 举 搜索 全 不 能 得 到 有 效 的 去 随 
机 算法 . 为 了 得 到 有 效 的 去 随机 算法 ,必须 有 所 索 避 的 有 小 方法 ， 

第 一 个 方法 是 压缩 样本 空间 法 . 设 随机 变量 娩 数 x: 0" ОТЕ РЯ: 
Iy | 是 1 了 | 的 多 项 式 界 限 的 ;名 对 于 5z C RGA al 保留 着 原来 所 需要 的 
统计 性 质 , 从 而 存在 z* € О telr’) 是 好 的 样本 点 .于 址 ,可 包 通 过 穷 举 按 索 泣 
得 到 有 效 的 去 随机 算法 .对 于 2 的 所 有 样本 点 ,计算 可 以 并行 进行 .这 个 方法 在 本 
质 上 是 并 行 的 ， 

第 二 个 方法 是 条 件 概率 法 . 搜索 O 的 过 程 可 以 表 成 -可 二 及 树 ,采用 对 半 搜 
索 导 找 好 的 样本 点 .在 每 一 步 , 当 前 所 在 的 样本 子 空间 中 有 好 的 样本 点 , 它 被 分 成 
两 部 分 , 至少 有 一 部 分 中 有 好 的 样本 点 .通过 计算 条 件 概 深 或 条 件 期 望 确定 哪 -- 部 
分 中 必 有 好 的 样本 点 .问题 的 关键 是 设计 出 计算 条 件 概 康 或 条 忻 期 望 的 有 效 算法 . 
搜索 可 在 由 1 1 步 内 究 成 . 


7.1 БЕ ЖӨЕ 


(Т) ЯЕ п, I = (Бак, ШН a < 2l a 2r. i8 Z = (Д, 
Л), ЖЕН Fl ETERRA, 相互 独立 且 都 服从 p 一 0.58 0-1 分 布 . 仿 


t 
X(Z)= (OB) (mod2), i= Levn, (7-1) 


& 
这 里 t| Бей Є ПАТЕ 7: 的 二 进 制 表示 . 
定理 1 由 (7-1) 式 给 出 的 有 个 随机 变量 XCZ), Xa Z). X. (Z) ,两 其 相互 
独立 和 且 都 服从 p = 0.5 的 0-1 分 布 . 
(2) n Me JERS, gq 是 素数 且 n agalnn xq MIRA = [a[li,t]] 的 
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BiA Вајт), Ж n = Ф000 іп 0) 2 = (Z. Zi. 
Z.) RP Zos Zitt Д 相 下 独立 昌都 在 10,1 q -11 上报 从 均匀 分 布 . 令 


下 一 | 
X.(Z) = a[i,( УХ) (moda)], (= Oler- (7-2) 
= 


定理 2 由 (7-2) 式 给 出 的 随机 变量 VZ), XA X, (Z) 满足 下 述 条 


bp 大 相互 独立 , 即 02), X (Z), X. (Z) 中 的 任意 下 个 都 是 相互 独立 的 . 

2 P.1 X (Z) = Ri = тдб=чїйєчъ-1,1=&=}ечтг. 

(3) Tü À RU aJ 88. РА е ЖШ G = CV,E), 把 FF 划分 成 两 部 分 C6 ЖС. ЕП 
E, C) 中 的 边 数 最 多 .这 是 最 大 割 集 问题 当 所 有 边 的 权 为 1 时 的 特殊 情况 . 

设 Y = |1,2,… ,nn| ЕШШ X = (X. X... X D Н X, X... 相 开 
独立 昌都 服从 P = 0.5 0-1 3770. 

C(X) = lil X 2 

即 每 个 顶点 相互 独立 地 以 概率 1/2 ЕВНА С. FE 

(C(X),C(X)) = ij € EILG =1А X =0 у (Х=0А X = 1). 
记 BOX) =I lC, G(X)) 1, 则 有 

Е( В(Х)] = mA. (7-3) 

这 里 m = | ЕІ. ВЕЕ ERRAR DRETT m2. 

事实 上 , 当 总 ,如 ,和 两 两 相互 独立 时 ,!7-3) 式 仍 然 成 立 . 取 随 机 向 量 Z 
= (Zi ,2 也) 满足 7.1 中 的 条 件 , 由 (7-1) PS ХОХ) = (X/(Z),:", 
Z). НІ, Y (Z) X( Z), A (Z) 两 两 相互 独立 旦 都 服从 n = 0.5 的 
0-1 分 布 .于 是 ,仍然 有 

E[B(X(Z))] = т/2. 

对 每 一 个 ZE 10,11!, 求 CCX(Z)). 取 其 中 最 大 的 割 集 作为 输出 ,这 就 得 到 一 
个 去 随机 算法 , 它 求 得 的 割 集 不 小 于 m2. 由 于 样本 空间 10,41' AADAT < 2л, 
算法 是 多 项 式 时 间 的 .可 以 对 所 有 的 样本 点 ZE 10,1}'! 并 行 地 进行 计算 ,需要 使 用 
O( n) BALH. 

在 这 里 ,把 羡 的 大 小 为 2* 的 样本 空间 10,1}"* 压 缩 成 Z 的 大 小 不 超过 2n 的 样本 
室 间 和 ,1 三 ,从 而 实现 去 随 轴 性 ， 


7.2 条件 慨 率 法 


仍 以 7.1 节 (3) 中 顶点 划分 问题 的 随机 算法 为 例 说 明 . 把 Ху. 2,575, A AR 
ЖУМ xi x. ' x C |0,1] 后 的 B(X) 记 作 BCX | xi.x>, l aa). e 
Eo = E[B(X)), 
Elanto’) = E[B(X | рудое )], # = 1,2,*,n. 
对 于 每 一 个 kO < k = n- 1, 有 
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Бу хуҗ, сулу) = Емба 1) + Eala 0). 
以 而 ， 
Ert xi, ty, U, Xk) s£ нах} Бб жү, жу, ха 1), Ea. tri za tt ОЕ. 
Eq E, (xi. xx. X l) z Epeak aapt x 0) PPH v. = 1, з, = 
0. 这样 得 到 一 个 样本 点 rr = (ху,х,, = ,х„) 使 得 
Er = E (x) = Ел xy, x2) = е = АЗРЕТ ТОУ 
HT B(X | xz) 是 一 个 常数 ,于 是 有 
BO | wr Na) = 
故 x 是 一 个 好 的 样本 点 . 剩 下 的 问题 是 如 何 判 米 * E, (хро а 1) 2 B(x， 
rye 下 述 公 式 解 朵 了 这 个 问题 ,i 记 
2366 аран р = Аро убт, 1) — Б, X20) 
ПЕЕ КАН О, k ll x = ОЕ 
ШЕ (ka Оа к Иа = iti, 
Raih p(k+ DERA k. ТОВАРА Е АВЕ ЕА, ES kb , 设 已 把 11 2 天 
HARAR C HIC. Е POE + 1) pE ЄР РАЙ T MOCKO SET TE C r ТИҢ 
个 数 , 则 把 项 点 上 + 上 放 人 和 人 С. 
去 随机 算法 如 下 ; 
步 1 Cejl 
步 2 fork = 1,2,5, п 1 до 


EPE+DnCI EICI hen CCU ikt. 
pr Ж [а] ЮП ЗЕ Е. 


— 
— 


7.3 格 点 近 候 问题 


略 点 近似 问题 (the lattice approximation problem} PSU nr EC = [ cy] Ж г 
维 向 量 py = (ру. р.р.) 8—0 cj Є [0,1], 每 -个 pj 是 一 个 实数 . 求 一 个 
ЖО (йл = (Ооу, о.) EEC: (p - #9)' 的 每 一 个 分 量 的 绝对 值 都 比 
较 小 ,即使 得 


А; = | > y e (p; _ g) | 1 工 = l,2, n, 
31 
都 比较 小 . 


不 失 一 船 性 ,总 可 以 假设 р, Є (0131 ук r ELERT, AA qE 10,11, 
1 = j= r. 


7.3.1 ЖФА Ж 


令 每 一 个 q ШВ p, 取信 1 .以 概率 1 - р ИОС < е г) ,并 且 它 们 是 相 
互 独立 的 .把 这 称 作 随机 舍 入 (randomized rounding). 
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对 每 一 个 区 1 = i= n), 记 
s = 29р б = 21р. 


WA i 
Eí ph) = Si, А; =! d: 一 $; I. 
引 理 1 说 a = [0.1] ,随机 变量 A.A... X. 相互 儿 立 日 分 别 服 


从 参数 为 pj 的 0-1 分 布 . 记 w - > аду, В 


EOF) = > ap; = m > 0, 
j=1 


出 
l 对 任意 的 全 > 0, 
РДА > (1+0 д)ті < [êi + 0), 
2 对 任意 的 Є (0.1], 
Pl < (1- ë)ml < Гед pHi]. 
记 
В(т,ё) = [е%(1 + 851+)", (7-4) 
对 于 x € {0,1), 把 使 得 B(m,8) = х 的 6 12 Dim, х), HI 
B(m.D(m,x)) = x, (7-5) 
定理 3 对 任意 的 8 € (0,1] ,随机 舍 人 算法 给 出 的 0. 1 III] д 使 得 所 有 
偏差 
А = 5 有 (人 
的 概率 天 于 1 - Š. 
推论 1 存在 0-1 近 似 向 量 q 使 得 
А;  5Ю0(,1/2п), í = Leen, (7-6) 


7.3.2 去 随机 算法 与 悲观 估计 法 


用 条 件 概 率 法 可 以 把 格 点 近 亿 问题 的 随机 舍 人 算法 去 随机 得 到 确定 算法 , 它 
求 得 的 4 满足 (7-6) 式 . 

称 g 不 满足 (7-6) 式 是 坏事 件 ,坏事 忻 的 概率 记 作 Po. 由 推论 1, Po < 上 .对 于 每 
Кра k ESE 9 ,9 .，…… 攻 的 值 后 坏事 件 的 条 件 概 率 记 作 Р.ф, 
4) 类似 7 了 .2 节 中 的 El зд, хл, 77 о) EH 

用 -9 人 PP 
可 推出 

P(g TEST: AEE. = min] 记 (g 3 ‚Р, q ‚фу фә, . 

于 是 , 当 PA gr ga 1) PUG ga 10) 时 取 у = 1, ЖЛ gw = 0. 
得 到 
l > Po >z Piip) z Роб.) > > Рф 7759). 


т 去 随机 算法 ，557 ` 
注意 到 对 于 答 定 的 а, вр, ,ф, ЖИЕ 2, ЖЕ, Ж АЖЕ, РС, фт 
PRAPTI ,要么 等 于 0. 上 式 表明 , 它 必 等 于 0, 从 而 坏 党 任 不 发 生 , 即 8 = (е. 
9 和 满足 (7-6) 式 . 

БЇ ТЕ 5) Н xi ДЕ A= Bb ВЗ ЖОЙЫ ЖОЖ: ЖЕ „(у.с q). ШЕЛ (Р. 
Raghavan) 于 1988 年 提出 悲观 估计 法 fihe method of pessimistic estimators) 克服 了 这 
个 困难 . 

Ва КЖ ЖЕН АӨК б\д q), = Ое, Ж Рау," 
ДИ = 0,1, or HERH: 

P P.(Q.Qq. q) = (д 92577,8) О = j= r. 

PU 2 mini Ка, q. qa 1). U (q фу q. 01. 
1 = j= r. 

29 村 以 有 效 地 计算 每 -一 个 © дуз өз” аф) 51 = j =: r. 

4 Uo < 1. 

在 上 述 过 程 中 ,用 исе. фе.) RE РК а.с. д), WERA g = 
(gi q... ЭЕ; 

P (gi. q. U q) = © фр q) = U < |. 
从 而 ,vw 满足 (7-6) 式 . 
对 于 格 点 近似 问题 的 Р, 可 取 悲 观 估计 


Ul gi ga) = 22е. ATi (qea +1 g) | П Сеч tl- рі) + 


di- сае Wl q) ы {pre а l pis 


= 0,1, 
其 中 
L, = $+ D(s.122n)5], EL. = ull- Dls,l/2n)], 
= linll + Ю(,,1/2л)]. 


7.3.3 MÆ 


考虑 下 述 填 装 整数 规划 (packing integer programming) : Е n x r BJ 0-1 3ER A 
= [ay] AMERS kR x € 10.11.; = 1,…,r, 使 得 


max Ў адр. 
j=l 


8.1. > or = ki = 2," n 
M ЖЕЕ FEBS hiya RARR ç € (0.1). < j < 的 最 优 
解 .这 是 一 个 线性 规划 . 设 最 优 解 为 x》 l < j < r. RULIN М" = Ууда] .然后 
考 虚 格 点 近似 问题 : 求 近 仍 x = (xr ,和 7x) 的 上 0- 1 商量 > = = (x|,xx>,"", 


(7-7) 
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x) ,但 是 , 若 H ERNEA y" 得 到 , 则 可 能 不 满足 约束 条 件 (7-7). 为 此 引入 
比例 因子 v € (0,1) 满足 条 件 


这 里 是 由 (7-4) 式 定义 的 函数 , 令 


3 * ; 
xi = j, l = = r, 
Mr = M", 
x ‚ 
有 Хауа; = М, 
Jsl 


Saaja sk, 2 = í < n. 
1=1 
REBLE A (xina) 得 到 0-1 Ге] Ё х = ( xi, X2, `, A 
Е{ > ауузу) = ПР, 
р 


Е( > аз) < k, 2gigk. 
于 是 ,根据 引 理 3,x 使得。 


> a > [i - DUAF lnd), 
i=l 


f 


Ў) а = sk[] + (жил) = k, 26 (= n 


部 成 立 的 概率 大 于 0 КОРАК p (7-5) 式 定义 . 从 而 存在 (1 向量 * 满 足 约束 条 
ED, H НКЕ MU- DOF, In) ]. 用 7.3.2 节 中 的 去 随机 算法 可 
以 在 多 项 式 时 间 内 给 出 填 装 整数 规划 的 这 样 一 个 可 行 解 
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在 上 一 章 6.2 节 算法 Luby MIS 中 ,给 定 图 6G = (У,Е), :个 顶点 对 应 -一 个 
随 袖 变量 Y) 0,11 标记 + SARS X) = 1. 所 有 Y) MEH div) 
> ОЮ PIX = 1 = ple) ZE ple) = 1/24d0v). 取 素数 n = q = 25, 设 随 机 
Fit e. 相 互 独立 是 都 症 ;0,1,…,q - 1| 上 服从 均匀 分 布 .不妨 记 V = 10,1,…， 
п 1. 对 每 一 个 顶点 v € V, лб) = @/24К») REILE ht XG) = 工 当 且 仅 当 
(Е + 0° 8) (modqg) < ntv). 由 定理 2, 诸 X(v) BPB B P AXC = 11] = 
п(ъ) а. р (0) = n(u)/q.2M 0 < dlv) < n716 Bf, 


$ РО») < p' (6) < рб»). 


对 算法 Luby MIS 作 下 述 丙 点 修改 : 
(1) E w E V dlw) > nA16, 则 把 w 送 入 独立 介 了 此 次 特 环 结束 ， 


(2) ERAR o E V BË dir) < ax16, 则 进行 类 做 卓 算 法 中 的 运算 .但 是 ,不 
PERE 12000) 标记 顶点 w* 而 是 生成 两 个 满足 工 述 东 作 的 随机 数 二 和 ?7, 标 记 ， 
HRR (6+ 0+ y) (тойа) < afv). ВВ, ЛБА НЕ АЎ п ЕВЕ Хо). 
дА ЗЕЕ 2 РЕЯ е Жїз. HA (Е + y) (тойа) < nto) 时 取 
Xir) = LEWE Xir) = ОЕ ттс o 的 概率 是 p' (р). 

类 位 6.2 节 中 的 引 理 了 ,修改 后 的 算法 有 下 述 性 质 . 

引 理 3 RER k KMF ARTA N, 条 边 , 经 过 这 次 循环 删 去 X, 条 边 , 则 


l 
E( X.) > qg +- 


H 6.2 P5H 4, ШЕ НЕЛИКТЕН Ч 1 5 Oba), ИД лїгї] 
[н] orn). 

在 修改 后 的 算法 中 ,样本 空间 为 10,1,….9- E HAKU] 22 = 4n2. 为 了 去 随 
机 ,每 次 循环 对 所 有 的 样本 点 并 行 地 进行 计算 , 取 其 中 删 具 边 数 最 多 的 作为 本 次 循 
环 的 计算 结果 .这 样 删 去 的 边 数 不 少 于 期 望 值 ,因而 箱 环 次 数 为 Of(lbn) .把 这 个 确 
定型 并 行 算法 叫做 算法 Luby Derand MIS. 

定理 4 在 EREW PRAM 上 计算 mn 个 顶点.m 条 边 的 无 向 图 的 极 大 独立 集 , 算 
法 Luby Derand MIS 使 用 O( n2( n + m)) 台 处 理 机 和 运行 时 间 OCib л). 

把 压缩 样本 空间 法 和 条 件 概 宰 法 两 种 方法 结合 起 来 ,在 样本 空间 i0,1,…,# 一 
1 中 用 条 件 概率 法 搜索 好 的 样本 点 , 便 比 (1993) 进 一 - 上 出 给 出 该 问题 使 用 О(л + 
m) 台 处 理 机 和 运行 时 间 为 ОС) 的 确定 型 并 行 算法 ， 
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7.2 归并 排 手 算法 
7.3 EHUA (613) 
74 ЖАНГАК eenen (616) 
7.5 НЕЕ a... (620) 
7.6 ЖЕ ОЙ eso. (622) 
7.7 2-3 4 ажа еж ажжжж аваа ая (626) 
8.1 概述 е (627) 
8.2 ЫШ pe (628) 
8.3 多项式 的 
8.4 让 满 是 计 问 题 间 库 充 证 
a A 
8.5 ЖТ NP 学 全 问题 及 其 证 明 
Fe (636) 


ue (612) 


3 5 


快速 电子 计算 机 的 出 现 是 20 ERN ВЕСОВ EN E Y ik o It RA. Л, 
乎 处 处 都 感到 它 的 存在 ,似乎 它 无 所 不 能 ,其 实 不 然 . 什么 样 的 问题 可 由 计算 机 来 
解 次 .什么 样 的 问题 则 不 能 .这 属于 可 计算 性 理论 研究 的 范 晴 . 理论 上 可 计算 的 向 
题 实 际 是 否 可 计算 呢 ? 则 是 算法 与 算法 复杂 性 分 析 研 究 的 内 容 . 利用 计算 机 解决 
问题 的 第 -- 步 是 设计 算法 ,还 必须 对 它 的 时 间 复 杂 性 进行 分 析 , 看 看 是 否 实 际 可 
行 ? 因此 算法 设计 与 分 析 已 是 计算 机 科学 的 重要 内 容 , 此 节 于 有 人 说 计算 机 科学 
就 是 研究 算法 的 -- 门 学 科 . 特别 是 20 世纪 70 年 代 以 来 ,由 此 发 展 起 来 的 算法 复 
杂 性 理论 这 分支 更 是 -- 引 人 人 胜 的 领域 . 本 箭 介 绍 帮 | 常见 的 算法 设计 的 思想 
太 常 用 的 算法 ,最 后 对 算法 复杂 性 理论 作 简单 的 介绍 . 


1 概 № 


利用 计算 机 求解 问题 ,第 -… 步 是 设计 算法 ,接着 基 半 作法 所 需 的 时 空 进行 分 
本 ,然后 编程 . 典型 例子 如 汉 诺 {Hanoi) 塔 问题 ,这 是 组 合 数 党 有 名 的 问题 . 设 有 
А,В,С URET, EO AEH п tE AMATE OE LET 1-1). 要 求 将 
它们 转移 到 屏 杜 上 ,每 次 只 能 搬 动 -- 个 盘 , 而 片 不 允许 闻 人 的 盘子 套 存 小 的 盘 节 
的 上 面 . 问 应 如 何 操作 ”并 估计 要 搬 动 多 少 盘 次 ? 

第 E, BHR. 

n=1 讨 , 很 简单 , E-A МАСРА C H раг .na=2 时 . 先 将 最 
上 面 的 … 个 盘子 转移 到 昌 柱 上 .再 将 4& 柱 上 剩 下 的 一 个 舱 子 转移 到 和 村 和 陪 上 , 臧 
后 将 B 林 上 的 --- 个 盘子 转移 到 艺林. 上 ,结束 . 

对 于 5 个 盘 字 吓 以 递归 地 利用 下 述 办 法 . 先 将 上 而 二 =- 工 个 直子 转移 到 下 村 


上 ,然后 再 将 АН ОКАТ СЙ ГЕ © CH Б.Б ВТЕ АР a1 PATIR 
PACHER. 所 以 只 要 n-i CATERI, 0 = TATAEE . 
第 二 步 ,对 算法 的 时 间 复 杂 性 进行 分 析 . 
5 h, 为 n 个 盘子 的 汉 诺 塔 所 作 的 转移 盘 次 ， 
h. = 2А +1. 
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因为 
h = l, 
h,=2 +1, 
hy=2(2+1)+1=2 +2+1, 
ho 82572 +02973 фе +2+1, 
h =2h р+ = 29-1 + 29 2666602 6 1 
所 以 й„=2"-1. 
请 注意 ,点 基 问 题 的 规模 п 的 指数 函数 п 比较 大 时 , 它 实 际 上 是 不 可 行 的 . 
Li n = 60 7348] 
20 = 1. 1529 х 10'. 
B£ tE Ж 365 x 24 х 3600 #b = 3. 1536x 107 秒 ,以 每 秒 钟 移动 上 个 盘 , 由 需 时 间 
r= Í + тз, x 10" = 3.65 х ЮЕ. 
MAG ЯЕ даах, S OE у. БО) у ЕПОХЕ? 若 在 ,将 它 
ЖН. BEP ухо, НЕЛИ АЕО. 
(1) 顺序 查找 
步 1 21. 
步 2 Æ xlil> y MFE 5, ШИНЕЛЬ З. 
步 3 ж х[:] = у. ДЕ 
【打印 с, АЖ]. АЕ 
[ii +1, 4] 
步 4 # isn MHF 2, AMRF 5. 
步 5 i0, IE iiA 
fi = 站 表示 不 在 序列 中 ,[ ERARE. 
顺 库 查找 最 好 的 情况 是 y = zi, 一 次 比较 可 找到 ;最 坏 情 况 为 了 > л, Ta fE п 


次 比较 .平均 需要 作 二 (n+ 1) 次 比较 . 

(2) 二 分 查找 . 算法 的 思想 是 将 у 与 z[「 1]] 作 比较 , 芳 x[『 11= y, 则 一 次 
结束 . PEI y WER ГУ 1], al 1 10, a BATE ,x2，…， 
ОГТ 1] 中 去 寻找 . 车 [2 1] < у, @ а хае, СГУ ТЕ «(11+ 


中 ,x[[ y 1+2], PEFR. RERNE EE .继续 以 上 的 步 又 ,直到 
最 后 


二 分 查找 最 好 情况 只 变 作 .次 比较 ,最 坏 情况 也 只 要 作 fibn1 次 比较 . 
二 分 查找 算法 : 
ÆI ael, bn. 


2 优先 策略 . 565 ° 


步 Ф b= a MHE 
[E у= x, Mia, | 2—0, р 5]. 


步 3 теа + eetl, 


步 4 усх. ДИЕ Бет -1,4 2) БАЕ 
[ а+- т + 1,26 2] 
步 5 ЇЕ, 
上 面 讨论 的 查找 办 法 可 以 拓 广 到 将 > 插入 到 序列 x .x;,… FE. Айй 
序 存 储 便 暴 露出 它 的 致命 的 弱点 :平均 起 来 将 有 一 半 的 元 索要 改变 地 址 . 所 以 这 
时 非 要 考虑 改变 序 烈 的 存储 的 方式 不 可 . 


2 优先 策略 


在 算法 的 设计 中 有 车 于 常用 到 的 方法 ,优先 策略 是 其 中 之 一 . 一 种 办 法 仅 用 
于 解决 一 个 问题 ,最 多 只 能 算是 一 种 技巧 ,车 被 用 来 解决 共 于 问题 , 则 可 以 称 之 为 
“算法 "了 . 按 这 个 标准 , “优先 策略 "是 一 种 “算法 ” ,英文 出 Greedy method, 有 的 译 
ERLER”. 我 认为 还 是 叫 *“ 优 先 策略 "比较 贴切 “优先 "的 含义 是 十 分 明白 的 ， 
就 是 择优 录用 的 意思 . 这 仅仅 是 一 个 原则 ,具体 的 问题 能 不 能 用 ? 如 何 运 用 这 个 
原则 ? 不 是 一 件 容易 的 事 . 下 面 通过 实际 问题 来 介绍 . 


2.1 求 最 短 树 的 库 鲁 斯 卡 算法 


设 图 如 = (VY,EE) 是 一 连通 无 向 图 ,1EFl= m,1Fl=n, 已 知 每 边 的 长 度 . PHN 
求 最 短 树 А Е На -1 条 边 的 子 集 7, 使 得 子 图 (下,7) 是 连通 的 ,而 且 了 各 
边 的 长 度 之 和 达到 最 小 . 

库 普 斯 卡 (Knuskal) 算 法 : 

jl 对 属于 扎 的 边 接 边 的 长 度 进行 排序 , 设 

ЕУ SZ: ©, 
这 里 约定 е, PR32322 ,也 用 来 表示 边 的 长 度 . 

+2 5-0, Т-0),1—1,:-0. 

步 3 车 1=n-1, 则 转 步 6, 否则 转 步 4， 

Ба TU е у EE, tE 

[i= i+ 1, 转 步 4] ,否则 转 步 5. 
#5 Т Tel,s s+ ер, 09-11, 79-41, Ж 3. 
Жб ВНТ... 
其 中 了 记录 属于 最 短 树 的 边 ,* 是 总 边 长 . 
ФП 已 知 图 2-1. 
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对 边 攻 依 大 小 排列 得 
е}!!! = 1, еі) = і, е? = 2, УШ = 2, е? = 2, (б) = 2, 
е? =2, 10-3, е =3, еМ = 3, el =3, fD 4, el =4, ең = 4, 
6195, еЦ° 5, е =6, MË = 7, еы = 8. ёр =, е =9. 6802) = 12. 
МАРЕ PFH FERA u f БОЮ АПР 2-2 所 示 . Bh js E ВОЕНА. ТОНО 
F. 
(5) (12) 15) 14) 


Ё 2-2 


ВИТЕ И ИКЕ ЖАИГА m ЖОТА Л ВУНЕ, ШЕ EEA ГЕШ. 
ТВОРА АЕР ОСЬ). ARRA AAEE {ҮТЕ РП, 5 P| ЛШ РЕЗИ ТЕ 5 
基 断 ,但 在 计算 机 上 则 又 是 另 一 回 事 了 . 


22 求 最 短 树 的 普 林 荣 算法 


普 林 蒙 (Prim) 算 法 不 同 于 库 鲁 斯 卡 算 法 , 它 不 要 求 对 有 所 有 的 边 进 行 排序 .本 
取 一 点 0 PEDRA. о 进入 集会 5. 每 一 次 选择 一 个 椒 吉 于 5, 但 和 5 中 的 点 
FARITA, A о, RHAIN uv) = mini dalu E 5,06 Si, а, (и, ORAE. 
Miu o HEAR, HG „ЖА. S. 如 此 反复 直到 S 包 售 所 有 上 的 点 , 边 数 达到 a- 1 
为 此 . 算法 本 身 十 分 直观 . 

上 下面 算 法 中 用 p[ 站 记录 属于 5 和 i 点 最 接近 的 点 ,ql iu € s НЫ 的 点 
的 最 将 距离 о] = -1 表示 点 已 进入 5. 

HHEN.: 

Fi T—@,q[1]= - 1. 

步 2 ¿MA 22 z. tE 

{[41+-1. 9121-4), kel. 
步 3 # kpn W 8, МЕ 
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[ап , 转 步 4]. 
步 4 jN 23 a. Е 
# O< gli] < min, MHE 
[ming ;] , hej}. 
步 5 Te=TU((Ch,p(h)),q[h]— - 1. 
步 6 2 а, Е 
# dy < 9031, Е 
[417—9 plih] 
Ж7 kek+1,%F3, 
步 8 输出 7 了, 结束. 
应 指出 的 是, 在 步 6 中 ,上 点 进 和 人 S$ 后 ,应 对 不 属于 5 中 的 点 j 调整 sfj 和 
Ф. 六 门 记录 了 3 中 与 最 接近 的 那 一 个 点 ,相应 地 [站 记录 这 两 点 间 能 离 . 
普 林 蒙 算法 的 时 间 复 杂 性 为 Oln’). 
例 2” 仍 以 图 2-1 为 例 ,用 著 林 莹 算法 求解 . 


е!) 


e 
к! П = 
i | = = 
зу її! 
ёт 
е? 
= {$} = 
Fiz 


et 
9) = 
= ЫТ ТИП (10) 
Eis БЕЛ 


123) 
ЫТ" 


*—Y 


И імі 
е ёта 


2.3 求 最 短路 径 的 藏 区 斯 徒 拉 算 法 


已 知 图 €= (V, E) ЖАНН — A о 到 各 点 的 最 短路 径 的 戴 克 斯 待 拉 {Dijk- 
Бі S—v, TA H )—0, 
对 YY o € VA In Е 
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[i u) pni] 
+2 Æ S=s@, Н ¿.p AR. 
步 3 取 S 中 ! 值 最 小 的 顶点 ww 一 w,5*S\ |]. 
步 4 Hu ARRA. 作 
车 Къ) > (и) + dlu, v), DHE 
[200) (а) + dlu, в), plv) о], ӘР 2. 
其 中 ре) ААЛ ЯК ы 到 ç Б» 点 的 先行 点 ,pi) =ni ÆR i RAREN 
к, {Къу v 到 5 晤 条 路 径 估 计 长 度 . 最 终结 果 表 从 s, 到 的 最 短路 径 长 度 ， 
йз 求 图 2-3 中 O AAA ANERE. 


图 2-3 
&(2} Е F(3) 
= 2 2 
1 
© 
А 8 Со) 2 DY) 
3 2 2 
E F G 
2 2 2 нт) 
0 | { Ј К{5) O П f 2 J K(7) 


图 中 括 弧 里 的 教 便 是 从 O 点 到 该 点 最 短路 径 长 度 . 

例 4 有 一 设备 ,在 第 1,2,3,4,5 年 内 的 维 峰 费 用 依次 为 10,15,20,30, 50 #& 
位 .使 用 1,2,3,4,5 年 后 卖 出 ,折旧 价 分 别 为 和, 各, 加, 雪 ,0 单 位 .今后 5 年 内 该 设 
备 的 价格 依次 为 100,110,115, 120,130 单位 . 问 设备 的 更 新 策略 应 如 何 , 使 5 年 内 
НЕШИ. 

ДИРЕК Р 2-4 А о 点 到 ç, 点 的 最 短路 径 . 

о 点 代表 第 i 年 开始 更 新 设备 的 状态 .(o,w) 边 上 的 数 表示 从 第 i 年 开始 到 
Жу 年 区 更 新 的 总 费用 . ВИС о, р) ЕНУ 60 = 100 + 10 50, ВРИЕ ЕН 00 单 
位 ,维修 费用 10 单 位 ,第 2 年 更 新 提 机 器 折旧 费 50 单位 . 

通过 戴 克 斯 徒 拉 算法 可 得 从 o, 到 其 它 各 点 的 最 短路 径 , 见 图 2-5. 

故 最 佳 方 案 是 新 买 的 设备 用 到 第 二 年 末 , 第 三 年 初 更 新 直到 最 后 ,总 费用 为 


图 2-5 


215( = 85 + 130) 单 位 . 
2.4 磁带 问题 


RA n TXA A KERAY h.L... L ARRARAS HEIN 
记录 在 一 条 磁带 上 . 问 文 件 的 记录 顺序 应 如 何 ? 
(1) 可 以 证 明 E hehee al HENARE ARY 
Jodas adas 
则 文件 各 检索 一 次 ,磁带 转动 的 长 度 
= ++ Ь)+ + bat)+t +(D + + + L) 


达到 最 小 . 因 
L= H + 
l + b + 
li + {++ 


tt 
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=n +(n- b+" + Ул Юл. 
k=0 

车站 > 和 风机 主 和 ) , 互 换 下 和 天 ,可 得 更 换 后 的 磁带 转动 长 度 为 

L = ni +(n- 1) +в Сп - Аъ) (а-а) в 

Аё = L - Ё = (п- А+) + nk ба Аа Т) Са +1), 

= (3, RICA- А) 0. 

REH ТЕЗЕ ОНЕ ЗАНАТА F ЕНЕ В) АС E Bú B EAA. 

(2) EXA e A 的 长 度 相等 ,而 检索 的 概率 рус p.> 1: > p. , ЖН р; 
是 文 忻 f 检索 的 概率 , 则 检索 一 文件 磁带 平均 转动 的 长 度 为 


L= Di 


可 以 证 明 检 索 的 概率 大 者 记录 在 前 面 是 最 佳 方案 TERRIA Е . 
(3) EXP Л.Л. ВНОК h.L. h ERREKA pi, рз, 
…, pa: 而 且 
P2 Pn 
Йэ >va 


若 芭 大 的 记录 在 前 , 则 检索 一 文件 磁带 平均 转动 的 长 度 
Б= pilit р; Б) ++ р + ht + k) + + 
Рабі ++ +) 
Жл. 


EREET > EER л Ma Е ЕА BL 


åL =p. (lh +L + +h А120 + al l+ b+ +Ë the) 
=p. (l + L + 0) pa (D+ Db + ++ B.) 


= _ — Pk _ Ра+1 
‚дат h= hh [P - Ba] >o, 


BE A MA. EE L. 
(4) ELA Joh BERRA, KERE 
和 
将 个 立 件 记录 在 m 条 带 上 ,讨论 它 记录 须 序 的 策略 应 如 何 , 留 给 读者 思考 . 


2.5 有 期 限 的 任务 安排 


RA п 项 任务 万 ,天 ,大 ,它们 完成 的 期 限 分 别 为 did: da, EW REA 
完成 的 利润 依次 为 cl ,ea,… ,cn ,假定 完成 每 个 任务 的 时 间 都 是 一 个 单位 . 阿 应 如 
何 安排 加 - 工 顺序 , 方 使 收 人 达到 最 大 ? 

如 若 单纯 考虑 利润 , 则 利润 最 高 的 应 提 在 前 面 . 有 期 限 的 任务 安排 ,不 能 仅 考 
EAA. 举例 说 明 如 下 :例如 有 三 项 任务 帮 、 五 、 刀 ,完成 的 期 限 分 别 是 2、1.3 单位 
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时 间 , 在 限期 内 完成 获 利 分 别 为 名 元 .1 有 元 .200 元 . 若 依 “的 大 小 ,加 工 顺序 为 
hoh- h EZR 态 后 ,天 的 期 限 已 过 ,只 好 放弃 而 去 完成 中 ,收入 共 280 元 . 考 
BA J, 的 期 限 为 1, Л 的 期 限 为 3, 故 J, 可 提 到 J, 前面 . 若 加 工 顺序 为 J 一 J 一 
万 , 则 可 收 人 460 元 . 

对 有 期 限 的 任务 安排 , 先 依 利润 e 的 天 小 排列 , 设 сє суре = c. НН с Ж 
任务 天 的 利润 . 在 J 一 一 … 一 ,的 任务 安排 基础 上 作 加 下 的 调整 ;安排 在 后 面 
的 任务 可 否 提 前 ,要 根据 情况 而 定 ; 排 在 前 面 的 任务 利润 较 高 ,能 理 往 后 称 , 要 看 它 
的 期 限 是 否 太 于 它 的 序号 . 班 作 非 形式 化 的 讨论 如 下 ! 

假如 已 安排 了 前 面 "个 任务 

Jada, da> 
它们 满足 条 件 d. г, 1.2... r, PRERE ЯЯ РУЗ ЛА. 它 后 面 的 任务 J, 
WE 由 过 r, 能 否 播 人 到 前 面 去 ?首先 与 天 进行 比较 ,车 = r, h EIAM, Ж 
ЗЕЛЕ, Ш J, RIAR. 

ШЕ d, > r.d, = rA л ТУ Н, ВАЕ J, 33891, 2. 

如 若 Ji в а, < г, 0 L 将 依次 继续 与 А _, * d, n ОЕША Е, ЕЛЕ 
AERDEN, Ат . 

ж. 


jl EAW с 大 小 对 进行 排序 得 一 一 … 一 攻 , 即 
бре сар 2а. 

看 2 А070, 410]--0, А-1, 69-1, 192. 

Ж3 гЁ. 

#4 Ж“ а[А[г1]>4[‹]Ж 5, ЮГ 8. 

步 5 ж [А r]]= r ВНЕ 
【r< 一 r- 工 , 转 步 4] ,否则 转 步 二 

步 6 #dlhlr])a dli JME o ЕЕ ¿— k. 

步 7 $ i>r WHF 
[АЇ(1+1]=А1],1#=—1-1, R7) Е 8. 

БЕ kek+t, Alr + 1]= i. 

步 9 ii+l. 

步 10 ign ШР З, ТИШ h AR. 

其 中 AfrES EAER r ВИЕ КЁ. 


2.6 $ P S BH 


一 般 编码 , 码 字 的 码 长 是 相同 的 ,如 ASCU 8 . 但 若 考虑 到 码 字 出 现 的 概率 差 
异 很 大 ,为 了 提高 码 的 信息 量 而 压缩 数据 ,有 梁 用 一 种 变 长 度 的 编码 技术 ,其 中 最 著 
名 的 当 推 哈佛 揭 (Hufiman) 码 ,哈佛 曼 码 在 现代 数据 压缩 技术 中 仍 扮 演 十 分 重要 的 
角色 . 
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图 2-6 是 一 一 元 编码 树 . WB F H 0. 
100.101,111,1100,1101 组 成 . 

译 码 的 方法 举例 如 下 ;化 如 已 知 玛 

101 111 1100 0110 

从 图 2-6 的 树 根 O 开始 向 下 识别 ,到 达 101 
HAGERI T A; EARR 0 Hi, З 
il 时 又 到 树叶 ;同样 ,到达 1100,0, 1101, }¥ 
码 完毕 .所 羽 编 码 树 本 身 也 是 “ 译 码 器 ”, 称 
Зока. 

下 面 介 绍 如 何 构造 哈佛 曼 树 . 

设 已 知 n TOP а.а». а, TH 
现 的 频率 分 别 为 pj, Prts Pas 

Pit p. + + p. = 1. 

不 妨 假 定 pi = ров рь. 
最 佳 编 码 是 要 求 下 列 码 长 的 数学 期 望 


m= Хард 
ERRED IEP 1, 是 a 的 码 字 长 度 . 


贻 佛 曼 树 的 所 有 内 点 必 有 两 个 儿 于 节点 ,不 然 与 各 什 编码 草 假定 相 政 盾 . 比 
如 必 2-7(a) 的 内 点 ( * ) 只 有 一 个 此 子 节点 , 则 可 消去 ”*#* “点 得 图 2-7(b). 


(a) 832.7 (b) 
图 270) ВНК ЕЕЕ Е 2-7(а) а ЕНЕ НЕЕ АНЯ Т. 

设 T: 是 对 应 于 频率 pi,p;,… ,ps ЙЧ {ЕЙ DS Н. раро p M 
р 和 p. 是 兄弟 叶子 节点 . 设 Ti ARAFE ру + ро, рз pa BRER АЁ 
PEILE T; (Bth Т}! 树 将 py + p, р, Яй po 的 父亲 节点 而 得 到 的 (图 2-8). 
如 此 , 求 Т 的 问题 导致 求 T3 KOR Tints ， 

假定 T R TI 将 pl + р, 给予 它们 的 父亲 节点 而 得 到 的 树 , 证 明 它 就 基 
Т1, Вр 3 

Pi + ро, ру» e Pa 

的 最 佳 编码 树 , 假定 T 是 由 了 ?将 时 子 节 点 р + ps 作为 р, 和 р 的 父亲 节点 而 


ptp 


| 2-8 
产生 的 本 ШП 2-9 BW; СЕ y i 


Ё 2-9 
тт) етт). т(Т/_,)&т(Т,.(). 


mi T, -,) =m(T.; )— pi — рә, 
m( T; i) = т(Т,) – pi — pz, 
根据 不 等 式 mT? mT 以 
mT )> m(T,), 
FATA. 
结论 : 求 p,p рз. p. 的 最 佳 编码 树 可 归纳 为 找 р, + prs paete pa ВИЕ 
编码 树 ,并 连续 递归 地 利用 这 个 办 法 . 
例 5 Huasa, ау, аа, аз, ав, 07,08 等 8 个 字符 构成 的 文件 ,它们 出 现 的 概率 
依次 为 
0.6,0.2,0.05,0.05,0.03,0.03,0.03.0.01, 
试 构造 它们 的 哈佛 曼 畦 . 
哈佛 曼 树 构造 过 程 如 下 : 
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(1) “©. РА Ф Ф + Ф Ф 


0. 01 0. 03 0.03 00 0.05 00 02 0.6 


0. 06 
0. 0⁄4 ‚2 0.6 
A LNS 05 0.05 0. 4 
(2) ©. 03 
(3) 
(4) 
{5) 
{6) 


0.03 0.03 00l 0.03 
(00010) (00011) (00100) (00101) 


з 分 治 策略 + 375 


故 得 编码 如 下 : 
a 100100 a, :00101 
23:00010 24:00011 
25: 0000 а: 0011 
а7:01 ay:1 
`x 
3 分 治 策 赂 
3.1 典型 例子 


"JF ERS ЖН ЖЖ Divide and Conquer, 意 即 分 而 治之 的 意思 ,即将 问题 分 解 
为 解 若干 子 问 题 . 子 问题 的 规模 和 难度 都 要 小 得 多 . 最 上 型 的 例子 第 | 章 中 的 
“二 人 务 查 找 ", 即 从 递增 序列 
а(<а›<7<а 
中 寻找 是 理 存 在 一 元 素 为 已 知 数 . z. 先 与 af341 比 较 , 若 арзу= :, 则 一 次 完成 . E 
出, 车 


z < [51 
则 会 去 alaq. aage o G. ,只 在 序列 
Ajr Azs AfA) I 
中 寻找 . Ë :> as1, 则 搜索 空间 缩小 为 
AFl lt ha. 


即 作 一 次 比较 ,几乎 将 搜索 的 空间 缩小 一 半 . 
分 治 策略 是 应 用 十 分 广 的 有 效 算 法 ,例如 多 位 数 乘法 问题 . 设 4 和 上 8 是 nr 位 
十 进 制 数 , 求 4 与 至 的 乘法 . 按 常 规 的 办 法 要 作 a? 次 - -位 数 的 乘法 . + 


А = а|*10? + 02» 


B= b10? + b, 
BE n 28,0), 0, bi. 5; 都 是 不 超过 nj/ 位 的 数 , 则 
АВ = ау&110” + (abs + azb,)102 + алЬ,. (3-1) 


令 电表 竺 位 十 进 制 数 相 乘 时 要 作 的 一 位 数 滋 法 次 数 , 则 有 
M, =4М, -1 Му = 1. 
所 以 M, = 4š = ді, 
ENIR- DAR 48, 须 作 п? ОНЯ. 这 就 是 常规 的 乘法 法 则 的 结果 ,但 不 
是 天 经 地 义 的 ， 如 采用 以 下 的 算法 :; 
p=(a +ta)(bi + h), 
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{= а,Ь, r= „фу, 
АВ = 410% + (р- 4 г)102 + r. (3-2) 
1 194-2368, В -= 3925, 
a = 23, a; = 68, = 39, Б, = 25, 
р = (23 +68) (39 + 25) =91 х 64 = 5824, 
q = 23 х 39 = 897, г = 68 х 25 = 1700), 
00] АВ = 897 х 10* + (5800 - 897 – 1700)10 + 1700 = 9294400. 
算法 复杂 性 分 析 : 
算法 只 作 了 ЗІК лл 位 数 乘法 . 令 M, 为 站 位 数 相 乘 作 的 一 位 数 相 科 的 次 
数 , 则 
有 = 了 3 村 -40=1， 
Вр М, = 3 = п. 
由 а= 2*, k= Ња, 31Ьл = п ,说明 = 位 十 进 制 数 相 乘 作 ”次 一 位 数 入 法 也 不 是 天 
经 地 尺 的 ， 


3.2 斯 徒 拉 进 矩阵 乘法 
ЭТЕ 


4=[ 02 ] B-[ ка] 
ау, ap bn bp 


ар |" 2] [ re] 
с -an| t= bx bn 


-| an ёи + ар ba a бр + азба) _ | си c) 

lan В+ ез ba aw Бо + ёз Бо) Ley eyl 

共有 3 次 乘法 .1979 年 斯 徒 近 进 (Strassem 提 出 一 种 只 要 7 KRR F : 
他 


P= {ар + ay) but bo)» Q = (an t anl bs 


HRR 


R= anl bn- bn), S= anl ba - bu), 

Т= {ар + аю) ё». U= (ах — au) bn + Ьу), 
= (ар – an H bn + b>), 

c= P+s- T+V, c= R+ Т, 

e= 0 +S, c= P+ R— Q+ U. 


算法 的 正确 性 可 通过 直接 验证 ,这 里 从 赂 . 

КЕ ЙЕ РЕЖЕРЕ ПИЕ S 4 ЖЕН 是 2* х2" 的 矩阵 , 具 要 将 а МА, j= 
1 ,2.4 为 加 -1x23 的 矩阵 . 

下 面 对 斯 徒 拉 进 答 阵 业 法 作 复杂 性 分 析 . 


3 PARM -577° 


AMBEN x N BE |N = 2". + p, 3 2" ВЕРЕ ЗЕ НА ЖЕГИ E ЖЕ 
次 数 . 由 于 算法 将 r x2 阶 的 筷 阵 乘法 转化 为 7 次 2 x2 I ERRAR , , 战 
PaE T pe- PFT 

Ep р, = ?”. 
PN 让 = 加 ,所 以 
р. = JPN = № = №281, 


БҮ ИДЕТ ЖОЕ РЕЗЕРВ: НЕ ЛЯВ БЕ ЕЕ АЧ Л КЖЕ. 
MANERER R Ге WK RISE ВТЕ Sh Hi PE 3E 7: ЗК, 3 ЕСИК? 
分 析 如 下 ; 
F а, 表 2*x2* 阶 短 阵 相 汪 时 所 作 航 加 法 运算 次 数 , 则 
alt+1i8(2" 1, alg, 
这 里 18(2 -1)? 是 得 附加 的 18-1 2°7х2°-'ЙИ ИЖ Шш. + 
G(x)= m 十 ах + aga? +, 
хі0з= ау + 18:22, 
хаз = Таз + 18-24, 


F..... 


所 以 С(ж)<18=7хб(х) +1825, 
4х _18_ 
(1-7) (в) «18( үҖ®- +1) = ү %-. 
У 
， A- RB 
Сб) сар =) зх) * +1774" 
解 得 A= —24, B= э, 
f(x) =6 > (Т7! _ 456) 
k = 0 
所 以 a, = 67" - 4"). 


由 N=2" п = lbN, 7I" = NY V. 
а, = 6( NP Л) < GNM = 62-39. 

AIKA ШЕЙШЕ REE OE), 

Har rhe f ЕЛ. ‚ДЕЙЛ [B| ДЕНЕТ. 

常规 的 矩阵 莉 法 需要 存放 А.В. СРЕ, Җ ЗАЛ 个 存储 单元 . (НЕТ) 
ЖЇЗЕТЕЁЕ А,В 两 矩阵 外 ,还 需要 计算 PORS TU, V з, 28 2 x 2" ЕВЕ 
ЖЕРЕН ТИТИ ҢЕЛ... 

š = Ts | +2(2532 зр=15. 
类 向 上 上 述 可 得 
= 车 у КТ - м, 
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其 中 N = 2" , 即 斯 徒 拉 进 算 法 的 空间 复杂 性 高 于 常规 算法 . 
理论 上 分 析 时 间 复 隶 性 比 带 规 的 乘法 要 好 . 实际 上 斯 徒 拉 示 算法 并 不 很 实用 . 
理想 状态 是 和 WH=2"*. 如 着 不 然 应 用 它 程序 上 比较 复杂 . 


3.3 ”布尔 拓 阵 乘法 
对 于 布尔 矩阵 А = [2]... В = 51р. R АЛВ = [с 1х ро 


с = У (ax A by), < Р" т 
ЕРЕК ВЕСИ ВЕ LAERE, И Жн" ОЕА", 
ЖН М" 但 布尔 矩阵 的 每 一 元 素 不 必 占 一 单元 ,可 用 一 比特 表示 它 . 
所 谓 布 尔 矩 阵 的 滋 法 ,有 的 也 称 它 为 三 个 苏联 人 的 算法 , 先 举例 说 明 如 下 ; 


1 0 1 1 
1 1 0 10 07|1 1 0 O 1111 
o 1 0110 оіооо 1 1 1 0 1 
A^B=| o 0 0 0 O отоо[ 1 от 1|^© 
0 1 0 10 14|1 101 1 1 1 O 
I 1 1 O 


Нар C 的 各 行 可 表 为 吾 的 行 的 “Y "运算 ; 
[ї111]=В,У ВУ В,=([1011]/[1100]У/ [0100] 
[110!]=В,У ВУ В,=[1100]у/[0100]у/[1101] 
[1011]=В,=[1011], 
[1110])=h#B,VB,VB,=[1100]V[0100]V[I 1 10] 

其 中 B; EIER B В i trti. 

一 般 地 , 设 


А, 
А = | * 


A. 
В, 
B 
В = м] ‚ 


B, 


А; = (ап, tn Ga) i= 1,2, mn; 


| B={bn: be, bo) j=1.2, ni 


С, 
C= | 外 C, = (ca co ср), ЕЕ 1,2,7, т; 


Cn 
则 
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C= Мав, J =ljtas=ll,k=1,2.::.m. 
J 


ER 
E— At HERE 吾 的 nm 行 分 成 r* 组 ,每 组 q ATA: 
(1) B, B3, t, Bye 
(2) B, Bge Б), 


(r) Biriya Birgen B,. 
对 每 组 行 向 量 取 上 个 的 组 合 ,对 每 一 组 合 进行 “<V "运算 ,每 组 共 作 > (中 -9 -1 
=2 -4-1 次 向 量 *V" 运 算 ,其 中 加 -949-1 和 0-1 向 其 (eez……ay) 的 个 数 相 
对 应 ,但 排除 了 全 0 向量 和 q 个 (ai oz,…,er) 中 只 有 工 个 元 素 非 0 的 单位 向 量 . 
共 作 r(2? - q -1) 次 向 量 的 “V "运算 ,实际 上 是 对 "组 分 别 作 预 处 理 . R 时 只 
不 过 从 r 组 中 取 相应 的 元 素 作 “VY "运算 . 设 = n/q, 则 算法 共 作 
2 
Aiz q-1] +2 
q q 
次 向 量 * V "运算 . 略 去 m 项 得 
Rq У 
q q ° 
ER ç =bn 或 2= mn, 算法 需要 作 
24? 


Iba 
次 向 量 的 “VY "运算 . 


3.4 ” 维 纳 格拉 德 算法 


维 纳 格 拉 德 ( Winograd) 算 法 如 下 . 
设 4=[ag]ixw, 吾 =[ 如 jx: 令 
А = ГА! Аъ" Al", A; = (ai ao o Ga), i=1,2, 1, 
В= (8, Bye B.] , В;= (br, by, bayt > J=1,2,- . n, 
AB = [ cj lixas 


bj 
— У) = [ ‚ө ал) bry 
Cy р, aby = L Œa Фр іт, : . 


Үр + FE'U худ 一 ET + y2)( x> + yi) + (xy + үз} xa + уз) + 
Cm 
(ууз + F374 + + 
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ЖЕРЕ 4 的 每 行 和 矩阵 吕 REN, BHA 


Ga qo t agatat tm i i=l,2,- 1, 
Фф, + Вл, + bal, Вар 了 1 


LU у» RW, Ж Ав ЖЕШ 
> + Tus п)т 
次 乘法 . 当 L= m= n 时 可 知 为 
ntn, 


4 动态 规划 


4.1 典型 问题 


ИЕ 4-1 所 示 RA 妖 点 到 也 点 的 最 短路 径 , 其 中 每 条 边 上 的 数 即 为 该 边 的 
长 度 . 这 在 第 一 章 已 介绍 过 它 的 藏 克 斯 德 拉 算 法 ,下 面 引 人 另 一 种 办 法 . 
令 Do 表示 从 0 点 到 上 5 点 的 最 短路 各 长 度 , О, Da，,…- 分 别 表示 从 А, ВД 
点 的 距离 , 则 有 
Do = mini da, + Da,» doa + Рві, 
而 2, = miald, + Dp, d,c + Del., Do = mini dso + Ds, dsr + Dri. 
如 者 计算 从 向 而 开始 , 则 有 
к р $ y D; = = 2, Dr= ар = З, 
Do = mini? + 05,5 + Drl 
=minl2+2,5+31 =4, 
Dp = døg + Ds =l +2= 3, 
Da = dert Dy = 3+3=6, 
D, = minl d,o + Dy, arp + De! 
= mn! + 4,2 + 3| = 
D, = de + Рр = 3+3=6, 
Dy = mini duo + Do, dm + Del 
= min|2+4,4+6| = 
Dy = йм + Da = 4 + 6 = 10, 
= dx + Dk =2+6=8, 
De = min] dek + Юк, da + Dil = minil +6,..3 +5í = 7, 
Dy = min] dig, + Dy, de + Dul = minj L+ 5,3 + 10] = 
D, = min] djy + Dy, dw + Юу} = min[3 + 6.2 + 7Í = 


图 4-1 
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Dr = тїп} dep + Юр, deg + Do) = min|2 + 8.2 +7| = 9, 
Do = min} dog + Dg. dog + Dyl = minl4 + 7,2 + 61 = 8, 
Dg = тїп} dgy + Dy, dg + Dji = min| 1 + 6,2 +91 = ?, 
D. = min! dac + De, dap + Dp! = min[3 + 9.2 + 8Í = 10, 
Dp = minj dap, dge + Dg) = min] 2 + $,3 + 7! = 10, 
Do = min} do, + Da, don + Юк| = minÍ2 + 10,1+ 10] = 11， 
所 以 从 ООН. 从 0 5— F Pj B. EMA D, T9 B A D өй E EJ 
可 ,比如 8-+ D FFE D 可 得 应 从 D> H- Ak D J$ 20 
0—B— D- H— L P= 5-9 U. 
也 可 以 是 0—B— E— H L— P—-S—= U. 
共 进 行 加 次 加 法 ,12 次 比较 . 


4.2 Ñ fE FA Fg 


ЮТ Ж tE EE PHA ie Ri m ЧАК toi as АЈ, 2 Ei ЖЖ ХЕ Н ОИ Tk y 5 Bi 
的 状态 . REAREA BERE . 

符合 最 佳 原理 的 问题 ,计算 吉 以 从 后 面 开始 .问题 转 为 多 段 判 决 .最 佳 原理 十 
分 简单 ,但 它 的 应 用 却 是 做 有 趣 妹 的 ,并 非 如 原理 本 身 那 么 直截了当 . 

例 1 ZIE ti 000 台 本 器 ,准备 生产 Р.Р, 两 种 产品 . 车 生产 Р, 产品 每 
年 可 收入 4 500 元 ,损坏 率 达 65%; Р, 产品 ,每 台 年 收入 为 3 500 元 ,损坏 率 
Ху 35%. 三 年 后 这 些 机 器 均 将 淘汰 , 问 应 如 何 安排 生产 使 三 年 内 收入 量 案 . 计划 
以 -- 年 为 期 . 

令 mm) 表示 第 3 年 开始 时 有 n 台 机 器 的 最 大 收益 , 则 

Ру( n) = max 14500) х; + 3500( n ~ x3) | = 4500л, 


Try 
其 中 x, WANE P 产品 生产 的 机 器 数目 . 即 ху= п, ERIRE Р, 产品， 
车 考虑 第 2 年 的 生产 安排 , 则 
Р (п) = max |4500, + 3500( л – x;) + Р, (0. 35х, +0. 65(л ~ ж))! 
алув 


= max 145002, + 3500( л ~ х.) + 4500(0. 65а - 0.3x;)1 
= max }1000х, + 3500л + 2925 л – 1350 r3: 
= тах 164252 – 350х,| = 6425, 


Оз жа л 


Вр х, = 0, х, 为 第 2 年 投入 Р, 产品 生产 的 机 器 数目 Р.п) ЖЕҢЕ НИЕ ЕТ" n 台 机 
器 的 最 佳 收 入 . AES PO 000) 为 安排 第 一 年 的 生产 的 最 大 收藏 ， 令 x 为 第 一 
年 投入 生产 Р, 产品 的 机 器 数目 . 

Ptl 000) = Max 450091 + 3500( 1000 ~ х) + 


P,(0.35xi +0.45(1000— х,))! 
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= max }4500х,+3500(1000-х,)-+ 
ta x, «100 


6425(0.35x, + 450 - 0.65х1)1 
= max }3500000+4176250—927.5ху} 


= 7676250, 
即 х, =0. 故 前 两 年 不 安排 P| 产品 的 生产 ,最 后 一 年 不 安排 P; 产品 的 生产 , 即 前 两 
年 生产 已 , 噩 后 一 年 集中 生产 Pi, 收 入 可 这 7 676 250 元 . 
#2 设 有 资金 7 万 元 ,投资 给 AB.C 三 个 项 目 .其 利润 见 表 1 


# 4-1 Ф4ії: P 


Æ 4-2 


车 投 人 资金 a 万 元 于 A.B 5028 А. #9 
Jla) = max {е(х)+ f(a — ж), 


其 中 gy( x) 为 投资 # 单位 于 B 项 目的 利润 .gy(x) + f(a - x) 的 计算 见 表 4-3. 
# 4-3 
@ 
3 
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故 hi а ) 如 表 4-4. 


# 4-4 


Аба) 


7 万 元 投资 于 А,В,С 三 个 项 目的 最 大 利润 
AG) = madela) + fa(7 - x)!, 
Ba) t AT- 2 列表 计算 于 表 4-5. 
# 4-5 


pix) 
A-a) 9. 0G 
збх) + 


(7-х) 
所 以 ACTF) = 0.52. 

“=3, 故 投资 3 万 元 于 项 目 C . МЕЗ 4 EMT HE ST A 和 B PH mi HH 4 
万 元 . 其 中 B 投 资 3 万 元 ,A 项 目 1 万 元 . 


4.3 流动 推销 员 问 题 


EAN Ç = ( V. E) ИНЕ SE BE 
Р = [d,],... 

其 中 = |w, сә, И «л. dg AAC ОЙ.) = 12 

从 о, BRR ootte ВУ — 0, EER E v1, 求 最 短 的 回路 ,这 就 
是 流动 推销 员 问 题 . 流动 推销 员 问 题 是 组 合 数 学 著名 的 难题 ， 

下 面 介绍 用 最 佳 原理 将 问题 转化 为 名 段 判 决 . 

S ТОТИ) Ж. о BRD V. 中 所 有 点 一 次 ,最 后 返回 оу 的 最 短路 径 长 麻 ， 
ЖУЙРЖ. 


Та И) = mip lt ТСИ БАН, 
з i 


6 
5 
5 
0 


чї мс ш оо 
m © бю Un 


тр 3 Py ta 
Tivil loz, vasval) = minf di + Pnl Роз р), di + Tol {vz, nal), 
dia + 到 有 


-于 


流动 推销 员 问 题 罕 合 最 佳 原理 , 现 求 解 如 下 : 
Tinga) = d= 6, Ts, |@) = dx = 7, 
Tinig) = dy = 9, 
Timlin) = da + То К) = 8+ 7 = 15, 
(На) = dy + То 105) = 5+9= 14, 
Tiel fej) = do + ТС 10) = 9+6 = 15, 
ња) = d. + Tont) = 5+9 = 14, 
Та) = da + Tit 1000) = 7+6 = 13, 
Ров = da + 7010) 8+7=5, 
Timlin, в) = пип] + ТОС), б То) 
= minj8 + 14,5 + 151 = 20, 
Tinti ту, |} = min) dy + РС 11), dy + Со) 
=min|9 + 14,5 + 13! = 18, 
ТО, 031) = min] dg + Timlin!) dyt РС 11) 
= min}? + 15,8 + 15} = 22, 
T(wllu, emi) = minldo+ Со Гез, еа, з + Соз ова), 
ТЕСЛИ. 
= тін {8 + 20,5 + 18,6 + 221 = 23. 
故 最 佳 路 径 是 sue, AKA 23. ЖОВ ПТ НЕ, AM 了 (v1 |». 
эъ!) 可知 Фу. 
动态 给 流动 推销 员 问 题 提 出 一 种 解法 ,可 是 它 不 是 --- 种 “好 算法 ”" ,也 就 是 说 它 
的 时 间 复 奈 性 和 空间 复杂 性 都 是 数 型 的 ,特别 是 时 间 复 杂 性 ,由 TiK dat) 
为 例 ,需要 作 п -1 次 加 法 和 a -2 次 比较 ТОТУ То, 6 Е л ~2 次 加 法 和 
n - 3 IK Ik 3 . 依 此 类 推 , 故 加 法 总 数 为 
А=(п-1)+(һп-—})|(п-2)С(а-2,п-2)+ 
(n-3)C(n-2,n-3)+ + С(һ—2,1)}. 


TH 
(в-2) (п -2,п-2) + (п - Cn 2,п- 3) ++ G(n— 1,1) 
= (п – 2)2^-?, 
本 以 А=(п-1)[1+(»в-2)2"°*], 


4.4 EREEREER 


先 举 一 例 , 设 A = [a]. А> = Га loxs» Аз = | аў? ТЕ Ж А443. 
由 于 
(А, AJA; = A (АА) = ААА, 
FEE- ЕЗЕК ERK. 
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(A ADA, ЁТТЕЙ ЖЕЕ Э) 
0х 100 x 5+ 10 х5 x 50 = 7900. 
但 4,(А, Аз) ТЕВЕ У 
100 х 5х 50 + 10 х 100 х 50 = 75000. 
对 于 ”个 矩阵 的 链 乘 


ААА, 
其 中 A, = [а], к = 1.2 п, цу ra. tt. по КЕЕ К, MAMER 
积 的 顺序 使 乘法 的 次 数 最 少 ? 
令 т АДА, А, ВОМ REK, 
m; = їп! та + me, 1. рур! 
mi =Ü, i jal, žo, R. 
Д n=4,r = 30, ғ. = 35, #3 = 15. ғ 5, rs = 10 309, 
туу = 30) х 35 х 15 = 15750, 
тә = 35 х 15 x 5 = 2625, 
та = 15 x 5x 10 = 790, 
туз = тїп] my + 30 х 15 х5, m> + 30 х 35 х 51 
= mini 15750 + 2250.2625 + 52501 = 7875, 
туы = min| my + 35 x 5 x 10, ты + 35 х 15 х 101 
= mini 2625 + 1750,750 + 5250} = 4375, 
туы = min[ ту; + my + 30 x 15 х 10, my + 30 x 5 х 10, myu + 30 x 35 х 101 
= тіп! 15750 + 4500, 7875 + 30 x 5 х 10,4375 + 10500: = 9375, 
ВИ БАЕ ТЕ ТУЕ у 
(А,А,А,)А,. 
HM EW m PA 
{A Ad DA; 
是 最 佳 方案 . REKSA 9375. 


4.5 最 长 公共 于 序列 


已 禾 丙 个 序列 
二 = TET 1. B= | barbr hala 
车 存在 序列 C= fee, c ET EE E A 
п< hatti AERUS 

使 得 c =a =b, Ё=1,2,—,}, 
WAFA C 为 4 和 后 的 公共 子 序列 . 使 了 达到 最 大 的 公 此 子 序列 , 称 之 为 最 长 公 
共 子 序列 . 

4 1 А= ја, Б, с, 5,4, а, с, b] B= l1b,d,c, a, bl Ü| C = ih а, dl ER 
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共 子 序列 , С, = 1b,d,a,b| ,C= beyay5l ,C=18,d,<, 上 也 是 公共 子 序列 ,而 
且 是 最 长 公共 子 序列 . 

4 和 召 的 最 长 会 共 子 序列 用 
1С5| А,В) 
表示 XPT A= la, a, a l, Ау =(2,Ау lal, d= la al, Aae lal, 
azs Gal = А. 
同样 对 于 В = |6, б, b 1. B, B lbe В, = 15,57, Б = 
B,N 


С. ¿i J=0, 
а.а! = Зда, Bil Ute, # а= b = a,i, j>0, 
тах{!С514,_,,В,0,165]А,,В,.01], ҖЕ. 


А107, ря LGIA ВЕЕ, 


0, L, J=0. 
OE Ë а= b =a,i,j>0, 
marli- jij- Di ЕЕ. 


жі, АКНИЕТ: 
jl 02,0) —0,:=1,2,.-, т, 
0,0, = 1.2, а, 
i=]. 
#2 ism MHF 
Lj 一 1, 转 步 3] ,否则 转 步 7. 
步 3 车 jn 则 转 步 4, 否则 作 
【ii+1, 转 步 2]. 
# 4 车 a = b, MHE 
[Ki paki- j1) т ӘБ 3], 
否则 转 步 5. 
步 5 ЖЇ(-1,}}ж1(:.;-1)Ю{Е 
Е, +1,4 3], 
香 则 转 步 6. 
步 6 Hijet j- 1), jeje 1, 3. 
步 7 打印 Кт, п), SAR. 
求 以 m,n} 的 算法 与 求 LCS(A, 8) 是 一 致 的 , 稍 加 修改 好 可 用 来 计算 LESCA, 
B). 此 留 给 读者 自己 来 做 . 
HS ША=}1,2,3,2,4,1,2},ВН = 12,4,3,1,2,11, 求 最 天 公共 于 郑 列 长 度 . 
列表 计算 于 表 4-6. 
i=0 行 及 j=0 列 全 部 为 0, 计 算 先 自 :=1 行 开始 自 上 上 了 听 下 ,再 自 左 而 右 进 行 . 
Ш =3,/=2,ЊТ а= b =3.0k (3,2) = K2,1)+1=2, X i=3,}=3, BF аз 
b. , Ж 
1(3,3) = max] 1(3,2), 1(2,3)1 = тах|2,1| = 2. 
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#46 

j 
IIIW. I е 6 
моо | о [о | pa o [о | o 
‚|| оу о] o | о Кат 
2 2 e ua :| 
52 3 [| a P aqa oas 2 | 3 
ао ао а Dea 
|5] o | a | 2 5 |: 3 
2 aJ ogai] 2| 5 Ма Т 
—— 

4.6 JW H Ж {ЯЙ 


例 6 n 块 银币 局, C2,…, 5, 其 中 有 一 块 不 合格 , 它 比 正常 的 前, 现 用 天 平 将 
它 找 出 来 . 要 求 不 用 硅 码 , 求 在 最 坏 情 况 下 用 天 平 次 数量 少 的 策略 . 

FA = 个 银币 中 取 2k 个 ,天平 的 两 边 各 天 个 . 车 天 平 两 边 平 衡 ,说 明 所 取 的 
2k 个 都 是 台 格 的 ,不 合格 的 在 余下 n - 让 中 :车 天 平 两 端 不 平衡 ,出 不 合格 的 银币 
在 重 的 一 端 . 

令 表示 个 银币 在 最 坏 情 况 下 用 天 平 最 少 的 次 数 , 有 


b. =1+ пип {тах b, ap ба). 
ГакаГ21 


于 是 有 bo = 0, b = 0, b, = 1, b=], 
ba =1 + min| maxt 5, б), maxt bo, b;)1 
= 1+ min] 55, 51 =1+1=2， 


即 =4 时 策略 有 图 4-2 中 所 示 两 种 


С, C: 1 Gr G G `: C: 
` # | ` 
G, t C, Су C: la * 
ум YX x X 
сся сж CGE ¿CN С. 重 с, 重 
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n = 58f, 


bs = 1 + min!maxi $y, b | maxi by, 551 
= {+ minl bs, bsl = 
见 图 4-3, 
Са б 
_ Ne 
GiG GE 人 : G, 
S `, / М 
G E CG E CE С. Ж 
图 4-3 
п=6 1, 
be =Í + піт max! bas bii, mard b, bl „ах | &, bol! 
= 1+ min] b4, b bl = 
见 图 4-4. 
Єл „С. : G G б, s Ca 
pd - ` x s 
GiG G; : G, GiG G:C 
Ж “иу `? РА Ке = 
C, H G MU G, Ж G W GO, С GH C R с. Е с 重 
(а) 


GE C, K 
ih) 
图 4-4 
йт HATEEN REAA EAA : Г hF ОАО a] EEA 8 36. 
ERER. “个 系统 可 以 看 作 是 由 输 人 经 过 na 级 到 达 输 出 ,如 图 4-5 

连 人 -一 国 一 一 国 一 ~ 国 -一 一 一 国 一 -输出 

图 4-5 

为 了 提高 可 系 性 ,每 -- 级 可 用 多 个 元 器 件 并 联 , 如 图 4-6 


= 
A B: Dp- 


Bl 4-6 
理论 上 可 通过 增加 元 器 件 使 每 一 级 的 可 靠 性 达到 任意 咏 的 程度 
办 不 到 的 . ES. 、 、 


到 任意 出 . 实际 上 这 是 
因为 重量 代价、 体积 等 条 件 限制 ,使 得 元 件数 日 不 能 无 恨 制 地 增加 
已 知 三 级 系统 分 别 用 ру . 记 、 甸 三 种 元 件 , 其 价格 和 可 靠 性 如 下 


若 限制 条 件 是 代价 不 超过 105 元 , 问 应 如 何 设 计 使 可 靠 性 达到 最 大 . 
令 q (u) л D 组 成 一 级 .代价 限制 在 = RoE RAE ETE, 


m (u) = max М L- (0.5)%3 1; 
уе 
q. (u) 32 ps H D, Ж Р, 组 成 两 级 ,代价 为 н 条 件 下 系统 的 可 靠 性 ， 
Ки) = тах {Ї11- (0.2)%1 glu- 15%} }; 
tenal #1 
问题 是 求 0;(105) = тах {[1-(0.1)%1 (u = 3011) }. 
qi (60) = maxi0.5,0.75,0. 875! = 0.875, 
q (345) = max10.5,0.751 = 0.75, 
91630) = 0.5, 
q (0) = 0, 
q, (75) = тахі0.7,0.72,0.496! = 0.72, 
42045) = тахі0. 8q, (30) ,0. 961615) = max|0.4.,01 = 0.4, 
q. (15) = 0, 
430105) = тах!0.648,0. 396,01 = 0.648, ` 
Вр xi =1.x=2,zzs<2, 代 价 100, 可 竺 性 达到 D. 648. 

例 8 预测 某 产品 后 4 个 月 的 需求 量 分 别 为 220,240,200,190 个 单位 .4 个 月 后 
生产 不 变 趋 向 稳定 . 相 储 两 个 月 生产 能 力 的 改变 ,要 为 之 付出 的 代价 为 改变 量 的 
平方 的 两 信 , 超 出 需求 的 部 分 也 要 处 理 ,每 单位 处 理 费用 耗费 [2 个 单位 . 当月 的 
生产 能 力 为 200 单位 . 问 应 如 何 安排 前 4 个 月 的 生产 . 

生产 能 力 的 改变 要 付出 代价 ,生产 过 剩 了 也 要 付 处 理 费 用 ,所 以 不 是 需求 案 少 
WE ES. 

令 人 (中 表示 土 个 月 生产 兹 力 为 ,今后 上 个 月 最 什 生 产 安 排 的 总 费用 ， 

Clr) = min[2( z – )%+12(жх- 5) + Gilar), 


其 中 + 是 当月 的 需求 世 , 上 =4,3,2,1,x 为 当月 的 产量 . HE Сух) =0. 
当 上 =1 时 ,Cifr) = min {2(%4 ~ гу + 12( x, - 190)|, 


其 中 x4 为 第 4 个 月 产量 . 令 
r=2(x—r) +12(%- 190), 
y =4х-г)+12=4(ж»-г+3). 
当 ғо» 193 Pf, ха = 190,38 
y = 203} + 12(ғ ~ 193) = 12, ~ 2298, 
34 r< 193 В, у= 20190 - r), ВТЕ 
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2(190- rr， r<19, 
б) = {2, Эв, r>193, 
ха = max{ 190, r — 3}. 
4 k = 2 FP, 
Calr) = min 12(хз- г)*+12(ху- 200) + Cii х), 


其 中 x, 为 第 3 个 月 的 产量 . 
由 于 xL 200, С,(х;) = 123 ~ 2298, 
人 fr) = min [2{ хз = r}? + 12(х;- 200) + 12x3 – 22981. 
ы 


令 у= Xx- r)2 + IX ax- 200) + 12 – 2298, 
y =4(x— г) +24=4(х-г+6), 
‚ 6(4r — 795), r=206, 
所 以 Gn) = za уулөр, r < 206， 
xa = max | 200, r — 6}. 
Ч k= ЗВ, 
С.б} = min {2( ж; - г) + D (x, 240) + С, х;)! 
Е. 


= min | 2( x -= г)? + 12( ху — 240) + 6(4x; – 795), 
和 六 | 


其 中 x, 为 第 2 个 月 的 产量 ,类似 办 法 可 得 
съб) = 307 780, r>249, 
2(240— ғ)? + 990, ғ < 249, 
ху = тах! 240, r- 91. 
当 上 =4 时 ， 
Є,(200) = min |2( x) – 0)? + 205 – 220) + Єз( x)! 


| min 12( зл — 20032 + 12( ху - 220) + 36х, - 78121 , x) 29, 
= 12 


min |2( x 200)? + 12( ху — 220) + 2(240 — x)? + 990} ,220= < 249. 


z 


由 于 xz#220 且 2090<249, 所 以 Cao) 有 两 个 方案 可 人 殿 选 择 , 只 能 选择 其 中 一 个 . 
可 通过 验证 证 明 应 选 
Gir) = 2(240- ху)? + 990, 
у= 2( x, — 200)? + 12( x; – 220) + 2(240 — x1) + 990, 
Ya pmt, yl, -20 = 2590, 
所 以 С46220) = 2590. 
即 最 性 的 生产 安排 为 
第 一 个 月 х = 220， 第 二 个 月 z, = 240, 
第 三 个 月 кл = 234, 第 四 个 月 x4 = 231. 
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5 搜索 技术 


5.1 概 Ж 


前 面 介绍 了 若干 算法 ,主要 是 针对 离散 对 象 的 问题 ， 然而 许 儿 很 重要 的 实际 
问题 ,缺少 有 效 的 方法 ,最 后 只 好 诉 之 搜索 ,也 就 是 穷 举 . 穷 举 也 是 一 种 办 法 . 在 
这 一 章 里 将 介绍 搜索 技术 ,上 自 的 在 于 尽 可 能 编 小 搜索 空间 ,提高 效率 . 

例如 一 个 4x4 的 棋盘 ,有 4 个 柑 子 布 在 托盘 的 格子 里 ， 
要 求 每 行 每 列 都 有 一 个 且 忆 有 一 个 棋子 ,而 县 两 两 不 在 - -对 
ЭЖ. 

每 行 每 列 有 一 个 及 仅 有 一 个 棋子 的 布局 对 应 于 1,2,3,4 
的 某 一 排列 . 如 图 5-1, 第 1 行 的 棋子 在 第 2 格 , 第 2 行 的 棋 
子 在 第 3 格 ,第 3 行 的 棋子 在 第 4 格 , 第 4 行 的 祺 子 在 第 1 格 ， 
故 对 应 一 排列 


2341. 
当然 这 个 布局 不 符合 要 求 , 因 3 个 棋子 在 一 对 角 线 上 . 
容易 想到 将 所 有 的 排列 都 罗列 出 来 ,逐个 地 检查 ,排除 不 符合 要 求 的 ,最 后 鲁 
得 到 问题 的 解答 . 这 就 是 穷 举 法 ,也 叫做 强制 扩 索 法 ， 
实际 上 大 可 减少 搜索 的 对 象 . 如 图 5-2 所 示 ， 


图 5-2 
图 (a) 表 明和 第 |! 行 棋子 布 在 第 1 格子 ;图 (b) 说 明 第 2 行 的 第 1.2 格 不 合格 (x 
是 不 符合 要 求 的 表示 }, 故 第 2 行 布 在 第 3 格 ; 图 (o 说 明 第 3 行 所 有 的 格子 都 不 符 
合 要 求 ,应 退回 到 第 2 行 ;图 () 表 示 第 2 行 棋子 改 布 在 第 4 井 ;图 {ej 说 明 在 第 2 行 
撕 子 改 布 到 第 4 格 后 ,在 第 3 行 棋子 其 能 布 在 第 2 和 格 ; 图 {从 表明 在 图 {e) 的 状态 第 4 
行 找 不 到 布 子 的 略 子 ,退回 到 图 {e); 轩 (g) 表 明 第 3 行 找 不 到 可 以 布 子 的 格子 ,应 


15027 #08 AER SAE 
BER 2 ERAR 2 行 已 无 路 可 走 ,退回 第 1 行 , 改 布 棋子 到 第 2 格 ,结果 
得 一 合 符 要 求 的 布局 :2 4 1 3. 


з 3/0 aez te ye ye, 1\2 


4| 3141213 alal ai 13 Ч ajf 2р ol y З 2 


图 5-3 

这 例子 说 明 , 一 种 策略 , 只 要 前 面 在 
在 前 进 的 道路 , 便 一 往 无 前 ; 10) 
步 , 维 续 寻找 道路 . 原来 的 搜索 空间 是 一 . 
棵 高 度 为 4 ВСЦ 5.3). 强行 搜索 实际 
为 对 24 Е Уа р. 前 面 介 绍 的 搜索 
要 领 可 以 概括 为 “向 前 走 , 赚 壁 回 头 ”. 也 
可 以 形象 地 用 图 5-4 Желк" ЗЕ” ДЕШ 
下 的 树枝 和 叶子, 虚线 表示 “碰壁 回头 "的 
返回 路 线 ， 


图 5-4 


5.2 无 疝 图 的 DFS 算法 


设 С = СУ, 中 是 连通 的 简单 无 向 图 ,要 求 从 图 的 一 顶点 出 发 访问 各 镍 点 大 所 
有 的 边 .DFS 算法 如 下 |; 
Жі Te 人 ,8 人 isVYaocEF {F 
[ Е(»)+0, №) 0]. 
2 任 选 一 顶点 r€ У.{Е 
М0), tp 
ЖЭ 车 和 7 关联 的 所 有 边 均 已 给 通 计 的 标志 则 转 步 6, 否则 转 步 4. 
步 4 任 选 -- 条 未 标志 的 边 (5, 轨 ) ,给 (Cv,w) 以 标志 , 
步 5 Æ №ь) =0, ЯЕ 
(lii t1, Nw) i, T< TU Се, в) ЕС) о, ое, Жз], 
EWL- BU tto,w)|, 转 步 3]. 
#6 # Fie) 0, НКЕ 
[>—Е(ео), з], 
否则 输出 了 .号 ,结束 . 
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举 一 例 子 便 可 对 算法 有 较 直 观 的 理解 . ГИЯ S-5(a a JA A НН DES 算 
法 ,过 程 见 图 5-5(Ь). 
А 


F 
А Р Е 
р 
(a) 
G(3) Cia) 
С-+ А 
退 С, и" 
B— с Е R ы 
—— = = 
AKI) В(2) А(1) R{2) ACA} В(2) 


图 5.5 


Р 5-5(с) 3: DFS H. 

КРЕ ЕЕН NO VA DFS 访问 各 顶点 的 序数 ,也 就 叫做 DES 数 . 
带 身 头 的 边 构成 的 树 称 为 DFS 树 , 即 算法 中 的 Т. 虚线 为 返回 边 妈 В. 算法 中 
Fitak о 的 “父亲 ”顶点 ,以 备 后 退 用 . 
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5.3 AMEK DFS 算法 


W G= (YE 是 有 宫 图 ,有 向 图 的 DFS 算法 和 无 商 图 大 致 相同 ,只 是 有 向 图 的 
情况 复杂 一 些 . 无 向 图 的 边 通过 DFS 分 成 DEFS 树 Т fia |B| B. 有 向 图 则 除了 树 
了 外 ,分 成 向 前 边 下 .后 授 边 B Мі С. 
HR Cu 0), BAPA u PAT 了 ,但 点 是 上 点 的 后 毅 顶 点 , 故 N( u) 
< Niv). 
后 退 过 (ao 是 的 后 高 顶点 ,种 (ee) > N(o). 
RES (u, s yB Ми) > Ме) jH u о BJ S ЕТТ, Вр + Y DES A BË 
到 达 s. 
特别 应 指出 的 是 EREA DFS 树 并 不 一 定 是 一 棵 树 ,可 能 是 “森林 ”， 
DFS 算法 : 
Р1 Teg, Е0), B=, C+ QJ, < 1, 
Меси fE[M(v)—0, F(e)—0]. 

步 2 任 选 一 点 r MERTE M(r) = 0, 
Ме), M(r)=-1, рг. 

53 若 通过 ，* 发 出 的 所 有 边 均 已 通过 检查 则 作 
[М(ъ)+-2, 2} 5]. 

步 4 AERAR, w), e л Чүл. 

(4-1) 27 M(w)=0 则 作 
让 
М(ш)—1, Е(ш)+= e, 0, 0 3]. 

(4-2) 车 М(»)=2.,1Н Ма) > Nio), ШЕ 
(FFU! Co, а), 3}. 

(4-3) Ж М(ш)=1 {Н М) < Мо), Е 
[BBU ilv, w), #3]. 

(4-4) 若 М(»)=2.1{Н №) < Nv), IF 
[C+—CUI(e,u)1 , 转 步 3]. 

#5 车 Fg)z0, 则 作 
[r= Fio) ЭБ 31, 

否则 转 步 6. 

56 车 所 有 的 РЄ У, Мо) 40,5 Р, ИЕ 

[г +1, +2], 
其 中 
0, s RAN, 
M{v) = fi, 已 访问 未 如 出 ， 
2， 已 退出 . 
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п 


т 


(Ь) 
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H 5-6 
5.4 BFS 算法 
BFS 是 Breadth First Search 的 缩写 , 意 即 广度 优先 搜索 算法 ,和 DFS 相对 应 ,DFS 


是 “向 前 走 , 磁 台 回头 " ,只 可 前 面 还 走 得 通 , 继 续 向 前 ,BFS 则 不 然 .典型 的 一 个 例 
子 如 图 5-7 Бл. 


Ё 5-7 Ч 5-8 


3 х3 RATT SB p ERA ЖЕ — SE IFAS BUT y РЕД АГЕ В йар. 
Зар ТБК Даш Ed) EH 5-8. 
BFS 搜索 算法 即 假定 空格 移动 次 序 是 向 上 、 下 ,左右 换 位 ,如 本 5-9. 


| 
aj |> 
1 2 3 4 
s| |[є]]вїн|сє]|в\}н!с 
A | H | jajo] 
F ej Jel rile 
图 5-9 


进而 从 堪 向 右 继续 以 上 的 步骤 ,直到 出 现 所 要 求 的 布局 为 止 . 如 何 利用 BFS 
寻求 解答 留 给 读者 自己 来 完成 . 


5.5 a-f WER 


举例 说 明 如 下 . 现 有 nA, A HTH B DS A IS AP HU 1 sk 2 R.B RB A 
Д.Ш ЛЕК ЖР 28 . 最 后 将 所 有 火柴 取 走 者 为 胜利 者 . 例如 п = 7, MORR 
EA A 取 时 的 状态 ,@ 表 示 轮 到 RH 时 的 状态 . 故 有 图 5-10. 


т] 
е) (5) 


图 5-10 
即 A Ж—1Н.,В{#@4{©41К&,А 取 两 根 ,8 便 面临 加 状态 . 
图 5-11 中 口 和 〇 外面 的 1, 是 自 下 而 上 回 糊 的 . 口 是 А Ed ТЕРЕ, O 
H BERR AKETE AA. H 1 ARE, - 1 Or A kO . ААТ ЕЮ 
Е ее t COS M| Hz Е а СУЕ BD ч 
М. 


В 5-11 


例如 OO 的 两 个 儿子 一 取 1, 男 一 为 - 1. ВЕН АЖА - 15. X 
胡 轩 状态 揭 两 儿子 节点 ,一 取 1, 另 一 取 -1.& 的 决策 应 使 8 进入 1 的 状态 , 即 进入 
DRE. 

图 中 国 的 左 儿 子 为 1 , 故 右 儿子 不 必 搜 索 了 . 其 实 若 进 入 辆 状态 ,A 必 输 . 


5.6 流动 推销 顺 问 题 和 的 分 支 定 界 法 
分 支 定 界 法 是 十 分 有 效 的 一 种 搜索 技术 ,用途 很 广 ,举例 介绍 方法 如 下 : 
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例 2 对 称 型 流动 推销 员 问 题 .已 知 距离 矩阵 是 对 称 的 ， 
ora 1 1 136 2 


© | 12 ® 22 1 3 

Р-ъ |1 2 œœ 9 7 = [ d; ]sx5 
tu | 16 1 9 æ б 
ps 2 7 6 m 


т n ē h 14 *s 
aE ШЫН) 5 321 
dis + бм + dis + da + ба = 13, 
这 5 条 边 册 于 下 标 5 出现 了 3 次 , 故 不 是 一 回路 ,用 
| 13 24 15 25 ©) 
13 
表示 这 状态 . 由 于 下 标 $ 过 多 , 考 虚 排除 其 中 心 5, 代 以 最 短 的 边 35 ,结果 得 状态 
| 13 24 25 45 3) 
18 ` 
车 考虑 保留 di ,排队 djs 结业 得 状态 
( B 24 15 45 2) | 
17 
车 考虑 保留 01. 15, НЕ 必得 状态 
( 13 24 15 25 33) | 
14 
若 考 虚 保 留 15.15, HERR dass da, ARIRE 
(° 24 15 25 3a) | 
16 
U, Ft P par py 06 th 
是 一 条 最 短 回 路 ,总 长 为 16. 
搜索 过 程 用 图 5-12 表示 ,其 中 15 表 示 排 除 ds CHA- HARE dis. 余 此 类 


E. 
(2 #55 Ma sg ami W W É R PU t 
[° 24 Рі 45 >) (° 24 > 45 35) 为 两 种 状态 ,虽然 不 是 回路 ,但 它 


的 界 已 超过 16, 故 没有 搜索 的 价值 . 所 以 
13 24 15 25 3) 
16 


是 最 优 解 . 


Kwa — 
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{Уз 


13,24,25 45,35 
= oÍ 18 ) 


ар) 
17 


45 NS 13,24,15,25,35 
| ) 
14 


不 合理 


| 


s 35 
+ 13,24,14,25,34 
Eis 


图 5-12 

例 3 非 对 称 型 流动 推销 员 问 题 . 
所 谓 非 对 称 型 指 的 是 距离 矩阵 不 是 对 称 短 咽 Вр dyi ЖЕТ а. 
E K 

эго 24 34 14 15 
„|9 ә 2 9 6 
а | 7 9 << б 8 

7 |: 


#4 | 23 10 22 = 
5-0 Вв 11 20 
бр s t ы 9 
为 了 便于 理解 ,假定 D ERRER , 求 旅费 最 少 的 回路 . 
对 上 D 的 每 行 用 它 的 最 小 元 素来 碱 , 各 列 也 一 样 . 比如 p 8 


e 24 34 14 151 [$ 10 2 0 I 
3 >° H 3 0 
89 æ» 2 9 fié 
I 3 < 0 2 
7 9 æ 6 8 [6+ 
16 3 15 wm 0 
B Ú 2 7 [j o 3 2 eda 
д 3 H 20 oo- | ; 
æ l0 i7 0 1 
2 wm 1 3 Ü 
= 0 3 的 б 2 = Do 


153 12 % о 
1 0 0 12 @%-45 
HERA FAA 41 ЯП 45 2y 9!| E: 
lH+6+6+7+8=14l, 
4 +1+3=45, 


+ 600 + 
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由 于 加 路 对 各 顶点 进出 都 是 一 次 ,各行 用 它 的 最 小 心率 来 减 ,比如 第 工行 减 
以 14, 表 示 从 发 出 的 所 有 旅费 一 律 降价 13 单位 . 又 如 第 1 列 减 以 1, 表示 进入 
о. 的 旅费 一 律 降价 1 单位 .所 以 原来 问题 的 最 佳 回路 也 是 后 面 和 矩阵 Do 的 最 佳 回 
路 . ЖЕЕ Po 的 特点 是 每 行 都 有 0 元素, 每 列 也 都 有 0 元 素 . 如 若 能 找到 5 个 0 元 
索 正 好 是 在 不 同行 不 同 列 , 这 5 个 0 元 素 给 出 了 问题 的 解 . 
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‚ад = 0. НРА о 出 发 仅 一 次 ,v4 仅 进入 … 


次 .将 第 1 行 第 4 列 划 去 ,并 将 出 | 改 为 % ,得 DD， 
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人 的 
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ВАНН о оао 的 可 能 e, 出 发 走向 vs, НУКА АОН 
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n 行 减 去 3 得 
ту 
Ba 
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12 
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从 而 可 得 араа i 07 ра ру JEE Pb Fk zi |P] EE , EK $ 45 单位 ` 


5 шы!" 相反 ,排除 ta 
素 减 去 最 小 元 素 上, 得 矩阵 


16 
11 
的 
12 
0 


К 


一 vw 的 可 能 即 在 Do 矩阵 中 让 da = % ,并 将 第 工行 元 


= Ü 
з Ü 
о 2 
ъ= 0 
12 = 246 
Va Pg 


类 似 有 vvs 的 反面 ,ty 一 vs 被 排除 , 即 令 ds = .搜索 全 过 程 如 下 : 
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由 аъ Aar n] I, Rk 465 [PLS 29 


t F pa" ае | 


旅费 为 48. 但 排除 оо НАЛ Ж T 46 < 48, 所 以 还 缴 继 续 搜索 . 
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ww/ Nereo 


ИД oo 0 7 mm сб 
n|? ~ 8 0 „112 п 3 0 
23 И; 3 00 O 
t3 0 3 x 0 2 
“|5 3 12 œ 15 3 12 ә O 
0 0 121 "4 
ш sbil 0 0 P ws 
ш t ^3 t'a m өз va ys 


h F 49 A 55 #2 48, BHAR EAE 48 之 上 , 故 无 搜索 的 价值 . 搜索 结束 . 
5.7 ”同上 顺 序 加 工 尾 务 安排 


假定 有 卫 上 上 .上 四 个 项 目 需要 加 工 , 加 工 的 顺序 相同 :m 一 mm 一 m, 加 工 的 
HJ [B] Ë EE 


为 ,任务 通过 mj ТЕВЕ ВИЧЕ]. 
假如 加 工 顺 序 为 一 一 J 一 , 则 加 工 过 程 的 时 间 进 各 如 图 5-13 所 示 . 


图 于 13 
Е йш 表示 机 器 空闲 等 任务 . 从 开始 到 结束 共 52 单位 时 间 . 任务 安排 
的 方案 不 同 结果 可 能 差别 很 太 . 
下 面 介绍 用 分 支 定 界 法 找 最 佳 方案 的 方法 .关键 是 对 时 间 的 居 界 . 
{1) 从 天 最 先 开 始 的 时 间 估 界 : 


4 
til + Si + mint tal- 
wa kar 


(2) 从 工 开 始 继 以 】 的 时 间 估 界 “ 
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t; | + ta + У + тіп | tys | ` 
kai Aij 
(з) 1-0,2, 的 时 间 估 界 
ti + ta + H + У + ig, Í > Т.Ј. К. 
ГТ 
Аш hh JL 开始 估 的 界 如 图 5-14. 


图 5-14 
пр J.J FERRE, ДӘ. А. 开始 搂 索 . 搜索 过 程 如 图 5-15 АТК: л, 


' ] 
J J i 
36 42 40 36 
Б | 4 И ы у 
38 36 36 39 37 
i 1 于 J J h s, h 
7 
3 36 37 337 эр зеро 36 ә 
i J: 
43 4141 40 4 41 41 
H 5-15 


b 和 和 十 开 始 的 界 都 超过 或 等 于 和. 故 没有 搜索 价值 而 被 剪 掉 . 凡是 界 小 于 40 
的 都 需要 进一步 继续 搜索 . 


6 FFT 并 行 算法 与 脉动 阵列 
6.1 若 行 计算 概念 


随 着 计算 机 科学 的 发 展 ,并 行 计算 异军突起 . 在 这 以 前 数学 计算 都 是 串 形 地 
进行 ,人 的 大 脑 活动 也 是 串 形 ,虽然 同时 处 理 若干 事务, 什 ! 每 个 时 间 间 隔 的 恩 维 仍 
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然 是 串 形 的 .并 行 计算 顾名思义 由 若干 个 处 理 器 或 计算 机 同时 工作 ,以 提高 工作 
效率 . 台 无 疑问 一 个 人 做 的 工作 如 能 分 由 几 个 人 一 齐 伏 ,时间 将 会 缩短 . 特别 是 
大 型 的 计算 问题 ,如 天 气 预报 .空间 技术 中 的 图 像 传输 等 ,要求 适 时 ,所 以 要 求 计算 
时 间 短 ,否则 就 是 算出 来 也 将 失去 意义 . 在 这 里 并 行 计算 技术 起 到 关键 作用 . 这 
- 章 里 将 介绍 其 中 比较 重要 的 FFT 算 法 和 脉动 阵列 . 
并 行 计 算 要 克服 人 和 们 串 行 思维 的 格式 . 以 递 推 关 系 为 例 ， 
úa; = bites а= 4, = 1,2,7, 
递 推 产 生 的 序列 ааз, ,a 能 和 理 并 行 处 理 昵 ? 由 十 


a; = bai + Cis a= d, (6-1) 
ұр bita + cil 
所 以 q; = Ьа 2 + e; 1) + e = bh, eat OCG (+ c; 
=b Paat БО, 122,3, (6-2) 
其 中 bi = 


К 和 < 名 .= 2,3，…… 玫 ,也 可 以 并 行 计算 . 

如 果 说 从 (6-1) 式 可 以 计算 得 ol ,已 知 ao .al 则 从 16-2) 式 可 以 同时 计算 а,. 
аз. 这 里 同时 指 的 是 "并行" 计算 得 到 а. оз. 

继续 以 上 的 步骤 可 得 

а= Ба зв е0, 27,2000, п, 1.27, Ба, 
例如 | = 2, 
ao， 

MEH ао, ву, ау, аз 可 并 行 计 算得 ал. аз. ав, аз. 


6.2 FFF 


FFT 是 Fast Fourier Transform 的 缩写 , 意 即 快速 和 铺 里 叶 变换 . 随 着 空间 技术 的 窜 
飞 猛 进 地 发 展 ,从 卫星 上 拍 下 的 大 量 照 片 可 坎 通过 电讯 号 传送 回 地 曾 . 若 考虑 将 自 
片 分 成 nx mm 个 格子 ,将 每 个 格子 上 光 的 强 民 数值 化 送 加 地面 ,但 数据 量 之 大 使 得 
这 方法 实际 上 无 法 实现 . 车 将 图 片 化 作 二 维 的 情 里 叶 级 数 ,由 于 送 回 的 精 氏 系数 的 
高 频 部 分 的 系数 大 项 为 零 ,所 以 传输 容易 ,因此 达到 压缩 数据 的 目的 . 地 面 上 收 到 
傅 氏 系数 后 ,可 重新 还 原 头 来 的 图 像 . 为 了 加 快运 算 速度 快速 博 里 叶 变换 "应运 
而 生 . 后 面 将 看 到 并 行 计 算 在 ЕРТ 中 起 到 关键 的 作用 ,是 并 行 计 算 成 功 的 典型 . 


6.21 预备 定理 
定理 设 r 和 m RERA. А] 


a-l 
koifr-mJva _ M r= m (mods), 
一 


= T 10. га m (июн). 
r=m (тоба), M) е Ик mn „|, 
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rs m (modi), Ж сй EA est ”通过 直接 计算 容易 证 
此 结论 . 
定理 2 ERF (0), ХС), x(n 一 1 和 和 数列 yf0), у), усп - DS E 


n-i 
ув) = + > ()е й", k = 0,1.2,-з.,п 一 I, (6-3) 
20 
则 有 
nel 
х0) = Ууу) ен, j= 0,1,2, n -1 (6-4) 


&=0 
车 将 (6-3}) 式 看 作 是 关于 (0), (1), za 上 的 睫 程 组 , 则 46-4) 式 给 
(6-3) 式 的 解 . 反之 , 苦 将 (6-4) 式 看 作 是 у(0),у(1), зз, усл —1)Ю{ХЖ EH, 
则 (6-3) 式 便 是 它 的 解 . 
只 要 将 它 代 人 即 可 验证 . 例如 将 (6-4) 式 代 入 (6-3) 式 , 上 是 常数 ,得 


ві | qt LEAN | 
У ети = LSS ye t-e 
n Jat n jaù rÜ 
EN А 
= уо) Dema, 
r = 0 іе ü 
sc 
由 定理 1 Ж г at k 时 之 em = 0, PRLI 
/ 


二 L Seas = ylk), k = 0O,.1,2,-.n 1 


定理 2 有 着 极 捧 重要 的 含义 ,即将 (6- 3) 式 看 作对 序列 (0), (10). (в 0) 
进行 博 里 叶 变 换 , 得 у(0),у(1), :FT , 则 (6-4) 式 是 傅 里 叶 变 换 的 道 变换 . 

已 知 xf(0) x l) бп – li, 作 敲 散 的 傅 里 叶 变 换 得 у(0),у(1),-—,у(л- 
1) ,相当 于 从 已 知 销 数 x(0) ,在 (0, 站 区 则 .上 作 健 里 时 级 数 尾 开 ,得 储 里 叶 系 数 


і | 
а= | х(т}е г, k = 0, + 1. 2yr, 


使 得 De > үе тн! 


k= — w 


ie ЖЕ ЖЕ (ODER n А (0), (10.5, Са - DHE c,. E 
导致 求 y(k),k=0,1,2.:-- n — 1. TA TES B Wy ЕШ k: ph RA A 
傅 氏 系数 . 

离散 的 傅 里 叶 道 变换 相当 于 从 已 知 傅 氏 系 数 (0 (1), уа - 1) k 
x(0),x(1), .x( n - 1). 


6.2.2 快速 算法 


ӨП a0) ril), Can- DIFE уС0), уб), уба -1),Е п n KRE, 
JA у(0), У), успа ЮЖ (0), (1), x( n - DRE a KEH. 
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(1) n=2 时 ,由 于 em= -1 所 以 
x(0)= (0) + y(1), 
x(1)= y(0)- y(1), 
I x(0)] рі 1] [у00) 
或 [ЕҢ | И 
实际 并 非 作 4 次 乘法 ,而 基 两 次 加 法 ,如 图 6-1 所 未 . 


У) х(0) 


yit} xz(1) 
图 6-1 
车 称许 行 计算 ,实际 上 只 要 --…- 步 完成 . 
(2) п= 40|, о, = е” = е2 = 4, 
ий=], wsi, = -1, а= i. 


х0) = у(0) + у(1) + (2) + (3), 


х(2) = у(0) + у(1) 2+ у(2) + у(3) wj, 


(1) = у(0) + уС1) з, + у(2) wi + y(31ung, 
х(3) = у(0) + y(D) q+ у(2)ю2+ y(3)ia, 


或 
01 fl 1 1 17[у60) 
x{2) l ю 1 ш ||у(1) 
Х| |1 ю #1 о | 2203 
x(3) 1 аў w3 #04 303) 
但 ыў] = аю), 
2 3 
wi wi| _ o 1 wal _ 1 1 -] 0 
p WESE = [, А] 0 р 
所 以 
1:1 I 1} 1:0 07[1 O 0 
[ш:1 шр |1 wio о1о 01 
| фы: wl |0 0 :1 1 1 Q ; -i Ü 
1 05: юш wy 0 Oi ж- 0 w Ü -4 
x(Ü) г 1 0 0 1 0 1 0 y (0) 
(2) | _ 1 w 0 O 0 I 0 1 y(1) 
xt] |00 1 i 1 0 -1 0 || у(2) 
x(3) о 0 1 wo 2 ш Ü 一 也 у(3) 
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2\0) 1 0 l Ü y(0) 
а z |9 1 0 [усб 
z(2) 10 —1 0 y(2) |? 
z(3) 01 Ü -wd L y(3) 
则 
x (0) l 1 0 O 2(0) 
х(2) _ l w 0 z(1) 
xf |00 1 1 ( [205 [' 
x(3) О 0 1 wa z(3) 
x (Ü) 1 1 z(0) 
或 [oj = 网 [0 ' 


[02] - |! I] [ 2) 
х(3) 1 wl 02(3)1 

将 由 y(0),y(1),y(2),y(3)8 х(0),х(2),х(1),х(30)0 НЕ 
表示 , 则 如 留 6-2. 


y) У — nF) 
ич 
;一 一 - —— з) 


Ej 6-2 
n = 2 рме = е” 08 = юл, ий = wa. 

1 1 1 1:1 1 і 1 

х(0) l f 1 il w 1 už y(0) 
(4) 8 8 : z Н (1) 

x 1 wë ый mů! 1 ш mi ый 7 
чор Фф it уш) 
х(6)] _|1 e ws шаг wg аң из | | „(3) 
x(1)Í [1 wa mi асан w ий а | уа) | 
х(5) 1 ué n иф wi wg и ыя y(5) 
* Ë: u шщ аасы wg шың шщ ө) 

1 sk ий шс иф ий ny У 
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但 
1 ws 2 w} 1 1 
] ow шй w l a 
] w3 № ш = 1 © 
1 sg мб шд 1 к 
мі юр шб w 1 1 l 
ui ws шй g) |1 o 1 
w wi и иё |1 w ид 
w шщ wg md bl wg wg 
ph Ll 
l 1 ] 1: 
l = 1 юй 
1 wg wi „5: 
1 юй ий и}: 
1 tog Ww w3 : 
1 wg ош wi 
1 wë ш и: 
l f аб ыў: 
l 1 I 1 : 
l s 1 иб | 
1 иң ші w$: 
1 о и “1: 
0 
1 : 1 

l 

1: 
і с-а 

Tg | 

208 : 


1 1 1 
li wg 
% ш 
ий ш 
1 一 
wg 
и 
© 
1 1 1 
l = 1 
1 2 ші 
1 w а 
и ші ыб 
мй ttg w$ 
wi ю и 
3 2 


0 
1 wg 1 
l 02 TH 
1 w шй 
1 
1 
0. 
– u 
0 


tig 


一 Wg 


一 ц 
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注意 
1 1 1 l l l 1 ] 
l w l ы I м2 1 x 
1 wš w w$ = 1 wa wi м) 
і иё to 0% 1 "з wi 1⁄1 


所 以 从 усо), УСП), e DE] <(0),x(1),: ,x(7) 的 变换 过 程 的 流程 图 如 图 6-3. 


rit >< —— x(0) 

ү!) - —— x(4) 

у(2) - >< — x(2) 
чч 

ғ{3) — 1 — x{6) 


— x( L) 


у{4) 
- ша 
уќ5) _ — xí5) 
_ “$ 
уб) 一 — x(3) 
一 th -un 
КЕЗ _ ий -= шз БИГ ——— xz (7) 


图 6-3 
x(0),x(4y.xz(2),x(6),x(1),.,x(5),x(3).x( DE В EO $, MA n = 1 Н] 
É х\0),х(1)Жп=2Н4  х(0),х(2),х(1),х(3)ЕЖ n = 38769 х(0), x(4), 
x(2),x(6),xz(1),x(5),x(3),x(7), 不 难 找到 它 的 规律 性. 
#=8 的 FFT 共 用 5 次 稳 法 ,对 加 法 . 若 用 并 行 算法 则 5 步 完成 ,其 中 两 次 乘 
法 ,3 次 加 法 . 
从 m=2 到 mn=4, 从 mn=4 到 nm=8, 其 规律 带 有 普遍 性 ,也 就 是 说 可 以 推 到 == 
Fe. 
前 面 已 强调 说 过 КЕТ BL 3F4T WE RAN T HAF n= 小 ,执行 的 步 数 大 致 为 
=]bn., 若 考虑 用 一 硬件 设备 来 完成 FFT, 每 一 操作 用 -- 简 单元 件 来 完成 ,基本 上 
流程 图 中 的 点 数 也 就 是 元 件数 。 设 п = 25 时 FFT 计算 装 疙 的 元 件数 日 为 M 
A = 了 24 +2*, 
A = 2. 
于 是 А, = 22+ 22 =2:22,4;= 2:2 1233.3. D A. = (k- 1251, 
A, = (k - 125 + 25 = 624 = пЬп, 
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Ва п TERR FFT 计 算 装 置 所 需要 的 元 件数 目 为 niba. 说明 FFT 所作 的 如 法 和 乘 
法 数 , 即 串 行 计算 的 时 间 复 杂 性 为 Обл»). 
具体 地 说 设 л = 2* MRAR, A M, WE 
Мк=2М,_у+2Х7!-\, Мү=0, 
和 = 二 nlbn- п + 1. 


2 
类 似 可 得 加 法 数 为 nlbn. 
6.3 脉动 阵列 的 并 行 计 算 装 胃 


由 п 个 处 理 器 组 成 并 行 机 ,麻烦 在 于 处 理 器 间 的 连接 ,车 导线 多 而 且 长 ,实际 
上 将 难于 实现 .因此 自然 地 希望 处 理 器 排 成 队列 形式 ,每 个 处 理 器 只 和 邻近 的 处 更 
器 相连 .每 走 一 步 是 各 处 理 器 从 要 邻 的 处 理 器 读 进 一 个 数 ,然后 进行 一 个 运 短 ,再 
将 结果 写 人 下 一 个 邻近 的 处 理 器 ,这 就 是 “脉动 阵列 ". 最 典型 的 例子 是 矩阵 乘法 . 
下 面 是 一 向 量 与 矩阵 相 乘 的 例子 . wa 


A O 


ty dy 
可 通过 一 系列 的 如 图 6-4 所 示 的 处 理 器 来 完成 .每 个 处 理 央 有 上 、 左 和 右 三 条 输入 
线 , 以 及 左 . 右 两 条 输出 线 , 即 将 左边 输入 和 上 面 输 入 作 冬 的 运算 ,再 和 右边 输入 作 
加 法 运算 ,结果 从 左 方 输出 线 输 出 . 


b 一 一 ——>} 
二 +ce -r 


6-4 
图 6-5 给 出 了 计算 (6-4) 式 的 动态 过 程 . 


а ашп ©з? 


бэш] Eo > HA e H e A e 
(а) 
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зы 
Eir 


Hia + aak + ant 


Ё 6-5 
还 可 以 构造 用 于 作 和 矩阵 乘法 的 驴 动 阵列 ,这 里 从 赂 ， 


7 排序 与 查找 


7.1 排序 的 下 界 枯 计 


本 入 前 面 六 章 ,分 别 讨论 各 自 的 算法 .但 这 一 章 * 排 序 与 查找 " ,研究 的 是 另 -- 
类 问题 .文件 情 存 在 计算 机 系统 里 , 基 按 照 它们 的 关键 字 依 某 种 顺序 排列 的 “排序 
与 查找 "成 为 计算 机 科学 的 重要 课题 ,还 由 于 计算 机 在 运行 中 相当 多 的 时 间 是 在 处 
理 这 类 问题 ,而 且 环 境 各 异 ,要 求 也 不 尽 相 同 , 所 以 方法 不 一 而 足 . 系 统 地 研究 “ 排 
序 与 查找 "不 是 这 一 章 的 目的 ,只 氢 用 前 面 的 算法 分 类 来 分 析 烘 型 的 排序 及 查找 的 
算法 . 
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在 这 一 节 里 将 先 讨 论 排 序 算法 的 下 措 的 情 计 . 
所 谓 排 序 ,是 对 nm 个 元 素 的 集 台 ,要 求 将 它 控 太 小 顺序 排列 : 
ays ву бара. 
所 谓 排 序 的 下 界 , 指 在 最 环 情况 下 排序 算法 的 计算 复杂 度 的 界 , 任 何 排序 算法 不 能 
超越 此 界 ， 

可 饮 和 将 这 个 向 题 归 嫩 为 如 下 的 问题 :3 为 含有 m 个 元 素 的 集合 .A 从 中 任职 一 
个 元 素 , 要 求 节 提出 点 个 "是 “与 “ 非 " 的 问题 后 判断 所 取 的 拒 球 .大 的 下 界 是 什么 ? 
EAE BIRA] k 个 问题 “是 "与 ?* 非 “的 回答 后 ,任何 情况 下 部 能 判断 所 到 的 元 喜 ， 

假定 第 1 个 “是 "“ 非 "问题 后 可 将 $ 分 成 两 部 分 : VC БОЛ, шү! ы 
太 刘 ,而 且 假 定 所 取 的 元 妆 在 FW.B 提 出 的 第 2 个 问题 及 将 YD? 分 成 yo М2, 
PLEI? | > m4, 且 所 取 的 元 素 在 vO... B 通过 提问 题 将 搜索 的 空间 逐 潭 缩 
小 ,直至 最 后 只 剩 下 -个 元 素 , 即 

ж 

п АНЕ A n! .排序 可 以 看 作 是 从 n! 个 可 能 中 找到 这 个 排列 “是 ” 
与 * 非 "向 题 可 以 说 是 排序 算法 中 必 不 可 少 的 “比较 ”, 故 严 = nt Fš 38 Mr 22 ( Stir- 
ling) i£ 25, 


=1, Kk>=>I]bm. 


nl ~ znx( ®) r 


Ња!) = nlbn ~ —-Ibn - nilbe + O(1). 


0(1) 是 常数 . 故 排序 问题 的 下 界 为 Di nbn). tB RK E UW HEF: ИРЕТИ ТЕЕ F АЧ 
复 荣 度 不 可 能 低 于 Onlbn)， 


7.2 归并 排序 算法 
归并 排序 算法 的 基本 思想 是 将 待 排序 的 序列 
aa 
-一 分 为 二 : Ф, Gast" U OD. 


п 
лузе, I=[ h 


两 个 子 序列 分 别 进行 排序 , 待 各 自 排 序 完 毕 后 进行 归并 Е a < ez< < аш, 
b < < 将 二 者 归并 为 el < су< бе с, „ ЛЕВЕ: 
# l kel, jel, iml. 
+2 igm Ajan 则 转 步 3, 否 则 转 步 6. 
步 3 F as b MER А, ИЕ 
[Lant уу +1, 转 步 5]， 
#4 ei 


+5 大 e+1 转 步 2. 
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步 6 #i>m 则 转 步 了 ,否则 转 步 9. 

Ж7 атр рв АЕ. 

步 8 Bjen 则 转 步 7. 否 则 结束 . 

F9 ei 

步 ]0 #+<т,Ш#Ң 9, 否则 结束 . 

归并 排序 算法 应 递归 调用 , 即 分 成 两 个 子 序列 后 ,对 了 序列 的 排序 继续 利用 归 
并 排序 算法 ,直到 和 解 下 一 个 元 素 为 止 .归并 算法 主要 的 工作 在 于 归并 ,是 分 治 策略 
的 典型 例子 . 


归并 算法 的 复杂 性 分 析 : 


(1) 最 好 情况 . 设 Т, 表 2" 个 元 率 用 归并 算法 所 作 的 比较 次 数 , 则 
也 =2T у +2"-(, T =l, 


即 Т, = і 


2 
(2) 量 坏 情况 . 
T=27T .+2"-1, Тү=1, 


Т, = (а -– 1)2° +1. 
(3) ЕТ FAENA 2л, NN 为 排序 的 元 素数 目 ， 


73 快速 排序 算法 


快速 排序 算法 也 是 分 治 策略 的 典型 例子 . 它 的 基本 思想 是 将 待 排序 的 序 询 分 
成 两 部 分 ,一 部 分 比 庆 小 , 另 一 部 分 大 于 ,上 是 序列 中 某 -元 素 . 对 两 个 手 序 列 继 
续 利 用 快速 排序 算法 进行 排序 .与 妇 并 排序 不 同 的 是 ,两 个 子 序列 排序 完毕 后 无 需 
进行 归并 ,只 要 拼接 起 来 就 可 以 了 .最 简单 的 办 法 取 开 始 的 元 素 必 为 不 . 讽 如 

3 9 1 6 5 4 B 2 107 
(D 引进 指针 和 j 分 别 指向 序列 的 开始 和 末端 的 元 素 ,例如 


3 9 16 548210 7 
t 


* 613 ， 


л2*. 


即 


& 
T 


i 了 

(2) 指针 向 左 移 , 直 到 比 3 小 的 数 停 止 ,本 例 为 2, 然 后 2 与 3 筷 换 位 置 得 
29165483107 
t t 
i j 

(3) 1897: 向 右 称 动 ,直到 比 3 КАО 16,9 与 3 行 挤 位 置 得 


2316548 9 10 7 
$ t 


i j 
(4) 指针 i 5j ЕТ 1 一 3 ВРЕ, Егу EAE. у], 
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23 16548 9 107 
t4 
і j 
1 与 3 互 换 得 
21365489 10 7 
+ 


9 
这 时 已 将 待 排序 的 序列 分 成 两 个 子 序列 ; 
2 1 
6 5 4 8 9 10 7 
继续 对 两 个 子 序列 采用 人 快速 排序 . 
为 了 避免 最 坏 情 况 出 现 , 可 用 随机 的 办 法 在 符 排 序 的 序列 中 产生 元 率 丰 ,以 取 
代 的 序列 的 第 一 个 元 素 为 . 
快速 排序 算法 的 复杂 性 分 析 : 
(1) 最 坏 情 况 . 即 出 现 待 排序 的 序列 满足 
2 2 932 @| 
或 
d| > G; > tt > iani 2 бш, 
RHE Т, 代表 = 个 元 素 快 速 排序 法 需要 的 比较 次 孝 , 则 
T, = Т -ужв-1, T,=1, 


即 Т,=Зуп(а-1), 


(2) 最 好 情况 .分 成 的 两 个 子 序 列 长 度 一 样 . 设 = 下. 令 下 为 站 个 元 所 作 的 
比较 次 数 , 则 
=2T1+2， T=1, 
令 
G(x) =1+ Tax + Tyr? + 
х: T, = 217, + 22 
х?: Ts = 2 T + 2? 


+) 


| 4 
G(x)—- Y= 2x5G( x) +З, 


(1- 21) G(x) = H2 


0 285 = (вою [5 (过去)] 


АЛ, (2а) + (29), 
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= 1026252024) PEA], 
得 T= 1) 2 
RA n=2, k=lbn. 
ВПЛИ РТТ АУН У 2nlb n- п 
(3) 平均 情况 . 令 Т, 表示 +* 个 元 素 利 用 快速 排序 算法 平均 的 比较 次 数 .假定 取 
第 k POE ,将 序列 分 成 两 部 分 ;这 个 天 从 1,2. п ЗЕ. A 


一 一 一 上 一 一 一 
一 一 ”一 一 
EE n-k 
ñ a-i 
T, = T YR -1+ Ту + 了 = rn 一 NON, 
f aal п k=l 
Ta = 0. 
ed 
由 nT. = nln- 1) +2771, 
k=? 


(nt ОТ = п(а+ 1) +22 T, 
k= 
得 
in + Dag- nT. = 2n + 27, 
(n + 1)T. = (n + DT + 2n. 


£ T, = (n + 1)s, MA 
2п 


mr 和 TRY 8050 
BB 
s = 0, 
_ 2:1 
у= “1? 
2 21 22 
5з = 50+ лд =, F 
令 
2:1 2°2,... 208-2) 
%-1=3.3 +347 tin- Dr’ 
则 
2 2  Ha-l) 
Һа. зуд f ТУ 
aA >L ЫҢ 1 п=1 1 
= отра = “Су +2 227141 
n gh _1 a 4 
= 4 一 2 = 2  — + 1. 
2а <i k+l ci k+l n+l 
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a CL h 
15 = гт < | 二 dz = Ina — m2. 


2 


所 以 


sa < Zinn ~ ( 2in2 - 4 + 1}, 


в +] 
s, < 2Inn + є, 
T. = {2n+2)nn + @( n), 
其 中 Oln) A п — AMAR . 


7.4 堆 集 排 序 算 法 
前 面 介 绍 的 排序 算法 是 基于 分 治 策略 .这 一 节 讨论 的 堆 集 排序 既是 基于 “优先 


策略 "同时 还 借助 于 一 种 则 做 堆 的 数据 结构 ， 
(1) 堆 是 一 种 二 分 酝 , 例 如 图 7-1 所 示 . 


图 了 -1 
图 中 每 一 节点 有 两 个 数 :一 是 马蜂 的 数 ,一 是 心 外 面 的 数 ;前 香 是 该 点 存储 的 数 ,后 


者 是 堆 的 地 址 序号 .假如 一 节点 的 地 址 为 n, 则 它 的 
父亲 节点 的 地 址 为 [二 1 , 它 的 堪 儿 子 节点 的 地 址 为 
Za , 右 儿 子 节点 的 地 址 为 2 +1i, 它 们 的 地 址 关系 可 
用 图 7-2 表示 ， 

[> 1,2п,2л + 1 用 2 进 制 表 示 时 ,运算 十 分 方便 . 


堆 除 了 地 址 有 如 上 特点 的 二 分 树 以 外 ,还 要 求 每 
一 节点 所 储存 的 数 比 它 的 儿子 节 扣 的 数 要 太 . 因 此 堆 
的 根 节 点 储存 的 数 必 是 储存 在 堆 里 的 数 的 最 大 者 . 

(2) 建 堆 算 法 .用 例子 叙述 建 堆 方 法 ,如 图 7-3. 
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图 7-3 

РЕ аА а RAE AREER: ARTA 
存储 的 数 比 去 ,. 右 两 儿子 节点 存储 的 数 大 ， 

建 堆 的 复杂 性 分 析 ; 

堆 项 有 1 个 顶点 ; 

第 1 层 有 2 个 顶点 ; 

第 2 层 有 兰 个 顶点 ; 

EHE E AIN 点 要 调整 到 满足 堆 的 要 求 为 止 

ИҢЕ) SS HE Н 产 ,顶点 个 数 

п= +2225 + 28 = 201-1, 

ЖЕЕ FARR, 该 屋 的 点 最 坏 情 况 要 :下 沉 " 到 叶子 节 点 为 止 . 必须 做 2( h — 
次 比较 . ВЕЛЕВ РНЕ 


s = 22 2206 - &)2# = Уу - 25 к2%, 


= E " 


A. 
> k = (х + 2%? + *"" + kx" 》 -2 三 l x(1 + Zx +*+ ka 8-1] x=" 


& =Ü 


所 以 
5 =2(25*!-А)—-4=2п. 
(3) 堆 集 排序 法 .假定 已 经 建成 玲 , 堆 顶 元 素 为 最 大 得 ,将 堆 硕 元 率 与 最 右 下 
方 元 素 换 位 , 换 位 后 进行 调整 使 之 恢复 成 为 玲 , 如 此 循环 反复 直到 最 后 . 
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ДЕ | ||| 7-4. 
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1] 
4L3] s] [5] [%]| 
sU] ss jiols | 


7-4 

上 个 节点 的 座高 为 [itht]. 堆 集 排 序 法 经 常 要 将 底层 的 无 素 置 于 堆 顶 ,恢复 成 

ME id bk IKER. 故 堆 集 排序 要 作 的 比较 次 数 为 
s =21t [1521 + 11210 + [11641 US + 16} 67р + 
+ (= + [iba ]) | 
<2{2 1 +2:2 +3 + + [1Ь4]2#%"!}. 

堆 集 排序 算法 的 时 间 复 杂 性 为 Ө( ал). 

堆 昨 一 种 很 重要 的 数据 结构 , 堆 集 排序 基 十 分 出 色 的 排放 算法 . 堆 还 有 一 种 非 
常 重 要 的 应 用 ,如 计算 机 任务 的 安排 , 按 优先 级 安排 其 加 工 脑 序 , 呈 热 对 梨 随 时 有 
新 的 加 人 或 删除 ,但 只 要 将 优先 级 最 高 的 元 素 置 于 堆 顶 ,元 呵 撞 序 . 当 最 先 的 任务 
取 走 后 或 加 人 新 任务 或 删除 某 任务 时 ,从 要 适当 调整 永远 保持 基 堆 ,优先 级 最 高 的 
性 务 置 于 堆 顶 就 可 以 了 . 


7.5 排序 网 络 
这 一 节 将 介绍 排序 的 并 列 计算 装置 一 一 排序 网 络 .排序 问 络 是 由 比较 如 和 导 


线 组 成 ,如 图 7-5 ВР. 
l minj x, уі. 
y кюй [ттш y] 


图 7.5 
以 后 为 方便 起 见 , 习 惯用 竖 线 表 示 它 ,如 图 7-6. 


у тах х,у] 
8 7-6 
巴特 赛 尔 (Bateher) 裔 个 归并 网 络 ; 
Б а < a< < as bi < b, < < b, 是 两 组 已 排序 的 施 Э), F. p ы! 


归并 算法 如 下 : 
步 1 а. 9а, 25 bil: 53. bs:,-…… 归 并 得 Cls OF бт T 020, бад, ©,» … 和 үр 4, 
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56,… 上 归并 得 由, 四, 而 

#2 对 于 序列 o. “йу, сз, Фф... Ë IL 
较 元 忻 于 (2,3),(4,5),… 间 .这 里 (2,3),{4， 
$) 即 用 比较 元 件 联 接 于 dd Aed FI O, Z 
间 . 余 此 类 推 . 

Hi m=2,n=1 时 的 巴特 赛 尔 归并 网 
络 如 图 7-7 所 示 , 用 8(2,1) 表 示 它 .请 注意 
8(2,1) 指 的 是 虚线 包围 的 部 分 .下 同 此 ， 

图 7-8 是 8f2,2) 网 络 ., 图 7-9 E p(3.2 426. 


i 1 BR{3,2) 


[ 7-9 

最 后 分 绍 0-1 原理 ,用 以 检验 网 络 是 否 工 作 noo 
正确 .对 于 有 rn 个 输 大 端的 排序 网 络 { 图 7-10), 2, - 
要 验证 它 的 工作 正确 ,势必 要 对 x1 ,x2,…,% 的 : 
n! 个 排列 一 一 验证 ,对 所 有 的 状态 输入 结果 都 正 mm 
请 , 方 可 确认 该 排序 网 络 正确 ,0-1 原理 是 说 只 要 图 7-10 
对 于 输入 端 sj 和 作 辣 ,11 褒 列 验 证 即 可 , 即 只 要 对 2* 种 状态 输入 ,结果 正 
确 便 可 确认 该 排序 浆 络 是 正确 的 . 

对 于 比较 元 件 , 若 所 *) 是 单 润 增 三 数 , 则 有 如 图 7-11 的 输出 ， 
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Fiy — —— min] s) Ду) 
П) киле OO 
ËB 7-11 
对 于 排序 网 络 , 当 输 人 为 ат. ао," а, FF. SB RIK 6, 5,75, dn /(\х) 


是 单调 增 函 数 , 则 当 输 入 为 [б а,),/(а„). ,fan) 时 ,输出 依次 为 УСБ), 06), 
如 图 ?7-12 所 未， 


fa 一 -一 把 三 ) 
a V "| ән |700 

Ка) —= ——=/%,) 
图 7-12 


假定 对 所 有 的 0-1 БЕЗ ТЕТЕ ЛИНЕ РЕ РДЕ. ТЕЕ — 1-2 ВЯ, EEA 
io ,ez ,an| ,输出 的 结果 对 其 中 的 a < а,, а, 的 输出 置 于 了 a 输出 的 前 面 .定义 


I, x= G, 

也 就 是 说 КО a) =1. 这 就 与 对 0-1I 序 列 工作 正确 的 假定 矛盾 . 这 就 证 明了 对 于 任意 
排序 网 络 工作 不 正确 ,必然 对 于 0-1 序列 工作 不 正确 .对 0-1 FATHER АНЕ 
序 网 络 工作 不 正确 的 必要 条 件 . 


7.6 最 佳 二 分 树 


前 面 各 节 讨 论 的 是 排 订 ,后面 转 信 讨论 查找 . 假定 有 n 个 文件 尽 存 在 计算 机 
系统 内 ,已 知 它们 的 关键 字 a < а <… < а,, CARERE EGIA ру. рз, "5 
ра: M. atn 为 查找 和 失败 的 n+ 1 种 状态 ; 

Zo < Gy, Gí < Zt < 62, 
па Z. (< G. G, < fne 
和 设 q 是 z 事件 发 生 的 概率 ,j=0,1,2， 
өп. 
(pit pott t рь) + (got qh +i жаы) = 
AEN T AN BE n 个 文件 的 存 铺 策略 是 一 二 分 
树 了 ,二 分 树 的 每 一 条 边 的 长 度 设 为 1,a 
图 7-13 点 到 根 节点 的 距离 为 上 4, 则 该 二 分 树 的 平 
均 查 找 次 数 为 


m(T) = Pp +1) + Xa. 
ЯФ s 到 根 节点 的 距离 . 平均 查找 次 数 最 少 的 二 分 树 称 为 晤 佳 二 分 树 E 
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定 该 量 佳 二 分 树 以 a IRPA Т" (А) 表示 它 , 它 的 左 、 右 子 二 分 树 为 Тү, 
T.) RE 7-13. T) BEA apana АЕ д, а yE ,Т,? 
是 包含 Thal Од 9777 Ga, ХЕ 2р, д, ,' `" ` Za 的 石子 二 分 树 ， 令 
m( T" (h)) = >р, +1) + > 
= жт) + (ТО) + Pa + + гу, 


й h-I л л 
L, = 2 + 224, F. = дою + 2. 
р + hh + ra = ру+ру+ * + P, + Qa + T+ + Q,- 
ET (ORU a, ЭТЕ S MJ T, 和 了 和 也 一 定 是 最 佳 二 分 
m. 


其 中 


m( тену) FE mini m(T(b))! 


= min{ тт) мет) + Ур + >. 
可 以 把 以 上 的 讨论 推 至 包含 a җе, а Ranar ВИЕ РАЯ. 
这 样 的 子 二 分 树 用 7( EREHE hij Sik Ai ER FR NE 
З а, аз, АНУ а z z b а, 为 根 节 点 的 二 分 树 ,其 中 (< h = 
ут" (i JE a, ард» 93 д.а, әд 的 晤 佳 二 分 树 . 
用 动态 规划 求 最 佳 二 分 树 的 方法 举例 说 明 如 下 :已 知 ar < ea < аз < aspi = P> 
= 3/16, ру = 2/16, pa = 1716. qo = qı = 2/16, ф = йз = qa = 1/16. 


为 计算 方便 起 见 ,将 分 母 16 略 去 ,人 色 就 分 子 进 行 计 算 ，” 
(1) 有 一 (u. 


=m 


el 
Í“ `" ] =юз+еа=3+2+2=7, 
20 


=p. tq tq 3+2+1= 6, 
=m 


= m 


) = 211 
az 
5 A) 
21 27 
@з 
22 zs 
04 
“м }=мкаки‚1 1+1=3. 
za #4 


(2) лаа), 


mí T" (1,2)) = ий т т 1 2) ч 12) | 


所 以 


所 以 


t| dy 
AON AON 
= mini m| 20 d y IR %| 5 
⁄ ` ^^ м 
41 23 20 21 
(t ат 
= mini m ⁄ ` -| м + Pit p: + qo t q! + Q, 
21 22 20 21 
= min|6,7| +б+5= 17, 
> _ 1 
raD = 7( h) 
“{1,2): “| 
T* (1,2) N 
zp ау 
ZON 
| ^7 
= mi ALUPA 
(2,3) = та} т{Т{ Z, „m 7 ,3 
ü Ay 
⁄ `" ⁄ ` 
= minj m| zi аз Шш az 23 
ZON ZON 
2 žy 21 42 
t 2) 
= тіп | ~ | ⁄ | $t p2 + ps + qi + q> + фу 
&у ©з z7 22 
= minf4,6| +9= 13, 
. ñ 2 ) 
T (2.3)= T[ 5, А 
* (2.3): 23 
т" 0,3) N 
ži 25 
ZON 
2) 23 
3 4 
3.0) =тш] olz(3 jj (e(a) 
3,4)) пип] ml 70. 4 m| TIa 4 
215 Я4 
⁄ `` í "` 
=mini т] z 24 -rh аз 24 
⁄“ ^^ м 
z3 ЁД 27) #3 
“3 
= muni m AON ‚т ⁄ ` + ps 4 pa + d> + qv + Qá 
3 24 2› z3 


= тіп! 3,41 +3+3=9, 


т НАУА - 625 - 


А ‚ a 
T'(3,4): x 


(3) 有 三 个 内 点 的 情况 : 


"(т^ 3) = mnd (7)) (023) ,ml 7 3))} 


| dy 
` Gq A 
za 42 РА м, t EAI 
= mni т ZON m a, a m ^7 
ži ш] Í“ ` РА zo а) 
A м 20 2072 i4 РА м, 
27 23 21 25 
а) 
” 1 аз 
= mini m] ži ах ‚т ⁄ "` | +т ` ， 
ON 20 21 23 23 
1 23 
11 
a `` 
m| 50 IN + pit pit pat got git (> + 93 
ži 41 
= пип]13,11,17] +8+6= 25, 
所 以 
азу” rÍ 2) 
7* (1,3)= 7( 23). 
| t3 
ZON . 
20 Z| #) 23 
* ， 2 3 4 
тї Т (2,4)) = minl mt TÈ 2,) (2), (0) 
R d 
21 t3 | 
= пип m ⁄ ` ‚Ж а, в А 
Z7 Яд А ч, РА ` 
⁄ ` | 2) 2% 24 
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25 23 
= піні mi 7° (3,.4)) ,m( T* (2.2) + mi T ` (4,4), тС T (2,3) |+ 
Рә + Pa + pa + Ri + q; + git да 
= minÍ9,9,131 + 11 = 20, 


"0,40 ON =т{у,) 
ЕТ Т (2,4) = 702, = 7454 ' 

` 02 a 
T`(2,4): ⁄ 2 | 

21 FN a a 

4 

5 а ⁄ ` М 
4 ži 25 23 24 
РА ёа 


(4) 有 四 个 内 点 情况 : 
t 


нот.) = min | mf ⁄ М РА |. 
20 T" (2,4) Т°(1,1) T* (3,4) 


йу ада 
| ⁄ М | | ⁄ x | | 
了 (1,2) (4,4) 了 (1,3) ка 


= mini т( T" (2,4)),т(Т(1,1)) + m(T' (3,45), 
т(Т*(1,2))+ m( T(4,4)), m( T" (1,3) } + 16 
= min{20,7 +9,17+3,25} + 16 = 32, 


所 以 га, =7(,2,), 
Т“ (1,4): x 
“| t3 
^^ м ⁄ `" 
20 z 22 БҸ 
13 Za 
7.7 2-34 


文件 存储 于 计算 机 系统 内 , 殿 查 询 放 .一 般 要 求 储存 的 树 的 高 度 比 较 均 衡 , 这 
时 查询 所 作 的 比较 次 数 的 平均 值 最 少 .但 是 文件 不 是 图 定 木 变 的 ,有 时 要 插入 新 
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的 ,有 时 还 要 删除 某 些 文件 Е НОБЕЛ TIN ER JS ВЕЕ Е. 
TETA HARA B ЖШ A а Е , {И > sz tE Hh3k ЕВГ 
的 状态 .2-3 树 基 其 中 典型 的 一 种 ， 

2-3 树 是 一 棵 桂 状 结构 ,每 一 内 容 有 了 商 个 值 a 和 4. 它 可 能 给 出 3 个 分 支 ,如 图 
7-14 PFR. 


(a) (h) 
H 7-14 
7-15 说明 揪 入 后 如 何 调整 使 之 保持 2-3 树 的 结构 . 


GD ва GD СЮ нау GP 
5 о GOO @ оО JOO 


TD тл, GD Ma GED 2 
А EN ES “9 
9 O бус) Фе LDE © 
Ё 7-15 


8 计算 复杂 性 理论 


8.1 Жж Ж 


快速 电子 计算 机 贵 在 神速 , 它 的 出 现 使 许多 难题 得 到 了 解决 , 它 可 以 对 天 气 作 
出 预报 ,可 以 操纵 工厂 的 生产 过 程 ,甚至 于 驾 歌 战争 .但 它 并 非 万 能 的 ! 哪些 问题 
可 以 通过 它 解 决 ,哪些 问题 不 可 以 通过 它 来 解 快 ? 这 局 于 可 计算 性 理论 研究 的 内 
容 . 娃 论 上 确定 为 可 计算 的 问题 ,实际 上 示 必 可 能 ,计算 复杂 性 理论 仅仅 对 那些 理 
论 上 是 可 计算 的 问题 ,讨论 它们 实际 上 是 理 可 计算 ， 

一 个 问题 可 解 ,是 指 可 设计 一 个 算法 ,在 有 限 步 骤 岂 给 出 答案 .但 这 并 不 意味 
着 该 算法 是 有 效 的 . 如若 一 -个 算法 需要 计算 机 运行 十 个 必 纪 才能 结束 ,这 算法 实际 
上 是 不 可 行 的 .例如 前 面 提 到 的 汉 诺 塔 问 题 便 是 ~- 例 . 
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当 考 虑 .一 个 算法 的 时 间 复 杂 度 时 ,往往 将 它 所 需要 运算 的 步骤 看 作 是 问题 规 
模 п HAR Nn) ,计算 机 科学 家 有 一 个 共识 , 当 了 (n) 是 的 多 项 式 界 时 ,被 认为 
是 好 "算法 , 即 是 有 兹 的 ,本章 里 将 介绍 NP 理论 ,NP 是 Nondeterministic Polynomial 
的 缩写 . 它 由 库 克 (S.Cook) 于 1971 年 发 表 的 "The Complexity of Theorem Proving Proce- 
dures" AFËR. Kap) F 1972 年 发 表 的 “Reducibility Among Comlinatorial Prolem" 两 篇 
论文 草 定 了 基础 . 


82 图 я 机 


为 了 精确 地 刻画 复杂 和 度 概 念 , 引 进 图 灵机 概念 . 
1910,1} от 0,1 构成 的 有 限 长 符 叶 囊 的 集 台 . c :0,11" 为 它 的 个 于 
集 ,关于 工 的 判定 问题 是 指 , 任 给 z€ 10,1} ,判断 x ERA 上 ,所 有 计算 问题 都 
ШЗ ААС EER. 
非 形式 地 讲 ,图 灵机 由 以 下 几 部 分 组 成 : 


一 条 无 限 长 的 带 , 一 个 读 写 头 ,一 个 有 限 状 态 
— [euR Bm a RAZA. 
限 状态 控制 器 通过 读 与 涉 来 读 内 容 , 当前 状 


态 决 定 动作 ,直到 进入 终结 状态 . 
EXI 确定 型 图 总 机 TM = IO, A. fl. 
有 限 状态 控制 
器 其 中 总 为 有 限 状 态 集 jo 为 初始 状态 ,dy 和 
程 Ж ам 分 别 为 接受 和 拒绝 前 终结 状态 ,qo0、 gy、 qm 
是 如 中 三 个 特殊 状态 :4 = 10,1, # 上 ,其 中 
ЁЁ] 8-1 "a RRRS AREA, Т АЕ МВ 


ГОЛ чуу чм) х А-х À x {т.{,А!\, 


ri Ah y| RIS PL H E AEREA. kS ОН IFE MERE 4E Q PF, 
ERRATA ac 4 MRE y AHEHE- € О, ЫЕ ЕУ ЕЎ а € 
ARGEN ARDE- -位 或 堪 移 … -位 或 不 动 . 

区 灵机 的 计算 是 通过 图 像 (或 格局 } 转 移 来 进行 的 ,所 谓 尼 芥 是 指 图 有 灵机 某 -- 
时 间 的 形象 ,由 三 元 组 (9,w,i) 来 表示 ,其 中 9q 为 当前 状态 .ww 为 一 字符 串 , 它 表示 
带 上 的 情况 ,i 为 当前 速写 头 位 置 .图 像 的 转移 由 转移 功能 米 控制 ,车 有 g, 机) = 
(P.A. D.R SESAR A 时 ,状态 从 4 AA p, DERS LKE А 并 左 称 一 位 ， 
则 图 像 1g ,442… А; A DEB SAB (p, A Ayt A a Aaa nA’ 1). A 
fig A= p, A DR Aq A) = Ср.А. А), Ш g, AA U A; A... ГР 
Op. A,A. A.A... + 和) 或 (q ДАТАТА, D ATE -输入 w, TM 有 着 初始 
图 像 (qo,w,1), 通 过 图 橡 的 转移 ,到达 某 一 给 态 , 则 图 灵机 就 元 成 了 这 次 计算 ， 

例如 下 述 图 灵机 : 

О =Í gogi gregal 
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A=1041,#1, 
f 当前 状态 读 进 字符 下 一 :状态 Fi P EAM 
qo 0 91 Ü r 
go l m # { 
qo # qv # h 
qI Ü qo i r 
qı I 9: 0 r 
$1 # g, # h 


则 当 输 人 w = 010100 时 ,运行 过 程 如 图 8-2 所 示 . 


ре 
5151117 
те 
EEEE e ei 
е1 
5101911: 
пт 


8.2 
此 时 图 灵机 进 人 接受 态 ду. 3835 ЕР БАКЕ ЕВ A 
L=1WIWC10,11 ”上 
对 于 确定 型 图 灵机 ,输入 x 后 将 会 有 三 种 可 能 ， 
(1) АЯЛ ААК qr AILEE х, 
(2) 图 灵机 进入 状态 gw ,停机 并 拒绝 x, 
(3) 图 灵机 永 不 进入 gy 或 qn, 图 灵机 水 不 停机 . 
对 于 一 个 图 灵机 TM, 它 接 爱 的 集合 (请 言 ) 定 义 为 
Lm = |x TM 对 于 输 和 人 x 将 会 停机 并 接 营 ( 即 进 和信 终 态 фу). 
集合 工 称 作 能 为 图 灵机 TM ERA, HRE E ¿L.M TM 停机 并 接受 x, 
否则 停机 并 拒绝 x. 
事实 上 ,一 个 算法 就 是 一 个 图 灵机 , 若 说 -个 算法 解决 了 关于 工 的 判定 向 题 ， 
HHT LAERE R РТТ 9]. 
ATARA WK U) ise ЕНЕЛ Т. ARPHI -KERRE =E E: 
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完成 一 步 计 算 , 从 输入 (初始 状态 ) 开 始 到 达 终 结 状 态 的 计算 步 数 ,为 该 图 灵机 对 于 
输入 x 计算 的 时 间 复 杂 度 . 

W nm 为 一 个 也 一 Z 的 图 数 , 若 对 于 任意 长 度 л 的 输入 x, 某 一 确定 型 的 
图 灵机 从 初始 状态 go 开始 ,至 多 在 T(tn) 步 内 终止 , 则 称 该 只 灵机 在 T(n) 时 间 内 
运行 ,或 称 该 图 灵机 的 计算 (时间) 复杂 度 为 0( T( n)). 

定义 多 项 式 时 间 复 杂 类 P 如 下 : 

pL [icto TE 存在 常数 C 及 时 问 复杂 度 为 (8 )、 
的 图 灵机 TM, TM 识别 集合 £ 

显然 ,P 就 是 以 前 所 说 的 能 在 多项式 时 间 内 子 以 解决 的 问题 的 总 和 ,也 就 是 被 
称 作 能 够 有 效 解 决 的 问题 的 集合 . 

以 上 介绍 的 是 确定 型 图 灵机 ,也 就 是 说 ,在 当前 状态 及 符号 确定 的 情况 下 ,图 
员 机 的 下 -- 图 像 {包括 状态 . 带 上 符号 及 读 写 头 位 置 ) 都 是 确定 的 ,这 样 ,每 :一 输入 
* 瞧 一 地 决定 了 计算 的 猴 结 状态 . 

下 而 介绍 非 确 定型 图 负 机 , 非 确定 型 图 灵机 同样 具有 状态 集 О КАВА, E 
与 确定 型 图 党 机 的 不 同 之 处 在 于 其 状态 转移 功能 为 

AQS Тек ХАО хАх ir LAI FR, 
即 它 的 疼 像 转移 是 多 值 的 ,而 非 唯 一 确定 的 , ARTE A x, E AEA 3 Fh 
让 算 路 径 而 芭 达 不 司 的 终结 状态 , 称 一 个 输 和 人 符 导 串 < 能 为 某 一 非 确 定性 图 灵机 
NDTM 所 接受 , 当 且 仅 当 该 NDTM 对 于 输入 x ,存在 着 一 条 计算 路 径 到 达 终 态 су, Ві 
停机 接受 态 . 而 为 该 NDTM 所 接受 的 集合 为 
залы = 1 xt 该 NDTM 接受 xi. 

同样 ,可 定 尽 非 确 定型 图 灵机 的 时 间 复 杂 度 . HE NI TM 所 接受 的 集合 为 
LAA Z 一 Zz! 的 函数 Tin) ,对 任意 长 度 PSS A SB x. 27 x€ А, Ш NDTM F 
在 一 条 计算 路 径 接 受 x*, 且 该 计算 路 径 的 计算 步 数 (图 像 转 移 次 数 ) 至 多 为 T(n) 
步 ,别称 该 МОТМ 在 T(rn) 步 内 接受 *, 或 称 读 NDTM MRTE SEA Tin). 3610 
二 了 的 定 关 ,可 定义 N. 类 如 下 : 

Np f; C 10.11" 存在 一 非 确定 型 图 灵机 NDTM E: L, 

"+ DA NDTM 的 时 间 复 杂 度 为 输入 长 度 л 的 多项式 上 

直观 地 看 ,NP 类 可 看 作 可 在 多项式 时 间 验 证 的 问题 的 集合 . 败 为 在 非 确定 型 疼 灵 
机 中 只 要 有 -一 条 计算 路 径 接受 x, 则 认为 该 非 确 定 图 灵 抽 接受 x, 因而 可 将 非 确定 
型 图 灵机 春 作 由 许多 处 理 器 组 成 的 并 行 计算 装置 ,可 同时 进 征 计算 .也 可 以 理解 为 
它 由 两 部 分 组 成 :一 部 分 为 猜测 模块 , 它 猜测 能 导致 接受 的 那 菜 计算 路 径 , 列 另 -- 
部 分 为 验证 模块 , 它 接 收 由 猜测 模块 给 出 的 计算 路 径 , 百 依 该 路 径 来 模拟 原 NDTM 
的 行为 .由 于 计算 路 径 已 给 出 ,故此 时 的 验证 为 确定 性 的 . 这样 若 z€ Luna, WE 
在 着 一 条 导致 接受 态 的 计算 路 径 , 若 猜测 模块 给 出 了 该 计算 路 径 , 则 验证 模块 的 终 
结 状态 为 接受 态 gy, 并 且 验 证 时 间 为 多项式 的 . 

对 于 NP 类 ,相当 于 要 求 验证 模块 可 在 密 项 式 时 间 内 完成 (对 干 导致 接受 的 计 
и), БК. 

Hin, S---R ЖЕ ИЙ (Hamilton) MRR T NP 类 .因为 若 图 GA 
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哈密 顿 回路 , 且 当 给 出 了 该 回路 , 则 显然 可 在 多项式 时 间 内 于 以 验证 . 

以 上 定义 了 确定 型 和 非 确定 型 图 灵机 ,以 及 P 和 NP 类. 这些 都 是 NP 理论 中 
的 基本 概念 ,有 了 它们 ,才能 够 讨论 算法 的 复杂 度 以 及 问题 的 难 解 程度 .P 类 问题 
是 能 够 有 效 解 决 的 ,但 NR 类 问题 则 不 一 定 ,例如 判断 陪 密 顿 回路 问题 . 目前 最 好 
的 算法 仍 需 要 指数 量 级 的 时 间 , 至 于 NP 类 中 的 问题 是 否 都 能 有 效 地 解决 , 即 NP 
是 否 等 于 P, 这 是 NP 理论 中 的 核心 问题 ,迄今 尚未 得 到 解决 

虽然 有 时 不 能 证 实 一 个 问题 的 难度 ,但 可 以 比较 问题 的 难度 . 从 这 一 点 出 发 ， 
也 可 以 得 到 许多 优美 .重要 的 结果 . 


8.3 SHAHH 


当 比 较 A.B 两 个 问题 的 难度 时 ,常常 会 用 到 归 约 的 思想 . 若 问 题 4 可 有 效 地 
归 约 为 对 问题 8 的 计算 , 则 问题 4 的 难度 将 不 会 超过 问题 В. ТЕ NP 理论 中 ,使 用 最 
多 的 是 多 项 式 归 约 这 一 手段 ,而 正 是 儿 项 式 归 约 措 起 了 问题 之 间 的 桥梁 . 

设 


п-®-\ p17;40,4* 一 10,1)" , 且 了 的 计算 可 在 多 项 式 时 间 内 完成 |. 

H 中 的 元 素 称 作 是 人,t БАР. 

定义 2 ЖАС 10,11", ВС 0,1, СП хЄ А SfE В, Щ 
称 问 题 4 可 密 项 式 归 约 为 阿 题 吾 ,并 表示 为 AB. 

车 Ao. В.Ш А 的 难度 将 不 超过 8B 的 难度 ,因为 若 B 解决 了 , 则 A 38 LD А 
方法 也 能 够 得 到 解决 .事实 上 ,有 以 下 引 理 : 

引 旭 #А=В,Н BEP, 则 A€ P. 

证 明 ” 设 /是 定 广 中 的 专项 式 变换 , 划 存 在 针 项 式 z ,使 所 x) 的 计算 时 间 至 多 
H а(х) СГВ x 的 长 度 ). 由 于 了 的 计算 时 间 不 超过 g(1x1), 则 其 输入 长 
НЕЕ И g(1x1). 

ЯШЕР 了 BEP, 故 存在 一 多 项 式 时 间 的 确定 型 图 灵机 TB 识别 吾 , 设 该 和 多项式 界 
为 上 如 图 8-3 构 造 图 灵机 ТА. 


图 8-3 
HT BT f(x)€ B A x€ A, BD25 H (2 A TB Pr 1222 , BEE TA 
可 识别 A, Н TA 的 运行 时 间 至 密 为 gC1x1)+ htg(1x1)), 仍 为 1x1 的 多 项 式 , 因 而 
АЄР. 
以 上 过 程 也 可 表达 为 图 8-4 所 示 . 
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Уч В 问题 А 


милю, 多 项 式 个 来 т анан 
转换 f 转换 


图 8-4 

男 外 ,名 项 式 归 约 还 具有 自 反 性 及 和 传递 性 ,有 即 

性 4cc A; 

> ФАх В,ВосС,Щ Ах С. 

这 些 性 质 利用 “co “ 的 定义 易 证 ,由 读者 自己 来 完成 . 

有 了 多 项 式 归 约 , 就 可 以 比较 问题 的 难度 ,建立 问题 之 间 的 联系 .在 -- 类 问题 
中 ,最 令 人 感 兴 超 的 是 那些 最 复杂 的 问题 ,因为 这 些 问 题 代 烧 着 这 类 问题 难度 的 上 
界 ,一 旦 它们 得 到 了 有 效 解 决 , 则 整 类 问题 都 可 迎刃而解 . 这 些 最 难 的 问题 通常 称 
为 某 类 的 完全 问题 ,最 著名 的 是 NP 完全 问题 , 即 NP 类 中 最 难 的 问题 .NP 完全 类 
{也 称 NP 完备 类 ,简称 NPC) 定 义 如 下 : 


МРС} CICENP,Y AENP, 使 A< Cl. 
由 密 项 式 归 约 的 定义 ,可 见 NPC 类 中 的 问题 是 Np 类 中 最 难 的 ,因为 NP 类 中 
上 所 有 的 问题 都 可 以 归 约 到 它们 中 的 茶 一 个 ,对 NPC 问题 的 证 究 是 NP 理论 中 的 精 
ВЕРБУ. 


8.4 ”可 满足 性 问题 及 库 死 定理 


EPEAT MP 完全 问题 的 概念 ,但 NP 完全 问题 是 否 存 在 ? 若 存 在 ,它们 是 
什么 样 的 问题 ? 它们 是 否 的 确 很 困难 ? 这 些 都 并 未 能 在 定义 中 得 到 了 朵 明 .1971 年 ， 
库 克 (Cook) 提 出 了 可 满足 性 问题 ,并 证 明了 它 是 一 个 NP 完全 问题 , 英 定 了 NP 理论 
的 基础 . 

1. 可 满足 性 问题 (Saiisfiability Problem, SAT) 

先 介 绍 几 个 必要 的 概念 ,一 个 逻辑 表达 式 由 逻辑 变量 媳 " 与 "、“ 或 ”"、“ 非 ” 几 种 
运算 构成 ,如 

(4VBVCIAIVCYEBD)AIBVE)AICVYTY)， 

其 中 每 个 逻辑 变量 只 取 * 真 (了 ) 和 “ 息 ( 7) ”两 个 值 , 对 应 于 逮 辑 变量 的 每 一 种 指 
派 , 可 确定 逻辑 表达 式 的 取 值 .如 当 4=“F",8= С= р= “Т, БН ЈА 
RAA TOR)". 

任何 一 个 逻辑 表达 式 / 都 可 写 为 以 下 形式 : 

J= CAGA CA Cis 

其 中 每 个 C., 均 为 逻辑 变量 ("或 "与 “ 非 " 089 P 5 КЕЖЕ ЖК f 的 这 种 形式 为 
合 取 范 式 , 其 中 每 个 C, 称 为 的 于 句 .可 见 f 取 值 为 真 当 且 仅 当 每 个 于 名 C, W IB 
都 为 真 , 即 每 个 子 句 中 至 少 有 一 个 子 项 取 值 为 真 . 可 满足 性 问题 就 是 任 给 一 个 合肥 
范式 护 问 是 理 存 在 某 种 赋值 使 了 取 值 为 真 . 它 等 价 于 于 面 的 撒 述 . 

设 L= А,В, ‚А.В, | * С, Cath, Ci EL HARTE, PRATS. 每 个 C; 
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PRERE PEH- AH С С, ДС G, i= 1,2, , k), ЯГ E Yt jo 
题 , 是 指 任 给 了 k OFIC, CG MERESTE- RA Sc ЖШ: 

1° 5 中 不 包含 互补 的 一 对 元 素 , 即 若 ES, WES. 

2 (С, 50), i=1,2,..,k. 
若 这 样 的 S PERNA Ар Р ЛЕ од M 38 Ж.Т S 中 的 每 个 元 素 取 值 为 真 
(H T 1° ,这 总 可 以 做 到 ) ,由 之 知 每 个 ,都 取 值 为 真 ,因而 整个 如 辑 表达 式 的 取 值 
为 真 ， 

NP 类 中 的 每 个 问题 都 可 密 项 式 归 约 到 可 满足 问题 SAT. 这 就 是 善 名 的 库 克 定 
理 . 下 面 先 举 一 个 图 揭 着 色 问 题 归 约 到 可 满足 问题 的 例子 . 

图 的 着 色 隔 题 是 这 样 的 :已 知 有 限 图 G K SK љ W E RS нр m 种 颜色 对 
图 G 的 项 点 进行 着 色 ,使 得 相 邻 接 的 顶点 有 和 不同 语 色 . 

定理 1 图 的 着 色 问 题 可 才 项 式 归 约 到 可 满足 问题 SAT. 

证 阴 已 知 图 6 及 整数 m, 令 C0,C2,…, Ca Æ m 种 颜色 , 设 

f? 车 顶点 i 着 以 颜色 С, 
Рә |р 其 它 
i=1,2y e,n (n= ПИ); 1,2,5, m 

这 样 ,6 的 每 一 种 着 色 方 案 对 应 于 给 nx т TER | pl 的 - -种 指派 .但 是 

(1) 每 个 顶点 至 少 有 一 种 颜色 ,页 对 于 尾 一 顶点 i 对 过 有 于 名 pi V з V р. 

(2) 相互 邻接 的 顶点 着 以 不 同 颜色 , 故 对 图 € 的 侍 痘 一 对 相互 邻接 顶点 (r， 
srs 不 能 在 一 种 着 色 方 案 下 着 以 同一 颜色 , 即 有 子 句 ps V py = 1,2-5, т. 

aE 已 可 用 产 种 颜色 进行 着 色 使 相互 邻接 顶点 不 同色 , 当 且 公 当 存在 一 种 对 
FA | pr 的 赋值 ,使 得 由 (1) (2) 构 成 的 子 句 取 值 均 为 真 . 

Bih. LETARA RRRA EMAA. РУТЕ ВЕРЫ. 

2. 库 克 定理 

库 克 定理 是 NP 理论 的 重要 支柱 之 一 ,定理 的 证 明 要 用 到 数理 逮 辑 中 的 一 些 
恒等式 ,它们 是 

(IA В= AV В, 

AcB=(A—B)A(B—A)= (АМА) Л САМА). 

(2) (A=A,AV B=AAB,AMAB=AYV EB. 

(3AVO(BA CG) - АМ BYA(AV С). 

ШЕ ABS рН — О SK Skip А ый. tn: 

АМ СВ СУ D=AV(BV CVD 
=AV(BAG)VD=(AV(BACG)VD ` 
=((AVB)ACGQAVG))VD= DV((ÁV pB)A(AV C)) 
=(DV(AVB)A(DV(AV С)) 
=(DVAVB)A(DVANCG). 

定 更 2 库 克 定理 ) £ 2С МР, | Lo SAT. 
证 明 ”只 需 证 明 任何 NM 在 多 项 式 时 间 内 接受 的 作 一 集合 ,可 以 通过 多 项 
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式 界 时 间 变 换 为 可 满足 性 问题 . 
设 已 知 一 NDTM, 记 为 M, 要 在 T(n)( 名 项 式 ) 界 内 识别 上 ,只 要 找 一 有 多 项 式 


界 的 函数 F ША ЗЛ), ШЕ Мі x<, f( x)28 B] W8 5 АО 
设 NDTM 的 有 限 状 态 集合 


% Iqiqu Thi, 
Н д 为 初始 状态 ,ga 为 qv, qa 为 qn. 
ETERA 
А = {21,02,79}. 
其 中 a 为 空格 符 . 


Л, ЗЕ ЛЕ A PI N 步 内 转 受 x, 每 走 一 步 , 读 写 头 最 多 正 移 或 右 移 一 格 . 故 读 
写 头 的 范围 不 超过 以 初始 位 署 为 中 心 的 左 如 各 NA В ЕЗЕРА 2N + 1 W. 8 
Зум РАВА .机 器 当时 的 状态 以 及 读 写 头 的 位 章 , 这 些 信 息 完 整地 擂 
述 了 机 器 的 格局 . 
7 从 1 到 ”每 个 时 刻 机 器 的 格局 是 x 被 接受 的 全 部 过程. 
如 图 8-5 所 示 , 引 进 . N x (2N + 1) 的 方 格 ， 
图 中 第 1 行为 时 刻 : 上 的 罕 号 ,第 +t 行 第 i 列 的 方 
格 用 (1, 让 表示 .为 了 描述 栅 器 运行 的 全 部 过 程 ， 
特 引 进 以 下 变量 : 
”、 fT， ОКВ ој, 
карр кє. ма 
. Т, EEX: HATA, 
Hd) 否则 ， 
T, 若 在 上 时 刻 , 机 器 状态 为 dks 
р жд, 
HP lgigN ,1=i=2N+ |, 1=#j)j=m,l=k=1. 
对 应 于 任 一 输入 «= а, о, ,定义 以 下 几 组 子 句 : 
{1) 对 应 于 初始 状态 
D 初始 输入 符号 串 为 а, б-а, , 即 图 8-5 的 第 一 行为 
Hota a # Wed, 


N- т+ 1 
可 用 于 名 描述 如 下 : 
Лаа, Алак. м) Á А20). (1) 
2) 初始 状态 为 qi» ERLT w+1 格 ,对 应 ГУ 
5(1,)АН(П,М +1). (2) 


(2) 对 应 于 尾 一 时 刻 格 局 的 唯一 性 5 图像 转移 是 不 唯一 的 ) 
3) 对 任 一 tlet N WARE EE Й tA FEA 


AUV SDAL A GG4OASG) 


ај А 
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= A (( үз SGD) A SGAN SG jp). (3) 
4) 对 性 一 eill | міо a DRIE 方 格 (1, 站 有 一 个 字符 , 且 仅 有 
一 个 字符 ,和 3), ЖЕТЕ 
A AÍ V ACE, isj) Лоя) . (4) 
5) 对 任 一 1,1<1< МЕЗЕ Б аот 
Ая. A CHG iDV HO,i))). (5) 


Li Eih gN + 1 
(3) 对 应 于 图 像 转移 
6) 设 1 时 刻 时 机 器 状态 为 4 , 读 写 头 位 于 第 i 格 ,而 第 i 格 上 对 应 的 宇 符 为 
aj ЖАЎ є = (q a actim), gr € @,а/ €C А,асцопЄ jhr liS 
k. =k, lgkgl, 


=. lejem, 


ї+1, 若 atim=r, l=zi=g2N +1, 
i-l, 车 action= 1， 
则 每 次 图 像 转 移 对 应 于 以 下 子 名 : 
CACE iD ARG A 501.) 5 
V (AGI ij AHUL, i ЛСТ, )) 


«ЄЙ 9а) 


AEP ARG JASE V( „М {Att l,i jo) 
£ k Ti 


[: E acuon= h, 
t, 


Анаа, JA SG +1,k,))) 
Аруна) V SGD V[ NV (AGAI iia) 
ё EF 


Ана i ) А (с +1,&)). 


由 于 1f( а, а) 1 为 一 常数 , 故 上 式 可 在 常数 步 内 化 为 合 取 范 式 . 对 于 机 器 的 所 
有 图 像 转 移 有 


N тж L 


А Д A Л стт МНС, DNV SG, kD 


v( V Саат, А АН +1, JASO +, K D). (6) 
ER gp 4) 
(4) 对 应 于 终 态 
D 对 应 于 终结 接受 态 有 
SCN,2). (7) 
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对 以 上 一 组 子 名 (1) ~ (7) ) 做 " A" 运算 得 一 合 取 范式 , 则 该 逻辑 表达 式 可 满 
是 , 当 且 仅 当 存在 一 种 指 洪 使 各 子 句 都 联 值 为 真 , 这 等 价 于 存在 一 条 计算 路 径 使 得 
MENPAR: BTF 1.m 均 为 常数 ,而 NW 为 输 人 长 度 * 的 多 项 式 , 故 整个 合 到 
范式 的 长 度 不 会 超过 r 长 度 Cn) 的 某 个 密 项 式 的 取 值 , 辐 而 上 述 转换 过 程 为 一 多 
项 式 变 换 , 从 而 证 明了 对 所 有 5EE NP 35, Loc SAT. 证 毕 . 

另外 ,有 引 理 

3| SATENP. 

证 明 显然 , 若 一 个 逻辑 烘 达 式 可 满足 , 则 若 给 出 了 使 得 其 取 值 为 真 的 那 组 赋 
值 , 则 可 在 多 项 式 时 间 内 了 于 以 验证 , 故 SATE МР. 

于 是 由 上 述 两 个 结论 知 SATE МРС, SAT 问题 为 一 Ni 完全 问题 . 


8.5 ЖТ NP 完全 问题 及 其 证 明 


HEE Ya EBE SAT 问题 是 NPC 的 以 后 ,1972 年 , 卡 普 又 给 出 了 若干 NP 完全 问 
题 ,这 些 问题 的 NP 完全 性 证 明 思 想 和 技巧 以 及 利用 它们 证 明 的 大批 NPC 问题 , 极 
大 地 丰富 了 NP 理论 ,可 以 说 , 卡 普 和 库 克 的 工作 共同 莫 定 Г NP 理论 的 基础 . 

要 证 明 一 个 问题 P 是 NP 完全 的 ,只 和 需 证 明 以 下 两 点 : 

(1) P, € NP. 

(2) 存在 一 个 МРС 问题 已 ,有 已 x Pi( 由 cx 的 传递 性 )， 

TB AA T NPC 问题 ,它们 是 3SAT 问题 , 团 问 题 . 图 着 色 问 题 ,独立 集 问 
万、 顶点 覆盖 问题 . 


8.5.1 36АТ 问题 


对 于 合 到 范式 
/= С, А CAAC, 

若 每 一 子 句 C, 所 省 的 文字 数目 都 恰 为 3 时 , 它 的 可 满足 性 问题 便 称 为 三 元 可 满足 
问题 (3SAT) .只 要 证 明 任 一 逻辑 表达 式 都 可 化 为 等 价 的 请 是 上 述 要 求 的 送 辑 表达 
式 , 即 可 证 3SATE NPC. 

关于 可 满足 性 ,有 以 下 简单 铺 果 

(1) А 可 满足 当 且 仅 当 (A YN уму) АСАМ YIV уу ЛА КАУ Уу Му) АКАМ у, 
V pz) 可 满足 . 

(2) A VA ПГ Ч НАУ УКА МАМУ) АСА, МАМ OSME. 

(3) AVA ТИНЕ А НМУ МУ А) АЛ (УУЛ) ЙЕ, НФ у ЖЛЕ A.D PH 
现 . 

利用 这 在 结果 ,可 证 以 下 人 定理， 

定理 3 ЗЅАТЄ МРС. 

证 明 (1) 由 于 3SAT 是 SAT 的 特殊 情形 , 放 有 3SATE NP. 

(2) 于 证 SATe3SAT. 任 给 逻辑 表达 式 F= C A А Є,, #1 С, fE ТЖ 
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1 СВЕСТ, С, ЖЛЕ. 

2) 车 G N= 7 C, MAHER), 2) (53 i НИ Bh ЕЩ ЯР БН 
ҢЕР НИ АВ УБ, HEME 3 114235 C, 可 满足 . 

由 1).2)4830 risk АЕ D PETTAN ЖЕНУ Н ЖК, 
уйа B CB РГЕ, B H З ВЕ E А К: ЕЕ АН 
ЗАТ x 35АТ. 

由 (1),(2) 有 ЗЅАТЄ МРС, ШЕЕ, 


8.5.2 团 问题 


车 完 全 图 c 是 图 Ç 的 子 图 , 则 称 图 c 是 图 СВЕ. 
如 图 8-6(a) 中 有 车 于 个 3 个 顶点 的 团 ,但 浴 有 超过 3 个 顶点 的 团 , 图 (b) 中 有 4 
个 项 点 的 团 . 


(a) ib) 


E 8-6 

团 问题 : 任 给 图 С 和 整数 上 , 试 判定 图 不 中 是 否 存 在 上 个 顶点 的 团 ? 

定理 4 MEE МРС. 

证 明 ”同样 分 两 部 分 进行 . 

(1) НЕВЕ Є NP. TA ИЕ G 的 一 个 子 图 基 闭 只 人 谊 验证 需 索 项 式 时 间 即 
яу. 

(2) НЕ SAT ос 团 问 题 . 任 给 表达 式 АЕ Ti By El 6 如 下 ; 

1 图 ee 的 每 个 顶点 对 庶 于 站 中 的 每 个 玄 字 { Ж КШ EER il ЭЖ). 

2) # 中 两 个 顶点 其 原 对 应 的 文字 不 相互 补 且 不 出 现 手 同一 子 句 中 , 则 将 其 
连 线 . 
PARAVE ACBV OA CVA A TE 8-7. 4 8-7 S f TE 8-8. 


图 8-7 图 8-8 
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设 f 有 nn 个 子 句 , 则 可 满足 当 且 仪 当 f 对 应 的 图 G 中 有 nm 个 顶点 的 团 . 这 是 
RACE 了 可 满足 , 即 有 某 种 赋值 使 得 / 取 值 为 真 , 它 等 价 宁 使 得 每 个 C, 中 都 至 
少 有 一 个 文字 为 真 ,这 上 个 文字 (等 个 C1< i 和 en 中 一 个 } 对 应 的 图 С PHJ а 
质点 就 构成 一 个 团 . OFB 6 中 有 一 个 顶点 的 团 , 则 取 给 出 使 得 这 个 顶点 对 
应 的 文字 都 为 真 的 指派 , 则 f 的 取 值 为 真 (这 由 图 Ç RE BHE). 

ER, ERARE 的 方法 是 多 项 式 界 的 ,因此 SAT Bl] Es. 

由 (1) .(2), 团 问题 © NPC, 证 毕 . 


8.5.3 图 的 着 多 问题 


图 的 着 色 问 题 是 指 任 给 简单 图 ç 及 正 整 数 此 , 问 是 否 存在 对 图 G 顶点 的 着 
色 , 使 得 G 中 任意 两 个 相 邻 接 的 顶点 都 着 以 不 同 颜色 ? 
可 证 明 SaTe 图 着 色 问 题 .从 而 证 图 着 色 问 题 € NPC. 
定理 5 HAEHAE NPC. 
EA (1) £i -— hat У, AREE В RENSE ERK 
同 , 因 而 图 着 色 问 题 E NP. 
(2) WEH ЅАТос 图 着 色 问 题 . 设 L= {хуз orp a l ,而 为 上 上 的 合 取 
范式 , 且 f= С, А С, Аз AC. hw T AE EWA C: 
令 人 的 顶点 为 
ЛЛК ТАЛ. ЛАЛА ЫЛА 
其 中 ур, ул, 为 引进 的 辅助 预 点 ， 
图 G 的 边 为 
【和 = 1,, nn, 
(xp) i j i j= l, n, 
(xy) i= јап, 
(уу) рб, j= l,,.n, 
(sy), j= 1775 т, 
{Or), i=1,. т, 
(ж, С), ХЕ Gislpen,n j=l т, 
(ж, G) E x€ G.i=l, n,j= 1,5, m. 
则 有 了 可 满足 当 且 仅 当 图 6G 可 n+ 1 着色. 
证 明 如 下 ; 
1) ЖЕ 6 可 n+1 善 色 , 由 于 ,和 9,…,% 攀 成 一 完全 图 , 孝 它 们 两 两 的 着 色 
均 不 同 ,不 妨 设 y 着 以 颜色 j,j=1,2,…,n. 显 然 车 ixj, 则 与 % 不 可 同色 , 故 x, 
只 可 着 以 颜色 i 或 n+1. 同 理 ,x 也 是 这 样 ,但 х.х, 不 能 养 以 相同 颜色 , 故 x х, 
中 有 一 个 着 以 颜色 EUG а +1, = 1,2,0, n 2 AC |x, x ВА, BE 
ВЕ a+ l,i= 1.2, п. RER A (i= 1,2,… ,nn) 均 为 假 的 指 深 , 则 在 该 指派 下 f 
取 值 为 真 . 这 是 因为 ,由 于 :与 %( = 1,…,n) 相 连 , 故 只 能 取 第 n+ 1 种 颜色 , 因 
而 任 一 C, 都 不 能 取 颜 色 n+1. 不 妨 设 C. 着 以 颜色 二 ,而 1. X; 中 至 小 有 一 个 与 
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С; ЖЕСЕ У мй 不 能 同 在 С; P) 5 = | хрх :而 А', 只 能 着 以 颜色 j 或 n 
+1, 南 和; 必 着 以 颜色 n+1, 且 着 以 颜色 j, 这 说 明 ;不 与 CG ЖЕ, ВРА € G, 
ВНА, AREA, Al, С REXA. C, C0,… C. BEHAR, TE RANY 
к.ш f sr m. 

2) 车 可 满足 , 设 令 其 取 值 为 真 的 指派 为 A = F.i= 1.2, n AC ilo 
这 时 将 图 如 中 的 ,rn 分 别 赋 以 颜色 1,2,…,n,z Иа, АШ 
颜色 Г.А, ВДЕ а + 10t= 1;2 pa) 对 于 Ci=1,2,…,m), 由 于 C 均 取 值 为 
М.Ж АС ССА" N x BR x WE л 取 值 为 真 ,而 C, 不 与 ;相连 ,由 上 面 着 色 
的 定义 知 45 拥有 颜色 j, 将 GRUE J 这样 就 给 出 了 图 G 的 一 种 + 1 着色 的 
方案 ,从 而 图 5 可 n+ 1 着色， 

由 1) ,2) 知 ,SATe 图 着 名 问题 . 

以 上 即 证 图 着 色 问 题 E NPC. WEE. 


8.5.4 独立 集 问 题 


ЖЕ С=(У,Е),5 АШУ ТЯ, т $ 中 的 件 意 两 个 顶点 均 不 相 邻 ， 
ШЖК 5 为 图 避 的 独立 集 . 

独立 集 问 题 : 任 给 图 G= (V.E) IESS k= | VI ,判断 如 中 有 是否 有 上 个 顶点 
的 独立 集 ? 

fE G WHH С = (У, Е) (и, EË SAR Hiu, tE Е. 1—1 А 5 
为 CG 中 茶 个 团 的 项 点 当 且 仅 当 5 为 6 的 独立 集 , 豆 团 问题 < 独立 集 问 题 .另外 独立 
集 问 题 亿 NP, 这 样 立即 有 

定理 6 独立 集 问题 © NPC. 


8.5.5 Ше APM 


设 有 图 G= (У.Е), СМТ, H 6 中 任 一 条 边 都 至 少 有 一 个 顶点 在 CC 
中 , 则 称 C 为 图 的 一 个 顶点 覆 兼 . 

MARED: ВВ G= (V, ERES kalvi СТЕ Е ТН 
的 顶点 覆盖 ? 

对 于 一 个 图 G6= 《VY,5) ,车 全 VF, 则 为 5 的 一 个 顶点 履 座 当 且 权 当 VY 
为 的 一 个 独立 集 , 即 一 个 图 和 具有 站 个 顶点 的 独立 集 当 上 且 仅 当 它 具有 1YI -上 
个 顶点 的 顶点 覆盖 ,因而 独立 集 问 题 顶点 覆盖 问题 ,而 项 点 覆盖 问题 E NP, 表 有 

定理 7 Tü OBB wila ER C NPC. 


8.6 复杂 度 类 
算法 复杂 性 理论 是 将 问题 的 难度 进行 分 类 .P 类 是 可 在 多 项 式 时 间 内 求解 的 


一 类 ,NP 类 是 在 多 项 式 时 间 内 对 问题 进行 验证 的 一 类 .显然 
РС NP. 
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大 们 感 兴趣 的 是 P= МР? 车 P= NP, 则 所 有 的 NP 类 ,其 中 包括 NPC 类 问题 都 
有 多项式 算法 . 若 NPzP, 则 肯定 了 NP 类 存在 许 包 问题 ,其 中 包括 NPC 类 问题 不 存 
在 多 项 式 算法 .不 论 哪 -一 种 结论 都 将 是 对 算法 研究 的 极为 重大 突破 . 

遗 怒 的 是 这 个 NP 理论 的 重要 问题 还 未 得 到 解决 ， 

定理 8 P= МР HHM PANCA. 

p R. NP 类 中 最 容易 的 一 类 ,NPC 是 其 中 最 难 的 . 

CO-NP 问题 ; 

与 SAT 问题 相反 ,性 给 一 合 取 范式 ,证 明 它 不 可 满足 . 这 样 的 问题 还 不 清楚 是 
否 属 于 NP Ж. 

Ь© }0,117,Ь= 10,11" А А, МЭС T L 问题 的 判定 问题 称 为 上 问题 的 余 问 题 . 
NP 类 中 所 有 问题 的 余 问 题 构成 的 集合 称 为 CO-NP 类 , 即 

CONP= | LILE NP]. 
SAT PIRIHA PRA F CO-NP Ж. P < СО-МР, {Н NP 和 СО-МР 的 关系 还 不 清 


不 难 证 明 
L<NPC EAA LE CO-NPC. 

因此 SAT 问题 的 余 问题 是 CO-NP 完全 问题 . 

МРН 癌 题 ; 

车 一 问题 ,所 有 NP 问题 均 可 归 约 为 它 , 则 该 问题 称 为 NPH 或 NP 难题 . 它 与 
NPC 问题 的 区 别 在 于 它 不 必 属 于 NP Ж. 

NPC = МРН. 
流动 推销 员 问 题 不 是 NP 类 , 它 的 难度 与 NPC 问题 相当 ,属于 NPH Ж. 
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МР 完全 性 理论 成 功 地 描述 了 包括 流动 推销 员 、 装 箱 ,图 着 色 等 在 内 的 一 大 托 
组 合 最 优化 问题 的 计算 难度 . 除非 P= МР, РИД NP 难 的 问题 都 不 存在 多 项 式 
时 间 算 法 . 但 是 ,这 并 不 意味 着 事情 的 终结 . 由 于 在 实际 中 的 广泛 应 用 ,寻找 求解 
NP 难 问 题 和 的 有 效 算法 的 努力 不 会 因此 而 终 半 .相反 ,NP 完全 性 理论 刺激 人 们 以 
更 太 的 热情 对 NP 难 问 题 进 行 深 人 的 研究 . 近似 算法 就 是 解决 NP 难 问题 的 一 条 
有 效 途 径 . 

事实 上 ,在 吧 完 全 性 理论 诞生 之 初 , 大 扫 就 开始 把 上 月光 注视 到 近似 算法 上 ， 
约翰 逊 (D.S.Johnsaom) 在 1974 年 发 表 的 一 篇 论文 中 系统 地 研究 了 一 税 近 似 算 法 的 
性 能 . 接着 桑 尼 (S.Sahni) 与 富 泽 利兹 {T. Gonzalez) F 1976 年 证 明 流动 推销 员 问 题 
等 不 存在 具有 常数 比 的 密 项 式 时 间 近 拟 算 法 (本 非 了 P= NP), 从 而 莫 定 了 近似 算法 
研究 的 两 个 主要 方向 :了 设计 有 效 的 近似 算法 ,并 分 析 它 的 近 仙 性 能 ;(2) 问 题 的 
不 可 近似 性 . 二 十 多 年 来 ,近代 算法 一 直 成 为 人 们 研究 的 热点 ,取得 了 丰 村 的 成 
Ж. 


1 贪 禁 算法 
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货 禁 算法 是 一 种 最 简单 .最 直接 的 算法 设计 技术 . Bj A Й 05 (greedy 
algorithm) 可 羽 求 得 很 镍 组 合 最 优化 问题 的 最 优 解 . 如 ,上 最 小 生成 树 的 库 葵 斯 卡 
(Ј. В. Kruskal) 算法 .在 带 非 负 权 的 山中 求 从 给 定 顶 点 到 其 它 各 顶点 最 短路 的 戴 克 
斯 徒 拉 人 下 . 允 .Dijkstra) 算法 都 是 仿 禁 算法 . 

#11 和 付 钱 问题 , 设 有 10 元 .5 元 .2 元 1 元 4 种 货币 ,每 种 货币 的 数量 充足 .要 
他 给 顾客 a 元 ,a 是 正 整数 . 问 如 何 付 钱 才 能 使 付 给 顾 容 的 货币 张 数 最 少 ? 

直观 上 ,面额 越 大 ,需要 的 张 数 越 少 . 采用 贪 禁 算 法 ,一 张 一 张 地 付 给 顾客 , 直 
到 给 足 a 元 为 赴 ,每 次 都 给 面额 不 超过 余额 的 最 大 货币 X 记 e = 10,ea = 5,c3 = 
2,04 = і. 

а= т, х= Гаје], 
0; = j ~ i-li.» x: = larel, ЖЕ 2,3,4. 
MI] Хуу Жа. 33. X4 分 别 是 付 给 顾客 的 10 元 .$5 元 .2 元 .1 元 的 张 数 . 

可 以 证 明 上 述 方 法 确实 给 出 问题 的 最 优 解 ， 但是, W F ЕВ RNE h ih 

加 一 种 4 元 货币 ,上 述 贫 焚 算法 就 不 能 保证 得 到 最 优 解 . 例如 , 当 a = 8 时 ,用 贪 禁 
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算法 得 到 的 解 是:1 张 5 元 1 张 闻 元 和 1 张 1 元 , 共 3 张 . 而 最 优 解 是 2 张 4 元 . HI 
此 ,对 于 用 贪 焚 思想 设计 的 组 合 最 优化 问题 的 算法 必须 检查 它 是 否 能 各 和 保证 给 出 
最 优 解 ,证 明 它 是 或 者 用 反例 说 明 它 不 是 问题 的 最 优化 算 波 . 这 种 最 优 性 的 证 明 
往往 不 是 很 简单 的 . 

下 面 几 个 例子 中 的 贪 禁 算法 都 是 问题 的 最 优化 算法 . 

и 分 数 背包 问题 , 设 有 rn 件 物品 各 一 个 背包 ,物品 i 的 体积 为 ga: > 0, 价 值 
为 ce; > 0, 背 包 的 容量 为 5 > 0. 物品 是 可 分 审 的 ,物品 守 的 * ДСО с х DA 
体积 为 mr ,价值 为 cz. 向: 如 何 装 才 能 使 装 人 背包 的 物品 总 价值 最 大 ?中 在 约束 条 


件 
Dom < b 
下 ,使 目标 函数 
2 є 
ЖХ. Оа x = 1l,i = 1.2,” n. 
常识 告诉 我 们 ,应 该 尽 可 能 地 先 装 单位 体积 价值 大 的 物品 . 
算法 FRACTION KNAPSACK 
Jal 按照 сла, 从 大 到 小 排列 物品 ,不妨 设 cura, > c/s p> *" > со. 
#2 fori = 1,2,7°*,п do 
if b > 0 then 
Ша; < bthen х 94-1, b <— b — a; 
elbe x; — bZa;, b = О 
else x; *— 0. 
83 最 小 完成 时 间 和 的 作业 时 间 表 . 设 有 上 = 个 待 处 理 的 作业 ,每 次 只 能 处 理 
一 个 作业 ,作业 i 的 钼 理 时 间 为 > 0, 完 成 作业 时 的 时 间 称 作 作 业 # 的 完成 时 间 . 
如 何 安排 作业 的 处 理 顺 序 使 得 所 有 作业 的 完成 时 间 之 和 最 小 ? 
例如 ,有 3 个 作业 ,1 = 4, 2, = 上 ,5 = 3, 共 有 6 个 处 理 方案 ,不 七 设 开 始 的 时 
闻 鸭 ,各 方案 的 完成 时 间 之 和 如 下 : 


方案 ЖЕ 完成 时 间 之 和 

D 1,2,3 4+ (4 + 10у + (4+ 100+ 3) = 35 
D 1,3,2 4+ (4 + 3) + (A + 3 + 10) = 28 

@ 2,1,3 10 + (10 + 4) + (10 + 4 + 3) = 41 
@ 2,3,1 10+ (10+ 3) + С10+3+4) = 40 
D 3,1,2 3+(3+4+t3+4+10 = 27 

(6) 3,2,1 3+ (3+ 10) + (3+ 10+ 4) = 33 

方案 ©) 是 最 优 的 . 


假设 前 面 已 处 理 的 作业 依次 是 广 , 亡 ,…' ;上方 -1, 第 i 次 处 理 作业 证 , 它 的 完成 时 间 
是 
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T, = b + t, ++ b 
ЖЭ Т BB se ЛИН ЇН] 2 ЖЕ h, EER, Вр Т, Ah. 由 于 前 面 的 处 
理 顺 序 已 经 确定 ,这 只 需 使 ¿ ЛУ. 因此 ,在 每 一 次 处 理 尚未 处 理 的 作业 中 选 处 理 
时 间 最 小 的 作业 , 即 按照 二 从 小 到 大 的 顺序 处 理 . 对 于 前 面 的 例子 .算法 给 出 方 
Ж 5. 

例 4 带 限 期 的 作业 时 间 表 . A * 个 待 处 理 的 作业 ,每 个 作业 的 处 理 时 间 均 为 
1 ,每 次 只 能 村 理 | 个 作业 . 完成 作业 ¿PUP РЫНА Е а, > 0. 如 果 按 期 完成 作业 г, 
则 可 获得 利润 六 > 0, 总 利润 等 于 所 有 按期 完成 的 作业 的 利润 之 和 .如何 安排 作业 
的 处 理 顺 序 ,使 获得 的 总 利润 最 大 ? 

例如 ,有 4 个 作业 ,限期 和 利润 如 下 ; 


+ É. 


可 以 有 下 述 几 种 方案 : 
方案 顺序 利润 
@ 1,4 65 
©) 2,1 60 
Ф 2,4 25 
Ф 3,1 80 
© 3,4 45 
® 4,1 65 
其 中 方案 @ 是 最 优 的 . 
W S= 11,2, nl 是 = 个 作业 的 集合 ,7S S. 如 果 存 在 一 个 安排 使 /中 的 作 
业 都 能 按时 完成 , 则 称 J 是 一 个 可 行 解 , 它 的 利润 p(J) = у ЖЭР —3Е— 


步 地 进行 ,开始 时 取 了 = (0. 设 第 ; 步 开始 时 已 经 得 到 可 行 解 了， 为 了 在 这 一 步 得 到 
利润 尽 可 能 大 的 可 行 解 ,把 满足 下 述 条 件 的 不 属于 J BJP: e; pH A J: GJ U | 证 是 
可 行 解 ;名 p; 尽 可 能 的 大 . 即 取 / 司 得 

ру = maxlpi1iES-J 且 JU tit EiT. 
车 这 样 的 j 存 在 , 则 令 J 一 JU ji ,进入 下 一 步 ; 着 这 样 的 不 存在, 则 计算 结束 . 

剩 下 的 间 题 是 ,如 何 判 源 - 一 个 作业 子 集 合 是 否 是 可 行 解 . 下 述 引 理解 决 了 这 
个 问题 . 

引 理 1 设 了 是 上 个 作业 的 集合 ,x = (+, з.) 是 了 中 作业 的 -一 个 排列 且 
ME d. < d, < = 4, J 是 可 行 解 的 充分 必 训 条 盾 是 按 x 的 顺序 进行 处 理 ， 
/中 每 一 个 作业 都 能 在 限期 内 完成 , 即 = d = 1.2. 6. k. 

算法 Js: 

输入 ;n 个 作业 的 限期 4 € Z МА р, € Zt ,i = 1,2,+з,п 
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输出 ;最 优 解 J = л. А) , 且 4; = 4, = *'* = б. 

51 按 疡 从 大 到 小 重新 排列 作业 . 不 妨 设 p, > р > `“ 2 pa. 

步 2 $ Jep, k-00, 40 0. 

步 3 form = 1,2,.…,n do 

(3-1) 找到 上 = тах: IO < t= k Bd, = dat. 

(3-2) if da> i+ 1 B d atli + 1 < t kthen iE тй А}; Mja ЇНЇ, 

FE ё Е +1. 

算法 JSI 的 运行 时 间 为 Ola’). 

下 述 引 理 2 提供 另 一 个 判断 作业 子 集合 可 行 性 的 更 有 效 方 法 . 

引 理 2 作业 集合 了 是 可 行 的 , 当 且 人 奴 当 如 下 安排 J 中 的 作业 可 以 使 了 中 的 作 
业 都 在 限期 内 完成 :依次 把 每 一 个 作业 了 E J 安排 在 时 刻 上 执行 ,其 中 

t = majt 10 < t = mnla, dt ВЕ е 尚未 被 占用 |. 

换 句 话说 ,依次 考虑 每 一 个 作业 j € 4, 尽 可 能 晚 地 执行 作业 j, 只 要 不 超过 它 的 限 
期 . 如 果 有 一 个 作业 在 它 的 限期 前 已 淮 有 自由 时 间 ( 即 尚未 被 占用 的 时 人 间 ), 则 J 
不 是 可 行 解 ;否则 /是 可 行 解 . 当 了 是 可 行 解 时 ,这 样 安排 可 能 会 出 现 空隙 . ШЖ 
现 要 的 话 ,不 难 压 缩 这 个 安排 ,消除 这 些 空隙 . 

根据 引 理 2, 林 以 设计 一 个 算法 试图 一 个 一 个 地 填 满 长 度 上 = mini a, d,..1 的 
序列 ,其 中 а. = тах іе í = nl. 对 于 每 一 个 时 刻 二 令 

n, = marli = tl 时刻 i 是 自由 的 ;. 

把 上 = 11,2,…, 呈 划分 成 若干 个 集合 ,使 得 i 和 j 属 于 同一 个 集合 当 且 仅 当 nr = n. 
对 给 定 的 集合 AS L.l К\А) 为 4 中 的 最 小 元 素 . 此 外, 引信 庶 梅 的 时 刻 0, 且 时 
мола АЕ. 

算法 152: 

А: л ЗЕЧЕВИ а Є z MPNA р € 25,1 = 1.2.0, п. 

输出 :最 优 解 Л = liap. д. В 4 <, = =< 4. 

此 1 按 疡 只 大 到 小 重新 排列 作业 ,不 妨 设 р, = ро > 7° 2 ра. 

步 2 令 | a minfa, di ,其 中 dma = [二 11 ға ні. 

步 3 @j=*=0,F(1i)< i i= 0 把 和 ,1 划分 成 :+1 个 集合 ， 
每 一 个 集合 全 一 个 元 素 . 

Д4 fori = 1,2,5, п do 

(4-1) 找到 包含 minin, 41 的 集合 , 设 为 A. 

(4-2) i£ FLA} > O then 

(4-2-1) мау. 

(4-2-2) 找到 包含 F) - 1 的 集合 , 设 为 B. 

(4-2-3) 合并 4 和 8B 为 C, 令 Е(С) < FCB). 

步 5 WED okor pl 中 的 0, 把 它 压 纺 成 J. 

算法 152 的 运行 时 间 为 Of nalba). 
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B EEEE) НВ, Е ЕГФ, ЕН 多 在 包含 关 共 下 是 封闭 的 , 即 
АЄЗЎҢА' СА, #А' GE, 称 3= (2,2) 是 一 个 子 集 系统 , 宁 的 成 员 称 作 独 
立 集 . 

设 4CEErEZ 若 JCc4, 则 称 了 是 4 的 独立 集 .若是 4 的 独立 集 且 不 存 
在 4 УЖА Г ШЕК 了 是 4 的 板 大 独 交集 . 

关于 子 集 系统 3 = (Е) НВО ТАЈА: р-ге Е ЕАК е) 
> 0, 求 独立 集 7E 2 Ë > ele) 最 大 . 


ЄЎ 

关于 子 集 系统 S = (E,Z ) 的 组 合 最 优化 问题 的 食 上 的 算法 的 一 般 形式 如 下 : 

算法 GREEDY; 

BA BRES EUR R и(е) > 0( Ve € E). 

输出 :独立 集 л C E. 

ЖІ bjen. 

步 2 while E x Cido 

(2-1) 找到 £ PREKL e. 

(2-2) -F E-F- jel. 

(2-3) if FU fel € then Te FU jel. 

Жи ÈM -=-(E,7) РЯ, WERIT 好 的 组 合 最 优化 问题 的 每 
一 个 实例 用 仿 整 算法 都 能 求 得 最 优 解 , 则 称 М 是 一 个 掀 阵 (matriod) . 

定理 1 设 肝 二 (FF) 是 一 个 于 和 集 系统 ,下 述 作 里 是 等 价 的 : 

(1) МЕЕ. 

D ЖАЈЄ ?НД1=111+1,И ТЕ еЄ yy- 天 使 得 FU lel € Z 

(3) ЖАС E,! 和 是 4 的 极 大 独立 集 , 则 | i=. 

定义 2 W M- (E, 多 ) 是 一 个 拟 阵 ,A c 玉 ,4 的 极 大 独立 集中 的 元 察 个 数 称 
fE 4 在 形 中 的 秩 , 记 作 (А). 

Е 的 极 大 独立 集 称 作 基 . 

H .了 关于 包含 关系 的 封闭 福 , 所 阵 M = (E.Z) DERRERS 

.条 = {В с Е | P P: MAJE! 
完全 确定 , 即 
F= FEBRE @ Ic ВІ. 

定理 2 ERGE) ARAG, p. £ Tik W EE 互 上 拟 阵 的 基 集 
合 , 当 上 且 仅 当 .多 满足 下 述 两 条 : 

P rB B, € Ж, В,1=1 Bl. 

r EBB Ege e € B FEE LIE -lep ОТЕ 9. 

对 于 例 4 中 带 限 期 的 作业 时 间 表 问题 , 设 5 ELES, 

F= 1] cS 1 是 一 个 可 行 解 ， 
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И M = {35, 多 ) 构 成 一 个 拟 阵 . 带 限 期 的 作业 时 间 表 问题 是 它 的 组 合 最 优化 问题 ， 
每 个 作业 了 的 权 是 它 的 利润 户 - 

例 5 图 的 图 拟 阵 . 设 无 向 图 G = (И, Е). 

3: |] 了 cElF 是 6 的 一 个 森林 !， 

则 Mo = (E.F) 构成 一 个 氢 阵 , 称 作 图 С 的 图 氢 阵 . 

对 于 任何 边 子 集 F. с Е, E 的 极 大 独立 集 是 子 图 С, = (V, E) 的 生成 森林 ， 
М Б) =V Vl- (G Y. Ж (G, y Ж G, ИЗВЕ CA ERARE M 的 基 . 

М 的 组 合 最 优化 问题 是 最 大 权 和 森林 问题 :给 定 区 向 图 G = (V.E) 以 及 每 一 


ЖШ e€ Е 的 权 w(e) > 0, 求 一 个 森林 F c E t Dule) Rk. 


实际 上 , 当 GHAM, 最 大 权 森 林 问题 等 价 于 最 小 生成 树 问 题 . 对 每 一 条 边 e 
E E, w Ce) = my- wle), EP m > malele | e € gil С By — FEE r 
树 T, 


23и" (е) = (1 Vi- 1) - > ие). 
从 而 美 主权 w T ЖЫЕН IN AETR i, 了 是 最 大 权 树 (森林 )， 


1.3 贪 畦 的 启发 式 算法 


对 于 很 地 组 合 最 优化 问题 , 贪 整 算法 不 能 保证 得 到 最 优 解 . 在 这 种 情况 下 得 
到 一 个 货 理 的 局 发 式 算法 . 很 才 户 发 式 算法 是 根据 贪 茜 思想 设计 出 来 的 ,或 者 由 
这 类 算法 改进 得 到 的 . 

例 6 流动 推销 员 问 题 的 最 邻近 法 . 流动 推销 册 问 题 (iravelling salesman prob- 
lem, 简 记 作 TSP) :给 定 n ТЇ сро, с, 每 一 对 с 和 < 2 ЈАЧИ (г, р) > 
O.E. di 六 =d 昌 .经 过 和 此 一 个 城市 且 每 一 个 城市 只 经 过 一 次 的 路 线 称 作 环 
游 , 求 长度 最 短 的 环 游 ， 

最 轨 近 法 CNN) 的 做 法 如 下 ;从 某 一 个 城市 出 发 ,在 每 … 步 取 离 当前 所 在 城市 
最 近 的 尚未 到 过 的 城市 作为 下 一 个 城市 , 直到 走 遍 所 有 的 城市 汐止 ,最 后 加 到 出 发 
的 城市 . 

表面 上 看 ,最 邻近 法 是 猴 合 理 的 ,即使 不 能 保证 得 到 最 名 的 环 认 ,也 应该 能 得 
到 比较 得 航 环 游 ,但 事实 并 非 如 此 . 

例如 ,图 1-1 有 5 个 城市 ,其 中 ad > 上 最 优 环 游 是 Ce， 
cy s ey uh EEN 5. HRR ERE A AH c, 
сз, 7, са. 5), KLER 3 +24. 两 条 环 浙 的 长 麻 之 比 为 (3+ 
24)/5.4 是 任意 一 个 大 于 1 的 数 , 这 个 比值 可 以 尾 意 的 大 . 
可 见 , 最 邻近 法 不 仅 呈 是 一 个 近 朴 算法 .而且 性 能 很 差 . 

@ 7 装 箱 问题 的 FF 算法 . 装 箱 问题 (bin packing prob- 
ет): Е п В ау, и), А и, 的 体积 为 sE (0, 
1]. 每 -只 箱子 的 容积 为 1. 要 把 na 作物 品 全 部 装 入 箱子 中 . 
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求 使 用 箱子 最 少 的 装 法 . 
ЕЕ 算法 (First Fit) 十 分 直截了当 . 设想 开始 时 遍 序 排列 好 空 箱子 В|, 8,,…. 
按 下 述 简单 的 规则 一 件 一 件 地 把 所 有 物品 装 入 箱子 :在 第 i 步 把 装 进 剩 余 空 间 
不 小 于 5 的 下 标 最 小 的 箱子 . 找 旬 话说 ,总 是 把 每 一 件 物品 放 进 第 一 只 能 装 得 下 
的 箱子 内 ， 只 有 当 所 有 已 装 有 物品 的 箱子 都 装 不 下 时 才 用 一 只 新 的 空 箱子 ， 
例如 装 箱 问 题 的 实例 /是 有 18m 件 物 章 ,它们 的 体积 为 


+e, lgigőm, 
+€, m< iglim, 


> +8, 12т < ¿= lhm, 


其 中 mm 是 一 个 正 整 数 ,s>0 且 足够 小 . 图 1-2(a) 给 出 最 优 解 ,使 用 6m 只 箱子 ， 
(b) FF 咎 法 给 出 的 近似 解 ,使 用 10m 只 箱子 . 


2 组 合 最 优化 的 近似 算法 


2.1 近似 算法 的 性 能 


很 密 组 合 量 优 化 问题 (combinatonial optimization problem) ë МР 难 的 ,它们 不 存在 
多 项 式 时 间 的 最 优化 算法 ,除非 P= NP. 例如 ,流动 推销 中 问题 . 装 箱 问 题 背 包间 
题 、 图 的 着 色 问 题 等 都 是 NP 难 的 . 既然 在 多 项 式 时 间 内 不 能 保证 得 到 最 优 解 ,只 
好 求 其 次 , 找 一 个 满意 的 可 行 解 或 近似 解 . 其 实 ,对 于 一 个 实际 问题 也 不 一 定 非 村 
* 最 优 的 "不 可 ,往往 是 “足够 好 的 "就 可 以 了 . 因此 ,近似 算法 是 解决 NP 难 的 组 合 
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最 优化 问题 的 一 条 重要 途径 . 

组 合 最 优化 问题 也 由 3 部 分 组 成 ; 

(1) 实例 集 D. 

(2) 对 于 每 一 个 实例 Є DD, 有 一 个 有 穷 的 非 空 集合 S(t 中, S( 中 n) 的 元 素 称 作 实 
Pi 的 可 行 解 ， 

(3) 对 于 每 一 个 实例 TE D 和 它 的 可 行 解 aE SU, A- CESS m,a), 9 
fE = КИЙ. 

当 问 题 后 是 最 小 化 问题 (最 大 化 问题 ) 时 ,如 果 o* € S17 中) 使 得 对 所 有 的 Í| € 
S( ЗЕ: 

mif, ao" gemi, c) (м, )>т( }.е)), 

则 称 o ` 是 实例 [的 最 优 解 , т (T. о" ) 称 作 实例 了 的 最 优 值 . 记 作 OPTOU). 实例 ! 
的 规模 记 作 171. 

例如 ,流动 推销 员 问 题 是 最 小 化 问题 . 它 的 实例 包括 п Тї сү, со, с, 以 
及 每 一 对 城市 之 间 的 距离 dfi, 门 ;每 一 条 环 游 是 -个 可 行 解 ,可 行 解 的 值 等 于 环 
游 的 长 度 ; 长 度 最 短 的 环 讲 是 最 优 解 . 

姓 果 对 于 问题 H 的 每 一 个 实例 /算法 4 输出 /的 一 个 可 行 解 z, 则 称 4 E H 
的 近似 算法 (approximation algorithm) ,并 且 记 ACD = ml, с). WEATER H HI 
每 一 个 实例 14 总 给 出 实例 7 的 最 优 解 ЖК 4 是 问题 五 的 最 优化 算法 (optimiza- 
Поп algorithm). 

设 4 BHAI 的 近似 算法 . 对 于 问题 I 的 每 一 个 实例 1, 当 问 题 了 是 最 小 化 
问题 时 , 记 
АС) 


R (D) = ОРТ( Г): 
当 问 题 H 是 最 太 化 问题 时 , 记 


RED = Үү. 


Ra 六 称 作 算 法 4 关于 实例 7 的 性 能 比 (pedormance raio). 

定义 1 设 rZ 一 人 ,+o),4 是 问题 了 的 密 项 式 时 间 近 似 算 蕉 . 如 果 对 和 于 

问题 П 的 每 一 个 实例 上 
RiP = r(1H), 
则 称 算法 4 是 rtn) 多 项 式 时 间 近 似 算法 . 

如 果 问 题 荆 存 在 rln) 多 项 式 时 间 近 似 算 法 , 则 称 问题 是 在 rtn}) 范 围 内 可 
近似 的 ,或 可 近似 到 (а) ЕЧ. 

定 兴 2 ВАЛ ВУИ е > ОЕА. 1 е BE, Г 
法 记 作 A. 如 果 对 于 每 一 个 e > 0, А, Ха ПТ PJ (1 + е) Кеа ФЕ, Ш 
жа 是 一 个 多项式 时 间 近 似 方 案 (Cpolynomial-time approximation scheme, 简 记 作 
PTAS). 

如 果 4 是 一 个 PTAS 且 存 在 多 项 式 p 使 得 对 于 每 一 个 实例 1 和 e >0,4 的 运行 
时 间 不 超过 PON, ie), WE А 是 一 个 完全 多 项 式 时 间 近 似 方 案 (fdly polynomia l- 
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time approximation scheme, 简 记 作 FPTAS). 

PTAS 和 FPTAS 的 区 别 在 于 , 当 А 是 PTAS 时 ,对 每 .个 固定 的 。>0, 虽 然 4 
是 多 项 式 时 间 的 ,但 是 时 间 界 限 可 能 与 e 呈 指 数 关 系 ,如 nl. ВЕЗЕ є 接近 0, 时 
闻 界 限 增长 得 很 快 :而 FPTAS 则 要 求 算 法 的 时 间 界 限 与 e 的 关系 是 包 项 式 的 . 


2.2 流动 推销 员 问 题 的 近似 算法 


为 方便 起 见 , 流 动 推 销 员 问 题 表 述 成 下 述 形式 :给 定 4 个 顶点 的 无 向 完全 图 
,其 俩 点 集 = 11,2,… ,nj ,距离 矩阵 D=[d(i,j)), ИФ d(i, 让 = d(y.i)>0, 
RA a(i,i)=0,.1=i,js=n. Ж СОВУН ЕНЕ Hamiltonian cycle). 


2.2.1 最 邻近 法 (NN) 


在 上 一 章 1.3 节 例 6 中 , 措 述 了 流动 推销 员 问 题 的 量 邻 近 法 . 在 那里 已 经 看 
到 最 邻近 法 的 性 能 比 可 以 任意 的 大 . 事实 上 ,这 是 流动 推销 员 问 题 李 身 所 固有 的 
性 质 . 也 就 是 说 ,流动 推销 员 和 问题 不 可 能 存 性 能 比较 好 的 (如 性 能 出 不 超过 某 个 党 
数 的 ) 多 项 式 时 间 近 似 算 法 ,除非 P= NP. 

下 面 对 流 动 推销 员 问 题 的 实例 附加 一 个 条 件 , 假 没 踢 离 满足 三 角 不 等 式 , 即 对 
TAB 1, ал, dli Ку dlk padi j. 称 这 样 的 问题 是 满足 三 角 不 
等 式 的 流动 推销 员 问 题 . 实际 上 ,这 样 的 根 设 是 合理 的 . 例如, 用 两 点 之 间 的 最 短 
路 的 长 靡 作为 它们 之 间 的 距离 , 则 请 足 三 角 不 等 式 . 

下 述 定 理 表明 对 于 请 足 三 角 不 等 式 的 流动 推销 员 丫 题 ,最 邻近 法 也 不 是 一 个 
好 的 近似 算法 . 

定理 1 对 于 满足 三 角 不 等 式 的 流动 推销 员 问 题 的 作 何 п 个 城市 的 实例 所 有 


NN(D<( 二 Tibs1+ 二 )OPTC7)， 
并 且 对 任意 的 m> 3, ТЕ |a= 29 — 1 ТАЈЗИ) 上 ,使 得 
NN( D> Са 1) + ОРГО). 


2.2.2 插入 法 (INS) 


算法 的 基本 思想 是 构造 一 个 圈 序 烈 ,每 次 增加 一 个 顶点 , 直到 圈 经 过 所 有 п 
个 顶点 为 止 . 把 图 СФЕ Т У ФАА ИЧТЕ И БАРЕ. 约 
定 : 由 一 个 顶点 组 成 的 集合 上 的 子 环 游 就 是 这 个 顶点 本 睹 ， 由 两 个 项 点 组 成 的 集合 
上 的 子 环 游 是 连接 这 两 个 顶点 的 边 { 祝 这 条 边 走 两 遍 ). 

设 惰 是 一 条 子 环 游 ,和 TY CAE VA C 表示 不 不 CC 上 的 所 有 项 点 . 按 下 
述 方式 把 上 插入 CC, 得 到 一 个 新 的 添加 了 一 个 顶点 的 子 环 游 , 记 作 Tour( C, k): 

(1) 若 C 上 有 两 个 或 两 个 以 上 顶点 , 则 其 去 CEHI. jl, RA li, 和 
|}, ЖН ШЫН, 

d(i,k)+ d(k,j) — d(i,j) 
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最 小 ; 
(2) # CERA Т г, 0 Toui C, OETH ikl. 
把 Tour( C ky55 СЕКАС 5 Wk E С RRA В Т iE Со C. k). 24 
C 中 的 项 点 数 大 于 等 于 > 时 ， 
Cti C. k)= mnld(u,k)+ dik е) — durt)ll u,v]E С}. 
算法 INS; 
输入 :nn 个 顶点 的 无 向 完全 图 上 的 对 称 降 离 和 矩阵 [ 4(i, pD 
ӨШ. Cn. 
步 1 ER- а У, Сін. 
步 2 fori=1l,2,-" n- 1 do 
选择 u Є VA GF Єз Tour( C, и}. 
在 步骤 2 中 ,采用 不 同 的 标准 选择 插 人 的 顶点 下 ,得 到 址 同 的 揪 人 算法 ， 
给 定子 环 游 C 和 顶点 wE У, ЕУ C All u 的 距离 
do п) = mini 40, иЄ СЇ, 
最 过 揪 入 法 (Nearet-INS) 选择 揪 人 顶点 u, 使 得 
d( G, u) = пшп|4( б;,р)1рЄ©Є VA Gl. 
最 佳 插 入 法 (Best-INS) 选择 插入 人 顶点 u 使 得 
Cost( Om) = min] Соз CG, p) pE VA G.L. 
最 近 搬 作法 和 最 佳 插 人 法 的 时 间 复 杂 度 分 别 为 0{ a) 和 O( n” lba). 
定理 2 对 于 满足 三 角 不 等 式 的 流动 椎 销 员 问题 的 任何 = 个 城市 的 实例 六 有 
1 


Nearst-INS(1) <2( 1- -1-}) ОРО), 


Bes-INS(I) <2[ 1- +} ОРТО), 
并 且 当 az6 时 ,存在 使 等 导 成 立 的 实例 и. 
2.2.3 MST Ж 


ЖЖ Оо NMST 罗 森 克 兰 兹 (D.J.Rosenkranlz) 等 ,19771: 

输入 :5 个 顶点 的 无 向 完全 图 只 上 的 对 称 距 高 矩阵 1 of, 门 ]. 

输出 :6 А-Я С. 

步 1 ЖЕ 大 的 一 棵 最 小 生成 树 T. 

步 2 把 了 的 每 一 条 边 复制 成 一 对 平行 迎 , 得 到 一 个 欧 拉 图 , 求 这 个 欧 拉 图 的 
欧 拉 迹 . 

步 3 洲 欧 拉 这 跳 过 已 经 经过 的 芽 点 到 下 一 个 尚未 经 过 的 顶点 ,得 到 G 的 险 
密 顿 图 C. 

MST 算法 的 计算 过 程 如 图 2-1 所 示 . 图 (a) 蚌 来得 的 最 小 生成 树 了 ,图 (b) 是 由 
了 得 到 的 欧 拉 图 及 欧 拉 迹 ,图 {fe) 谨 欧 拉 迹 抄 近 路 得 到 G Ша Ж ИН с, ПИЕ 
出 的 近似 解 ， 

由 于 求 欧 拉 记 只 需要 О(т)Ё ҖЕ m = 2( n 1) 是 步 允 2 中 克拉 图 的 边 数 ， 


2 组合 最 优化 的 近似 算法 653 ` 


{а} (b) (e) 


图 2-1 
ШЕЕ RETES KEERA KA. 算法 的 时 间 复 杂 度 为 
O( д2). 
定理 3 对 于 满足 三 角 不 等 式 的 流动 推销 员 问 题 的 所 有 实例 1,1 
MSF TY < 20PT( 7), 
并 且 对 于 任意 的 є >0, 存 在 无 穷 多 个 实例 了 使 得 
МЄТ ГУ = (2 - є )ОРТС F). 


2.2.4 MM 算法 


在 MST 算 法 中 ,为 了 从 最 小 生成 树 了 得 到 一 个 欧 拉 图, 把 每 一 条 边 复制 成 一 
对 平行 边 . RRE., НА 了 中 的 奇 度 项 点 两 两 配对 ( 奇 度 硕 点 必 有 偶数 个 ) ,在 每 
一 对 之 间 加 一 条 边 ,就 可 得 到 一 个 欧 拉 图 . 

算法 ММО ТЕМ. Christofides) , 1976): 

输入 :nr 个 硕 点 的 无 向 完全 图 GG 上 的 对 称 距离 矩阵 [ dG, i]. 

输出 :5 的 一 条 哈密 顿 图 (C， 

Ж Ж G 的 最 小 生成 树 了 、 

步 2 ТНТ ЕИ, Ж 中 的 导出 子 图 的 最 小 权 完 美 匹配 М. 

j 3 把 和 时 加 到 ?上 得 到 一 个 欧 拉 图 , 求 这 个 欧 拉 疼 的 欧 拉 这 . 

步 4 沿 欧 拉 迹 跳 过 已 经 经 过 的 醒 点 到 下 一 个 尚 淋 经 过 的 预 点 ,得 到 6 的 只 
EHEC. 

MM 算法 的 主要 运算 量 是 求 最 小 权 完 美 匹配 ,时 间 复 淋 麻 为 On). 

定理 4 对 于 泪 足 三 销 不 等 式 的 流动 推销 员 况 题 的 所 有 实例 1, 有 


MM( P) < ŽOPTU), 
并 且 对 于 任意 的 >0, 存 在 无 穷 移 的 实例 ! 使 得 
MM( Г) > ( > - Е)ОРТ(Г). 
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2.3 ” 装 箱 问题 的 近似 算法 


2.3.1 FF 算法 与 BF 算法 


1.3 节 例 7 给 出 了 装 第 问题 的 三 算 法 ,这 是 一 个 快速 近似 算法 ,时 间 复 杂 度 为 
Ot nm) ,其 中 是 物品 数 .下 述 定 理 给 出 三 算法 的 近 估 性 能 . 
定理 5 对 于 装 箱 问题 的 所 有 实例 A 


ЕР ОРТО) + 2, 


并 县 存在 OPT( 站) 任意 大 的 实例 /使 得 
FFO) = COTO) - 1). 


I 算法 关于 1.3 节 例 7 中 实例 的 性 能 比 是 33, 已 经 接近 定理 5 中 给 出 的 最 坏 
情况 . 
对 王 算 法 做 下 述 修 改 得 到 BF 算法 (Best Fit) :在 第 i 步 反 物品 装 进 诸 装 得 
ЖЕ и, 的 箱子 中 剩 杂 空间 最 小 的 着 子 , 即 设 在 第 i -1 步 结束 时 ,第 子 B, 的 剩余 空间 
为 mB HE RIH 
y= minj niin s;l , 

则 在 第 i 步 将 物品 u 装 进 箱子 B. 

HR E, ВЕ 算法 的 近似 性 能 应 该 比 是 算法 好 . 但 遗憾 的 是 ,两 者 最 坏 情 沈 的 

近似 性 能 设 有 本 质 区 别 . 


2.3.2 NF 算法 


NF 算法 {Next Fit) 比 下 算法 更 简单 . 它 的 规则 是 一 只 一 只 地 使 用 箱子 ,把 物 
操 顺 序 装 人 箱子 ,只 要 箱子 装 不 下 要 装 的 物品 (不 管 是 否 能 装 下 其 余 未 装 的 物品 ) 
就 把 这 只 箱 予 封 好 ,不 再 使 用 ,而 另 用 -- 只 新 的 箱子 . 

ERG 对 于 装 箱 问 题 的 所 有 实例 六 ,有 

МЕС /) 20PT() - 1, 

并 且 存 在 OPT( 门 任意 大 的 实例 /使 得 等 导 成 立 ， 

NF 算法 的 近似 性 能 不 如 FF 算法 . 它 的 优点 是 适合 于 流水 线 作业 ,物品 随 到 
随 装 , 装 好 一 第 运 走 一 箱 . 而 下 是 等 物品 到 齐 ,全 部 装 好 后 一 放 运 走 . 这 是 一 种 在 
线 算法 (onjine algorithm) .NF 算法 的 时 间 复 共度 为 O(n). 


F: 


2.3.3 FED 算法 和 BFD 算法 


分 析 1.3 3517р УЗ Ж. Л a HEE E, KE а HEES ТВ, FF 算 
法 的 近 拟 性 能 不 好 . 日 常生 活 的 经 验 也 告诉 我 们 ,应 该 先 装 大 物品 ,然后 用 小 物品 
填充 剩余 空 距 ,这 样 能 更 充分 地 利用 空间 . 根据 这 个 思想 ,对 IF 算 潜艇 改 如 下 ; 
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先 将 物品 按 体 积 从 友 到 小 排列 ,然后 采用 ЕЕ р. 这 就 是 FFD( first fit de- 


creasing) 算 法 ,FFD 算法 比 FF 算法 守 一 个 排序 过 程 ,增加 计算 量 OX nlbn) ,时 间 复 
УОС а?). 


定理 7 对 于 装 箱 问题 的 所 有 实例 I,A 


FOO) «ОРТО D) +1, 
ЖАЛЕ OPT( 门 任意 大 的 实例 1,1 


FFD F) = TORTU). 
这 个 结果 是 越 民 多 于 1991 年 给 出 的 . 


下 述 实例 给 出 定理 中 最 坏 情 况 的 性 能 比 . 
实例 1:48 30m 件 物品 ， 


1 I= i=6m 

2 *®› 

1 +28, бт < 1=12т, 
s, = l 

4 +8 l2m < ia lim. 

1 

4 26, 


I8m < ¿= Mm. 


最 优 装 箱 方案 和 FFD 算法 给 出 的 方案 分 别 如 图 2-2(8} 和 (bhb) 所 示 , OPT(1) = 9m， 
ЕЕС) = llm. 


图 2-2 


把 FFD 算法 中 采用 FF 算法 的 部 分 改 为 采用 BF 算法 ,就 得 到 BFD 算法 (best fit 
decreasing) .BFD 算法 和 FFD 算法 最 坏 情 况 揭 近 伺 性 能 也 没有 李 质 的 区 别 . 
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2.4 0-1 萌 包 和 问题 的 近似 算法 


2.4.1 ЖЖЖЖ 


0-1 背包 问题 40- 1 knapsack problem): E п 件 物品 和 -个 背包 ,背包 的 容量 
为 5, 物品 j 的 体积 为 ,价值 次 aG = 1,2,…,n). 求 使 得 装 人 背包 的 物品 的 价值 
之 和 最 大 的 装 法 , 即 求 J" ct11,2,…,n1 使 得 
229 = max мы! Sa у bJ c2 nit, 
Є { е 
这 里 wo АБ ЕВИ В o < Му = L2 п). 
0-1 背包 问题 可 表 成 下 述 0-1 线性 规划 : 


max >) Сй» 


x € 10,11, = 1,2, 
Ж; СА: 
Ж Pip: {ЖЖ МЫ. КЕЛН АЛ, ЯЯ ci rel > c,Za, жос гэ 
Са 8: 
+2 顺序 检查 每 一 件 物品 3663219 КИТЕ A ТРЕ ШЖ ЕЕ ШЕ 
Z. 设 装 人 背包 的 物品 总 价值 为 V. 
步 3 Ве = maiglj= 1,2,5, ві. Жс, > У, Ш ТРО рУ АО Т ВЕН 
йз k. 
定理 8 对 于 0-1 背 包 问 题 的 所 有 实例 I, A 
OPT I) < 2СА(Р}. 
并 且 对 于 任意 的 e > 0 FERRETA 了 使 得 
ОРТО Г) = (2 - s)OFT( D). 


24.2 Жн £t E 


FET 1075 FREH- TPE АБИ А УВЕ 各 的 过 程 ,得 到 0-1 背 
包 问 题 的 PTAS. 

算法 SA( RJE ,1975); 

输 人 :0-1 背包 问题 的 实例 1 和 se > 0. 

步 ] 令 m = [1/=]. 

2 按 单 位 体积 的 价值 扩大 到 小 排列 物品 ,不 妨 谨 ca = oo/ > 77 > 
人 


步 3 H-I, 2 en EIJ т, Уа < 5С ЕГИЗ q J), 
JEI 
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则 把 РАТЫ АБНА E| НАЕ НЕА A 29 o ИП 
接着 顺序 检查 奇 余 的 物品 ,只 要 能 装 得 下 就 把 它 装 进 背包 ， 
步 4 比较 得 到 的 所 有 芍 法 , 取 其 价值 最 大 的 作为 近似 解 . 
定理 9 对 于 每 一 个 e > 0 fi 0-1 背包 间 题 的 所 有 实例 1.8 
OPT(/) < (1 + є)8А([/), 
算法 SA 的 时 间 复 杂记 为 Oln). 
上 述 定理 表明 算法 SA 是 一 个 PTAS. 


2.4.3 ”人 悄 多 项 式 时 间 算 法 与 完全 多 项 式 时 间 近 似 方 案 
> 
TABLE(O) = 1(@.0.0)1, 
TABLE( k) = ТАВІЕ(& - 1) 
UU HE A+ a C + 6) 1 (J.A, С) 
€ ТАВІЕЕ- 1) H A+ gèl, 
k = 1,21 n. 

显然 ,TABLE( n) 校 举 所 有 的 可 行 解 及 其 对 应 的 体积 4 和 价值 ,其 中 最 大 的 
C 所 对 应 的 7 即 为 最 优 解 . 

fE TABLE( k) PHARA, A CO Rh A С) EFA = A, E. C, С, 
则 继续 扩充 ,得 到 的 解 不 可 能 比 继续 扩充 J, 能 得 到 的 最 好 解 更 好 ,从 而 可 以 从 
TABLE( k) FEC, Az С). 

根据 上 述 递 推 关 系 , 有 下 述 0-1 背包 问题 的 动态 规划 算法 . 

Ж; DP. 

jl 4 ТАВІЕ(0) = [(@,0,0)] , 

+2 for k = 1,2,7, п do 

(2-1) 226 M |J U Jkl, A+ a C+ е) 1 AC € TABLE- DHA 

+ G, =š bl. 
(2-2) {4E M FA TABLF( k - 1) 19А TABLEC E). EF EUo An CO СЉ, Az, 
Ca) 使 А, = A, H С, z= C: WERHHME:! Ji Az, б»). 
步 3 HEKJ',At, C”) € TABLE, n) 使 得 
C" = maxkÍ C I (J,A, С) € TABLE(C л), 

MJ 是 最 优 解 ,对 应 的 价值 为 С”. 

算法 DP 是 0-1 背包 问题 的 最 优化 算法 , 其 时 间 复 杂 度 为 OUnC ) = 
Qnem ЖФ Є" = OPT(/),c,.. = maxle l j = 1,2 u,n}. 

需要 注意 的 是 ,由 于 正 整 数 * 在 输 人 中 (以 二 进 制 形式 表示 ) 的 长 度 是 [lbtx + 
1)1, 算 法 DP 是 指数 时 间 的 . 但 是 ,如 果 限 制 实例 中 的 数 (a,s ШЖ b) 不 超过 的 
某 个 多 项 式 p(n) , 则 算法 DP 的 时 间 复 杂 度 为 Ompa) ,成 为 宪 项 式 时 间 的 .这 
类 算法 称 作伪 多项式 时 间 算法 (pseudo polynomial-time algorithm) . 

PEHO. H. Ibarra) 和 基 姆 (C.E.Kim) 于 1975 年 提出 一 种 “会 人 技术", 把 伪 
多 项 式 时 间 算 法 改造 成 FPTAS, 其 基本 思想 是 将 物品 的 价值 c 缩小 若干 倍 ,从 而 提 
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高 算法 DF 的 效率 ,其 代价 是 损失 一 定 的 精度 ,最 后 得 到 的 不 是 最 优 和 解 ,而 是 一 个 近 
位 解 . 

算法 IK{ 伊 巴 拉 和 基 姆 ,1975); 

输入 :0-1 背包 问 题 的 实 语 He > 0. 

步 1 4 ас<етах|[Гс„/(1+-Е)п],1}. 

F2 S с'; 二 一 [ cera l,j = 1,2,… n. 把 以 c 代替 С; FSR 3: Р. 

步 3 对 实例 r 运用 算法 DP, 求 得 解 J, 即 为 算法 求 得 的 近 伐 解 . 

Ж ЕЮ ”对 于 每 一 个 s > 0110-1 背包 问题 的 所 有 实例 A 

ОРТОС) < (1+ e)IK( 7), 

算法 IK 的 时 和 间 复 杂 度 为 Oni + 1/є)). 

上 述 定理 表明 算法 区 是 0-1 缘 包 问 题 的 FPTAS. 兰 拉 (E.L.Lanlar) 于 1977 年 进 
一 步 给 出 0-1 背 包 问 题 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlb(1/e) + 17e*) 空间 复杂 度 为 D0(n+ 
L'e} 的 FPTAS. 

事实 上 ,至 今 为 止 所 有 FPTAS 都 是 用 这 种 会 人 技术 从 伪 多 项 式 时 间 算 法 得 到 
的 .得 是 ,有 协 多 项 式 时 间 算 法 不 一 定 有 FPTAS. 下 一 节 的 (0- 0) 背包 问题 (& > 2) 
就 是 这 样 的 例子 . 


2.5 0-1 多 背包 问题 的 近似 算法 


人 -1 负 背 包 问 题 是 0- 1 背包 问题 的 自然 推广 ;: 疆 定 о ЕА TRA, ВЕ i 
HEERA bG = 1,2,0, k) АА ВНУ а; ИЧЕ су = 1,2,…,n). RI 
装 人 个 背包 的 物品 的 总 价值 最 大 的 装 法 . ВОК 个 不 相交 的 集合 jc 11,2,…， 
alli = 1,2,7, k) 使 得 

Dag b, i= 12, k 


е} 


且 之 21; EA + 


LEEA 
这 里 诸 ар c; b, 均 是 正 整 数 А 
X k ЖЕ АУЕ КАУ, ERARE EOL k ЖЕЛЕ. (0-1)1 背包 问题 
就 是 0-1 背包 问题 . 


2.5.1 (0-1) 背包 问题 的 PTAS 


0-1 背包 问题 的 算法 SA 可 以 推广 到 0-1: 背包 问题 上 . 

算法 MSA: 

输 和 大 :C0- 175 ЕЈ ОЗ Не > 0. 

步 ! “+ т Гле. 

#2 按 单 位 体 积 的 价值 以 大 到 小 排列 物品 .不妨 设 орла > боа ж оС > 
Ea” Qn: 
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步 3 对 每 一 种 满足 条 件 
К, 
У\ ліст la s b, = 1,2,5, 
izl © J, 


ИЧ k T 'A28J ТЖЕ Д 1,2,5, пі G = 1,2, k) B J J. h EADE, MH 
И ЕН АН НЕЕ НУП РЕЗИ л ЯК Л И БЕШ АР, ИПИЕ E t 
剩余 物品 ,只 要 能 装 进 某 个 背包 ,就 把 它 装 进 这 个 背包 . 

Жа 儿 较 得 到 的 所 有 装 法 , 取 其 价值 最 大 的 装 法 作为 近似 解 . 

定理 11 对 于 每 一 个 正 整 数 上 ,算法 MSA 的 时 间 复 杂 度 海 0{ ken), 3ER 
对 于 每 一 个 e > 0 和 (0-1)5 背包 癌 题 的 所 有 实例 1, 有 

ОРТО) = (1 + є)М8А(!). 
上 述 定理 表明 ,对 于 每 一 个 正 整 数 ,算法 МЅА 是 (0-1) 背包 问题 的 PTAS. 


2.5.2 0-1 多 背包 问题 的 2- 多 项 式 时 间 近 羽 算 法 


张立昌 等 给 出 0-1 多 背包 问题 的 一 个 2- 多 项 式 时 间 近 似 算 法 . 算法 的 主要 思 
想 是 按 单位 体积 的 价值 从 大 到 小 的 硕 序 检查 每 一 件 物品 ,村 于 每 一 个 背包 i, 先 把 
能 装 进 它 的 物品 放 在 一 起 , 当 这 些 物 品 的 体积 之 和 不 小 于 b2 时 才 把 它们 装 进 彰 
Ë i. 

算法 ZLH( 张 立 昂 等 ,1996 年 ): 

#1 按 单位 体积 的 价值 从 大 到 小 排列 物品 . 不 妨 设 c Zo, в e2702 > `" > 


а. 
ЕЕ Ж br = b, = "` = 5. 
2 F Ma 11,2, -kl Jie A, A 0 1 к). 


步 3 у= 1,2,…,n; 找 到 于 中 使 a = b, 的 最 小 的 (如 果 没 有 这 样 的 i ‚Ж 
会 去 物品 j) 

(3-1) Ф а; + А < 6,72, А'; A; + азы Ji U ijt. 

(3-2) F 6/2 a + A; = h А Д J. ЦА. М M 11. 

(3-3) Жа + A'; > bh HFE E MUE: > i, 设 1 是 其 中 最 小 的 , 则 令 J- 
,Me M -lil B 

{3-3-1) RA + А', < b2, WEA, АА. Л = T. U F 

3-2) EAN 6/2 = А: + А’, = by hef, L J M — M - tel. 

(3-4) 否则 (a + A' > 县 不 存在 ti 万 MIE: > i), M< M- li ВЖ c; 

= 229 M+ + Tia BALS BJ, — iji : 


步 4 ФМ О, ШУРА i € MoeT: 
Жа 10 ”对 于 0-1 多 背包 问题 的 所 有 实例 1, 有 
ОРТО) < 2ZLH( I), 
并 且 对 于 任意 的 es > 0 存在 无 穷 宕 个 实例 /使 得 
OPT(D > (2 一 EjZLHCD 
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3 NP 难 问题 的 可 近似 性 


3.1 不 可 近似 性 


一 个 NP 难 的 组 合 最 优化 问题 ,能 有 什么 样 的 性 能 比 的 多 项 式 时 间 近 似 算法 是 
阿 题 本 身 的 固有 性 质 . HFP = NP?” 和 结构 复杂 性 理论 中 -~ 系列 类 似 问题 尚未 
解决 ,这 类 研究 只 好 在 某 种 假设 下 进行 . 最 常用 的 当然 是 假设 P x NP. 

定理 1 БР, NP, 则 

t 对 于 尾 意 的 常数 r < 3/2, 装 箱 问 题 不 存在 r- 多 项 式 时 间 近 以 算法 .从 而 , 装 
箱 问 题 不 存在 PTAS. 

> 对 于 每 -- 个 上 二 2,(0- 1 背包 问题 不 存在 ЕРТАЅ. 

3° (0-1) 多 背包 问题 不 存在 6/5- 多 项 式 时 间 近 似 算 法 .从 市 , (0-1) 多 背包 问 
题 不 存在 PTAS. 

4° 对 于 任意 的 常数 ,流动 推销 员 问 题 不 存在 ~ 老 项 式 时 间 近 做 算法 . 

5° 满足 三 角 不 等 式 的 流动 推销 员 问 题 不 存在 PTAS, 即 不 在 r > 1 使 得 该 问题 
不 存在 ~ ара. 

容易 设计 出 (0- & 背包 问题 的 伪 包 项 式 时 间 算 法 ВУЛ, 34 k > 28F,(0-1)k 
背包 问题 有 仿 多 项 式 时 间 算 法 ,有 PTAS ,但 是 没有 FPTAS( 除 非 P = NP). 


3.2 ”可 近似 性 分 类 


在 P xz NP 的 假设 下 ,NP 难 的 组 合 最 优化 问题 按 其 可 近似 性 分 为 4 类 ; 

(1) 有 FPTAS. 

(2) 有 PTAS, 但 不 存在 FPTAS. 

(з) 可 近似 到 常数 范围 内 , 即 存在 = 过 项 式 时 间 近 仇 算 法 ,其 中 r > 1 是 一 个 
常数 . 但 是 ,不 存在 PTAS. 

(а) 不 可 近似 到 常数 范围 内 , 即 对 任意 的 常数 +r > 1, 不 存在 = ERARE 
WEE. 

根据 上 一 章 的 有 关 定 理 和 3.1 节 中 的 定理 1,0-1 背包 问题 属于 类 {1), (0-1) 
SUHAG > 2) 属于 类 (2) , 装 箱 问 题 .0-! 多 背包 问题 .满足 三 角 不 等 式 的 流动 推 
悄 员 问 题 ,属于 类 (3) ,流动 推销 员 问 题 属于 类 (4). 


3.3 ”问题 的 可 近似 性 一 览 表 


下 述 和 否定 结论 在 P < NP 或 者 某 个 类 似 假 设 下 成 立 . 对 上 这 些 假设 ,人 们 普选 
认为 它们 成 立 ， 
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1. 最 小 点 覆盖 集 

给 定 无 向 图 G = (И, Е), G B) A Sk E.P V c VERI | 最 小 
并 且 对 于 每 一 条 边 fu,sv| € E, u 和 vw 至少 有 一 个 属于. 

该 问题 可 近似 到 2 - 1bib | УЬ! Vi 范围 内 ,但 不 存 症 PTAS. 

2. 最 小 点 支配 集 

给 定 无 向 图 E = (VY,E), 求 6 的 最 小 点 支配 集 , 即 求 V с vI V1 最 小 
并 且 对 于 每 - -45 uE V-V AE оС V Eui € E. 

该 问题 可 近似 到 1+ lb 1 Fi 范围 内 ,但 不 可 近似 到 常数 范围 内 . 

3. 最 小 边 支配 集 

AELE G = (У, Е) ЄЛ) АЕ PD К E c E.S | FE' 1 最 小 
ЖАЯ T #35 e€ E- EFA e € Е ikete 相 邻 ， 

该 问题 可 近似 到 2 范围 内 . 

4. 最 小 独立 支配 集 

给 定 无 向 图 = (У, С), СНТ АО, ВИ c TV, 使 得 | V | 8 
АНЖЕ ТЖЕ: ОРЕМ У V E ес V 使 得 {u,v| £ 
EOV 的 任意 两 点 之 间 没 有 边 . 

对 于 任意 的 es > 0, 该 间 题 不 可 近似 到 1 v 11-' 范围 内 . 

5. 图 的 着 色 

SELME G (У, К), GHk BEREID: TEPATE V, F 
… ,了 ;使 得 每 一 个 V; PERAZA k 称 作 着 色 的 色 数 . СВЕ, 
数 最 小 的 着 色 . 

该 问题 可 近似 到 0O V ( (bib i У) ЫТИТ) 范围 内 ,并 且 对 任意 的 s > 
0, 不 可 近似 到 | FY 1 范围 内 . 

6. 图 的 边 着 色 

给 定 无 向 图 Ç = (V, Е), G ËJ k il s BO E UAR k TEPAT E, 
已 ,…, ,使 得 每 一 个 EE 中 的 任意 两 条 边 都 不 相 邻 КЕРЕЗ ЕВЕ. Ж СВУ 
色 数 最 小 的 边 着 色 . 

该 问题 可 近似 到 4“3 范 围 内 . 并 且 对 于 任意 的 e > 0, 不 可 近似 到 4“3 -范围 
内 ,从 而 ,不 存在 PTAS. 

7. 最 大 团 

给 定 无 向 图 Ç = (V,E) K САВХИ, КУ CV, 使 得 1 V' 1 最 大 并 且 
V ' 中 的 任意 两 点 之 间 都 有 边 . 

该 问题 可 近似 到 О( V | (b УТ, 并且 对 任意 的 > 0, 不 可 近似 到 
i 7 1 范围 内 . 

8. 最 大 独立 集 

给 定 无 向 图 6G = (И, Е), СОЗ, ВЮК У c FY, 使 得 1 V1 最 大 并 
Н V 中 的 任意 两 点 之 间 没 有 边 . 

由 于 求 G 的 最 大 独立 集 等 同 于 求 的 补 图 的 最 大 团 ,因此 该 问题 与 最 大 团 问 
题 有 相同 的 可 近似 性 . 
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о. 最 大 割 集 

给 定 无 向 图 С = (И, Е), G ñu Khi RER V — VY. 他 得 1(V',V- YO 
其 大 ,其 中 

(У*,К- = 有 

该 同 题 可 近似 到 2 范围 内 ,存在 平均 性 能 比 为 1.139 的 多 项 式 时 间 随 机 近似 算 
法 ,但 不 存在 PTAS, 

10. 流动 推销 员 问 题 

给 定 п ЭТ с, „Ср 及 每 一 对 城市 c; Me; AARM S dli, j) ET ,这 里 
dL = 4(у,:). ЖКТЕ ЕЮ ПЬЕ, RIER 1,2,7, n 的 排列 舍得 


a-i 
minf > Ф(я( 2), ali +1))+4(х(п),х(1))). 
=! 


存在 8 > 0 使 得 该 问题 不 可 近似 到 2^ 范围 内 . 

11. 满足 三 角 不 等 式 的 流动 推销 品 问 题 

假设 在 流动 推销 员 问 题 中 距离 满足 三 角 不 等 式 , 即 对 什 意 的 3 个 城市 cc. 
СА + 

dli к) + dik j) > alij). 

该 问题 可 近似 到 3⁄2 范围 内 ,但 不 存在 PTAS. 

12. 混合 国 上 的 中 国 邮 路 问题 

HERGA G = (V.A, E) 及 每 一 条 边 或 弧 。 C AU EREE JEZ R 
G 中 经 过 每 一 条 边 和 驱 至 少 一 次 的 长 度 最 短 的 复杂 回路 . 

该 问题 可 近似 到 5/3 范围 内 ， 

13. KRE 

AELA G = (V, Е), G rH Ek E Ba ERI , 即 求 不 同 的 顶点 序列 vi, o, 
使 得 对 于 所 有 的 上 < 了 过 下 -1 [5,031 E Е.А m 最 大 . 

该 问题 可 近似 到 Of V1 ЛЬ 1 yi) 范围 内 ,但 是 不 可 近似 到 常数 范围 内 . 

14. 装 箱 问 题 

给 定 有 穷 的 物品 集合 5 每 一 件 物 品 u €C VREM: u) Є (0,1], 箱 子 和 的 容积 
为 1. 把 上 划分 成 个 志 不 相交 的 子 集 上 ,号 ,…，, U ERTE- gig k, 
> 7 (u) < 1, 并 且 丰 最 小 . 


该 问题 可 近似 到 3/2 范 围 内 和 71/60 478/710PT( 门 范围 内 ,但 县 对 于 任意 的 & 
> 0, 不 可 近 莉 到 3x2 - 范围 内 . 

15, Ж ОКА ЕЕ sË 

给 定 字母 表 半 上 有 穷 的 字符 串 集合 灵 , 求 最 短 的 字符 趾 „Є >” ,使得 每 一 个 
x€ RME о HTE, MEE н.о 2 ,使 得 w = ww. 

该 问题 可 近 做 到 2.75 范围 内 ,但 不 存在 PTAS. 

16. 限制 拖延 的 排序 

给 定 有 穷 的 尾 务 集 了 ,每 一 项 任务 :E TAITO EZ, 3 шї) Z: 
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和 限期 а) Є Z: ,对 子 集 Sc T ЖЕЕ K, T BJ SS kE Bip В] k R — i pb if 
с‹Т=7 且 满 足下 述 条 人 御 : 对 所 有 的 YET, 或 者 ol1) + IGO Sol), aka o 
(+ 10) ог). 3 ТВО ВЛЕЗ В) 3 о ,使 得 人 D 所 有 拖延 的 任务 cC BD of) 
+ 10е) dR o OZAT KDS 中 按期 完工 的 插 务 2:( 即 al) + 10) 
=) НФ Ze НАЕ ЕЯ. 

存在 ó >0 后 得 该 问题 不 可 近似 到 17T1* 范围 内 . 

17, 带 忧 先 约束 各 延迟 的 排序 

给 定 育 穷 的 任务 集 了 ,了 上 的 偏 序 关 系 必 、 正 整数 D 以 及 每 一 件 任务 :EY 了 的 
FEIR 101) 0с 00) = DD). 求 了 的 单 处 理 机 时 间 表 s:7 了 一 2 ,使 得 中 对 任意 两 项 任 
3 n. T, 1 0,0 осо) - оба) > daO ,加 总 完工 时 间 最 早 , 即 мах іс) 
МЕТЕ. 

该 问题 可 近似 到 2z-412(D+1) 范 围 内 . 

18. 多 处 理 机 时 间 训 

给 定 有 穷 的 任务 集 T film 台 机 器 ,每 一 项 任务 在 一 台 机 器 上 加 工 完成 ,任务 : 
€ 了 T 在 机 占 i 上 的 加 工时 间 为 [(t, 门 . 求 映 射 f:T-> 生 ,2,…,m| ,使 得 总 完工 时 间 
最 早 , 即 

тах 六 ;ff 让 


єз з йур; 

FK. 

该 问题 可 近似 剂 2 范 围 内 ,但 不 存在 PTAS. ЛАФ mw 固定 时 ,问题 有 FPTAS. 
(т) 与 гЗ СЕВАН НЕ) 时 ,问题 有 PTAS. 

19. 有 优先 约束 级 多 处 理 机 肘 间 表 

给 定 有 穷 的 任务 集 Тут 台 相 同 的 机 器 和 了 上 的 偏 序 关系 只, 每 一 项 任务 在 一 
台 机 痪 寺 加 工 完 成, 吉 工 时 间 均 为 1. 求 了 的 时 间 表 产 了 一 古 , 使 得 忠 广 足 了 土 的 
优先 约束 , 即 对 任意 两 项 任务 ЕЧ: = T, {1 <£ ia ÑU їл) < Fa, 对 每 一 时 
k) u > 0, ТЄ Ту) = ullig m O UALER ч, В maile E T] 
最 小 . 

该 问题 可 近似 到 2 - 2” 1 了 1 范围 内 ,但 不 存在 PTAS. 

20. 有 资源 限制 的 多 处 理 机 时 间 准 

DERRETE T, т 台 相 阁 的 机 器 和 :* 种 资源 ;资源 i {ИҢ ЕНШ КЇЙ 
ЫА = i= si MES (€ 了 在 一 台 机 器 上 加 工 完 碟 , 加 工时 间 为 总 所 ,占用 的 
资源 AnG O 00) = М. < i= s. Ж ТАНК fi T — Z 18 00 至 多 
同时 使 用 m 台 机 器 , 即 对 每 一 时 刻 u > 0, 1 S(u) |< m. ДИР 

S(u) = METIA < u < fe) + ai, 
加 服从 资源 限制 , 邑 对 每 一 时 启 = > 0 和 每 一 种 资源 CCI < ¿= s), 2 100 = 
b, CD 总 完工 时 间 最 早 , 即 
maxi ftt) + КЮ} 1: € T! 

最 小 . 
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该 问题 可 近似 到 2 范围 的 . 
21. Мн E RJ Ж 
给 定 有 和 穷 的 作业 集 /和 rm 台 机 器 ,每 一 个 作业 站 E JH m iË TF o, 组 成 (] < 
¿ = m). oy 由 机 器 :完成 ,加 工时 间 为 丰 握 盐 ;7 的 自由 作业 时 间 表 是 六 个 单 处 理 
ФАН ге т„МЙК Foi ОП GHT SWT ;.7 € 了 和 每 一 
ЖО т), ДО) < АО) АО) + L = f8(7), О ЕЕ y € 了 ,所 有 
ЕИО, + GXI = í < m) 互 不 相交 . 求 总 完工 时 间 最早 的 自由 作业 时 间 
表 , 即 使 得 
шах}#(}})+Ь11&ї&т,уЄ J| 
最 小 . 
该 问题 可 近似 到 2 范围 内 ,并且 对 任意 的 s > 0, 不 可 近似 到 S4- es 范 国内 ,从 
ЛЕТЕ PTAS. 
2. ЖЕЧИ iB] Ж 
给 定 有 和 穷 的 作业 集 J fl 台 机 器 ,每 一 项 作业 六 E 了 Him 道 工序 oj 组 成 (1 < 
í = m).o; 由 机 器 i 完成 ,加 工时 间 为 十 © 加 ;J 的 流水 作 烛 时间 表 是 一 个 自由 作 
WIDE 7 20.1 = i= m HAER- jE JMi < í =< m - 
DAO + L, 委 fiw1( 门 . 求 总 完工 时 间 最 早 的 流水 作业 时 癌 基 ,即使 得 
махі) + l 11 < i= m,j € Ji 
最 小 ， 
该 问题 当 mm 为 偶数 时 可 近似 到 m 人 ?范围 内 , 当 mw 为 奇数 时 可 近 构 到 m2 + 16 
范围 内 ,并 且 对 任意 的 es > 0, 不 可 过 的 到 5/4 - є 范围 内 . 
23. FE Ml: Rd iB] Ж 
给 定 有 穷 的 作业 集 J im 台 机 器 ,每 一 个 作业 /7 后 由 nn ië T. Fo; ARO = 
i = n). 工序 o; йр, € L2 ee, т} зел, MERE Є 7010 
O, = los lp; = pl, l< p = m, 
J 的 作 炎 时间 表 是 m УЗЕЛА И: 0, — 70,1 = p = m, BRER Ф XJ 
ИН o; € O, E 1 = ¿= n; — 1. £. о) + l = fpl onig). 求 的 总 完工 时 间 最 早 
的 作业 时 间 表 ,即使 得 
maxi f oy) + 21 = по Є 0,,;€ Ј,1 = p = т} 
最 小 . 
该 问题 可 近似 到 ОСЬ Сту) ЛЫС ти), ЖЧ и = max; | f€ JAHE 
BP) e > 0, 不 可 近似 到 5/4 -上 ， 
24, 0-1 19 Б [5181 
给 定 n 件 物品 的 体积 ai C Z ,价值 cE Z* (l < i= п) 以 及 背包 的 容量 5 C 
Z. RJg iL, пі, ВВ 


H >e; 最 大 . 
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该 问题 是 有 了 时间 复 杂 度 O(nlbt1lAe) + keD Mah М ЛЕНЕ Oln + Ie) 的 
FPTAS, 

25. 整数 背包 问题 

P E ТЕД Т арс] = 1,2,5. n) AA 4, 求 非 负 整数 х.х, 使 得 


2 oz b, 
j=l 


H Ves; 最 大 . 


该 问题 是 有 时 间 复 杂 度 和 空间 复杂 度 为 O (a + 1467) 的 FPTAS. 
26. 0-1 多 背包 问题 
给 定 n 件 物品 的 体积 a € Z, c € 27 (1 = ;= п) НА T EBE 6, 
Є Z* (l = í = ky; K k T HAB ШЕР Ж J. C 11,2,…,n| ,使 得 
Ха b, l= isk, 
IE у; 
B 》) mA. 
i=l 51 
该 问题 可 近似 到 2 范围 内 ,但 不 可 近似 到 5655 范围 内 ,从 而 不 存在 PTAS. 
当 背 包 数 大 固定 时 , 称 作 (0-1)# 背包 问题 ,对 每 一 个 上 二 2,{0-1)# 背 包 问 题 
有 PTAS, BRA FPTAS. 
27. 0-1 多 约束 背包 问题 
给 定 有 穷 的 物品 集 U Wk TEU c U.l < i= k ttm a € U ВУЖ 
PLA sC) € Z ,价值 为 c(o € Z* 以 及 大 个 容量 限制 六 和 251 =< ¿< k. T E 
U c ui 


H Delu) ЖА. 


对 任意 的 es > 各 ,该 问题 不 可 近似 到 nn- 范围 内 ,其 中 由 是 物品 数 ，. 

当 约 东 数 上 固定 时 , 称 作 (0-1)* 背包 问题 . 对 于 每 -- 个 正 整数 上, (0-1) 约束 
背包 问题 有 FPTAS. 

这 两 个 问题 的 整数 形式 ( 即 每 一 种 物品 可 以 装 多 件 ) 分 别称 作 整 数 多 约束 背 
包 问 题 和 整数 天 约束 背包 问题 .它们 的 可 近似 性 分 别 与 0-1) 名 约束 背包 问题 和 
0-1& 约束 背包 问题 相同 . 

28. 整数 选择 背包 问题 

А пх ЕЗЕРА ВС, А БС т, к ВЕЛЕЖ Ж ал 
维 非 负 整数 向 其 和 映射 ;11,2,… nl 一 1,2,… :二 i ,他 得 


"L 

Ë. 
> mi (YY; =< b, 
i=} 
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Н. Šent 最 大 . 
ги | 


该 问题 有 FPTAS. 

29. 最 大 可 满足 性 {MAX SAT) 

给 定 有 穷 的 变量 集 U 和 上 文字 的 析 取 子 句 的 有 究 集 谷 C, 这 里 对 每 一 个 变 
HÍ x € VU,x Т 称 作 文字 . 求 U BR BI WU Eq C RATON ARE. 

该 问题 可 近似 到 4“3 范围 内 ,但 不 存在 PTAS. 2 А > 2 性 一 个 固定 的 正 整 数 ， 
如 果 每 一 个 子 句 恰好 是 在 个 文字 的 析 取 , 则 问 超 可 近似 到 1(1—27*) 范围 内 . 


4 局 部 搜索 算法 


4.1 ”局 部 搜索 算法 的 一 般 描述 


局 部 搜索 算法 (local search algorithm) 是 一 类 近似 算法 的 通称 , 它 从 一 个 初始 
解 开始 ,每 一 步 在 当前 解 的 邻 域 内 找到 一 个 更 好 的 解 ,使 日 标明 数 逐 步 优 化 , 直至 
不 能 进一步 改进 为 止 .局 部 捷 索 算法 通常 得 到 的 是 局 部 最 优 解 . 为 了 得 到 全 局 最 
优 饪 ,需要 从 多 个 初始 解 开 始 ,重复 进行 搜索 . 局 部 搜索 算法 灵活 .简便 | 实验 表 
BH , 遍 部 搜索 算法 对 很 镍 着 名 的 NP 难 问 题 ,如 可 满足 性 问题 , 腾 得 巨大 的 成 功 ， 


4.1.1 和 邻 域 与 局 部 役 优 解 


给 定 组 全 最 优化 问题 了 的 实例 i, 设 /的 可 行 解 集 为 8. 对 每 一 个 可 行 解 AGE S, 
定义 一 个 子 集 NO c 5, 称 作 ВО (neighborhood). 
如 果 对 于 所 有 的 z € МОУ), 
mtl pi> mlg), 车 也是 最 大 化 问题 ， 
па тС). ЗП ЖЕЛМЕН, 
则 称 ЭС РАН N 的 局 部 最 优 解 . ЧЛЕ ЕВН, G $F / t P SP St t& E 
{locally optimal solution). 这 里 mi7, A) 是 目标 函数 值 . 
ЖЖ И-й ар ОЕ. th Ji [a] ЕИ Н) 8 IX SR Pa TE ЖЕ) z: 1: 88 ( globally optimal 
solution). 
例 1 НЕН РА Н k ERAR. 给 定 流 动 推销 员 问 题 的 实例 /. 设 正 
sS k > 2,f 是 上 的 一 个 环 游 ЗЕ 
МО) = igi g ЖРА у ESAk AAR). 
N, 和 N, 57300 4-1 09 4-2 aR Pa E S E N.Cf) НЁ N 
中 的 一 条 环 游 . 


4.1.2 算法 的 一 般 格 式 
算法 LOCAL SEARCH: 


lal 


步 1 生成 初始 近似 解 х. 
步 2 while improve( х) > “по do 
x *— improve( x). 

步 3 reum x. 
其 中 improve( x) 是 一 个 子 程序 . 如 果 N( x) 中 有 比 x 更 好 的 可 行 解 , 则 jmprovet x) 
返回 一 个 这 样 的 可 行 解 ,否则 返回 “no” 

设计 局 部 搜索 算法 主要 包括 : 

(1) 如 何 生 成 初始 近似 解 z. 

(2) 选择 适当 的 邻 域 结构 . 

(3) 设计 算法 实现 improve( х). 

局 部 搜索 算法 得 到 的 是 局 部 最 优 解 ,局 部 最 优 解 不 一 定 是 全 局 最 优 解 . 为 了 
得 到 全 局 最 优 解 ,需要 多 次 重复 局 部 搜索 ,每 次 从 一 个 新 的 初始 解 开始 . + bk 0 
大 ,算法 得 到 的 局 部 最 优 解 是 全 局 最 优 解 的 可 能 性 越 大 ,但 improve( х) Я 28 EAH, 
随 着 增 大 . 在 设计 算法 时 上 必须 很 好 地 照顾 到 这 两 个 相互 子 盾 的 方面 . 设 算法 得 到 
的 局 部 最 优 解 是 全 局 最 优 解 的 概率 为 po, 计 算 时 间 为 o. 纺 定 时 间 4, 在 时 间 :内 可 
重复 上 = [za 次 ,得 到 上 个 局 部 最 优 解 . 这 上 个 局 部 最 优 解 中 有 全 局 最 优 解 的 概 
率 为 1 — (1 - ро)". 这 个 概率 越 大 ,算法 越 有 效 . 

设计 有 将 的 局 部 搜索 算法 是 一 门 艺 术 , 往 往 车 的 是 人 的 智慧 和 经 验 , 并 通过 实 
验 进行 检验 和 逐步 改进 . 
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4.1.3 选择 初始 解 的 策略 


设 击 要 in 个 初始 解 ,n = Ат, Е > 1. 

1. 常用 策略 

大 可 行 解 S 中 有 放 回 地 独立 抽取 次 ,每 次 等 可 能 地 抽取 一 个 可 行 解 作为 初 
媚 和 解 , 即 在 每 次 开始 启 部 搜索 时 随机 地 生成 一 个 可 行 解 作为 初始 和 解 . 

2. 划分 策略 

把 $5 划分 成 m 个 互 不 相交 的 子 集 5 55,7, 5 MART 5 中 用 常用 策略 抽取 上 
个 可 行 解 , 共 得 到 п = fm 个 作为 初始 解 . 

3. 无 放 向 取样 策略 

M S ЖЫННАН m 深 , 每 次 等 可 能 地 抽取 -- 个 tf 行 解 ,独立 重复 进行 上 
次 ,得 到 по = km 个 初始 解 ， 


42 ”流动 推销 员 问 题 的 局 部 搜索 算法 


流动 推销 员 问 题 的 邻 域 采用 4.1 节 例 1 hi k ЗЕЙ uk М. ET 站 的 局 部 最 
优 解 称 作 下 最 优 环 游 . СУ. 5. а) 于 1965 年 通过 实验 发 更 以 N. 为 最 好 . 对 干 他 
计算 的 48 个 城市 的 问题 ,3- 最 优 环 游 是 最 优 环 游 的 概率 约 为 0.05, 因 此 从 100 个 随 
机 初始 点 开始 的 实验 以 0. 双 的 鹤 率 得 到 最 谍 环 游 . 他 情 让 对 于 个 城市 的 流动 推 
销 员 伺 题 ,3- 最 优 环 游 是 最 优 环 游 的 概率 pf п) = 2 000. 给 定 闭 得 全 局 最 优 环 游 的 
# к ,根据 这 个 估计 可 以 计算 出 需要 重复 的 试验 次 数 . 

没 f 是 - -条 环 游 , 环 游 g 毛 向 ( 门 , 当 且 促 当 有 可 以 如 上 得 到 : 删 去 /中 31 个 
连续 的 城市 1 5) 然后 再 将 它 照 原样 或 反 转 后 重新 持 人 到 剩 娄 的 某 两 个 
相信 城市 之 间 . 

设 城市 集合 C = 11,2,… ,ni ,i 和 ;之 间 的 距离 鸭 4d(i,y) Є Т^ ,这 里 d(i,7) = 
díj i). ВЕ f = fy = k < f < п. АРЕ = Сд ба, hh 
有 两 种 方式 将 o ШЫ А. 

(1) Ж е HIBA y Mta = a) ,得 到 g, = ТЫА sina Egaga t É ii, es 
t D BILA PIE Fitalia Ба дт Witt АРА И ГИЛЕ 
taii ШР 4-3(Ъ) 所 示 ， 

(2) Жо IBA г Mea 之 间 , 得 到 z, = antt o ho ta Uta to tots 
Ga) BBM APRE а е адад Mitea RZA [tistais ls tal 和 
ERAR 如 图 4-3te) Ред. 当 了 = 大 + AT, e, 暗恋 成 g3 = ТААЛ 
ta) BBA ЕРШ ЖАН |. Fe gai КА А. Ait ti. ЖД] 4-3(4) АТ 
Ж. 

算法 МТРЖ, 1965): 

输入 :ax 对 称 的 距离 矩阵 [ dt i 让]. 

Н: КЕС 2507, 0,0. 


4 ”局 部 搜索 算法 + 669 ， 


{с} (d) 


图 4-3 
% 1 ВВЕ Е ЖЕРЕ С). 
ЖР 2 [or count = 1 іо л do 
(2-1) for k = ltor - 3 до 
for = k + lton- 1 4 
(2-1-1) if d( i.) + 4С) = dlha) + ФС) 
then d — ditg, t) + АС, 5) and L —4 
else d — ditis ta) + dig, t) and L — 6. 
(2-1-2) f d + disisi (JH A RIE) < ditta) + ада) + (t. 
ta WEHA) goto L. 
(2-2) (fta t) = Cins batts 12. 
步 3 return iti, ta). 
#4 Gista) < Сао tas бао h h tea taa). 
ES goto 2. 
步 6 (дв) t Chat bns ba hste t atia). 
步 了 poto 2. 


4.3 ”图 的 均 名 划分 的 局 部 搜索 算法 


图 的 均匀 划分 问题 :给 定 2n CRABE EAG. ИЛЕ K = ,2,…， 
2п{, [с.В У Рх У БАЈКА НЕЕ Вен (1,01) = 0 28. 
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ФА. Вс ҮЙ BAUB- FV,ANB=@, 且 141=|181= n, A. B R G B) 
个 均匀 划分 . 划分 4 .如 的 费用 定义 为 
с(А,В) = Уб, р). 


Е: 
ЖЕ 6G 的 费用 最 小 的 均匀 划分 . 
BË A.B 是 一 个 均匀 划分 ,aE 4,5EB. 令 
А = (А-а), #=(B-|bDUlel, 
д РАП, ЫЫ. 称 由 А,В 这 样 得 到 A' вра yea. 
aC А Н E EK 


Ela) = 2 (a, i), 
Єй 


Қа) = Skla, j). 


і А 
RJA НЕ ЕУ bE BB 的 外 费用 E(5) 和 内 费用 A). 
о, 


内 费用 (а) X 38 


Рт) = E(s)- Kv), 
ИЧЕ о 65 99 2. 
交换 aE 4 ЯПЬЄ 8 引起 的 费用 减少 等 于 
вба,. б) = D(a)+ D(b)- 2e(a, 5), 
z 称 作 关于 4 .8 的 交换 增益 函数 . 
设 A.B 经 过 交换 a€ 4 和 5EB 得 到 4'、B. 关于、8' 的 费用 差 户 可 由 关于 
A.B IRH D 得到: 
Р' (ж) = D(x)+2e(x,a)-2ce(xz,b), x€ A= lal, 
D (у) = D(y)+2e(y,b)-2e(y,a), yE В- 15|, 
Р (2) = - D(z) +2e(a, Б), z€ |a, bl. 
利用 交换 可 以 自 热 地 给 出 问题 的 邻 域 . 对 于 每 一 个 均 杀 划分 A. B, EA 
Ni 不 , 昌 ) 定 义 为 由 A .BB 经 过 一 次 交换 得 到 的 所 有 均匀 划分 . 
局 部 搜索 算法 从 随机 生成 的 均匀 划分 A.B AFR RE tH осад ЬЄ В, 
只 要 找到 一 对 a. 了 8 使 g(a,b) >0, 就 交换 a 和 请 ,得 到 一 个 新 的 均匀 划分 . 修改 每 
一 个 vE V 的 费用 差 Div). 重复 这 个 过 程 ,直到 对 每 一 对 ac А ьс В #9 glao, 
5) 0. 此 时 A.B 为 一 个 局 部 最 优 解 . 
类 似 流 动 推销 员 问 题 ,可 以 定 疼 图 的 均匀 划分 间 题 和 的 下 ЗРЕЛЕ р 
个 元 素 ¿k ZERRAN O n). 随 卡 值 的 增加 ,改善 寺 句 划分 和 判 疡 局 部 最 
优化 所 需 的 时 间隙 速 增加 . | 
s B ( B. W.Kemighan) 55 4k T 1969 年 提出 一 种 新 的 搜索 策略 , 称 作 变 深度 搜 
索 技 术 , 其 思 相 是 用 寻找 一 个 好 的 交换 序列 来 代替 寻找 一 个 好 的 交换 ,这 个 好 的 交 
按 序 询 的 长 度 是 变动 的 . 具体 收 法 如 下 ;从 一 个 随机 的 初 妨 均匀 划分 4、8 开始 ， 
找到 a € A MLER, tE g(ai;51) 尽 可 能 地 大 ,交换 а, 和 Б, ERARE D. 再 找 
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Я] aE A- [о 5,6В- lb 1. fE gla b ЕНА, 86 a, 和 b,, BARH 
эз D. 如 此 重复 进行 ,得 到 n (а, Бу), Саз, В), 7, Cans b.) В aa. an 
EA HARR, b, bob € B RETHA . 对 于 每 一 个 (igri n) {й а, 
ay, а, ЖЬ, b... b У.А „В IRRA 8 ,其 费用 减少 


G= УЈаб(а, Ы). 
这 里 g ЗЕТА, |. В, УИ ЕРА .Н 4o = A.B. = В. ЕЖ) А, = В, В, = 
4, 恒 有 С, = 0, 
G, = max] G, Піпі. 
车 >0, 则 以 本、 总 代替 4、 且 ,然后 重复 上 述 过 程 ; 若 G. sO. WJ А,В 作为 近似 
解 . 
当 G. >0 财 ,可 能 有 某 些 (leic kE glab 0. УЗЕН м, 为 邻 

域 的 普通 扁 部 搜索 算法 比较 ,此 法 一 步 敌 了 上 个 交换 ,并 且 人 允许 “平移 "(费用 不 
变 } 和 ”上升 牧 动 "(费用 增加 ). 当 z(a, b) = ОВНА а, 和 名 ,相当 于 平移 ; 当 
gilan b) > ОВЕ a, 和 疡 ,相当 于 上 升 移动 . 而 普通 局 部 搜索 算法 只 允许 下 料 
移动 (使 费用 减少 的 交换 ). 平移 和 上 升 移 动 的 作用 是 称 出 原 有 的 邻 城 , 以 避免 过 
НА А. 此 法 与 以 卡 交 换 邻 域 为 邻 域 的 普通 局 部 搜索 算法 比较 ,其 一 ， 
这 里 的 下 不 是 预先 给 定 的 常数 ,而 是 计算 中 确定 的 , 且 各 步 的 £ 秆 是 不 同 的 ,其 
二 ,不 需要 搜索 整个 的 8 З. 

算法 KLOER Ы, 1969): 

输入 :an TW ЭС sea С ВЕКА РАНЕ РЕГ (е, 5) 1. 

输出 ;6 的 均匀 划分 A、8. 

j! 从 下 = 11,2,…,2#i 中 随机 地 取 5 个 点 作为 4 BREI n CAEN B. 

步 2 计算 每 一 个 vE€E УЭТ ГА. В 的 费用 差 (т). 

步 3 $ AA, BAB. 

4 fri=l tondo 

(4-1) 找到 aE A WD EB, {Ё 

Ё: = Юба) + Dik) —2сб а,Ь) 
= тах! D(x)+ D(y) —2e(x,y)| x€ A..y€ В,|. 
(4-2) 4 AA- lal B. = Bi- |51. 
(4-3) 对 所 有 的 YE 后 di |, D(<x)=—-D(x) +2с(х,а}—2с(х,Ь). 
对 所 有 的 yC Bi, 令 D(y)=- D(y) +2ely, bhi) -2ely,a). 
5 R kR 


E 1 
G= Уа = тах} >g; 1 1 < t = nj. 
iml =l 


Жо f G=0 еп eum А,В. 
+7 W Х= =] "bl. 
& А—(А-Х))У, В—(В-ҮУ)\)Х. 
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步 8 goto 4. 

Ж k Bl T ЛЕ ТЕ ШЧ ЯК FE ДЕЛИ . 据 克 尼 根 和 林 的 报告 , 当 2n = 30 
it ‚ЛЯН БАНИ Е #18 0.5. m №, 为 邻 城 的 普通 局 部 搜索 法 的 这 个 概 
率 仅 的 为 0.1. 他 们 拓 计 ,实际 使 用 中 , 当 顶 点 数 为 zz 时 ,得 到 全 局 最 优 艇 的 概率 
p(n)=2 “VW, 算法 的 运行 时 间 为 Ol a? y. 他 们 还 把 这 个 技术 成 功 地 运用 于 流动 
推销 员 辣 题 ,此 时 ,为 了 保证 边 交 换 序 列 的 可 行 性 ,算法 的 细节 要 复杂 得 儿 . 


4.4 后 问题 的 局 部 搜索 算法 


п 后 问题 (nqueens problem) :在 nx rn 的 棋盘 上 放置 个 皇后 ,要 求人 皇后 之 间 
不 发 生 冲 罕 , 即 任何 两 个 皇后 不 在 同一 行 .同一 列 和 同一 条 斜 线 上 . 满足 上 述 条 件 
的 放置 卢 式 基 后 问题 的 一 个 解 . 

对 于 每 一 个 п;=4, п 后 问题 都 有 解 ,并 且 存 在 这 样 的 解 . 它 的 每 个 皇后 的 坐标 
可 以 用 会 式 给 出 . 不 过 ,这 种 解 是 一 -种 往 特 殊 的 放置 方式 . 战 在 的 问题 是 ,如 何 得 
到 后 问题 的 "任意 解 ， 

4 后 问题 是 -个 约束 满足 问题 (constraimt satisfaction problem) , 解 这 类 问题 通常 
采用 回潮 搜索 ,计算 时 间 随 问题 实例 的 规模 指数 增长 ,因而 内 能 适用 于 规模 不 大 的 
实例 . 99 (5. Mino З А F 1990 年 提出 “冲突 最 小 化 "思想 ,把 约束 满足 问题 转 
北 成 最 小 化 问题 ,采用 冲突 最 小 化 的 启发 式 算法 求解 ,rn 后 问题 和 时 间 表 问题 均 取 
得 成 功 .他 们 采用 的 算法 实质 上 是 一 种 局 部 搜索 算法 . RCR. Soc) Tl ER 9 
(Jun Gy) 成 功 地 设计 出 n 后 问题 的 高 效 局 部 搜索 算法 ,使 用 IBM RS6000, 在 55 HA 
成 功 地 找到 300 万 个 皇后 问题 的 解 . 下 面 介绍 他 们 的 算法 ` 

每 -- 行 每 -一列 置 改 --- 个 皇后 , 称 作 一 个 布局 . 用 г) г рН е Ат 
在 的 行 号 . 每 -一 个 布局 可 表 成 1,2,…, a 的 -一 个 排列 r[1],ri2z] rla]. 给 定 一 
个 布局 ,每 -- 行 每 … 列 具有 一 个 皇后 ,没有 冲突 . BERR 上 可 能 产生 冲 罕 , 即 有 
2 个 或 2 个 以 上 皇后 在 同 … 条 斜 线 上 上 .规定 , 当 一 条 斜 线 上 有 2 个 或 2 个 以 上 皇后 
时 ,这 杂 斜 线 上 的 冲突 数 等 于 它 的 党 后 数 碱 1; 当 斜 线 上 只 有 :个 皇后 或 没有 皇后 
时 , 它 的 冲突 数 等 于 0. 布局 的 冲 罕 数 等 于 所 有 和 斜 线 上 的 冲突 歼 之 和 . 一 个 布局 是 
п 后 同 题 的 和 解 , 当 且 仅 当 它 的 冲突 数 为 0， 

RESA AGA у. 在 从 左上 到 省 下 的 射线 上 r-r 为 常数 ;在 从 右上 到 左 
PARE x + 为 常数 . 这 里 行 导 从 上 向 下 、 列 号 从 左 向 会 次 为 1,2,…,n. 据 
此 ,容易 计算 给 定 斜 线 上 的 冲 蛮 数 . 

关于 п 后 问题 的 普通 局 部 按 索 算法 如 下 . 

算法 QUEEN SEARCH: 

输入 :皇后 数 n. 

输出 :无 冲 罕 布局 r. 

步 1 随机 生成 一 个 初始 布局 r, 即 5 个 数 的 排列 r[1] ,rE2j,…,r[ nj. 

步 2 fer 每 村 ai<jsn) do 

这 交换 寺中 和 r[ 站 使 中 突 数 威 少 


4 局 部 搜索 算法 


then 交换 r[ 站 与 г) воо 2. 
зэ 这 冲突 数 大 于 零 goto 1. 


步 4 гет r. 


这 个 算法 存在 两 个 问题 严重 地 影响 了 算法 的 效率 . 第 “个 问题 是 , 步 又 1 随 
机 生成 的 初始 布局 的 冲突 数 太 大 ,给 后 面 的 搜索 过 程 带 来 很 大 的 负担 ; 当 x 很 大 
时 ,这 个 冲 罕 数 的 期 望 值 接近 0.5285m. 第 二 个 问题 是 , 邻 域 的 大 小 为 Oln) n 


很 大 时 ,搜索 整个 邻 城 很 费时 间 . 


Ж 


索 西 克 与 顾 钧 采取 了 两 硕 措 施 :中 生成 冲突 很 少 的 初始 布局 .四 采用 随机 搜 
‚ 为 了 描述 算法 , 灾 使 用 几 个 函数 和 过 程 : 


函数 Randomt хул) 返回 一 个 x 与 丧 之 间 的 随机 整数 . 
过 程 Swap{ е, ) 交换 rili r[j]， 


РАЙ Partal-Collisions( O 返回 经 过 和 位 置 (i, г ЈА Н БЛА ЗГА 


为 止 的 冲突 数 . 
函数 Total-Collisions( O 返回 经 过 位 置 (i ,x[ 7 了) 的 两 条 和 斜 线 上 的 冲突 数 . 


算法 FAST RANDOMIZED QUEFNS SEARCH : 
А: НЛ л. 

输出 :无 突 冲 布局 r. 

3 1 Inital-Searchf f, ғ). 

А2 Final-Search(7, r). 

过 程 Initial-Search{j,r) 

(1-1) or iz to n do r[il=<i. 
(1-2) j—1. 

(1-3) for ¿= 1 to 3.08n do 
(1-3-1) m-+-—Random( j. л), 
(1-3-2) Swap( j, л). 


(1-3-3) if Partial-Collisions( j) = 0 then j<j +} else Swap (j, т). 


(1-4) for i= рю n do 
(1-4-1) m-—--Random(i, л). 
(1-4-2) Ѕмар(:, m). 

过 程 Final-Search (у, ғ) 

(2-1) т+-0. 

(2-2) for ¿= j to n do 

(2-2-1) bi-—Total-Collisions( i} > О. 

(2-2-2) while Ы do 

(2-2-2-1) k=—Random( 1, n). 

(2-2-2-2) Swap( i,k). 

(2-2-2-3) m*-m+1. 


(2-2-2-4) M-——(Total- Collisions( i} > 0) or ( Total Collisions( $) > 0). 


(2-2-2-5) if bi then Swapl i, k). 


. 6573 * 


- 674 • 第 13 篇 组 合 最 优化 的 近似 算法 


(2-2-2-6) if m z> 7000 goto 1. 

(2-3) etum r. 

算法 分 两 阶段 进行 . 第 一 阶段 Initial-Search(j,r) 生 成 - .个 随机 的 初始 布局 r. 
这 个 布局 在 第 j 列 的 左边 部 分 (不 会 第 j 列 ) 没 有 冲突 . 第 :阶段 Final- Searchtj, г) 
从 第 j 列 到 第 rn 别 逐 列 进行 搜索 . 

过 程 Initial-Search(j, г) С-З) АО аа Е? Зна: . 步骤 (1-4) 确 
定 的 举 后 位 置 (第 j 列 到 第 列 的 皇后 } 可 能 有 溃 罕 .车 不 限制 步 慑 (1-3) 中 的 循 
环 次 数 , 直 到 产生 一 个 无 冲突 的 布局 ,出 循环 次 数 的 期 望 值 宪 于 3.08n. 因而 ,以 这 
个 值 作 为 循环 次 数 的 上 限 . 实验 绪 果 和 理论 分 析 都 表明 可 以 把 Initial-Search 生成 
的 初始 布局 的 冲突 数 近 似 作 为 一 个 不 大 的 常数 . 当 a= 1 时 ,也 具有 几 十 个 冲 
突 . 

在 第 二 阶段 ,实现 一 个 成 功 的 交换 所 需 的 交换 次 数 的 期 望 值 等 于 72. 限定 交 
换 次 数 的 上 界 . 若 在 规定 的 异 限 内 没有 得 到 问题 的 解 , 则 重新 从 头 开 始 . 这 个 上 界 
可 取 为 7000. RARER, ЗЧ n> 400 时 为 了 得 到 一 个 解 凑 不 多 只 需要 一 个 初始 
布局 . 

X n < 200 时 ,在 第 二 阶段 采用 随机 交换 的 效果 不 好 ,应 改 用 检查 所 有 可 能 的 
3 | 若 对 于 某 -一 个 i, 所 有 可 能 的 交 模 都 失败 , 则 这 个 部 分 布局 不 可 能 扩充 成 一 
个 解 , 计 算 应 重新 从 头 开 始 . 

算法 运行 的 时 间 主 要 花 在 第 一 阶段 ,与 = 是 线性 关系 . 第 二 阶段 的 运行 时 间 
差不多 是 一 个 常数 , 当 n 很 大 时 是 微不足道 的 . 这 是 一 个 线性 期 望 时 间 的 随机 局 
部 搜索 算法 ， 


4.5 可 满足 性 问题 的 局 部 搜索 算法 


可 满足 性 问题 {satisfiabiljity pmobiem, 简 记 作 SAT) :给 定 有 穷 的 变量 集 了 和 了 上 
АЭ ГАЈ С, ЛЕВ z€ V 和 它 的 否定 -x 称 作 一 个 文字 ,若干 文字 
的 析 取 称 作 一 个 子 句 . i VABER Т: ~ 人 0,11. W: E с, == x 
BE 70:)= 1,33 ;= ax ВТ) =0, 其 中 <€ V.B TAE TRETE. SHN 
` TEDRE. 中 的 一 个 文字 . 如 果 了 满足 于 句 集 CC 中 的 所 有 子 僻 К 了 满足 
FEC 如 果 存 在 满足 子 句 集 C 的 赋值 ,旧称 C 是 可 满足 的 . 问题 是 ,判断 万 是 
否 是 可 满足 的 ,并 县 当 三 是 可 满足 的 时 候 求 满足 C 的 赋值 T. 

THE C 的 可 满足 性 对 应 于 命题 逻辑 中 合 取 范式 CCNF} 的 可 满足 性 ,由 于 与 
推理 的 直接 联系 ,可 满足 性 晤 命 蚁 雇 辑 和 作 工 智能 中 的 一 个 基本 问题 . 这 个 问题 
E NPR. 

ЖЕЛКЕ (В. Selman) 等 人 对 SAT HEWA PEI RRE] WAWR, EBR 
列 的 改进 策略 ,成 功 地 求解 了 几 千 个 变量 的 困难 的 SAT 实例 . 这 些 策 略 是 针对 
SAT 问题 提出 的 ,同时 又 具有 相当 普遍 的 意义 . 

H 中 不 被 满足 的 子 句 数 作 为 目标 函数 ,把 问题 转 北 成 最 小 化 问题 . 当 目 标 
ЖАЗ РОН), {Нн TN С. WIB T 的 邻 域 是 改变 了 对 -个 变量 的 赋值 所 能 
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得 到 的 所 有 赋值 . 

算法 GSAT: 

输 和 人 :变量 集 V 上 的 子 句 集 ,参数 MAX-FLIPS, MAX-TRIES. 

输出 :满足 C 的 赋值 开 如 果 找 到 的 话 ) 或 “no ”. 

Жі for i= 1 to MAX-TRIES do 

(1-1) 令 了 -对 了 的 随机 赋值 . 

(1-2) for j= 1 to MAX-FLIPS do 

(1-2-1) if T E С then retum Т. 

(1-2-2) RER x 使 得 改变 * 的 值 后 C 中 满足 的 子 钉 数 增加 最 多 . 

(1-2-3) 令 TRE 了 关于 zx 的 值 . 

Ж 2 ewn “по”. 

算法 СЗАТ 与 普通 的 局 部 搜索 算法 有 两 点 不 同 . 第 - ., 在 步 骗 {1-2-2) , 当 有 客 
个 这 样 的 变量 时 ,算法 随机 地 取 其 中 的 一 个 ,这 使 得 搜索 过程 不 是 完全 确定 的 .第 
ЛЖИ FRA Б”. 在 又 步 (1-2-2), 当 渍 足 的 于 钾 数 增加 的 最 大 值 大 于 夫 
时 ,算法 采用 的 是 最 速 下 降 策 格 ; 当 这 个 最 大 值 小 于 等 于 零 时 ,到 达 局 部 极 小 点 . 
普通 局 部 搜索 算法 终止 这 一 轮 试验 ,得 到 一 个 局 部 最 优 解 ,如 果 需 要 的 请 ,再 重新 
下 一 轮 试验 . 而 GSAT 此 时 继续 搜索 , 当 最 大 值 等 于 零 时 .相当 于 做 一 步 * 平 移 ”;* 当 
最 大 值 小 于 零 时 ,相当 于 做 一 步 * 上 和 移动 ”. 实验 表明 , 上 升 移动 是 罕见 的 ,平移 
的 作用 是 跳出 局 部 极 小 点 ,改善 算法 得 到 的 解 . 

由 于 允许 平移 和 上 升 移动 ,算法 不 能 在 局 部 极 小 点 处 自动 终止 搜索 ,为 此 ,. 需 
要 引 作 两 个 参数 控制 计算 的 进程 . 把 从 一 个 初始 茹 值 开 始 到 本 次 局 部 搜索 终止 称 
作 一 次 试验 .MAX-FLIPS 是 在 一 次 试验 中 改变 变量 值 的 最 大 次 数 ,MAX-TRIES 是 多 
许 的 最 大 试 验 次 数 . 经 验 表 明 , MAX-TRIES 取 变 量 数 的 不 大 的 倍数 就 能 了 ,而 
MAX-FLIPS 则 视 合 用 者 打算 花 移 少时 间 去 求 一 个 赋值 ,与 具体 的 应 用 有 关 , 可 以 通 
ILERE. 

шм пр д, GSAT — E El" n”. BE, 5 C 可 满足 时 ,GSAT 不 能 保证 
找到 满足 C 的 赋值 了 ,尽管 出 现 这 种 情况 的 概率 非常 小 .CSAT 是 一 个 不 完全 算法 . 

采用 下 述 策 略 可 以 进一步 改进 算法 GSAT: 

1. 加 权 策 略 

给 每 一 个 子 句 赋 一 个 权 , 目 标明 数 定义 为 不 满足 于 钊 的 权 之 和 . 开始 时 , 子 句 
的 权 初 始 化 为 1. 当 到 达 局 部 极 小 点 时 ,不 满足 子 句 的 权 加 1. 接 下 去 可 以 有 两 种 
机 法 :第 一 种 是 重新 取 一 个 随机 初始 赋值 开始 下 一 轮 局 部 搜索 ,第 二 种 是 继续 接着 
往 下 搜索 . 如 权 的 作用 是 解决 子 句 之 间 的 不 对 称 性 . 局 部 极 小 点 相当 于 一 个 止 
坑 , 通 过 加 权 填 平 凸 坑 Ç 

2. 随机 游 动 策略 

事先 给 定 概率 p(0< р: 1). 在 每 一 步 以 概率 p 执行 随机 游 动 , 即 从 任 一 不 请 
足 的 子 句 中 服 一 个 变量 ,改变 它 的 同 值 . 以 概率 1 - p 执行 标准 的 GSAT 运算 , 即 取 
变量 * ,使 得 < 的 赋值 改变 后 满足 的 子 句 数 增 加 最 多 ,改变 x HEG. 实验 表明 ， 
对 于 随机 3- ЗАТ 实例 (每 个 子 句 答 好 含有 3 个 文字 ), 取 p=0.5 一 0.6 Р. 
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3. 大 步 跳 转 策略 

这 个 策略 也 是 用 来 跳 岂 局 部 极 小 点 . 司法 如 下 ; 当 到 过 局 部 极 小 点 后 ,从 任 -… 
不 满足 的 子 句 中 到 一 个 变量 ,改变 这 个 变量 的 值 . 这 样 可 能 使 一 些 原 先 已 满足 的 
子 条 挛 成 不 满足 的 . 从 这 样 的 子 名 中 任 到 一 个 另外 的 变 基 (不 是 已 经 取 这 的 变 
E ,改变 它 的 值 . 重复 这 个 过 程 ,直到 没有 符合 条 件 的 变量 为 止 . 然后 以 这 个 赋 
值 作为 初始 冉 值 重新 开始 局 部 搜索 . 
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ЖЕ WK (genetic algorithm) ж — НЧИ A PRR REDE. ЧОХ 
FRERE, НВК КЕШЕ t БВ ЖЕ EAER, КЕК" 
的 原则 使 生物 种 群 不 断 进 化 .为 寻求 最 优化 问题 的 解 ,遗传 算法 仿效 这 一 过 程 , 模 
氢 生 物 的 遗传 与 变异 ,采取 适 者 生存 的 原则 而 搜索 到 问题 的 最 优 解 . 

1975 年 Holland 出 版 了 专著 Adaptation in Natural and Artificial Systems, M, П 816 
算法 得 到 了 系统 地 总 结 | IX th Pn ЕИ НЧА T ERRA. 此 后 的 二 十 几 年 
中 ,遗传 算法 得 到 了 迅猛 的 发 展 .在 解决 全 局 优化 问题 方面 ,遗传 算法 显示 了 非常 
广泛 的 应 用 前 景 ,并 已 应 用 到 景 优 控制 .运输 问题 \ 流 动 排 销 员 问题 \, 时 间 表 问题 、 
排序 问题 .生产 计划 ,资源 分 配 .统计 及 模式 识别 等 诸多 领域 . 

在 优化 问题 中 ,如 果 目 标 函 数 是 驳 峰 的 ,或 者 搜索 空间 不 规则 ,就 要 求 所 使 用 
的 算法 必须 具有 商人 度 的 鲁 棒 性 ,以 避免 在 局 部 最 优 解 附 近 徘 知 . 遗 传 算法 的 优点 恰 
好 是 擅长 全 局 搜索 .另外 ,遗传 算法 本 身 并 不 要 求 对 优化 问题 的 性 质 作 一 些 深 入 的 
数学 分 析 ,从 而 对 那些 不 太 训 悉数 学 理论 和 算法 的 使 用 者 来 说 ,无 疑 旺 方便 的 . 


1 遗传 算法 


生物 遗传 物质 的 主要 载体 是 染色 体 .在 跟 传 算法 中 ,染色 体 通 常 是 一 串 数 据 
{或 数组 ) ,用 来 作为 优化 问题 解 的 代码 ,其 本 身 不 一 定 是 钥 . 中 传 算 法 一 般 经 过 这 
样 几 个 过 程 :首先 ,随机 产生 一 定数 目的 初始 染色 体 , 这 些 随 机 产生 的 和 染色体 组 成 
一 个 种 群 .种 群 中 染色 体 的 数目 称 为 种 群 的 大 小 或 种 群 规模 . 然后 ,用 评价 函数 来 
评价 每 一 个 染色 体 的 优 劣 ,也 就 是 计算 染色 位 对 环境 的 适应 程度 { 称 汶 适应 度 ) ,用 
来 作为 以 后 进行 遗传 操作 的 依据 .接着 ,执行 选 笃 过 程 ,其 日 的 是 为 了 从 当前 种 群 
中 选 出 优良 的 染色 体 , 使 它们 成 为 新 一 代 的 种 群 ,判断 染色 体 优 良 与 否 的 准则 就 是 
备 自 的 适应 度 , 即 染 色 体 的 适应 度 越 高 ,其 证 选择 的 机 会 名 越 大 .通过 选择 过 程 , 产 
生 一 个 新 的 种 群 ,再 对 这 个 新 的 种 群 进行 交叉 操作 , 它 是 进 传 算法 中 主要 的 遗传 操 
作 之 一 .接着 进行 变异 操作 ,变异 操作 的 目的 是 控 气 种群 中 个 性 的 密 样 性 ,克服 有 
可 能 限于 局 部 最 优 解 的 弊病 .经 过 上 述 运算 产生 的 染色 体 称 为 后 代 . 然 后 ,对 新 的 
种 群 ( 即 后 代 ) 重 复 进 行 选 择 .交叉 和 变异 操作 ,经 过 给 定 代 数 的 进化 以 后 ,把 最 好 
的 染色 体 作 为 优化 问题 的 最 优 解 . 

有 时 遗传 算法 也 称 为 进化 规划 、 进 化 策略 或 遗传 规划 .虽然 这 些 概 念 的 内 涵 有 
一 定 的 差别 ,但 本 质 上 都 是 基于 进化 思想 的 ,因此 又 统称 为 进化 算法 . 感 兴趣 的 读 
者 可 进一步 阅读 本 篇 后 所 列 的 参考 文献 . 

在 阅读 本 篇 介绍 的 跟 传 算法 之 前 ,提醒 读者 注意 ,本 稍 是 针对 如 下 的 单 目 标 规 
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划 . 才 日 标 规划 以 及 目标 规划 模型 介绍 遗传 算法 的 ,这 里 , 单 晶 标 数学 规划 的 -一 般 
ERRERA 
max/( ж), 
йы а) =0, j= 1,2,0, p (1 
ВЕНУ (к) < 0./ = 2,5, р FEBRAN /( x) 达到 极 大 (有 时 也 
可 能 是 极 小 ), 其 中 x = iran) Ж п ЕВБЕЯ ГНЕ Их) fñ z(x)(; = 1, 
2.… ,5 是 普通 的 实 值 函 数 . 在 同样 的 一 组 约束 条 件 下 ,使 m ARER HIRANI 
到 最 优 的 问题 可 用 多 目标 规划 描述 ,其 一 般 背 式 为 
[PaA ea, (1-2) 
s.t. g (X) = 0,j = 1,2,°=,р, 
EPA = 1,2,6, т) 和 gy(x)() = 1,2,-…,p) АЕ ЖЫ x = (ree 
х.) 的 普通 实 值 函 数 . 根据 决策 者 给 定 的 目标 值 和 优先 结构 . ERE A in SJ А0 — 
般 形式 可 以 表示 为 


т 
min 2 , P, 2 C ugd? + а), 
ісі ш? 


зы) + di dt 2 (1-3) 
ёбх) =< 0, ј = рр 
di,dt > 0, t = 12,7 


其 中 号 为 优先 因子 ,表示 各 个 目标 的 相对 重要 性 , 且 对 所 有 的 9 Р,» Р, wy 是 
对 应 优先 因 - 了 7 的 第 :个 目标 正 偏 差 的 权重 因子 ,好 是 对 应 优先 因子 7 的 第 ;个 目标 
负 匾 差 的 权重 因子 ,zy EHR MA 目标 值 的 正 偏差 ，d; 是 中标 i 偏离 月 标 值 的 负 
22, JÉ n БТЕ, 是 目标 约束 中 的 消 数 ,gg 是 系统 约束 中 的 函数 ,如 E H 
标 i 的 目标 值 ,i 是 优先 级 个 数 ,m 是 目标 约束 个 数 ,p 是 系统 约束 个 数 . 

在 上 面 提 到 的 三 种 数学 规划 模型 中 ,目标 函数 不 一 定 是 单 峰 的 ,可 行 集 也 不 -…- 
定 是 凸 的 .另外 ,值得 一 提 的 是 ,在 上 述 模 型 中 ,认为 不 存在 等 式 约 束 ,正如 在 后 面 
讨论 中 提 到 的 那样 ,等 式 约束 一 般 是 可 以 消除 的 . 


1.1 表达 方式 


在 遗传 算法 中 ,一 个 关键 问题 是 如 和 何 将 一 个 解 表示 成 染色 体形 式 , 即 如 何 编 
码 . 早 期 的 研究 工作 是 将 一 个 问题 的 解 表示 成 二 进 制 向 量 形 式 . 但 对 于 很 多 最 优化 
问题 ,二进制 向 量 表达 方式 经 常 难以 应 用 .于 是 很 多 新 的 编 友 也 就 应 运 而 生 了 . 除 
了 二 进 制 向 量 表达 方式 之 外 , 浮 点 向 量 也 是 常用 的 表达 方 过 . 

一 方面 有 原始 的 解 空间 , 另 一 方面 要 设计 与 之 对 应 的 染色 体 ( 编 码 ) 空间 . 解 
空间 与 染色 体 空间 的 映 庙 应 尽量 满足 一 一 对 应 关系 . 表达 方式 的 好 坏 直 接 影 响 到 
进化 过 程 的 快慢 .一 个 好 的 编码 方式 能 够 更 快 地 找到 最 优 解 ,然而 ,并 没有 -- 个 编 
码 的 一 般 性 指导 藉 则 ,编码 技术 与 其 说 是 科学 ,不 如 说 是 技巧. 

使 用 二 进 制 疝 量 作为 一 个 染色 体 来 表示 解 的 真实 值 , 则 向量 的 长 应 依赖 于 要 
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求 的 精度 .例如 ,假设 在 区 间 [1,3] 上 优化 { 极 大 或 极 小 )- l us РА (z), 
并 要 求 最 扰 和 解 的 精度 为 小 数 点 后 六 位 , 显然 ,变量 * 的 可 行 集 是 长 度 为 > 的 区 间 ， 
于 是 ,为 使 精度 达到 小 数 点 后 六 位 ,该 区 间 [1,3] 至 少 应 分 成 2000 000 等 份 . 世 就 是 
说 , 若 区 间 [1,3] 由 这 些 等 分 点 代替 , 则 在 这 些 离 散 点 了 找到 的 最 优 解 的 精度 可 达 
到 小 数 点 后 六 位 .由 于 

1 048 576 = 220 < 2 000 000 < 2! = 2 097152, 
我 们 必须 采用 21 位 的 二 进 制 向 量 去 宕 示 上 述 问 题 的 解 , 这 出 意味 着 将 把 区 同等 分 
成 2097 151 份 . 记 这 样 的 二 进 制 向 量 为 C6wb1o…&150) ,所 有 这 样 的 二 进 制 向 嫩 构 
成 一 个 编 说 空间 .该 编 妈 空间 可 按 奶 下 方式 鼎 射 到 区 间 | 1.3] E: 

步 1 HEH abo biba) 转化 为 十 进 制 数 ， 


20 
(< babiat 65) = ( > 5 И 2*) ә = x. 
keù 


F.i] 
#2 由 于 x' ЖРО 与 > у2* = 2”-1 Ж пр a 按 如 下 方式 映射 
kağ 
到 区 间 [1,3] 上 得 到 х, 
х= 1+ (3-1) Я. 


_ 1 

其 中 上 为 左边 界 ,3 为 右边 界 ， 

这 意 球 着 , 若 希 望 在 区 岂 [1,3] 上 找到 精确 到 小 数 点 后 六 位 的 最 优 和 解 , 昌 可 在 
21 位 的 一 进 制 向 量 中 找 出 一 个 来 表示 这 个 最 优 解 ， 

但 合用 二 进 制 代码 的 必要 性 已 经 受到 了 一 些 批评 . 1 求解 复杂 会 化 问题 时 ,一 
进 制 向 晤 表达 方式 有 时 不 太 方 便 , 另 一 种 表示 方法 是 腹 衣 点 向 基 ,每 一 个 染色 体 贞 
一 个 浮 点 向 量 表示 EFFE ESE RL AA x = proa) ERAEN 
题 的 解 ,其 中 л 是 维 数 , 则 相应 的 淮 色 体 了 电表 了 为 V = larant ag). 


1.2 АЫЛ 


在 遗传 算法 中 ,如 果 设 计 的 初始 化 过 程 产生 了 非 可 行 的 染色 栖 , 或 者 以 后 的 遗 
传 探 作 产生 了 非 可 行 的 后 代 , 应 该 如 何 处 理 这 种 情况 呢 ? 

1. 删除 等 式 约 束 

在 数学 规划 模型 中 ,车 等 式 约束 存在 ,一 般 来 说 ,任何 的 遗传 操作 都 不 可 能 产 
生 可 行 的 后 代 . 当 存 在 一 些 等 式 约束 ,例如 ,名 (xy) = 0.k = 1,2,… ,9; 可 羽 通 这 解 
这 些 幼 束 构 成 的 方程 给 ,用 其 它 的 变量 闭 换 其 中 的 4 个 变量 ,以 消除 9 个 等 武 约 


束 .例如 ,不 失 一 般 性 ,其 前 4 个 变量 通过 解 方程 组 得 到 如 = Aalaga gart Na) 
k = 1;,2,…，,9, 则 可 以 将 最 优化 模型 中 的 变 重 x ,x;,… 由 其 它 变量 表示 ,于 基 
原 问题 化 成 一 个 (n - q) 维 的 只 有 不 等 式 约束 的 新 问题 . 

2. 拒绝 策略 

当 产 生 非 可 行 解 时 ,拒绝 策略 会 弃 所 有 的 非 可 行 解 . 当 可 行 域 为 同 集 时 ,这 种 
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方式 通常 是 有 效 的 .然而 , 当 可 行 集 非 凸 时 ,也 许 由 非 可 行 解 到 达 最 乱 解 更 “容易 ”， 
所 以 拒绝 策略 也 未 必 总 是 好 策略 ， 

3. ESAR 

当 产 生 非 可 行 解 时 ,可 以 通过 某 种 方式 将 非 可 行 解 化 成 .个 可 行 解 .对 于 一 些 
组 合 优化 问题 ,此 种 策略 是 有 效 的 .然而 它 的 缺点 是 算法 与 问题 有 关 , 且 由 非 可 行 
解 到 可 行 解 的 转化 过 程 也 未 必 容 易 设计 . 

4. 改善 过 传 算 子 策略 

有 时 可 以 对 给 定 的 问题 采用 一 些 特殊 的 表达 方式 和 特别 设计 的 算 子 以 保证 后 
代 的 可 行 性 . 

5. ЖИ 

对 于 某 些 约 束 问题 ,遗传 算 子 会 产生 大 量 的 非 可 行 解 . 当 约 东 集 足够 复杂 时 ， 
也 许 上 述 策略 不 能 保证 后 代 的 可 行 竹 .于 是 可 以 采取 惩罚 策略 ,这 非常 类 似 于 非 线 
性 规划 技术 中 的 惩罚 画 数 法 .惩罚 策略 的 关键 问题 是 设计 … T'AFTIPSSR р(х), € 
将 巡 使 址 传 搜索 由 非 可 行 解 走向 最 优 解 .然而 ,并 没有 一 个 - - 般 性 的 设计 惩罚 函数 
的 指导 原则 .说 计 惩罚 函数 依 来 于 原 问 题 的 性 质 ,例如 ,对 十 最 优化 问题 4 二 可 
Ш М ЖЕТ B$ A 

р(х) = 23 - (x), 
BP AAA 是 p 个 常数 ,而 
一 0, gix) = 0, | 
g) = [° gO), glx) >0 人 

于 是 原 约 束 优化 问题 变 成 一 个 无 约束 优化 问题 , 即 max[ f(x) + р(х) ]. 

最 后 值得 注意 的 是 ,在 设计 程序 时 ,应 当 注 意 到 一 些 隐 合约 东 , 即 有 些 点 虽然 
是 可 行 解 ,但 不 可 能 是 最 优 解 .例如 ,数学 规划 模型 

max expl- 2*) 
的 可 行 集 是 全 体 实数 R. 但 是 , 通过 数学 分 析 可 以 确认 , 最 优 解 一 定 在 区 间 
[— 5, + 5] 上 .所 以 ,为 减少 程序 的 搜索 空间 ,应 当 增 加 约束 
-5 = x = 5. 

jk — RA Н ЛЕА ЕЕ, НРС o ЕАН ph WE [B] АШ Н ДЕШИҢ. ВАЕ, ЖТ] 
能 地 增加 隐 售 条 件 以 减少 搜索 空间 ,可 以 大 大 加 快 求解 问题 的 进化 过 程 . 


1.3 ЖЛЕ 


定义 整数 点 作 为 种 群 规 模 , 即 染色 体 的 个 数 ,并 且 随 机 产生 м ТЕЖ. 
一 般 情 咒 下 ,由 于 优化 问题 的 复杂 福 , 解 析 地 产生 可 行 的 染色 体 是 困难 的 .此 时 ,可 
以 采用 下 述 两 种 方法 之 一 作为 初始 化 过 程 . 具体 实施 时 依 加 于 事先 能 够 提供 的 信 
第 一 种 方法 。 设 决 策 者 能 够 给 出 可 行 集中 的 一 个 内 点 . 记 为 Yo, 定义 一 个 足 
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ВО M, RERE RERE oni. I K М 不 仅 在 初始 化 过 程 中 使 
用 而 且 也 在 变异 操作 中 使 用 .注意 此 大 数 М 的 选择 是 与 优化 问题 有 关 的 . 按照 下 
面 的 方法 产生 N TREIE E R 中 ,随机 选择 一 个 方向 4, 如 果 Vo + MAETI 
AAR, W У = Vo+ 作为 一 个 染色 体 , 否 旭 , 置 烤 为 0 各 之 间 的 一 个 随机 
数 , 直 到 Vo + Md 可 行为 上 .由 于 入 是 内 点 ,所 以 在 有 限 步 内 可 以 找到 满足 不 等 式 
约束 的 可 行 解 .重复 以 上 过 程 六 次 ,从 而 产生 个 初始 染色 栖 V, V... Vy. 
第 二 种 方法 。” 如 果 决 策 者 不 能 给 出 这 样 的 内 点 ,但 可 以 确定 一 个 包含 最 优 解 
(不 一 定 是 整个 可 行 集 ) 的 区 域 .显然 ,在 任何 捕 训 下 ,只 更 不 介意 所 给 区 域 过 大 ， 
决策 者 总 能 提供 这 样 的 区 域 ,一般 情况 下 ,把 该 区 域 设计 战 一 个 易于 抽样 的 形状 ， 
如 可 以 设计 成 一 个 п 维 超 立 方 体 .从 这 个 超 立 方 体 中 产生 一 个 随机 点 ,并 检验 其 可 
行 性 ,如果 证 行 , 则 作为 一 个 染色 体 , 知 则 ,从 超 立 方 体 中 重新 产生 随机 点 ,直到 得 
到 可 行 解 为 止 .顺便 说 一 句 , 只 要 所 产生 的 是 随机 整数 ,这 种 方法 同样 也 适合 组 合 
优化 问题 .重复 以上 过 程 站 次 , 则 得 到 站 个 初始 可 行 的 染色 蛋 F, V... Vy. 


1.4 FRAK 


评价 函数 (用 eval( V) 表示 ) ШЖ ЖН РИ ЕЕ iv s Ik Y 设 定 一 个 概率 ,以 
使 该 染色 体 被 选择 的 可 能 性 与 其 种 群 中 其 它 染 色 体 的 适应 性 成 比例 ,染色 体 的 适 
应 性 越 强 ,被 选择 的 可 能 性 也 应 越 大 ， 

第 一 种 方法 是 设 目 前 该 代 中 的 染色 体 为 V I. И, 65, yw, 根据 染 色 体 的 序 进行 
再 生 分 配 , 而 不 是 根据 其 实际 的 目标 值 . 贡 论 何 种 数学 规划 ( 单 目 标 、 多 目标 或 目标 
规划 } 都 可 以 作 一 合理 假设 , 即 在 染色 体态 , 访 ,… Vy 中 ,决策 者 可 以 给 出 一 -个 序 
的 关系 ,使 染色 体 由 好 到 坏 进 行 重 排 , 也 就 是 说 ,一 个 染色 体 越 好 ,其 序号 越 小 . fn 
如 ,对 于 单 目标 极 大 化 问题 ,染色 体 所 对 应 的 且 标 值 越 高 ,说 明 该 染色 体 越 好 ;对 于 
多 目标 规划 问题 ,也 可 所 定义 一 个 偏好 藻 数 去 评价 和 染色体; 对 于 自 标 规划 ,将 采用 
如 下 的 序 关 系 重 排 染 色 体 ;如 果 两 个 染色 体 在 高 优先 级 上 目标 值 相 等 , 则 在 当前 优 
先 级 上 目标 值 小 的 染色 体 为 优 ;如 果 两 个 染色 体 在 所 有 优先 级 上 目标 值 都 相同 , 则 
这 两 个 染色 体 是 一 样 的 ,于 是 可 以 随机 可 排 它们 .后 面 将 通过 一 些 例 子 来 说 明 这 一 
点 . 设 参数 a € (0,1) 给 定 ,定义 基于 序 的 评价 函数 为 

eval V) = efl- а), Gi = 1,2,5, М. 
这 里 1 = 1 意味 着 该 染色 体 是 最 好 的 ,i = NN 说明 是 最 其 的 ， 

第 二 种 方法 是 通过 对 适应 度 的 适当 缩放 调整 ( 称 为 近 应 度 定 标 ) 来 设计 评价 
РАЖ. Н А б, ne. ,jn( 即 染色 体 Vi, attt Уң 各 АЕА) а АЕ А Е. 
Goldberg[ 3] 提出 了 一 种 线性 适应 度 定 标 方 案 ， 

f'i= a + b, i= 1 
其 中 ү, ,为 新 的 适应 度 ,a 和 户 为 参数 .这 种 方法 实际 上 做 定 司 用 者 了 解 目标 郴 数 
的 性 质 ,从 而 才能 设计 合理 的 参数 a 和 5. 在 这 种 情况 下 , 汪 价 函数 定 尽 为 


Ж 
eval( У) = fD i= 12 有 
Jai 
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第 三 种 方法 是 基于 指数 适应 度 的 评价 函数 , 它 介 于 基于 序 的 评价 函数 和 线性 
适应 度 定 标 上 方案 之 间 . 首先, 定义 三 个 优先 参数 pi.po 和 pst0 < py <po<p <)， 
以 确定 三 个 临界 数 au 和 (R B T N TPO К НУО) ,使 在 目前 
的 NW 个 染色 体 构 成 的 集合 中 分 别 有 { N) ,Cpo МУ fü( p; N) 个 染色 体 的 目标 
值 分 别 小 于 шу. ио 和 и). 

对 极 大 化 问题 ,原来 的 适应 度 = BERE e! 2 0.37, uo BESTE 1, о ВЕН] 2 - 
e`! <= 1.63, 则 原来 的 适应 度 w 和 指数 适应 麻 ， ZAREN 


uú — Ho 
ep( - у=). ü < ш 


и = 


в – ш 
А, У ТЕРЕН РАЯ, 


ЕН - 
еха V. = uf ушу, i= l,e, N, 
1 


IEP w; 分 别 是 染色 体 V, 各 自 的 指数 适应 度 . 
除 此 之 外 ,还 有 许多 类 一 的 评价 散 数 ,有 兴趣 的 读者 订 参 阅 有 关 的 参考 文献 ， 
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选择 过 程 是 以 旋转 赠 转 MAERA. ЖИЕК ЖЕЛЕ A S P AEE A В, 
体 . 财 轮 撤 每 个 染色 体 的 适应 度 来 选择 染色 体 . 无 论 使 用 哪 -种 评价 函数 ,选择 过 
程 总 可 以 陈述 如 下 . 

步 1 对 每 个 染色 体 V, 计 算 累 积 概 率 qi, = 0,1,2,… N, 


N = Ü, 
q: = Deak), i= LRN. 


#2 MEAO, gyl 中 产生 一 个 随机 数 r. 

步 3 gacra g MERS TREVO = ¿= N). 

Жа 重复 步 2 和 步 3 共 NN 次 ,这 样 可 以 得 到 N ВУЖ. 

在 上 述 过 程 中 ,并 没有 要 求 满足 条 忻 as = 1. 事实 上 ,可 以 将 所 有 的 gq:,i = 1, 
2, N КЫ qn 使 得 qn = 1. 新 得 到 的 概率 同样 与 适应 岩 成 比例 .只 要 椒 介 意 概 率 
方面 解释 上 的 困难 ,这 一 -点 并 没有 在 进化 过 程 中 产生 在 何 影 响 . 


1.6 ЖХ ТЕ 
首先 定义 参数 p. ЕЗИНЕ Е ,这 个 概率 说 明 种 群 中 有 期 望 值 为 P.N 


P BIER EITE RE. 
HAET, ДА i = 1 到 NW 重复 以 下 过 程 : 从 [0,1] 中 产生 随机 数 
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r MPR r < P., 则 选择 作为 一 个 父 代 . 
用 WP 表示 上 面 选择 的 父 代 ,并 把 它们 随机 分 成 下 面 的 对 
(V. Vr), (Уз, Fa), (Vs Valon, 
HER AGAT, Ж Яр ER E A A w E — T а K LA {Ж EPS 
PURRE FEL V o Vo 为 例 解 释 怎 样 对 上 面 所 有 的 对 进行 变 叉 操作. 

第 一 种 方式 是 简单 交 显 , 设 染色 体 V = (apanan) Va = (bpb 
bn) 随机 产生 两 个 介 于 1 与 ПЕЈАЧ У а С < 后 .通过 变换 染色 性 六 | 和 
V ;的 第 j 至 第 上 个 基因 来 形成 两 个 后 代 , 即 

А = 【 бс, була, а), 
Y = (з, а, уар, Бус. 6). 

= hy KER N ЖЗ. Ж, БЕСС АЈ (0,1) 中 产生 一 个 随机 数 <, 然 后 ， 

按 下 列 形式 在 入 | 和 入: 之 冯 进 行 交 及 操作 ,并 产生 如 个 的 两 个 后 代 X fn Y, 

Х= е W i +(1-c)+ Ka, Yad- Vrte' у. 

如 果 可 行 集 是 凸 的 ,这 种 凸 组 合 交 叉 运 算 在 两 个 父 伐 可行 的 情况 下 ,能够 保证 两 个 
后 代 也 是 可 行 的 ,但 是 ,在 许多 情况 下 ,可 行 集 不 一 定 是 此 的 ,或 很 准 验 证 其 同性 ， 
此 时 必须 检验 每 一 后 代 的 可 行 性 ,如果 两 个 后 做 均 可 行 , 则 用 它们 民 符 其 父 代 , 否 
则 ,保留 其 中 可 行 的 (如 果 存 在 的 话 ), 然后, 产生 新 的 随机 数 ,重新 进行 交叉 操 
作 ,直到 得 到 两 个 可 行 的 后 代 或 循环 给 定 次 数 为 止 .无 论 如 何 ,公用 可 行 的 后 代 取 
кж. 

当 新 产生 的 后 代 不 可 行 时 ,也 夏 以 采取 一 些 修 复 策 略 使 之 变 成 可 行业 色 体 . 


1.7 变异 操作 


定义 参数 P. 作为 遗传 系统 中 的 变 蜡 概率 ,这 个 概率 表明 ,种 群 中 和 将 有 期 望 盾 
为 PN 个 染色 体 用 来 进行 变异 操作 . 

类 似 于 交叉 操作 中 选择 父 代 的 过 程 , 由 : = 1 到 ,重复 下 列 过 程 :从 区 六 [0， 
1] 中 产生 随机 数 ", 如 果 r < Pa MARRET 中 作为 变异 的 父 牧 .对 每 -- 个 选择 
HAIE, H F = (x xm 如) 表示 , 按 下 列 方法 进行 变异 ， 

第 一 种 方式 是 首先 选择 一 个 介 于 1 与 a 之 间 的 变异 点 大, 然后 在 区 回 { >ë", 
хр) 上 随机 产生 一 个 随机 数 z, НН хте Я ті" А АСЕЕВ Е РУ 6 
PREIE V РЕВЕ ТЕЧ а ЕДЙ FV "= 和 x k Fat 
хл). 

第 二 种 方式 是 在 В РВЕ ЛЕУ, ШЕ V + Md 是 不 可 行 的, 那 必 , 置 
M зой 盯 之 间 的 随机 数 , 直 到 其 可 行为 止 .其 中 是 在 初 妨 花 过 程 中 定义 的 一 
个 足够 大 的 数 . 如果 在 预先 绽 定 的 达 代 次 数 之 内 没有 找到 可 行 解 , 则 置 时 = 0. 无 
论 M 为 何 值 ,总 用 

А = V+ Md 
代替 v. 
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1.8 ”遗传 算法 程序 


经 过 选择 、 交 丸和 变异 操作 ,得 到 一 个 新 的 种 群 ,准备 进行 下 一 代 进 化 .对 上 述 
步 又 经 过 给 定 的 循环 次 数 之 后 ,遗传 算法 终止 .对 一 般 优化 问题 ,遗传 算法 可 以 妇 
纳 如 下 : 

遗传 算法 程序 : 

输入 参数 N, Po Pai 

通过 初始 化 过 程 产生 ДА. 

重复 : 

对 染 鱼 体 进行 交叉 和 变异 操作 ，; 

计算 所 有 染色 体 的 评价 函数 ; 

根据 某 种 抽样 机 制 选择 染色 体 ; 

直到 请 足 终止 条 件 . 

大 家 知道 ,最 好 的 染色 体 不 一 定 出 现在 最 后 一 代 中 ,所 以 在 进化 开始 ,必须 把 
最 好 的 染色 惧 保 留 下 来 , 记 为 WW, 如 果 在 新 的 种 群 中 又 发 现 了 更 好 的 来 色 体 , 则 用 
它 代替 原来 的 染色 体 Vo. 在 进化 完成 之 后 ,这 个 染色 体 就 可 以 看 烘 是 优化 问题 的 
解 . 


2 遗传 算法 与 上 升 法 的 比较 


上 升 法 是 非 线 性 规划 求解 技术 ;直接 法 、 梯 度 法 和 黑 塞 (Hessian) 法 的 通称 ,上 
升 法 首先 在 最 优 解 可 能 存在 的 地 方 选 择 一 个 初始 点 ,然后 通过 分 析 目 标 镜 数 的 特 
性 .由 初始 点 移 到 一 个 新 的 点 ,然后 再 继续 这 个 过 程 直至 找到 最 优 解 .为 了 更 好 地 
理解 遗传 算法 ,现在 把 上 升 法 和 遗传 算法 作 一 比较 . 

上 升 法 的 搜索 过 程 是 确定 的 ,通过 产生 一 系列 的 点 收敛 到 最 优 解 (有 时 是 局 部 
最 优 解 ) ,而 遗传 算法 的 搜索 过 程 是 随机 的 , 它 产 生 一 系列 随机 种 群 序 列 . 二 者 的 主 
要 差异 可 以 归纳 如 下 两 点 : 

(1) 上 升 法 的 初始 点 仅 有 一 个 ,由 决策 者 给 出 ;遗传 算法 的 初始 点 则 有 多 个 
{ 即 初始 种 群 ) ,随机 产生 . 

(2) 通过 分 析 上 自 标 函数 的 特性 ,上 升 法 岂 土 一 点 产生 一 个 新 的 点 ;个 传 算法 逻 
过 址 传 操作 ,在 当前 的 种 群 中 经 过 交叉 .变异 和 选择 产生 下 一 代 种 群 . 

对 同一 优化 问题 ,遗传 算法 所 使 用 的 机 时 比 土 升 法 所 花 淡 的 机 时 要 多 得 多 . 丛 
遗传 算法 可 以 处 理 一 些 上 升 法 不 能 解决 的 复杂 的 优化 问题 . 胃 外 ,遗传 算法 目前 还 
不 能 处 理 大 规模 的 问题 . 

我 们 已 将 遗传 算法 编写 成 语言 程序 .在 后 面 给 出 的 数值 例子 中 ,所 使 用 的 参 
数 如 下 :种群 规模 为 30, 交 丸 概 率 为 0.2, 变 异 概率 为 0.5, 而 评价 函数 中 的 参数 a 为 
0.05. 遗 传 算法 常常 因为 这 些 参数 的 设置 受到 各 种 各 样 的 批评 . 遗传 算法 对 于 这 些 
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АТОИ EIER ИВО, ПК ik ЖБ] ВТЕ Л В K K BS. 
例 1 单 目 标 规划 .考虑 非 凸 集合 二 的 优化 问题 


x1%2 33 


тах fix) = - 
А Zaag + Irisi + 20203 + xjeri) 


sta? + x3 + xŠ > 1, 

4? + х3 + xš = 4, 

Xl X2 X; > Ü. 

СА Н En ЮЖ ЕНУ КЇН 5 f(x) = 0.1537, 2-1 
中 的 阴影 部 分 表示 可 行 集 在 x; = 0 ЖУ А. 从 
图 中 可 以 看 到 ,可 行 集 显 然 是 非 后 的 . 

下 面 用 避 传 算法 求解 此 问题 ,用 染色 体 
V = (жу. 22. 53) 来 作为 解 的 代码 . + @ i$ 
V = (xi, za, xa) 的 可 行 性 由 下 面 的 检验 函数 检验 ， 

WRC = 0 || x; = 0 || лз = 0) E 0; 

Ш (хт + x + 3 < 1),3iEP] 0; 

(ы +2 + xŠ > 4) 3580; 21 
其 中 检验 函数 值 0 表示 不 可 行 ,1 表示 可 行 .容易 知道 可 行 集 包含 于 下 列 超 几何 体 
中 


[Ж 


О = (xi 22 rL) 10 = ху = 2,0 = x; = 2,Ü = x, = 2|. 
TEREFE yh k PF ВЗЕН JL D k Р HHE , Pin, Ez 
x = u(0,2), я = u(0,2), x = u(0,2), 

其 中 函数 nta,8) 用 来 产生 区 间 [a,58] 上 的 均匀 分 布 的 随机 数 . 如 果 这 个 染色 体 不 
可 行 , 则 拒绝 接受 ,重新 产生 一 个 新 的 染色 体 ;如 果 产 生 的 染色 体 可 行 , 则 接受 它 必 
为 种 群 的 一 各 成 员 . 经 过 有 限 次 抽样 以 后 ,得 到 30 个 可 行 的 染色 体 ;: 

V, = (0.3903,0.6723,1.2507), У, = (0.9167,0.2930.0.3297), 

V, = (0.2373,0.1267,1.7370), V, = (0.8523,).9683,1.4477), 

V; = (0. 1280,0. 8337,1. 1807), V, = (0.3283.0.6830,1.8263), 

V; = (1.1223,0.6363,1.2303), V, = (0. 5020.0. 8447,1.0840), 

V, = (0.0490,1.7077,0. 2813), Vio = (0.5613.0. 5450, 1.6013), 


Vo = (1. 1430,0. 6000,0. 3623), Vi, = (1.6243.1.0153,0. 5573), 
Vi = (0.7953,1.3563,1. 1223), Уш = (0. 1240.1.7903,0. 5393), 
Vis = (1.2320,0.0733,0.9930), Fis = (1.4473,1.3397,0. 2947), 
V. = (0.3960,0.6173,1. 2623), Vis = (0. 5420,0. 4000, 1.6593), 
У = (0. 1517,1.0047,0. 5590), V = (1. 2550,1. 2957,0. 6413), 


Va = (0. 1313,0. 8217,1.4523), Vn = (0.2383,1. 2930,0.3637), 
У = (1.3047 ,0. 4163,0. 4673), Ум = (1.7893.0. 5220,0. 4343), 
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Vs = (1.1910,0.1460,0.5890), Ум = (0.6023,1.3187,0.3897), 
Va = (0.9907,0.8447,0,9030), Уз = (0.7467,1.2017,1.0873), 

V.o = (0.9263,1.5153,0.0503), Ум, = (0.0823,0.1867,1.1217). 
直接 计算 ,得 到 如 于 前 初 始 适 应 度 的 值 , 即 目标 值 : 

ОУ) =0.027, fV) = 0.0674, AV) = 0.0854, 

A Vap = 0.1277, A Va) = 0.0082, AV) = 0.0, 

JEV = 0.1482, Ду.) = 0.0906, AV) = 0.0022, 

JF Yw) = 0.1144, ЖУ) = 0.0539, A Vo) = 0.0663, 

fO Va) = 0.0971, АУ) = 0.0068, AVi) = 

A V) = 0.0197, AVi = 0.0792, (Vie) = 0.1269, 

JEV) = 0.0170, У) = 0.0711, ДУ) = 0.0071, 

F Va) = 0.0215, AV.) = 0.0784, У) = 0.0616, 

F Ум! = 0.0560, КУ) = 0.0327, КУ) = 0.1275, 

F Va) = 0.1063, A Vy) = 0.0006, ХУ) = 0.0158. 
Ыр Ж, HE v, 是 其 中 最 好 的 和 染色体, 而 染色 体 v. 是 其 中 最 差 的 ,在 此 
次 进化 中 ,保留 染色 体 У,у Vo 如 轩 在 以 后 和 的 进化 过 程 中 发 现 比 V, 更 好 的 染 
Ж, WAER vo 根据 染色 体 的 目标 值 , 册 好 到 坏 重 排 染 色 体 如 下 ; 

F’ = (1.1223,0.6363,1.2303)( V.), V'a = (0.8523,0.9683,1,4477)( У,), 
У": = (0.9907,0.8447,0.9030)( Vy), V's = (0.5420,0.4000,1.6593)( Vig), 
V's = (0.5643,0.5450,1.6913)( Ун), Y's = (0.7467,1.2017,1.0873)( Уш), 
V, = (0.7953,1.3563,1.1223)( Via), V'a = (0.5020,0.8447,1.0840)( Vs) , 
V'o = (0.2373,0.1267,1.7370)( Уз), Ио = (0.3960,0.6173,1.2623)( Viy), 
V'a = (1.3047,0.4163,0.4673}{ Vn), V'a = (0.3903,0.6723,1.2507)( V1), 
V'i = (1. 2550, 1.2957,0.6413)( Ум), Уа = (0.9167,0.2930,0.3297)( F3), 
V's = (1.6243,1.0153,0. 5573} У), V'i = (1.7893 ,0. 5220,0. 4343) ( Vu), 
Уо = (1. 1910,0. 1460,0. 5890) Yz}, VY = (1. 1430,0. 6000,0. 3623)( VD 
V'i = (0. 3283,0. 6830,1. 8263) ( Va), У'» = (0.6023, 1. 3187,0. 3897) ( Vy). 
V'a = (F. 2320,0. 0733,0. 9930) Fis}, V'a = (1.4473, 1.3397,0.2947){ Vis), 
Vp = (0. 2383,1.2930,0. 3637) ( Va}, V’ = (0.1517, 1.0047 ,0. 5590) ( Vi), 
V'a = (0.0823,0. 1967,1. I7) (У), V”; = (0. 1313,0. 8217, 1.4523) Va), 
V'a = (0. 1280, 0. 3337,1. 1807)( V5), У'» = (0.1240, I.7903,0. 5593){ Fia)» 
V'a = (0.0490, 1.7077,0.2813)( Vo), У'» = (0.9263,1.5153,0.0503)( Уш). 
RRETARA a = 0.05, 
eva V'i} = 0.05 x (1 - 0.05), is 12o, N. 


" 
= 


Н 


于 是 得 到 
gı = 0.0500, 2, = 0.0975, q; = 0.1426, q, = 0.1855, qs = 0.2262, 
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qe = 0.2649, q+ = 0.3017, gs = 0.3366. дә = 0.3098, qa = 0.4013, 


qu = 0.4312, фу; = 0.4596, qn = 0.4867, gu = 0.5123, gis = 0.5367, 
йв = 0.5599, 1 = 0. 5819, в = 0.6028, дю = 0.6226, qa = 0.6415, 
qa = 0.6594,» = 0.6765, qa = 0.6926, gu = 0.7080,45 = 0.7226, 


qa = 0.7365, gq = 0.7497, ga = 0.7622, qo = 0.7741, фу = 0.7854. 

ВЕЕ ЖЕК ИЕ 30 次 .首先 由 计算 机 在 区 间 (0. qwl) = (0,0. 7854] 上 产生 
随机 数 ,得 到 0.0328 ,其 大 于 до = 0, 而 小 于 gq = 0.0500, 所 以 选择 染色 体 V’ (V) 
作为 新 种 群 的 一 名 成 员 . 第 二 次 产生 的 随机 数 为 0.1284, 大 于 фо = 0.0975, 而 小 于 
йу = 0.1426, 所 以 V',( 也 被 选中 .经 过 30 次 选择 之 与 ,得 到 一 个 新 的 种 群 

V", = (1.1223,0.6363,1.2303), У”, = (0.9907 0. 8447 .0.9030) ， 

V", = (0.7467,1.2017,1.0873), И”, = (1.1223 0.6363,1.2303)， 

V”, = (0.9167,0.2030,0.3297), М", = (0. 5420,0. 4000,1.6593), 

V", = (0.9167,0. 2930,0. 3297), У”; = {0.8523 .0).9683,1.4477), 

У" = (1.3047 ,0.4163,0.4673), V" = (0.9263.1. 5153,0. 0503), 

V* = (0.0823,0. 1867,1.1217), У" = (0.5020.0.8447, 1.0840), 

У" = (0.9263,1.5153,0.0503), V”, = (0.9263.1.5153,0. 0503), 

К^ = (0.3960,0. 6173, 1.2623), V”, = (1.7893.0. 5220,0. 4343), 

V". = (0.8523,0.9683,1.4477), V", = (0.9263.1.5153,0.0503), 

К” = (0. 6023,1.3187,0.3897), У" = (0. 1313.0, 8217, 1.4523), 

V”, = (0.9263,1.5153,0. 0503), V”, = (1.3047.0.4163,0.4673), 

"а = (1.1223,0.6363,1.2303), У", = (1.6243.1.0153,0. 5573), 

V”, = (1.1910,0. 1460,0. 5890), У" = (0. 9907.0. 5447,0. 9030), 

К" = (0.1517 ,1.0047,0.5590), WV“, = (1. 1223,0. 6363, 1.2303), 

V”. = (0.0490,1.7077,0.2813), V”, = (1.6243.1.0153,0. 5573). 
接着 ,对 新 的 种 群 进 行 遗 传 操 作 , 即 交叉 和 变异 操作 ,交叉 概率 P. = 209, ПЕВНЕ 
均 有 6 个 染色体 进行 交叉 操作 .从 区 间 [0,1] 上 产生 随机 数 , 得 0.6437, 大 于 P. = 
0.20, 第 一 个 染色 体 Y” 没有 选中 ,第 二 次 产生 的 随机 数 为 0,1256, 小 于 只 = 0.20, 
第 二 个 染色 体 т”, 被 选中 用 来 作为 交叉 操作 的 一 个 父 代 .这样 ,经 过 3 和 0 次 ,选中 0 
个 染色 体 


H 


H 


K'a Vp V” У.У”, Va Vs Усы, Усу, Уза, 
将 它们 随机 分 成 五 组 
(了 
由 于 被 选中 的 染色 体 是 偶数 个 ,所 以 容易 配对 ,车 是 青 歼 个 .只 需 去 掉 一 个 如 亲 ., 通 
过 交 昌 操作 ,得 到 如 下 的 一 个 种 群 
ҮҮ”, = (1.1223,0.6363,1.2303), K^ = (0. 5631.0. 6812,1. 1614), 
V”, = (0. 6068.0. 6540,1.4781), У, = (1.0155,0. 6722,1. 2051), 
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V”; = (0.9167,0.2930,0. 3297), V” = (0.6818,0.9477,1.2685), 
V” = (0.9167,0.2930,0.3297), V” = (0.8523,0.9683,1.4477), 
Y” = (1.3047 ,0.4163,0. 4673), У” = (0.9263, 1. 5153,0. 0503), 
У = (0.0823,0.1867,1.1217), У”, = (0. 6088,0. 8088,1. 1092), 
Y 3 = (0. 9810,1.2702,0.3794), V”, = (0. 9263,1. 5153,0. 0503}, 
V”is = (0. 8236,0. 7808,1.0040), У” = (1.6400,0. 6222,0. 4287), 
V = (0. 8523,0. 9683,1.4477), У” = (0.9263, 1. 5153,0. 0503), 
Мо = (0.7517 ,1.2184,0. 3953), У = (0. 1313,0. 8217,1. 4523), 
V”a = (0.9263, 1.5152,0.0503), V”, = (1. 3047,0. 4163,0. 4673), 
V” = (1. 1223,0.6363,1.2303), V”, = (1.6243,1.0153,0. 5573), 
V” = (1.1910,0. 1460,0.5890), V” = (0.9907,0. 8447,0. 9030), 
Ү”» = (0. 1517,1.0047,0. 5590), V”, = (1.0677, 0. 8814,0. 9013), 
У = (0.0490, 1.7077,0.2813), V”, = (1.6243,1.0153,0. 5573). 
ATEX AE, ААТ, 8 A TEER E HEA РЕ НЕ ВЕ 
变异 操作 : 


il 


№ 


Н 


ИИ, И И И, Vo "з, Иа V, 
Кы, и V o И Vn М, К л. 
在 È 中 ,随机 产生 一 个 方向 d = (0.1130, – 0.072,0.1279) ,在 这 个 方向 上 ,对 染 
Eik vU 进行 变异 .不 妨 取 M у 10, 检 验 
V+ Md = (2.2523, - 7.4357,2. 5093), 
知 其 不 可 行 .从 0 到 NY 之 间 产 生 的 一 个 随机 数 为 0.2345, 置 И = 0.2345. 检 验 函 数 
显示 
V” + Md = (1.1488,0.4470,1.2333) 
是 可 行 的 .所 以 用 {1.1488 ,0.4470,1.2333) 代替 
К”, = {1.1223,0.6363,1.2303). 
经 过 变异 操作 ,得 到 种 群 
Vs" = (1.1488,0,4470,1.2333), V=% = (0.5631.0.6812,1.1614), 
Ү””, = (0.1701,0.6540,1.4550), Vm = (0,9978,0.6722,1.2077), 
VU, = 【0.9167 ,0. 2930,0.3297)，Y = (0.6818,0. 9477,1. 2685), 
V*" = (0.9811,0.2930,0.1346), V” = (0.8523,0 9683,1.4477), 
V” = (1.3047,0.4163,0,4285), V" io = (0.8192,1.5153,0.0503), 
Ү”" = (0.0823,0.1867,1.1217), V"” = (0. 6088,0. 8088,1. 1092), 
Ya = (0.9810, 1.2702,0. 6591), V*" = (0. 1878,1. 5153,0.0503), 
VU” = (0. 8236,0. 7808,0. 7472), У" = (1.7911 ,0.6222,0. 3176), 
V“, = (0.6160.0.9683, 1.4477), У" = (1.0359.1.5153,0.0503), 
Ито = (0.7517,1.2268 ,0. 3953), И", = (0. 1313,0. 8217,1.4523), 


2 BRAAI ЯКИН = бә]. 
vU, (0.9263, 1. 7268,0. 3645}, F" = (1.2524 ,0. 4163,0. 4673), 
F" { 1. 1223,0. 6363, 1.2303), Vr = (1.6243.0.8745,0. 5573), 
Vs = (1. 1910,0. 1460,0. 5890), V" = (0. 9907.0. 8447,0. 9030), 
И" (0. 1517,1.0047,0. 5590), Vm = (1.0677 .0. 8814,0. 9013}, 
М = (0.0490, 1.7077 ,0.2813), V" = (1.6243.1.0153,0. 5573). 

到 此 ,已 经 得 到 新 一 代 的 种 群 ， 

经 过 150 代 之 后 ,得 到 最 好 的 和 解 为 
х* = (0. 8597,0.5273,1.3245), 

其 目标 值 为 f(x") = 0.1537, E HIRE IRE РИЛЕТ! CPU 时 间 为 4. 1 Ж. 

进化 过 程 由 图 2-2 给 出 ， 


g 0. 152 
ТЕ 
ПП 
0. 150 
0.148 
0 50 100 150 
ЖЕК 
А 2-2 


A2 目标 规划 .考虑 非 线 性 目标 规划 模型 
lexmin {di ,di di dy + а |, 


5. 
s.l. Уак) + dí - dt = !8, 

í=l 

á 

Susini n” а) + dy — б = 15, 
р=1 

EN 

> L x;sin( í x б) + ds = dí = 10, 
{= 1 


2 
之 ,xisinfir ， x;) + d; — d = Q. 


xi + x + x3 + x2 + x$ < 100, 
ЖАЯ 218 S RÁ, фк B УЕ ФЕН, ТП H R W E dl EE PER) 1## ЭГЕ ie 
处 理 这 类 非 线性 目标 规划 ,但 遗传 算法 确 是 有 效 的 . 
目标 规划 的 身 标 函数 的 一 般 形 式 为 
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DeD ua + vadi ), 


其 中 ЇВ, 表示 各 个 目标 的 相对 重要 性 ， 对 所 有 的 j, 有 Русь Ра BEH 
不 通 合 作为 目标 规划 的 评价 函数 ,因为 对 优先 因子 , 仪 有 信息 P, > P. 36 Е, 
对 虽 色 体 , 有 如 下 的 序 的 关系 :对 任意 两 个 染色 体 , 如果 在 较 高 的 优先 级 中 目标 值 
相等 , 则 在 当前 优先 级 中 , 较 小 的 目标 值 对 应 的 比较 好 .这 种 关系 是 可 行 集 上 的 一 
个 序 , 共 而 可 以 按 这 个 序 重 排 这 些 染色 体 . 如 果 两 个 染色 体 共 有 相同 的 目标 值 , 则 
可 以 随机 重 排 这 两 个 染色 体 . 

除了 在 每 个 种 群 中 按 上 述 序 的 关系 重 排 染色 体 这 一 点 外 ,目标 规划 的 进化 过 
程 与 单 目 标 规划 的 进化 过 程 没 有 什么 区 别 . 

经 过 5 000 次 进化 后 , 遗 忧 算法 给 出 的 解 为 

x = (2.2710,1.4520, — 6.8352,6. 1263,2, 916), 

它 满足 前 三 个 目标 ,但 最 后 一 个 目标 值 为 2.1397. 虽然 不 知道 这 个 问题 的 精确 最 优 
解 ,但 通过 大 量 的 实验 ,没有 发 现 比 这 更 好 的 解 .所 以 我 们 对 这 个 结论 是 满意 的 . Ж 
化 6000 代 .所 花费 的 CPU НЧ 1838: 68.8 Е, НЧЕ 2-3, 


l 50 100) 150 Қин. 2000 GOH 
进化 代数 
图 2-3 
йз 允 目 标 规划 ,虽然 我 们 可 能 对 密 具 标 规 划 的 所 有 有 效 解 感 兴趣 ,但 不 … 
定 非 要 找 出 所 有 的 有 效 解 .解决 名目 标 优化 问题 的 目的 在 于 在 实际 过程 中 执行 这 
个 解 ,而 同 -… 时 刻 不 可 能 执行 所 有 的 解 , 因 此 ,一 个 满意 的 盘 对 某 些 实际 问题 已 经 
EET. 
е TRA ELA AI, AAE it E t ЯК РНЕ AHE SK PN nl Bb R E 
行 比较 , 即 指 出 它们 的 好 坏 , 可 以 采用 下 面 的 方法 之 一 评估 可 能 的 解 ,例如 ,可 采用 
加 权 和 方法 ,对 m 个 且 标 函数 天 ,5 = 1,2,…,m 进行 合并 , 今 
Ax) = ААС) + АрбХ) + + АС), 
Жар д.д, 7,4, 是 权重 因子 ,OA 二 l= 1.2, т, ILA, + Ay + 5+ А = 
І. Xh. TREE BIGE, 根据 理想 目标 向 量 (7 УИ ЗЕ m УНА т 
并 成 
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Кж) = (> j flx) — Fa’, 


其 中 ЖЕ. 采用 上 述 方法 可 以 对 多 目标 规划 的 任意 一 组 可 行 解 出 好 到 坏 
进行 重 排 . 
现 考 弄 非 凸 集合 上 的 密 目 标 规划 
maxfi(x) = xi + хз, 
maxf;( x) = GEREEST 
s.t.zl + tal, 
x] + аз + x5 = 4, 
Жү, 59. 03 > 0. 
$I E НА Tu ik А НЕД ЕП, НВА у(х) 和 (x) 分 别 给 予 
权重 0.4 和 0.6. 经 过 2 000 代 以 后 ,遗传 算法 给 出 的 最 优 解 为 *”=《0.0000， 
1.9837,0.2545) ,其 对 应 的 目标 值 是 
Лбх") = 3,9352, flx”) = 0.0453. 
所 花费 的 CPU ЕТЕ] 32.4 ЁР. 
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A Tr šA tH Л B FH fe 5.1 Bo SF K WR ПУ ЖШ а], ELA e igla] ER ‚ЙТЫ НЕН i 
问题 .统计 局 题 \ 泛 函 乱 化 问题 和 障碍 区 域 最 短路 问题 ,其 目的 是 让 读者 进一步 了 
解 应 如 何 对 河 题 的 解 进行 编码 以 及 如 何 设计 遗传 算法 程序 . 


3.1 运输 问题 


运输 问题 是 个 组 台 仿 化 问题 , 它 是 为 将 多 处 资源 运 到 多 处 目的 地 而 寻找 一 个 
最 低 费用 运输 方案 的 问题 . Н 20 20 和 年 代 起 ,就 已 经 升 始 了 运输 问题 的 研究 . 

设 有 m 处 资源 ,其 资源 所 有 莉 分 别 为 Bi Ar s Om ХН n НЬ, А 
需求 量 分 别 为 bbas dbn. Ba Е ЯКИ ЕРУ, 处 目的 地 的 量 ,i = 1, 
2 首先 ， 从 任何 一 处 调 出 的 资源 量 帮 不 能 超过 其 拥有 量 ， 于 是 
有 约束 条 件 


Xa + X; + + Xi =É GH i = ],2,7, m 
其 次 ,每 一 处 目的 地 的 需求 量 都 应 得 到 满足 ,于 是 又 有 约束 条 件 

Жүр + yn 
另 一 个 明显 的 约束 是 运输 量 不 能 为 负 值 , 即 

x; > 0, í = 1.2," m, j= 1,22, n 


设 第 г 处 资源 到 第 / 处 目的 地 的 运输 费用 为 (x), = 1.290. m. = 1,2,5, 
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则 总 运输 费用 为 之 ) (3y) .因此 ,该 运输 问题 建 模 如 下 ， 
min 25 2 Ay), 
вл.) = б. = 1,2,7, л, 


Уа > b, j = ] ,之 ,…… ñ 
я 0, ї=1,2,з,т,} = 12. n 
也 就 是 说 ,为 确定 最 低 费 用 运输 方案 ,只 要 求 出 上 述 问 题 的 坡 优 解 就 可 以 了 . 
这 里 只 考虑 如 下 的 平衡 运输 问题 : 


min 2 2/6) А 


Ху > 0, i = 1,2,5 ут, = 1.2," n 
为 了 保证 该 运输 问题 有 可 行 解 ， 必须 满足 平 离 条 件 


> = >. 
对 于 如 此 的 运输 问题 ,也 许 解 的 最 自然 表示 是 用 一 个 m x п 矩阵 表示 ,地 染色 
体 表示 为 


Ap Eml ** Ж 

首先 , 须 按 如 下 方式 随机 生成 初始 染色 体 种 群 : 

ЖЕЖ (1,2,6, ті, = 11.2, nl. 

步 2: 在 1 和 了 中 分 别 产生 一 个 随机 数 , 记 为 i 和 j. 

步 3: 置 x; = min] а. bl . 

3 4: 8 ар а — xb = b яру ЈА. 

Е 5: 了 与 了 非 空 , 则 回 到 落 2. 
НЮ ERRER EEIT EAEE v 次 , 即 可 得 到 初始 种 群 . 

交叉 操作 可 采用 前 述 的 算术 交 及 ,上 且 产生 的 后 代 也 一 定 蛙 可 行 的 ， 

变 蜡 操作 可 先 给 定 两 个 整数 p 和 gt2 шр = m,2 < q = n) 1,0] 
各 ,jz ЭЭА [和 J 的 两 个 于 集 .可 按 下 述 方 式 建 广 -一 个 染色 体 VWY 的 p x 
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9 TEEW = [w] ТУ Ла EW P.H HR E iih B; € 
Іл. ohl AFTER W н] ИЗ АЛШ IK S Sr BELLE W 的 元 素 , 只 是 此 时 
a; = >) xp 1516р, 

JE ЛЕТА 
b; = и > W l< ја 9. 

t ht. di. 
然后 ,将 W OR V HADAS OEI — СУ" F KRE G Dk Y 也 是 可 行 
的 . 

将 这 些 融 合 到 一 般 的 所 传 过 程 中 ,就 可 组 成 一 个 求解 平衡 运输 问题 的 遗传 算 
Ж. 


3.2 ”流动 推销 员 问 题 


这 也 是 一 个 典型 的 组 合 优 化 问题 . 流动 推销 员 问 题 是 为 一 个 推销 员 漫 游 n + 
城市 寻找 一 条 最 短路 . 现 已 有 人 用 分 枝 定 界 法 求解 了 2000 多 个 城市 的 流动 推销 员 
问题 .虽然 已 有 很 密 学 者 应 用 址 传 算法 求解 流动 推销 员 问 题 ,但 遗传 算法 还 远 远 不 
能 解决 如 此 大 规模 的 疝 题 . 

应 用 遗传 算法 求解 流动 推销 呐 问 题 的 关键 是 旅行 路 线 的 编码 方式 以 及 如 何 设 
计 合 适 的 遗传 操作 以 保证 推销 路 线 的 合法 性 . 

最 自然 的 推销 路 线 表 示 是 城市 的 访问 次 序 . 设 有 ?了 个 城市 ,分 别 标号 为 ] ,2， 
,7. 当 一 个 推销 路 线 为 5 一 3 一 6 一 5 一 4 一 2->7 时 ,其 染色 体 表达 方式 为 (5， 
3,6,1,4,2.7). 然 而 ,对 于 这 种 表达 方式 ,似乎 所 有 的 遗传 算 子 都 会 产生 非法 的 推 
销路 线 . 于 是 ,为 应 用 这 种 表达 方式 ,我们 必须 采用 一 些 修 复 策 略 以 保证 新 的 染色 
体 所 对 应 的 推销 路 线 的 合法 性 .例如 , 当 一 个 染色 体 经 过 交叉 和 变异 后 , 设 其 重复 
的 城市 有 1,3,4, 而 丢掉 的 城市 有 2,5,7. 则 去 掉 重 复 的 城市 1,3,4 而 用 城市 2,5,7 
代 蔡 .这 样 ,一 个 非法 的 推销 路 纪 就 被 骨 复 成 一 个 合法 的 推销 路 线 . 

务 一 种 表达 方式 是 用 一 组 介 于 9 与 1 之 间 的 随机 数组 成 的 向 量 表示 .例如 ,对 
于 ?个 城市 的 流动 推销 员 问 题 , ЖЕ ñ {Ж 3 (0. 43,0. 77,0.21,0.58,0.14,0. 29, 
0.92), 其 中 第 i 个 位 置 代表 个 城市 ,而 推销 路 线 则 按 城 市 对 应 值 的 升序 排列 .于 
是 该 染色 体 所 羽 表 的 推销 略 线 为 -3 一 6 一 1 一 4 一 2 一 7. 这 种 方式 定 文 的 染色 体 容 
易 保 证 推销 路 线 的 全 法 性 .只 要 每 个 分 量 介 于 0 Ут 之 间 , 则 其 对 应 的 推 偿 路 线 必 
是 合法 的 . 

现在 考虑 一 个 1 个 城市 的 流动 推销 员 问 题 ,这 11 个 城市 的 标号 分 别 为 0,1,2， 
3, ::,10, ЕП ВЕНЕ Е РЕА ЯЕ 3-1 所 示 . 

在 表 3-1 中 ,(11 x 11) 维 矩 阵 的 第 TE СЕКТ 90265; 个 城市 
АУРЕ НР i = 0,1,2,…,10,7 = 0,1,2,…,10. 注 意 ,第 :个 城市 到 第 | 个 城市 的 
距离 不 一 定 等 于 第 j 个 城市 到 第 i 个 城市 的 距离 . 

假设 某 个 流动 推销 员 由 城市 0 出 发 ,漫游 其 余 10 个 城市 ,最 后 回 到 城市 0. 此 时 
的 流动 推销 员 问 题 是 确定 一 条 最 短 的 推销 践 线 . 为 应 用 遗传 算法 求解 该 问题 ,定义 
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# 3-1 


ah 
| 5 o BaB Š ое 


ш = М A м Rk ы бє = — 


= 
3 Š 


种 群 规模 为 20, 然 后 随机 生成 加 个 从 1 到 10 的 自然 数 排列 ,每 个 排列 为 一 个 初始 
染色 体 ,每 个 染色 体 对 应 一 个 推销 路 强 , 例 如, 染色体 (,2,3,4,5,6,7,8,9,10) 对 
应 的 推 玉 路 线 为 0 一 1 一 2 一 3 一 4 一 5 一 6 一 了 一 8 一 9 划一 0. 另 外 ,可 按 如 
下 方式 随机 生成 一 个 染色 体 , 即 从 1 到 加 的 自然 数 排列 :首先 定义 一 个 性 维 数组 
Т[10],3ЁЖ# Tli] = i+ l.i = 0,1,2,…,9. 在 语言 库 函 数 中 ,对 于 任何 的 正 整 数 
k, TER random( k) 将 产生 0 到 *- 1 之 癌 的 随机 整数 . 定 习 л = 10. HNA 289 
产生 一 个 0 到 nn - 1 之 间 的 整数 , 记 为 m, 则 T[m] 即 为 染色 体 的 第 一 基因 .将 数组 
了 的 第 严 个 元 素 7[ 到 ] AR ,再 将 第 闫 位 后 的 元 泰 依次 左 移 -位 ,形成 一 个 新 数组 ， 
仍 记 其 为 了 .将 n 减 小 为 9, 重复 以 上 过 程 ,得 到 的 T[ mj 好 为 染色 体 的 第 二 个 其 
因 . 青 次 减 小 л 的 值 ,并 重复 以 上 过 程 ,直到 生成 一 个 完整 的 染色 体 . 

计算 这 20 个 染色 体 所 对 应 的 推销 路 线 的 实际 距离 ,并 以 此 为 依据 将 染色 体 由 
好 到 坏 进 行 重 排 . 再 利用 基于 序 的 评价 赣 数 确定 其 适应 度 . 旋转 加 次 赌 轮 ,得 到 新 
一 代 的 染色 体 ， 

对 于 新 一 伐 的 染色 体 , 首 先 对 其 进行 交叉 操作 .这 里 定义 交叉 概率 为 0.3. 将 
选择 的 染色 体 两 两 配对 后 进行 交 灵 .随机 抽取 染色 体 的 --- 段 基因 ,然后 与 男 一 个 染 
色 体 相应 的 基因 段 互 换 .于 是 产生 两 个 新 的 染色 体 .这 两 个 染色 体 不 一 定 对 应 合法 
路 线 , 此 时 ,可 以 采取 粘 复 策略 使 它们 成 为 合法 染色 体 . 将 这 两 个 染色 栖 取代 种 烙 
ФУ. 

接 下 来 进行 变异 . 定 立 变异 概率 为 0.2. 采 取 如 下 两 种 方式 进行 变异 .第 一 种 
将 染色 体 随 机 抽取 一 段 基 因 进 行 随机 重 排 ,进而 变异 出 新 的 染色 体 . 第 二 种 在 染色 
体 中 随机 抽取 两 段 基因 并 互 换 位 置 ， 

执行 以 上 进化 过 程 100 代 , 我 们 将 最 好 的 染色 体 对 应 的 推销 路 线 视 为 最 优 解 . 
事实 上 ,运行 遗传 算法 100 民 得 到 的 最 佳 染色 体 为 (1,2,6,3,5,10,9,4,8,7) ,对 应 
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的 旅行 路 线 为 0—1—2—6—3—5—10—9—4—8—7—0, ій ӨЕ ЕР 3 + 33 +4 
+27+7+7+9+21+5+9+ 11 = 136. 


3.3 统计 问题 


ЗНН анн коа наж кты 


数 . 令 x 是 具有 绝对 连续 概率 分 布 iie 2) 的 随机 变量 ,sy 表示 观察 值 , 9; fl o, 
是 未 知人 参数 ,j= 1,2 v,a, i = 1,2,0. 已 知 参数 8 Ша, 具有 一 定 的 俩 序 关 系 ， 
如 : 

HAF: 0 = 0, = - = б, < 0 = сс = 0, 

ФЕРЕ: д, == з == B, = dhal = ояр д, а 和 

АРЕ: 4, = d;a = Ti = 2,3 u,n 
等 等 . 

现在 的 问题 基 在 纳 定 的 观察 值 кр] = рд = 1,2,6, п КОРЕЕ F 
ПЕЕ РОЗЕ 0, 和 gj,i = „п.с BREVERN. 


例如 , 当 F| Q б) казаа, 且 贪 序 关系 为 0 < 0, < с < б. > 
, > … > о, 时 ,统计 参数 估计 问题 即 为 求解 如 下 的 最 优化 问题 ， 


тах > | - — ba? - 2 У - ө)? , 
sbb < < < eo 

g, = 02 zz "' Z= б. 
хш, з (20 Ea ажаан ЕТЕ б єс < б, ж ña 


= 7б ж fedia `“ ж д, < ок < `" < s, FI, ИЖ ФАНЕР 5 ИШ Т НН 
化 问题 


„У - nto: -ES i a |. 


8.4. 0, = а 5, > в > 7 > б, 
g ( 22 `" Ша Gk = ОА, = `" = б. 
求解 这 类 问题 ,对 于 经 典 算法 来 说 ,并 不 是 一 件 容 易 的 事情 .然而 ,遗传 算法 却 
能 胜任 求解 这 类 问题 的 任务 . 
用 2 x п ЖЕРЕ 


ү 32 Y 
Е л ААМ. 一 不 关键 问题 是 建立 起 染 包 体 v 与 参数 8 Ма 的 
映射 关系 , 且 该 映射 关系 能 保持 0, filc, 的 序 关 系 . 
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对 于 简单 序 关系 0, = 8, = сс = 0,, "ДН ЛЕ {хх НАЭК 
排 ,然后 念 Ü, = xi š = 1,2,7 ;有 .序列 | LIED p ESS ‚7л! и [КЕЗ Kb с, о, 
САГ 

ТФА 0, зс = @, > бл, >= е б, АН уо, 中 最 大 
元 豪 , 例 如 ,然后 交换 x уя 的 值 .再 将 1x1 x3,… 如 由 小 到 大 重 排 ,将 和 ,1， 
Ehta V `, x, Í 由 太 到 小 重 排 ， 进而 念 ® = Xi, Á = 1.2, п RiR. 

对 于 树 形 序 8 < 6.3 = 2.3.07. n ЖШ Рд, хо, х, 中 最 小 元 素 , 如 x,， 
然后 交换 x 与 x, 的 值 ,再 令 8. = xi = 1,2,…,n МИҢ. 

将 如 上 的 映射 关系 应 用 于 进化 过 程 , 即 可 得 到 确定 统计 参数 的 遗传 算法 . 

例如 ,为 了 探索 施肥 量 与 粮食 亩 产量 之 阿 的 关系 , 共 仇 了 4 组 实验 . 记 第 组 实 
验 的 施肥 量 为 户 ,第 :组 第 /次 实验 得 到 的 粮食 亩 产量 为 wy ,其 中 ! = 1,2,3,4. 实验 
数据 如 表 3.2 所 示 ， 


表 3-2 
实验 pi = Ü Рг = ру = 7 Ра = 10 
`ж = 300 хә = 340 xy = 310 xa = 370 
хо = 360 sn = 380 хю = 365 xa = 275 
亩 产量 ty = 330 язу = 405 ха = 345 
хм = 305 хы = 328 
җа = 410 


假设 这 些 数 据 分 别 来 自 正 态 总 体 Mihi = 1,2,3.4, 其 中 参数 jp Mo E: 
未 知 的 ,但 应 满足 如 下 的 序 关 系 : 


а = р = P = Ма, 
Н 


ot 05 = 05 > 03 > 0. 
为 了 估计 р 和 wo ОАА, ,可 以 用 极 大 极 然 估计 法 ,这 等 价 于 求解 机 大 化 疝 题 


4 * 
тах >] - ba? - 55 704 - m) | ‚ 
i=l] tjel 


в.1. Di = M = Из = Pas 
а? > 05 > оъ > ої > 0, 
其 中 x, 是 家 3-2 中 所 示 的 亩 产量 ,i = 1.2.3.4,.; = 1,2, 


应 用 前 述 的 编码 方式 ， 运行 遗传 算 读 3000 代 ， 得 到 的 概率 分 布 的 均值 与 方差 
7 


(Br pa a на) = (330.03,347.87,347.87,365.62), 
(с2,02,05,01) = (2650.01,2650.01,2650.01,1801.62). 
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3.4 РАБЛЕ 


2 ЕА k q ik TAA EAEE E А. 2 S 1K [t lal EN 
可 以 用 变 分 原理 或 其 它 数学 方法 处 理 ,但 这 类 数学 方法 愉 对 特殊 的 泛 函 优化 问题 
有 效 . 
下 面 将 看 到 这 类 问题 也 可 以 通过 坦 传 算法 求 出 近似 解 , 便 如 ， 
min Lain + plx) ]dz, 
s. plax) E С(0,1], 


еба) Jd» = 1, 


其 中 C[0,11 表示 区 间 [0,1] 上 的 所 有 连续 函数 集合 . 现 设计 的 计算 程序 将 用 5 个 
点 所 代表 的 折线 去 近似 该 问题 的 解 p(x), 故 可 用 如 下 的 矩阵 表示 5 个 点 的 染色 体 


y- [7 ж ** =], 
бу уз с Ж 
ЖФ х = 0,xs = 1,5 < xə < : = < xs E ужб, = 1,2,..…,5. 
为 了 保证 产生 的 染色 体 是 可 行 的 , MRE 1000) С СТО] 1 p(x) > 0, 
1 
fielo = 上 ,将 按 如 下 方式 调整 每 一 个 新 产生 的 和 染色体 :首先 ,计算 积分 


1 
А = Га px) dx, 


其 中 p(tx) 是 由 原 染 色 体 VOERE T ERTA) ETR. AR, Н Ay; 
分 别 代 替 у. = 1,2,…,5. 于 是 ,一 个 新 的 染色 体 产 生 了 , 仍 记 其 为 V. 容易 验证 ， 
只 要 оох) 是 由 新 的 人 染色体 确定 的 折线 , 则 必 有 有 
| ж\е) Max = 1. 
已 知 该 问题 的 最 优 解 是 
p" (x) = (2х)??, 
HERREURE Jp”) = 2.1790. 
遗传 算法 运行 200 代 得 到 的 最 优 解 p* 是 连接 以 下 五 个 点 的 折线 : 
(0. 0000,0. 0169) , (0. 2506,0.3347) , (0.4209 ,0. &346), 
(0.6456, 1.4288), (1. 0000,2.7928), 
而 它 所 对 应 的 证 函 值 为 2.1792. 该 目标 值 已 很 接近 实际 最 优 值 . 


3.5 ”障碍 区 域 最 短路 问题 
在 一 个 存在 已 知 障碍 物 的 区 域 ,下 面 的 问题 是 寻找 -条 绕 过 所 有 障碍 物 连接 


*。 300 ， жай 遗传 算法 


两 个 国定 点 的 最 短 曲 线 . 
图 3-3 表示 一 个 10 x 10 区 域 ,其 中 障碍 物 为 三 个 长 方形 ， 
R = х,у) ] 1 < x = 2,4 = y = 10}, 
= Кх,у) 13554,0 = y = 61, 
R, = |(х,у) 15557,45 у= 51, 
в 和 两 个 三 角形 
Т, = (жу) |7 = x g 9,24 — 2z ж y 10}, 


Ta = (х,у) 16 = x = 10), - S(s- 10) < y < 3/. 


应 用 遗传 算法 搜索 连接 4 = (0,0) M B = (10, 

10) 两 点 的 最 短路 . 为 了 保证 染色 体 的 可 行 性 ,将 采 

用 局 发 式 方法 :首先 ,由 点 4 出 发 ,根据 随机 产生 的 方 

1 癌 和 步 长 移动 到 新 的 -- 点 .重复 这 个 过 程 直 到 新 的 

22 刁 一 点 落 到 与 8 点 能 直线 连通 的 区 域 . 由 此 得 到 一 -条 

图 3-3 连接 4 和 吾 两 点 的 折线 ,日 该 折线 可 由 这 -- 系 列 的 折 

AER RREAN a, y) = 1,275, п, В, хх = б,уу = 0,з„ = 10,у„ = 10. 
容易 得 出 该 折线 长 为 


, (хы 6) + (уа 一 yy. 


v=, 


其 中 普 是 可 变 的 .通过 以 上 的 启发 式 方法 得 到 初始 种 群 .在 以 后 的 遗传 操作 中 , 须 
注意 新 产生 的 染色 昼 的 可 行 性 . 运行 遗传 算法 3000 代 得 到 的 最 短路 为 由 以 下 8 个 


点 确定 的 折线 ， 
(0,0), (1.7D8,2.4215), (2.1306,4.4594), (3.1875,6.2167) 


(5.2745,8.2190), (7.1283,7.9%03), (9.0000,6.0000), (10.10), 
而 路 入 长 度 为 18.73， 


将 染色 体 表 示 为 


э * x W 
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1 A 


大 量 的 组 合 优 化 问题 ,至 今 还 不 存在 有 效 的 名 项 式 时 间 求 解 算法 , 退 而 求 其 近 
优 解 便 是 必然 的 途径 ,一 种 启发 式 算法 (heuristic algorithms) ЁЁ Лу es ТП ЕЕ. 3038 K 
算法 (simulated annealing algorithm) 便 是 它 的 代表 .模拟 退火 算法 是 受 金 属 的 冷却 
过 程 移 启发 ,最 早 由 米 特 暗 波 利 斯 (Metropolis) 于 1953 年 提出 .由 于 它 的 灵活 有 效 ， 
研究 者 将 它 的 应 用 范围 日 益 扩 大 ,对 许 儿 著名 的 NP 难题 都 提出 了 它 和 的 有 效 办 法 ， 
所 以 成 为 今日 备 受 关注 的 一 类 近 做 算法 ,本 简介 绍 它 的 某 本 思想 及 其 应 用 ， 


1 物理 学 中 的 模拟 退火 


1.1 退火 的 概念 


模拟 退火 算法 是 模拟 金属 圈 体 热 浴 后 的 冷却 , 即 授 火 过 程 .将 某 种 金属 材料 加 
热 到 一 定 的 温度 并 持续 一 定时 间 后 色 慢 冷却 ,这 就 是 退火 .物理 学 原理 告诉 我 们 ， 
冷却 后 的 固 挤 结构 依赖 于 冷却 速度 ,缓慢 冷却 产生 稳定 的 晶体 结构 ,而 快速 伶 却 会 


导致 晶体 中 包含 一 些 不 稳定 的 因素 . 运用 统计 物理 学 的 方法 来 分 析 , 金 属 的 退火 过 ` 


程 可 以 用 一 个 粒子 系统 进行 模拟 .将 金属 物质 看 成 是 一 个 粒子 系统 (实际 上 物质 就 
是 由 分 子 组 成 的 ) ,金属 的 退火 过 程 就 是 该 粒 了 于 系统 的 热 动力 学 演变 过 程 .在 这 个 
演变 过 积 中 系统 的 能 量 是 一 个 关键 的 热力 学 量 , 它 与 系统 的 状态 密切 相关 . 


1.2 ”统计 物理 学 基础 


统计 物理 从 微观 的 粒子 运动 层次 上 研究 物理 系统 ,研究 对 象 是 微观 粒子 系统 ， 
目的 是 为 了 揭示 宏观 物理 现象 背后 的 微观 动力 学 规律 . 

(1) ERE 一 个 物理 系统 的 宏观 态 是 指 系统 的 热力 学 状态 ,用 体积 .温度 、 
压力 和 能 量 等 宏观 上 可 观测 的 一 些 物理 量 来 表征 . 

(2) 微观 恋 。 一 个 物理 系统 的 微观 态 是 指 系统 的 动力 学 状态 ,用 微观 粒子 的 
位 置 与 运动 状态 来 表征 . 设 一 个 系统 由 N 个 短 子 组 成 ,每 个 粒 于 有 s РАН, l 
表征 系统 的 微观 态 需 要 Ns 个 广义 坐标 和 As 个 广义 动量 . 

(3) 相 空 间 ” 表示 系统 的 2Ns 个 广义 坐标 和 广 六 动量 组 成 的 2N; 维 空间 称 为 
系统 的 相 空间 . 相 空间 中 的 一 点 代表 系统 的 一 个 微观 态 , 称 为 代表 点 ,通常 一 个 系 
统 的 宏观 态 对 应 于 许 才 微观 态 ,宏观 态 的 特性 是 所 有 这 些微 观 态 特性 的 平均 . 

(4) ЖЕ 。” 系 综 是 一 群 代表 点 的 集合 ,这 些 代 表 点 代表 着 不 间 的 微观 态 ,但 对 
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应 于 系统 的 同一 个 宏观 态 . 设 想 同 时 考虑 极 大 数目 的 村 个 类 似 系统 ,每 个 系统 都 
包含 NN 个 相同 粒子 ,都 在 同样 的 外 界 条 件 下 ,具有 相隔 的 宏观 性 质 ,但 微观 态 不 
阿 , 代 表 点 在 相 空间 的 位 置 也 就 不 同 ,版 个 代表 点 在 2 维 可 空间 中 的 分 布 也 会 有 
RA M. 

(5) ЖБИ HAZAR Г kon PIERR AT, 其 中 有 AN 个 代表 


p = lim ĉ¥ 


Arg АГ 
为 相 密 度 (代表 点 的 密度 }. 恰 好 有 一 个 代表 点 落 在 AP 内 的 概率 为 Auw = PAE g 


综 分 布 隙 数 定义 为 
Аш 


p = dim Ar (1-1) 
PRSP- 2H 
[оса,р, 004г = 1, (1-2) 


其 中 gq 表 示 栈 中 的 广义 坐标 ,p 表示 广义 动量 ,! ЕВНА. (1-2) ARN о E.— 4 
概率 密度 函数 ， 

(б) 先 验 等 几率 假设 考虑 时 个 这 样 的 系统 ,它们 具有 确定 的 粒子 数 和 确定 
的 体积 ,系统 基本 狐 立 ,能 量 只 能 在 号 到 己 +AER 之 间 变 动 ,这 于 个 系统 组 成 的 系 综 
F ЯШЕН) ЖӨ. 先 验 等 几率 假设 是 : 微 正 则 系 综 中 任 一 微观 态 出 现 的 概率 相等 ， 
妈 系 综 分 布 函 数 为 一 均匀 分 布 : 

e = ү М ( 1-3) 

先 验 等 几率 假设 是 平衡 态 统计 物理 中 一 个 最 基本 的 原理 . 

(7) WEEE (Boltman) 分 布 ”考虑 这 样 一 些 系统 ,它们 具有 确定 的 粒子 数 
和 涌 定 的 体积 ,系统 与 -- 恒 温 热 源 相 接 甬 而 平衡 ,能 量 可 让 ,这 些 系 统 组 成 的 系 综 
称 为 正则 系 综 .出 微 正则 系 综 的 分 布 函数 (-3) 式 可 专 导 出 让 则 系 综 的 分 布 男 数 ; 


- Е, 
б = Tepl TR), (1-4) 


其 中 E, RARA RER, TERAGA) ME, ЕО НК К, ZA 
ЖЕ. 


z = De), 
М) 表示 对 所 有 微观 态 求 和 . 


Яр (1-4) 就 是 著名 的 玻 耳 慈 曼 分 布 , 它 基 本 上 能 搁 述 真实 物理 系统 的 
HE. (1-4) 式 表 明 系 统 处 于 能 量 最 低 的 微观 态 的 概率 最 大 . 
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1.3 ЖИРЕНЕ! 


物理 系统 疙 是 倾向 于 能 量 最 低 态 ,而 粒子 的 热 运动 又 妨碍 它 准 确 钼 于 能 最 最 
EE. 对 金属 因 体 进行 组 慢 退 火 就 是 为 了 使 系统 在 每 一 涡 度 干 粒 于 进行 充分 的 热 
运动 而 达到 平衡 态 ,最 终 达 到 稳定 的 基态 . 若 急剧 降温 将 引起 浮 火 效应 ,系统 只 能 
准 攻 为 非 均 与 的 亚 稳 态 固 性 .基于 这 一 原理 可 以 用 著 特 卡 罗 方 法 模 氟 退火 过 程 ,但 
必须 大 量 采 样 才 能 得 到 比较 精确 的 结果 ,因而 计算 量 很 大 .1953 年 米 特 罗 波 利 斯 
{ Metropolis) 以 分 布 函 教 (1-4) 为 基础 提出 了 重要 性 采样 的 米 特 罗 该 利 斯 准则 . 

第 一 步 , 弟 定 以 粒子 相对 位 置 表征 的 系统 的 初始 状态 i 作为 当前 状态 ,能 量 为 
E;. 

第 二 步 ,从 状态 i RIRE, ERA Е, РВЕ E AE = E-E. 
第 三 步 ,如 果 АЕ < 0, 则 接受 状态 ; 为 当前 状态 BE; — i mM AE > 0, 由 分 
布 函数 (1-4)? FAE YE Sr fi SE H. 

r = ч = ep 535), (1-5) 
显然 有 0 < r < 1 选取 (0,1) ZERA Е, r > z, 则 接受 状态 у 为 当前 
状态 , 即 j 一 上 ,否则 ,会 弃 j, 当 前 状态 仍 为 i. 

草 复 第 二 ,三 步 ,在 大 量 的 状态 变迁 之 后 ,系统 处 于 能 苹 较 低 的 平衡 态 , 降 低温 
讶 了 再 重复 以 上 过 程 ,系统 又 处 于 能 量 更 低 的 平衡 态 ， 

由 于 e-"(x 宕 人 0 是 x 的 减 函 数 , 从 (中 -5) 式 可 以 看 出 , 温 讶 高 时 好 大 ,因而 : 较 
大 ,接受 与 当前 状态 能 差 较 大 的 新 状态 的 机 会 几 ;降低 温度 ,AE KB г 较 小 ,于 是 
只 能 接受 能 差 较 小 的 新 状态 ,不断 降 爸 温 度 , 最 后 就 只 能 接受 能 量 较 小 的 新 状态 . 
RECRUE kE ,通过 重要 性 采样 的 梅 特 诺 波 利 斯 准则 ,大 大 减 小 了 计算 量 . 


2 优化 中 的 模拟 退火 算法 


21 优化 问题 


优化 问题 涉及 的 范围 相当 广泛 ,大 体 上 可 分 为 两 类 ;-- 类 是 数值 优化 {也 称 归 
数 优 化 ) 问题 , 另 -- 类 是 组 合 乱 化 问题 ,但 它们 可 以 描述 成 统一 的 形式 . 

(1) 问题 描述 ”优化 问题 月 一 个 偶 对 (S, 户 表示, НОР S 表示 可 行 解 集 ,/ 是 
目标 函数, 它 是 一 个 映射 :5 一 R, НРА Е (Ж) 值 问 题记 为 
пип тах) f(D ,i € S. 

КЕЛДО ЈРЗ H, D: Tu P| А t e Ж. 

(2) 最 优 解 ”i E S 称 为 优化 问题 (3 ,六 的 最 优 解 Я Сга) < Оа), 
Bic 5 成 立 . 
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(3) ФӘ iq ic S, 定 必 某 种 解 的 变换 方法 , 若 解 /和 5 是 由 此 方法 从 :变换 
而 得 ,所 有 这 样 的 /的 集合 称 为 的 一 个 邻 域 ,/ 称 为 上 的-- 个 邻近 解 . 

(4) 筷 部 最 优 解 ” 设 (3, 广 是 一 个 优化 问题 ,六 CC НИ, г Є м. 如果 
FAD < ADHARA € N sr SK г 是 阿 题 的 一 个 局 部 其 优 解 . 

例 1 流动 推销 员 问 题 简称 TSP 问题 .给 定 л 个 城市 和 每 两 个 城市 之 间 的 蝶 
离 ,一 个 推销 员 从 某 个 喊 市 出 发 巡回 周 货 , 问 这 个 推 稍 员 如 何 选择 夏 线 , 使 每 个 城 
市 经 过 一 次 且 仅 一 次 后 回 到 出 发 城市 ,其 路 径 长 度 最 短 ? 

这 是 一 个 非常 著名 的 组 合 优 化 问题 ,上 自前 求解 这 个 问题 的 精确 算法 都 具有 呈 
指数 增长 的 计算 笃 杂 福 , 因 此 人 们 转 而 研究 它 的 近似 解法 . 半数 学 描述 是 : 设 C = 
[e] 是 谍 离 此 阵 ,-- 般 地 称 为 价格 矩阵 ,cy > 0 是 城市 i 到 城市 j 的 距离 (费用 ),1， 
2, n 的 一 个 排列 记 为 x = (=m; m.) ,问题 是 选择 怎样 的 排列 x ,使 得 


f(x) = 22%, 
Маля, = т). 

1,2, п 的 一 个 排列 x 就 是 ТЭР 问题 的 一 个 可 行 解 , зл bD RR, 
тә, 就 是 路 径 中 的 一 条 边 . 求 TSP 问题 的 近 极 解 有 一 种 常用 的 变换 称 为 上 链 变 
Ë , Ц 大 vpt 变 换 , 其 中 用 得 最 多 的 是 2-opt 变 摸 . 如 城市 数 为 10 个 ,分别 编号 为 0， 
1,… ,9, 设 它 交 一 个 可 行 解 为 x = (2578901346). 对 它 进行 2-opt 变 搞 , 是 先 打 
断 它 的 两 条 边 ,比如 说 (7,8) 和 (3,4) , 则 回路 分 成 了 两 个 子路 径 :4 一 6 一 2 一 了 一 
7 了 与 8 一 9->0 一 1.>3, 然 后 将 其 中 一 条 路 从 反问 ( 比 如 说 后 者 ) 变 为 3 一 1 一 0 一 
9 >8, 再 与 舅 一 条 路 径 相 连结 , 则 得 到 一 个 新 的 可 行 解 m = (4625731098). 
用 2-ор 变 搞 求 TSP 问题 的 局 部 量 优 解 的 计算 复杂 性 是 ОС аг). 类似 地 可 以 给 出 
3-орі 变换 ,甚至 (一 1) -ор FË ,但 计算 复杂 性 也 不 断 增 加 .(a - 和 -opt 变换 实际 
„алд f 2935438. 

由 此 例 可 知 , 解 的 变换 方法 不 同 , 邻 域 的 结构 也 就 不 同 . 


2.2 局 部 搜索 法 


设 有 优化 问题 (3 , 门 , 在 3 上 定义 了 某 种 解 的 变换 方法 ,局 部 搜索 法 如 下 : 
Procedure L _ 5 
begin 
产生 初始 解 io; 
E = ip 
repeal 
从 上 PEN j 
ИСР) < А) theni; = f; 
until( /(;) > 六 站 对 所 有 jE NRE): 
end 


АРЕШТ И Е. 


2 优化 中 的 模拟 退火 算法 ‚ 709 ， 
H2 解 0-1 背 包 问 题 的 贪 焚 法 .一 个 旅行 者 要 从 п 昼 物品 中 选取 睛 公斤 重 的 
物品 ,每 种 物品 至 考 选 一 件 . 问 旅 行者 应 怎样 挑选 ， 使 所 选 物品 的 总 价值 最 大 ? 


设 第 i 种 物品 的 重量 为 W. ,价值 为 ci = 1,2,…,n. 则 问题 的 数学 描述 为 
max Z = > om， 
s.t. D Wa = b 
x = pi» EP i 种 物品 被 选取 ， 


解 此 问题 的 俩 禁 法 有 三 种 选取 物品 的 方式 ， 因而 也 就 分 别 对 应 于 三 种 解 的 变 
换 方 法 . 
(1) 使 背包 总 价值 增加 最 快 . ИЧИНИ В, ШШ су > c> > ' 


> ec ,挑选 第 1 到 第 不 种 物品 ， ZO є б< Sw.. 于 是 得 近似 最 优 解 x = 


{1,: ',0), 其 中 的 前 个 分 量 为 1， 其 余 为 0. 

о) Жа 总 重量 增加 最 悍 , 即 让 背包 装 下 尽量 多 的 物品 .将 物品 按 重 量 从 小 
到 大 排序 ,比如 W, < W, < -- P A FERO). 

(3) 使 物品 单位 重量 价值 增加 最 快 .将 物品 按 单位 重 革 价值 从 大 到 小 排序 , 比 


如 好 > W = = REAR). 


2.3 ”从 局 部 搜索 法 到 模拟 退火 算法 


局 部 搜索 法 最 然 必 定 是 莫 入 一 个 局 部 最 优 解 的 "陷阱 ”中 而 不 能 自 找 , 能 否 有 
一 种 策略 加 进 算法 之 中 ,使 之 有 可 能 冕 出 这 个 隐 峙 呢 ?1982 F, Kirkpatrick 从 米 特 罗 
波 利 斯 模拟 金属 固体 退火 过 程 受 到 启发 ,将 米 特 罗 波 利 斯 准则 引进 局 部 搜索 法 得 
到 了 一 种 求解 优化 问题 的 启发 式 搜索 法 , 称 之 为 模拟 退火 算法 .在 给 出 算法 描述 之 
前 先 对 热 动 力学 系统 与 优化 问题 作 一 个 简单 的 比较 :系统 状态 对 应 于 可 行 解 ;系统 
能 量 对 应 于 目标 函数 ;状态 转变 对 应 于 邻近 解 ; 系 统 温 度 对 应 于 控制 参数 ; 系统 基 
态 对 应 于 最 优 解 ,惊人 地 相 贫 . 
基于 这 样 的 对 北 , 修 改 局 部 搜索 法 的 接受 准则 为 米 特 罗 访 利 斯 准则 ,得 到 模拟 
退火 算法 . 
Procedure SAA 
begin 
初始 化 产生 初始 解 和 初始 控制 参数 i,, tos Lo: 
k: = O; 
т = Ду 
repeat 
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for і: = Ü to L, do 
begin 
№ М, 中 产生 新 和 解 j; 
Af = Р) - JG) 
#ехр(=А/, > vandom(0,1))ihen;; = j; 


end 
k; = k+1; 
计算 下 一 个 L; 
HW F tk; 
until Ë JE Е y 
end 
H+, a 261 iB kalp НИЛ, PF e Ж.А 4 ->0. 最 简单 的 作法 是 
选取 n = enat z < 1 称 为 递减 因子 ,由 于 需要 雏 慢 退火 ,we 常 取 0.8 左 右 的 值 ; 
此 为 在 妆 时 刻 解 的 变换 闪 数 ,类 侦 于 姑 淡 过 程 中 的 系统 状态 转变 次 数 ,这 里 常 称 为 


马尔 可 夫 (Markov) УВЕ. E AG) < 大 下村 ,Ar < 0,exp( — af) > | ,新 解 


/一 定 被 接受 . 
竺 法 的 收 伍 性 和 计算 复杂 性 主要 取决 于 (EE до) 和 的 选取 ,它们 也 影响 
停止 准则 的 确定 .还 有 解 的 变换 方法 也 是 影响 算法 性 能 的 因 考 之 ~-. 


з 收敛 性 定理 与 统计 理论 


对 模拟 退火 算法 进行 收 伍 性 分析 的 理论 工具 是 短 机 过 程 理论 . 在 每 一 退火 控 
制 夫 数 为 & 时 ,算法 循环 次 ,每 次 循环 相当 于 一 次 随机 试 痊 , 而 每 次 循环 的 结果 
妈 取 决 于 它 前 一 灾 儿 环 的 结果 ,因此 这 是 一 个 马尔 可 夫 链 ,内 也 就 称 为 马尔 可 夫 
HUKE. 


3.1 基本 定义 


(О 产生 概率 V ij € s Mi PE WREAK 

Gylt? = sat (3-1) 
1,34 € №, 
о, SA}, 


其 中 所 是 :的 分 域 ,| N, | 表示 N ФНКА. үү, С) = Í 为 以 的 特 


征 函 数 ,13-1) 式 表 明 产 生 概 率 在 邻 域 N. 上 是 均 铝 的. 
(2) 接受 概率 hic S,; C 衣 , 根 据 接受 准则 j 被 接受 的 概率 为 
АХ) = expl 一 АОК), (3-2) 


3 “收盘 性 定理 与 统计 理论 . 711 ` 


这 里 ,Ya В, а? [2.5 а > 0, 


‚ ЖЮ. 
(3) 转移 概率 vijes, ial 的 转移 概率 定义 六 


Cylh JAC)» ұу ў, 
Pt k) = РХ) = [е > Р; (а), ц i= j. (3-3) 
(4) 以 高 度 А 可 达 ij 5, 称 i 以 高 认可 达 j， 车 存在 p > l, lo " ", 
L€ 5.8 lb = і, = jE Gu, > 0, 且 /(4) < ,对 所 有 =0,1,…,p-1 


成 立 . 

(5) 局 部 极 小 点 的 深度 。 i t € 3 为 一 局 部 极 小 点 ,定义 的 深度 dli’) 
为 如 下 k PHRMA FEJE SIEA < JG) B i" URE G) + А ЈАКУ. 
显然 4С) = 9,1 表示 最 优 解 ， 

(6) 平衡 分 布 ” 设 控 制 参 数 i = 上 转移 矩阵 为 下 = | pyt 21 的 马尔 可 夫 链 的 
平衡 分 布 定 必 为 向 量 g(t) ,其 第 i 个 分 量 qg.(1) 为 Yj 

4) = Um Р, ХС) = il X(0) = j, (3-4) 
其 中 上 记 控 制 参数 为 1 时 随机 试验 的 次 数 Р, 表示 概率 ,(3-4) 式 是 一 个 条 件 和 概率 ， 
XX 基 随 机 变量 . 


3.2 基本 定理 


ЖЕ БАРЕ ЈИЕ СМЕТАТЕ: үз > 0,i\jE S, 
Жрж 1, е. l € S.B = j= l W С, > O,k = 0,1,.…,p -1, 则 
平衡 分 布 g 存在 ,其 分 量 为 


at) = pipl- ДО), (3-5) 

其 中 NCD = 271 Nl екр(- АР, (3-6) 
它 类 似 于 统计 物理 中 的 系统 配 分 函数. 并 有 有 

limg;( £) = qí Бог ТҮ Ф$ Ci). (3-7) 


= 
其 中 Sa 表示 最 优 解 集 . 
特别 地 , 当 ¥ i € S, | N. |= W, 即 所 有 解 的 邻 域 大 小 一 样 时 ,有 
итд; (0) = ГТЗ, PSl (3-8) 
定理 2 РЕНИ А: 


(G) 同 定理 1 НАЖ, 
(G>) Vt> б, € 号 ,有 Су = 
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接受 矩阵 满足 条 件 : 
(A) Vi > REJE S SAD fA) 时 有 Apl) = 1, 60,0 < Аб) <1, 
(A) Ye» 0, LARES, SAD aJU) Ak) ЕЗ Aalt) = Ауд (Е). 
(A) V Jj € SSG) < 17), 有 limAy(1) = 0. 则 平衡 分 布 4 存在 ,其 分 量 为 ， 
vic sS A 
ala) = Аы (t) 


А 3-9 
(г) (3-9) 


iop i 
=s 


. 1 , 

H limq,( £) = T Sep 1 PS) (3-10) 

上 述 两 个 定理 表明 

lim lim РОХ € Sat = 1, 

即 模拟 退火 算法 以 概率 1 找到 整体 最 优 解 集 ,而 收 伍 到 非 整体 景 优 解 的 概率 为 零 . 

证 明 以 上 两 个 定理 要 运用 齐 次 马尔 可 夫 链 { 即 相 应 的 转移 概率 与 试验 次 数 无 
Жж) 的 一 些 基 本 性 质 .它们 虽然 保证 了 算法 的 收 伍 性 ,但 要 求 在 每 一 个 控制 参数 n, 
L, 充分 大 ,几乎 需要 无 穷 次 解 的 变换 才能 任意 地 逼近 平 街 分 布 ,这 显然 无 法 实现 . 
它们 也 没有 给 控制 参数 5、4 等 的 选取 提供 任何 参考 ,因为 转移 概率 与 、5 无 关 ， 


3.3 ”更 精确 的 收 做 性 定理 


算法 实际 执行 时 L, 是 有 限 的 , 稍 作 改造 , 模 氢 退火 算法 执行 的 全 过 程 可 定义 
成 一 个 非 齐 次 马尔 可 夫 链 ( 即 其 转移 概率 与 试验 次 数 相 关 ) ,从 而 运用 非 齐 次 马尔 
可 去 过 程 的 遍历 理论 导出 更 精确 揭 收 敛 性 定理 . 

设 心 是 第 ! 个 齐 次 马尔 可 夫 链 的 控制 参数 , 快 ; 表示 该 马尔 可 夫 链 的 长 度 , 扣 (人 
= 1,2,…) 表示 第 次 试验 时 的 控制 参数 , 141 序列 定义 为 

i = tpe Шр ка (T+ OE; (3-11) 
ПРЕП ЖЕҢЕ ay k. NEP L.l = 0,1,……, 满 足以 下 条 件 : 
Fir Е 0,1, 
тг, = 0. 

于 是 ,与 试验 次 数 上 相对 应 的 非 齐 次 马尔 可 夫 链 由 无 限 个 有 限 长 度 的 齐 次 马尔 可 
夫 链 拼接 而 成 .这些 齐 次 马尔 可 夫 链 的 长 度 可 以 取得 不 同 , 其 放 与 邱 制 参数 相关 . 
此 时 的 收 仇 性 定理 描述 k— 时 非 齐 次 马尔 可 夫 链 怎样 收 伍 于 (3-3) 9 (3-10) 式 
的 平衡 分 布 - 

定理 3 REHE] n] 满足 


Otra _ ... 
вз Ink + ko)’ k = 0,1, + (3-12) 


ДОВ KEREMI RES R ЖЕЕ ДЕ за БОЗ. Н. ASAR T 
问 量 ,其 分 量 为 
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4 


q =үҗ | 5. | PSl D- (3-13) 
其 中 ,A = ma DAI) О) уге ¿min {max dy) 1. ko m 2RR. r P Su 


= h E SI/fl > JULE 本 即 局 部 概 大 点 集 , 必 为 从 到 关 所 需 的 最 少 变 
换 次 数 , 因 此 + 为 这 样 的 整数 , 即 至 少 存在 一 个 非 局 部 极 大 点 ,从 任何 其 它 点 了 到 
i 所 需 的 变换 数 不 大 于 7. 

必须 指出 ,定理 中 的 常数 r 也 可 由 一 些 更 大 的 数 取 代 , 好 rr =1531, 即 解 空间 的 
规模 ,或 者 + = min |max( dj)1 .定理 中 产生 概率 与 控制 参数 无关, 为 了 加 速算 


法 收 敏 ,产生 概率 可 取 其 它 分 布 并 与 & 相关 ,如 利用 著名 的 栖 西 分 布 产生 新 解 , 有 
产生 概率 


А . 
Gylt) = АЁ AE (3-14) 
y 


定理 4 设 产生 概率 由 (3-14) 式 给 出 ,控制 参数 序列 1 满足 (3-12) 式 , 则 与 
模拟 退火 算法 相应 的 非 齐 次 马 第 可 去 链 是 强 遍 历 的 , 且 收 敏 到 一 个 最 优 分 布 癌 量 ， 
其 分 量 如 (3-13) =. 

类 局 地 ,也 可 以 引用 其 它 分 布 硕 数 , 如 正 态 分 布 等 给 出 产生 概率 ,也 有 同样 的 
站 化 性 定理 ,此 处 不 -一 列举 ， 

定理 3 和 定理 4 中 的 条 件 是 充分 而 非 必 要 的 .确保 渐 近 收 敏 的 充分 且 必 要 条 忻 
由 Hajek 导出 ,因此 直面 的 定理 5 记 称 为 Hajek 定理 . 

定理 5 模拟 退火 算法 的 转移 算 阵 Pn) 由 (3-1)--{3.3) 式 给 出 , 它 收 襄 于 整 
ERRAR, SaR 

P ул» 0,0. Є 8,9р > Ll l, € 5, b = 1.1, = j, А 
Сы, (h) > Ü,k = 0,1, p - 1; 


2 yije S,h > 0,1 PE h uji; SARH UE А ЭрК с; 
35 ”控制 参数 序列 i 满足 


tk = nk 2)' k = 0,1, (3-15) 
其 中 D = max [Ст i (3-16) 
ESI 5 


ИП D 是 局 部 而 非 整 体 极 小 点 的 最 大 深度 ,i”E€ М, 是 局 部 要 小 点 .由 于 Hajek 的 条 
件 是 充分 必要 的 ,因此 D < A.A 由 定理 3 中 定义 . 


3.4 统计 特性 


设 在 控制 参数 为 ; 时 ,模拟 退火 算法 相应 的 齐 次 蕊 可 去 链 收 襄 到 平 寄 分 布 
全 [的 ,其 表达 式 如 (3-5) 式 , 则 定义 若干 统计 平均 量 如 下 . 
(1) НКАУ ЯЯ (В 
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E = (Ai = Ху) (н). (3-17) 
IES 
(2) 目标 函数 的 平方 平均 
EGD = Э, = УУ) 00). (3-18) 
= 
(3) 目标 函数 的 均 方差 | 
= ә - ЭЧ). T7 (3-19) 
(4) КЖ Йй 
s =- 2 (Ош). (3-20) 
对 于 这 些 统 计量 ,平衡 分 布 为 (3- 5) Ai, A РУТЕ: 
6 9. т 
е9), = F 
д 5? 
r a = 


> lim(/), = ЧУ?» = түү. 

4 жа /›, = fe 

5 limo? = ть = 00 — frm) 

全 іЄ 5 

е limo; = 0. 

T lims, = sw = ]ni 5]. 

P lims, = зр = in} Sopi 

性 质 1 到 性 质 8 Б НН, WE a RR ETEF K S НЗ 
з] 54, 和 不 断 降低 ,目标 函数 期 望 值 HS y Е zb: E Ek 


小 值 f 和 in1 Sw 1, 系统 ”也 达到 有 序 状态 . 当 优 化 问题 的 最 优 解 集 5, 5 时 ， 
还 有 ета q (t) 的 性 质 : 


P Yie 5,8 2400) < 0. 
IP Yig So (i) > (f. оН Zal) > 0. 
IP Vi g Sa Jü) < 《fA)。,; 则 存在 ;> 0, 有 
> 0, tef; 
200) = 0, 3: = 
<0, г> f, 


性 质 9 到 性 质 11 给 出 平衡 分 布 对 控制 参数 的 依赖 关系 .它们 表明 模拟 退火 算 
法 找到 一 个 整体 最 优 解 的 概率 随 : 的 减 小 而 单调 增 大 ;而 对 下 非 整体 最 优 解 i 则 存 
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在 控制 参数 的 一 个 确定 值 +S < ,时 找 天 该 非 最 优 解 的 械 率 随 t 的 减 小 
而 单调 减 小 . 


4 冷却 进度 表 


上 节 的 定理 只 是 从 理论 上 保证 了 模拟 退火 算法 的 痪 近 收 伍 性 ,对 算法 的 实际 
应 用 没有 包 少 指导 意义 ,尽管 定理 4 和 定理 5 给 出 了 上 只 的 下 界 ,但 其 中 的 h AD 
等 很 难 佑 计 , 实 用 中 并 不 可 行 , 只 能 作为 参考 . 而 合理 选取 算法 中 的 控制 参数 是 算 
法 应 用 的 关键 ,因此 人 们 给 出 了 一 些 实用 的 经 验 法 则 . 


4.1 冷却 进度 表 的 一 般 概 念 


(1) 冷却 进度 表 “一 个 冷却 进度 表 应 当 规 定 下 述 参 数 ; 控 制 参 数 4 的 初始 值 
103 0, HARRAH; о. 的 终 值 y, 即 停止 准则 ;马尔 可 夫 链 的 长 度 О. 

(2) pe 。” 设 控 制 参数 为 点 时 相应 的 马尔 可 夫 链 的 长 度 为 到 , 称 算法 达到 
准 平衡 ,车 在 L, 次 变换 后 , 解 的 概率 分 布 a( ,wi) 满足 :对 某 些 确定 的 正 数 є Жїл 

|e- 01 <, (4-1) 

其 中 q( u) 为 由 (3-5) 式 给 出 的 平衡 分 布 . 

准 平衡 的 概念 是 构造 冷却 进度 表 的 核心 ,注意 (4-1) :世上 内 要 求 对 某 些 e 成 立 ， 
因为 对 平衡 分 布 任意 精度 的 逼近 将 导致 算法 执行 时 间 的 指数 增长 . 

(3) 接受 率 ”模拟 退火 算法 的 接受 率 X 定义 为 在 给 定 控 制 参 数 & 时 ,接受 的 
Ей ЕЕ НОЛА НИ. 

(4) 关于 £ 51, 的 权衡 E ИЕН ҮЙ, ЖЫК e Dhe 的 衰减 
量 大 ,对 应 的 平衡 分 布 gq(4) абер) ЇНЇН ЗЕ НЕК ГА л 时 算法 恢复 到 准 平 
衡 需要 较 长 的 马尔 可 夫 链 .这 样 ,在 点 和 到 之 间 存 在 一 种 权衡 :选取 о ЕЛУ ДО EM: 
以 避免 过 大 的 把 ,或 者 选用 较 大 的 L, EE n EIER К ҮЕ. 


4.2 ”冷却 进度 表 的 确定 


确定 冷却 进度 表 主要 是 一 些 经 验 法 则 ,下 面 主要 介绍 Ams 的 方法 ,然后 也 给 
出 一 些 其 它 有 代表 性 的 方法 - 

(1) 控制 参数 的 初 值 为 使 算法 进程 一 开始 就 达到 准 平衡 ,应 让 初始 接受 
率 X。 = 1 根据 米 特 罗 波 利 斯 准则 ,由 exp( - ©} ~ 1 可 推 知 t RRK. 

Kirkpatrick 在 1982 年 提出 模拟 退火 算法 时 给 出 的 经 验 法 则 是 , 选 定 一 个 大 的 aa 
值 , 进 行 若干 次 变换 ,如 果 接受 率 X 小 于 预定 的 初始 接受 率 Xo(Kirkpatick 取 Xo = 
0.8) , 则 将 当前 和 值 加 倍 , 以 io 的 新 值 重 复 上 述 过 程 ,直到 Xx > Xo ,此 时 的 to BEX 
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初始 控制 参数 o. 

其 后 ,约翰逊 (Johnson) £f ix TPE N| IT ME E E X ,提出 经 若干 次 解 
的 变换 后 ,统计 目标 函数 增加 的 次 数 , 并 计算 增 量 Af 的 平均 值 , 记 为 AF' ,由 下 式 求 
Ж 与 ， 


Xo = exp( — АР), (4-2) 
解 得 Е 
_ —a 
tw = 一 Inyo’ {4-3} 


Aarts 给 出 的 法 则 更 加 精细 , 先 确定 初始 楼 受 率 x , 仍 定 对 某 个 控制 参数 „= 
生 一 个 mo 次 变换 的 解 序列 , 设 mi 和 ms 是 这 个 序列 中 目标 函数 三 小 和 增 大 的 变换 
BUAN 是 mo 次 变换 目标 西数 增 量 的 平均 值 , 则 有 下 面 的 近似 式 ; 


п + mexpi – аг, 
Xo = war (4-4) 
由 此 式 得 _ 
о = — (4-5) 


In —— 
mačo 一 mtl - Xo) 


这 样 的 解 序列 可 以 产生 对 个 ,最 终 得 到 的 作为 控制 参数 初 值 . 在 这 里 ¿ 的 位 置 
实际 上 已 被 初始 接受 率 Xo 取代 、. 
(2) 控制 参数 的 蛮 减 函数 ”在 求 大 减 函数 时 Aarts 的 法 则 中 将 准 平 衡 条 件 
(4-1) 式 代 之 以 
үЁ> 0. | gm) - g(t)ll < е (4-6) 
对 某 些 正 数 Ü 成 了 并. (4-6) 式 立 可 化 为 
， 1 gl ta) _ Ка 
VIE 5, р < оа) <1*$› к= 01,55, (4-7) 
Ж ó 5(4-1) 式 中 的 є HAE, ЛМЕ. 
(4-7) 式 成 立 的 一 个 充分 条 伞 是 
. exp — Af; Zt ) _ ... 
v€ s, ol Аў) <1+8, #= 0,1, (4-8) 
ЖР ду = AE) - fa. (4-8) 式 可 改写 为 


; te _ 2. - 
Yig 5, 1 lC 0) k=0,!, ` (4-9) 


其 中 о, 由 (3-19) 式 定 义 . 将 (4-9) 起 中 ”> “ 改 成 * =” 即 得 次 减 函 数 , 式 中 的 参数 
Š, Aarts 称 它 为 距离 参数 . 
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(3) 控制 参数 的 疼 值 ”Aarts 对 终 值 的 确定 基于 目标 两 数 期 望 值 (f > TE ty = 
ОАЕ. ВЕ 
AGY = (f), - feo (4-10) 
对 某 些小 正 数 6,, 当 ДУ), < st 和 时 算法 终止 而 对 于 充分 大 的 to fU), = 
(fe. t < PF. АСУ), 可 近似 为 
ду), m to. (4-11) 
于 是 ,对 某 些 pE 
KAY 
“fa ' ді бз, < Е, 
Жїзї ‚ЭЖЕНЕ IF KREE С), Fa, ВН ОВОЗА 近似 ,或 者 用 如 附 


HETER / FEHEM, АБУ ЕЗУ КЕҢЕ 80). 

Aarts 称 (4-2) 式 为 停止 准则 ,es, 为 停止 参数 . 

(4) 关于 马尔 可 夫 链 的 长度 由 于 控制 参数 的 豪 碱 函数 由 (4- 引 ) 式 导出 , 导 
致 控制 参数 两 个 相 邻 值 上 的 平衡 分 布 相 互 鼻 近 ,因此 只 要 在 丘 值 上 达到 淮 平衡 , 则 
下 一 个 取 值 @.,, 上 的 淮 平衡 只 需 少 量变 摸 就 可 通 近 .这 种 “少量 变换 ” 也 要 使 算法 
以 充分 大 的 概率 访问 给 定 解 邻 域 中 的 大 部 分 解 . Aarts 证 明报 L, = M RRA) 可 
以 达到 上 述 要 求 . 

Aarts 还 证 明 上 述 冷 却 进 度 表 导致 马尔 可 夫 链 的 个 数 ( 即 算法 送 代 次 数 ) 有 上 
界 O(In | 5 1), 市 且 模 拟 退 火 算法 的 计算 时 间 满 足 

T= Ө( 151581). (4-13) 
其 中 上 表示 热 行 单个 变换 的 计算 时 间 , 是 单个 马尔 可 夫 链 的 长 诬 , 对 大 计数 组 合 
优化 问题 而 言 ,: 和 上 可 选 为 问题 规模 的 多 项 式 ,In15 | 也 是 问题 规模 的 针 项 式 , 则 
此 模拟 退火 算法 可 在 多 项 式 时 间 里 执行 . Aarts 也 将 其 冷却 进度 表 称 为 针 项 式 时 间 
的 冷却 进度 表 . 

(5) 其 它 冷却 进度 中 ”控制 参数 的 豪 三 函数 常用 的 在 两 种 形式 ;#4,， = et 和 
ta = А01 + y ,通过 取 不 同 的 a 和 8 值 调整 衰减 速度 . Nahar 等 人 限定 控制 参数 
HERTA 所, 即 处 步 算法 终止 ,再 把 区 间 [0, 0] 划分 为 大 个 小 区 间 ,于 是 衰减 函 
数 取 为 总 = (К k)/K,k = 0,1,' K - 1, 

马尔 可 夫 链 的 长 度 通常 取 为 问题 规模 n HEMARA М 的 密 项 式 , 如 
L = 100n, 上 =n 或 L = п ЗЕ, Aas RERE L= N. 

停 赴 准则 常用 的 有 :限定 固定 的 迭代 次 数 ,如 Nahar 的 作法 ;相继 ;个 马尔 可 夫 
链 中 解 无 任何 变化 则 算法 答 止 , Lundy 和 Mees 提出 了 一 -个 停止 准则 ,是 当 控 制 参数 
! 满足 下 式 时 算法 终止 : 


(4-12) 


È 
t= În Si- 170]: (4-14) 


其 中 1 581 是 解 空间 规模 ,e о DERAWAR SREE.: 的 概率 是 9. 还 有 
如 接受 概率 小 于 某 个 给 定 值 算 法 终止 等 ， 
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5 模拟 退火 算法 的 应 用 


模拟 退火 算法 (参见 2.3) 主要 是 重复 执行 如 下 过 程 :产生 新 解 一 计算 自 标 函 
数 差 一 判断 是 否 接受 新 解 一 接受 或 舍弃 新 解 .因此 ,算法 的 应 用 必须 解决 好 三 个 
问题 :第 一 ,问题 的 数学 描述 ;第 二 ,新 解 的 产生 和 接受 机 制 ;第 三 ,冷却 进度 表 . 其 
中 第 三 个 问题 在 3.4 节 已 重点 讨论 ,此 椒 不 再 著述 .此 外 ,还 必须 有 一 个 随机 数 产 
Ea. 

{Ей Пу А + ЖЕ tu АГ ss B| HI E Pr ВА САВОР. 解 空间 为 问题 的 所 有 可 
行 解 ( 有 时 也 包含 不 可 行 解 ) 的 集会 , 它 限 定 了 初始 解 选 取 和 和 新 解 产生 的 范围 . 对 
无 约 东 优化 问题 , 任 一 可 能 解 即 为 一 可 行 解 ; 对 有 约束 优化 问题 , 解 集中 还 包含 一 
些 不 可 行 解 , 对 此 可 以 限定 解 空间 仪 为 可 行 解 的 集合 , 即 在 构造 解 时 考虑 约束 条 件 
的 限制 ,也 可 允许 解 空 间 中 包含 不 可 行 解 ,而 在 目标 函数 中 如 上 呆 画 数 ,以 惩罚 不 
可 行 解 的 出 现 . 目 标示 数 通 常 表述 为 若干 个 优化 目标 的 和 式 ,一 般 地 ,目标 冰 救 值 
不 一 定 就 是 问题 竺 优化 的 上 月 标 值 , 但 其 对 应 关系 应 是 明确 的 .原则 上 ,目标 画 数 的 
计算 应 尽量 简单 ,以 免 耗 时 过 多 ， 

新 解 的 产生 和 接受 可 分 为 四 个 步骤 :第 一 ,给 出 解 的 邻 虞 变换 方法 ,得 到 一 个 
产生 装置 ,以 从 当前 解 产生 一 个 新 解 ; 第 二 ,计算 新 解 与 当前 解 的 目标 函数 差 , 由 于 
目标 郴 数 差 仅 由 变换 部 分 产生 ,因此 ,通常 按 增 量 计 算 目标 商 煞 差 ; 第 三 ,判断 新 解 
有 是否 被 接受 ,判断 的 依据 就 是 米 特 罗 该 利 斯 准则 ,对 于 有 约束 问题 往往 还 伴随 有 解 
的 可 行 性 判断 ;第 四 ,接受 或 舍弃 新 解 , 若 接 受 , 用 新 解 代替 当前 解 ,同时 修正 目标 
БАЖ. Ж ,保持 当前 解 不 变 ， 

下 面 给 出 应 用 模拟 退火 算法 求解 组 合 优化 和 图 论 中 一 些 典型 NP 完全 问题 的 
外 理 方 法 ,以 作 借 鉴 ,其 应 用 的 广泛 性 可 见 一 斑 . 需 要 指出 的 是 ,由 于 模拟 退火 算法 
具有 重 样 性 (robusl) , 韧 始 解 可 以 随机 选取 或 指定 ,对 最 终 的 求解 结果 设 有 影响 、 


5.1 流动 推销 员 问 题 


(1) 问题 描述 R21 节 中 的 例 1. 

(2) Ж] MZM S 可 表示 为 11,… ,nl 的 所 有 循环 排列 的 集合 , 即 

S= [Cmar ma) 1 rrea) AL, ,| 的 循环 排列 1 其 中 每 一 循环 排列 
RRI 上 个 城市 的 一 条 回路 ,ri; = j 表示 第 i 次 访问 城市 ), 并 约定 ru = m 7 
始 解 可 选 为 (1 2 … m). 

(3) 目标 函数 ”为 访问 所 有 城市 的 总 路 径 长 度 或 总 费 上 用 , 即 


л 
(mi masti, m.) = eer, (m... = mi). 


(4) 新 解 产 生 ”常用 的 是 2-opt 变换 或 3-opt 变换 ,或 者 交替 地 使 用 这 两 种 变 
É. 
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2-opt ЭУЕ R ВЕЛЛ НАНЕ a Moe PR ú < ç), D u 
和 az 之 问 的 路 径 顺 序 BANNE mimi yma ARAA Na, 

3-ор 变换 的 实现 方法 是 ;随机 选取 访 疝 的 序号 и» 和 tftu = c < w), H u ЖП 
s 之 间 的 路 径 插 到 o 之 后 ,得 到 新 和解 为 x ama Umat O RAe N 

(5) 目标 函数 差 ХР 2-opt 变换 ,有 目标 函数 差 的 计算 公式 为 


Af = (а я, + блк + 2 са) 一 (о я, + Сп + Dew) - 

对 于 3-opt 变换 有 计算 公式 为 
àf = ( S ama + Cm =, + болы) - 《cr Ya + Cl + был) 
FERE, 当 问 题 为 对 称 时 ,费用 和 矩阵 С = [cj] 是 对 称 的 .2-wpt 变 换 的 计算 公式 简化 
为 
Af = ( скл, + eaa) ~ (и + Onn) 

(6) 接受 准则 由 于 流动 推销 员 问 题 是 晤 小 化 问题 ,接受 准则 同 2.3 中 过 程 

SAA 的 准则 . 


52 ”最 大 荐 问题 (MCP 问题 ) 


(1) 问题 描述 ВРИЛ С - (V.E). КНУ = Lore. ТА, 
E 为 边 集 , 权 和 矩阵 为 W = [让 ]. 将 了 划分 为 两 个 子 集 V. 和 У, а Е БАТИ 
点 分 属 内 M V, 的 边 的 权 和 最 大 . 

(2) 解 空间 “可 表示 为 将 顶点 集 了 划分 为 两 个 子 集 5 ИПИ АВ, 
pp 

S = 19311 为 将 Y 划 分 为 而 与 V, Р. 
其 中 分 划 
д) =], i=1,: oa = Ol 

表示 顶点 ç € V. IERDE SC) = 0, = 1. 

(3) 目标 函数 取 分 划 所 得 到 的 割 量 (cu 


J8) = „2а ) 
需求 其 最 大 值 . 
(4) 新 解 产 生 ARA n € V, 将 其 从 当前 所 在 子 集 移 到 另 一 个 子 集 , 即 
lk) = 1- (k). 
(5) Вікта ”顶点 n 移动 后 导致 目标 函数 有 增 基 , 从 当前 解 求 得 为 
Af = > м 一 > Wa- 
Hsk) йн б) 
(6) 接受 准则 MCP 问题 为 一 最 大 化 问题 ,接受 概率 应 为 
1 
И Af > 0, 
ё. = Т ка, 否则 . 
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5.3 0-1 背包 问题 (ZKP 问题 ) 


(l) 问题 描述 ”给 定 一 个 可 装 重 量 M 的 背包 及 = 件 物品 ,物品 i 的 重量 和 价 
值 分 别 为 F a = 1 ……a) .要 选 若干 件 物品 装 人 背包 ,使 其 价值 之 和 最 大 . 

(2) 和 解 空间 ZKP 问题 是 一 个 有 约束 的 优化 问题 , 故 限 定 解 空间 为 可 行 解 的 
集合 , 即 


Š = (жу, элд! | [Wa < М, z = 01}, 


其 中 x, = 1 表示 物 昭和 被 选 人 背包 . 初始 解 选 为 (0,… 

(3) RRAN RAMPET ARMEAN, 

злота) = 2с. 

(4) 新 解 产 生 ”随机 地 选取 物品 i, 若 ;不 在 背包 中 , 则 将 其 装 人 背包 中 或 者 
装 人 并 取出 j; 若 在 背包 中 , 则 将 其 取出 并 装 入 j. 即 有 :种 产生 方式 :x = 1 - 
minsk- gE sl- wiz¥). 

(5) ARAMA BE ERRERA ИЕЫ Jy =, Н к ЭЕ Врт 6) ИТЧА 3 
为 

c-e RA Њу, 
ce ч, 取出 工装 人 六 
为 判定 解 的 可 行 性 ,还 需 有 对 应 的 背包 重量 差 , 即 背包 重量 的 增 量 
ü Ж А É, 
A 


ĉi» ЖЕ А ий i, 
y= 


F; 一 F, 装 人 i 取出 j， 
F- W, 取出 i 装 人 人 j. 
(6) 接受 准则 ”加 人 解 的 可 行 性 判断 的 接受 概率 
0, т + Ат > М 
|" m + àm =< М НАУ > 0, 


exp( F}. RE. 


5.4 ”独立 集 问题 (ISP 问题 ) 


(1) 问题 描述 BAAG -=(V,E), V= (о, 0,0, SAAR. E ih F E 
+ Vi) hu ВИ ,满足 vu. € V Alu,v} € К. 
(2) 解 空 闻 ЈУВЕ VU. ËB 下 的 所 有 子 集 Y' 的 集合 ， 
S=lV'lV'c VI. 
注意 解 空 间 $ 中 可 能 含有 不 可 行 解 , 即 含 有 非 独立 的 顶点 子 集 . 初 始 解 取 Y” = (2. 
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уй ЫЛ ИЛЗ [н] н] ЛЕР E Sr SE AAE, PERRA A-B ЕЛЕ 1 1 
陷阱 的 概率 . ЧЖК, ҢҢ кА ОКУЫ ДИЮ. 
(3) ARAA ”为 惩罚 可 能 出 更 的 不 可 行 解 ,目标 函数 选 为 
= 
ЯФ ir’ 表示 集 V PAMA, ЕСЕ 
= {jupi 1ш € К',]ц,ь} € E}, 
А> ;1 ,是 一 个 罚 画 数 因 子 , 用 于 巧 罚 在 V PRERNA. 当 Е' = @ Bh. y Ai 
RAV) = I V 1 恰好 是 Y' 中 的 顶点 数 ， 
(4) 新 解 产生 NE V PERMA u, та Є ҮС, и Bh, A u 
€ VH u BAV BARE V .用 集 V 的 特征 函数 表示 就 是 
фу Си) = 1 - Фе ш). 
(5) НВ D A = [55] 表示 图 的 邻接 矩阵 , а, = 1 表示 顶点 x, 与 
s WE Rint C€ E AA V 的 特 人 证 西数 和 邻接 矩阵 将 日 标 通 数 具体 写 出 就 是 
Av) = 2 Py. (ш) - А ‚21. 
当选 定 ы € 有 有 本 


_ 1-А > yq), u c v. 
А} = 全 Ек 
L- 4 234, u € V'. 
j НИЖЕ РА ДА Sas st fi 
Af = (С фууу lu) - фу, un) (1 一 à 2288). 


(6) 接受 准则 ТР 问题 为 最 大 化 问题 ,与 МСР 问题- 样 ,接受 摄 率 为 
B Ar > 0, 
P, = 


exp( 4/) ‚ BA. 
5.5 ”调度 问题 (SCP 问题 ) 


(1) 问题 描述 ”有 5 个 相互 独立 的 任务 五, ,…,j ,所 需 时 间 分 别 为 日 ,5 
ЗЕН m 台 机 器 М, М, Ma PRHE- 台 完 虚 , 但 每 各 机 器 一 次 机 可 完成 
一 个 任务 .机 寻找 一 个 最 小 调 应 , 邑 控 .-- 个 将 n 个 尾 务 分 配给 m 台 机 器 的 再 度 ,使 
完成 所 有 任务 的 时 间 最 短 ， 

(2) 解 空间 。 一 个 调度 可 看 成 对 正 数 集 T = іно, HERRN T, 


n Tal z = PRNO Т) = Øri 外因 此, 解 空间 便 由 所 有 可 能 的 分 虽 组 
成 , 即 | 
S= т Tl iU Л = rr r = ijh. 
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ЖЗ IT O e. 
(3) 目标 函数 ЖЖ СРЈ ЛЕШ ЛШ Т.Т, Tnt 的 各 子 集 于 内 的 
正 数 之 和 的 最 大 值 为 最 小 , 即 求 
тах | >] 


的 最 小 值 . 易 让 求 其 最 小 值 对 应 于 求 。 O 
ZOP 
的 最 小 值 , 所 以 目标 函数 可 定义 为 
F To Pa = УКУ)", 


=i ET 

注意 此 时 求 出 的 了 的 最 小 值 并 非 实际 调度 的 时 间 . 

(4) 新 解 产生 (Ate 二 ,将 其 移 到 任 选 的 男 一 子 集 TPA, R 

Т, = Т\ tet, T; = T U ll. í = j. 

安 对 应 于 将 所 需 时 间 为 (00 343 АЛДЕ М, ДЮ М, 上 去 完成 . 

(5) RRAS WEEREENS, АО К НИЖЕ A 

Af = (> - Suw" + t). 
ГЕТ, "ЄТ. 


注意 在 当前 解 中 ,* € 下, 第 二 个 和 式 中 的 - 2 IE#F5 2 相抵 销 ， 
(6) 接受 准则 最 小 化 问题 保持 过 程 SAA 中 的 接受 准则 不 变 ， 


注意 SCP 问题 的 目标 函数 有 一 个 确定 的 且 有 时 可 以 达到 的 下 界 { 2л) xm， 
它 对 应 于 所 有 m 台 机 器 所 需 时 间 均 为 { С>) /m, 因 此 可 在 停止 准则 中 增加 一 个 


“if f = (>) Zm shen 算 法 终止 " 的 判断 ,这 样 得 到 的 调 足 必 为 一 个 最 小 调度 . 


5.6 ”划分 问题 (PAP 问题 ) 


(1) 问题 描述 BAERI T= Dn. h ERE 了 的 一 个 最 接近 分 划 ， 
即将 了 划分 为 子 集 T. 和 Т, 的 分 划 , 使 两 个 子 集 中 的 正 数 之 和 最 接近 . 

不 考虑 问题 的 具体 意义 ,抽象 地 看 ,PAP 问题 是 上 述 SCP 问题 当 m = 2 夺 的 特 
例 ,因此 上 述 解 SCP 的 算法 描述 完全 适用 于 РАР 问题 ,但 РАР 问题 也 有 其 特殊 性 . 

(2) 解 空间 “所 有 和 将 划分 浪子 集 T。 ЯП Т, 的 分 划 的 集合 , 即 

S=- {IAAI AU Т = Т, (| Т, =Ø}. 

初始 解 选 为 17,(1. 

(3) 目标 函数 ”定义 为 两 个 子 集中 各 正 数 之 和 的 差 的 绝对 值 , 即 
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АСТ. T ) =1 2- 2061. 


єп ЄТ, 


显然 应 求 最 小 值 . 
(4) 新 解 产生 MAER: € T(i = 0,1), 将 其 称 到 子 集 т, PE BH 
pli) = i 表示: Є UE 
plt} = 1- @( t). 
(5) HAARAS ОЩЕ Т, Т, 中 和 较 大 的 子 集 为 T, ШЕН ЗАТЕ 
ТЖ H br йй Ж 55 
2t, Фф) = j, 
Àf = Г, фб) = РАР 21, 
21-27, фи) = ЈН < 2, 
同时 /也 需 作 相应 的 变化 


J Ф) = / B / > 2:, 
1-3, p) = ЈНУ < 2:. 
(6) 接受 准则 ”保持 过 程 SAA 中 准则 不 变 . 
与 SCP 问题 类 似 , 停 止 准 则 增加 一 个 “让 = 0 then 算法 终止 ”的 判断 . 
5.7 布局 问题 (PLP 问题 ) 


(1) 问题 描述 设 有 Tt. TEER Bi, Batts B. + В, HIB, 之 间 的 权 为 wotli, 


pi = J, 


j = 1, п) ,要 找 一 个 最 优 布局 ,将 Б, ‚Ву, B, 放置 到 - -个 包 络 矩形 内 ,使 各 В; 
ZARA ER, HAEREERE 4 与 和 式 
c = > a 


之 和 不 + Xr 为 最 小 ,其 中 dy ЭЛЕДА, #0 В, 之 间 竟 距离 ,表示 上 在 和 
A A+ Ас 中 的 相对 权 的 正 权 因 子 . 

布局 问题 有 很 广泛 的 实际 应 用 和 背景 ,例如 超大 规模 集成 电路 {VLSD 的 设计 ， 
此 时 u, 相应 于 集成 块 B; 和 B; 之 间 的 连通 特性 (eonnectivily) ,又 如 设备 布置 ,此 时 
wy 表示 设备 B ЖП В, 之 间 的 毗邻 要 求 . 

(2) 解 空间 Es AIEE R, Bee В, 的 所 有 布局 的 集合 , 即 

S= {PlP 是 个 矩形 块 的 一 个 布局 }， 

其 中 P 可 能 是 不 可 行 解 , 邑 有 重音 的 布局 .初始 解 可 选 为 人 一 随机 布局 . 

(3) 目标 函数 。 定义 为 一 个 需求 最 小 值 的 和 式 , 即 

КР) = А+ Мс + А}. 

其 中 A.A. 和 ce 的 含义 与 (1) 中 相同 ,为 为 布局 Р ЕРЕ ЕШ ЕН Н, Ао Ж—1-11 
RAAF., ATE P 中 出 现 的 重 委 . 6 的 值 应 取得 很 大 .如 何 取 为 40 ,这样 随 
着 控制 参数 C 的 递减 并 趋 于 零 ,重生 可 完全 排除 . 

(4) 新 解 产 生 通过 调整 当前 布局 来 产生 ,通常 选取 导 单 个 类 形 块 的 重量 ,如 
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平移 .旋转 、 反 转 或 两 个 矩形 均 互 换 等 .例如 ЖИЕ В, 移 到 另 一 姓 产 生 新 解 . 
(5) ARARE ”与 新 解 产生 方法 有 关 . 如 对 (4) 中 的 例子 有 


Af = ДА + X. Ada + АА. 


其 中 A4 为 包 络 短 形 面积 的 增 量 ,Ad; 为 B 与 电 之 间距 离 的 增 量 ,A ЖЕ ЕНЕ š 
数 的 增 量 . 
(6) 接受 准则 RIPE SAA 中 的 接受 准则 不 变 ， 


5.8 图 的 着 色 问 题 (CCP 问题 ) 


(1) 问题 描述 HERG = (V,E),V = [vonon ЛАА, E 为 边 集 .要 
寻找 图 的 一 个 最 小 着 色 , 即 找 一 个 最 小 的 正 整数 下 和 映射 P:Y 一 11,…，, 寻 , 合 得 
吓人 ,要 la € ERA plu) < plr). 

图 的 着 色 问 题 可 以 看 成 是 将 项 点 售 了 划分 成 最 少 个 数 独立 集 的 问题 , 集 了 的 
一 个 分 划 ( 独 立 集 个 数 不 -- 定 最 少 ) 就 是 一 种 着 色 . 若 图 СОУСИ G 中 顶点 度 
数 的 最 大 值 ) X d, WMA 6 的 着 色 有 一 个 上 界 为 4 + 1. 引 人 一 个 正 权 集 合肥 = |i, 
шу, wga ;颜色 i 被 赋 权 值 w; ,下 面 的 等 价 性 定理 将 寻找 最 小 着 色 转 化 成 为 求 
- -个 目标 函数 的 最 大 值 . 

定理 6 TPE wG = 1,…,d) 之 间 满 足下 列 递 推 关系 ，; 

401 < (1) 5 - (М =l - ы, 
WAHE iB SR TIR АЧ = |,» з, V L MEIE V nny € Wits 


„| € Е, А 


8) = 27 kl 
最 大 . 
实际 求解 时 w; 之 间 的 递 推 关 系 可 代 之 以 
ир < Zw- шр, j= 1,,d. 
但 在 此 杀 件 下 使 /( 6) RAKTA ó КУ С "ҮҮТ 
(2) 解 空 间 RAMAR V QM d ATENDA б Вр 


#+1 
ó = {Vp Ку. Vate UJ v, = v. É f) W = CH, i z P, 
r= 


则 解 空间 表示 为 
5 = 1815 是 Y 的 - -个 分 则 .. 
注意 有 些 分 划 可 能 并 非 可 行 解 ,初始 解 取 为 8 = IV... Ol. 
(3) 目标 函数 H TERET, НЕ ТЕТ) 


FO) = Sa VI-A IED), 
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其 中 Е, = llu,sl u,e € Ven, € £} 
为 v 中 前 边 的 集合 ,A 7—2. 
(4) 新 和 解 产 生 《” 任 选 顶点 上 EV, 将 其 从 当前 所 在 子 集 V, BESEN- 
Ж v. 9, ВЛ 
К = V,NV]ul, У; = V, Ú jl ,ia 
(5) 目标 函数 差 ” 设 4 = [or] 为 图 C 的 邻接 矩阵 ,mi = 191, о € 
EMA ARARE J 


Af = t — ш -АС=2д= ем) 
(6) 接受 准则 因 男 的 着 色 问题 是 最 大 化 问题 接受 概率 为 


l, Af > 0, 
P. = |<, 27) ， 7H, 
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坟 拱 纪 志 来 ,人 类 历史 上 经 历 了 一 场 哇 匹 前 例 的 技术 革命 ,出 现 了 以 蒸汽 机 
为 代表 的 机 器 , 代 蔡 各 种 类 型 的 体力 劳动 ,使 人 类 进入 了 一 个 新 时 代 ,. 如 果 说 工业 
机 器 的 出 现 所 导致 的 产业 革命 使 人 人 们 逐渐 实现 了 体力 劳动 的 机 械 化 ,从 而 促进 了 
社会 生产 力 的 发 展 ,那么 0 世纪 电子 计算 机 的 产生 , 则 为 人 类 实现 脑力 劳动 的 机 
械 化 创造 了 物质 条 件 . 当前 在 一 些 领域 里 ,计算 机 已 经 开始 能 部 分 地 代替 人 类 的 脑 
力 劳 动 .数学 是 各 类 学 科 的 基础 ,具有 表达 精确 .论证 严谨 等 特点 ,是 一 个 典型 的 脑 
力 劳动 .数学 问题 的 机 械 化 ,无 疑 在 脑力 劳动 机 械 化 的 过 程 中 将 起 车 重要 的 
作用 . 

所 谓 机 械 化 ,无 非 就 是 刻板 化 与 规格 化 .无 论 是 机 器 代替 人 的 体力 劳动 (如 纺 
钞 织 布 ), 还 是 计算 机 代替 某 种 形式 的 脑力 劳动 (如 加 减 乘除 ) ,之 所 以 成 为 可 能 , 关 
键 在 于 所 代替 的 劳动 已 经 实现 了 规格 化 与 刻板 化 .因此 数学 问题 的 机 械 化 ,就 是 要 
将 数学 问题 刻板 化 与 规格 化 ,也 就 是 说 在 计算 或 证 明 过 程 中 ,每 前 进一步 都 应 有 一 
个 确定 的 必须 选择 的 下 一 步 , 从 而 可 以 按照 一 条 有 规律 的 刻板 的 道路 ,一 直到 达 结 
论 


И 


历史 上 每 次 工具 的 革新 ,都 会 某 种 形式 . 某 种 程度 好 促进 生产 力 的 发 展 与 技术 
的 进步 .同样 ,数学 研究 上 工具 的 变革 ,无 颖 也 会 对 数学 科学 的 发 展 产 生 一 定 的 影 
响 . 在 令 天 ,电子 计算 机 飞速 发 展 ,技术 不 断 提 高 ,数学 中 大 们 难以 胜任 的 繁 列 而 重 
复 的 天 量 计算 已 经 可 用 计算 机 代替 ,数学 机 械 化 的 思想 无 手 有 着 广阔 的 发 展 
前 景 . 

回 蜂 数学 发 展 的 历史 ,主要 有 两 种 中 心思 想 : 一 是 公理 化 思想 , 另 一 是 机 械 化 
思想 .前 者 源 于 和 希 丹 ,后 者 则 贯穿 整个 中 国 古 代数 学 .从 汉 初 完成 的 《 九 章 算术 } 中 
对 开平 方 . 开 立 方 的 机 械 化 过 程 的 详细 描述 到 宋 元 时 代 发 展 起 来 的 高 次 代表 方程 
的 数值 解法 ,无 一 不 与 数学 机 械 化 思想 有 关 , 并 对 数学 的 发 展 起 了 具 大 的 作用 .但 
由 于 各 种 原因 ,在 现代 数学 中 ,特别 是 纯粹 数学 中 ,机 械 化 的 思想 却 没有 得 到 应 有 
HER. 

20 HR 加 年 代 , 我 国 数学 家 吴 文俊 先生 从 中 国 古典 数学 思想 出 发 ,从 几何 定 
理 证 明和 信 手 所 建立 的 一 登 数学 机 械 化 方法 ,不仅 将 中 国 传统 数学 发 扬 光 大 ,而 且 也 
为 国际 自动 推理 的 研究 开辟 了 新 的 前 景 ,而 被 国际 学 术 界 蕉 为 " 吴 方 法 ,经 过 近 二 
十 年 的 努力 ,几何 定理 自动 证 明 的 吴 方 法 及 在 其 影响 下 产生 的 一 秦 列 重要 的 新 方 
法 ,已 经 发 展 成 具有 我 国 特色 的 数学 机 械 化 理论 .这 一 理论 已 不 只 在 包 何 定理 的 机 
器 证 明 方程 组 求解 .微分 及 何 、 理 论 物 理 等 领域 得 到 成 功 应 用 ,还 为 机 器 人 学 . 几 
何 辅助 设计 .CAD、 计 算 机 视觉 等 商科 技 领域 担 供 了 有 力 工 具 . 本 简 将 简要 介绍 机 
械 化 数学 的 主要 内 雁 . 
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1 构造 性 代数 几何 


基数 几何 是 近代 数学 中 十 分 活 茎 的 分 支 .长 期 以 来 , 形 战 了 各 种 流派 .当前 流 
行 的 代数 几何 其 研究 方法 大 都 是 存在 性 的 .机 械 化 数学 强调 数学 的 构造 福 研 究 ,而 
构造 性 代数 几何 理论 则 是 机 械 化 数学 的 重要 理论 基础 .本 六 介绍 以 吴 -Fit ЭЖЕН 
法 为 核心 的 构 舍 性 代数 凡 何 的 主要 内 容 ， 


1.1 Ка 党 点 分 解 算法 


设 K AIEA ORR, Kis, rpa] Æ KEL ухо, ха AERP 
有 多 项 式 组 成 的 多 项 式 环 , K(x ,x2,… Е K n, m xy] 的 分 式 域 .对 任意 
EMASE КЇ wi,x2，… ху], АЗ deg, СР) 757270 x; 在 多 项 式 f 中 实际 出 现 的 最 高 
次 数 .不 出 现任 何 变 元 的 多 项 式 称 为 常数 多 项 式 ， 

ЖЛЕ. хр. X. з, ху ARTEA x: < X> < *"" < xw. Кх, x2, 中 
任 一 多 项 式 f,f 的 类 d(O 是 一 非 负 整数 ,定义 为 了 中 实际 出 现 的 变 元 的 最 大 下 
标 . 如 果 ARREA, MELK O BRE Кх, 2,7. хк, cls(f) = m = 0, 
MFE A 

f = Bd + xa 的 低 次 项 . 
其 中 = deg, (f), РЄ Kl xia Am1]. BEIN E.n REMAR, 
称 了 为 多 项 式 上 的 万 式 , 记 作 nitif). x, НЕНЬ Ж, WEER. 

设 fe К[ л, х2," xw]. cls(f/) = m > 0,К[ху,хо, уху] PERA „йр 
为 对 f 已 约 化 的 多 项 式 ,如 果 deg, (g) < deg, (用 .显然 多 项 式 f КЫ] SBH 
化 ， 

WX 1{ 协 除法 】 BRE 天 [ax 区] 为 一 非常 数 多 项 式 , 初 式 为 志 则 对 
任 一 多 项 式 g € K[xi,xz al ТАЗЕ 96 k K EH О,А E K[x,,x>x, 
=. алу], НЗ Pa = Or+ R H ЕЗ ГӘ, ИЕ? s 为 能 有 这 种 形式 的 最 小 非 负 整数 
时 , 称 呈 为 gg 对 /的 余 式 , 记 作 prem( g, f). 

R = prem(g, 认 的 计算 过 程 如 下 : 

É p = els( 甩 ,7 = m, d, = дев, (/). Ж p = О k AF, EMER = z. 
重复 下 面 过 程 直 到 是 对 f 约 化 : 设 测 = deg, (ғ), с = КЕ уа, ВАЕ 
数 ,R = IR- hf, 

显 热 任 一 非 零 多项式 对 其 自身 的 余 式 为 0. MEEI- ЗЕЯ 
数 包 项 式 的 余 式 总 为 0. 

EX2 设 4: 万 , 户 ,…, 扰 为 一 多 项 式 的 有 限 序列 . 称 4 为 一 升 列 ,如果 

l°; = VH A, = 0; 

或 2 r > 0,0 < cls(f,) < са) < с < ds), HIESA > +, W£ DBH 
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化 ， 

显然 总 有 升 列 的 长 度 r = 六 ,有 时 把 单一 非 零 常数 多 以 式 组 成 的 天 列 称 为 巴 
39]. 

д... ENA EETA g 对 该 升 列 的 余 达 prem( аео H 
HAREE 2 28 ргет( prem( g, Aone b- D ARA К, WA RRA: 

Kh elig = QI + + Qh К, 

其 中 i Жу; 的 初 式 ， $; 为 非 负 整数 ， O, * Оле, ©, 都 是 兵 [ Жр t E aaae xy] 中 的 者 项 式 
E. R М f; 都 已 约 化 . 

有 隐 项 式 升 列 的 概念 ,可 进一步 引入 多 项 式 组 的 特 秆 列 . 先 看 下 面 的 定义 ， 

ЖЫЗ 设 f 和 g EK a ,wj] 中 的 两 个 非 0 科 项 式 , 称 f 比 sg 有 较 低 的 
秩 或 g 比 f 有 较 高 的 秩 , 记 作 / < g 或 g > f, 如 果 

Ë clstf) < сб) 
或 Pelstf) = cls(g} = р ж 0, Н. deg, f < deg, g- 

当 两 多 项 式 £ ЖП g 不 能 比较 秩 的 高 低 时 , 称 上 和 8 НОВЕ ЛОТЕ У ~ 

显然 对 任 一 多 项 式 的 非 空 集合 , 按 秩 的 高 低 ,总 存在 -- ENEE, ВРЕЛА F 
НЕН 32 rs hm k. 

РУ 4 设 А А ВІВ» fnt’ A 为 两 密 项 式 列 , 称 А HW: B 有 较 高 的 
秩 或 B 比 4 有 较 低 的 秩 , 记 作 4 > B= B < A, Ш 

I fffEj = min( r, ә, 使 得 gy ~- f l fr > g u > gi 
或 zs > r Ef - д, = ge 

ERTAN 4 和 8B 不 能 比较 秩 的 高 低 时 , 称 其 有 相同 的 秩 , 记 作 4 ~ B. 

显然 升 列 对 秩 的 高 低 来 说 构成 一 部 分 次 序 , 因 此 ,对 --- 个 升 列 的 集会 ,可 以 引 
人 概 小 升 列 的 概念 , 即 集 台 中 秩 不 高 于 其 它 任 何 升 列 的 升 列 . 

引 理 1 设 di ,dz,…,4，… 基 一 升 列 的 非 增 秩序 列 , 则 一 定 存在 q EIA, 
4,.1:… 都 具有 相同 的 秩 . 

从 上 述 定 理 出 发 有 : 

推论 1 对 任 一 升 列 的 非 室 集 合 ,一定 有 极 小 升 列 存 亲 ， 

一 个 升 列 4 称 属 于 密 项 式 集 人 台 PS WR 4 中 每 一 多 项 式 都 是 PS 中 的 多 项 式 . 
由 于 任 一 非 零 多 项 式 都 单独 构成 一 升 列 ,因此 属于 非 空 多 项 式 集合 PS 的 升 列 一 定 
存在 , 故 属 于 PS 的 升 列 构成 一 非 空 集合 .由 推论 1 从 而 -- 定 有 极 小 和 并列 . 任 一 这 样 
的 极 小 升 列 ,都 称 为 PS 的 一 个 基 列 . 

综 上 所 述 有 ， 

引 理 2 设 PS 为 一 多 项 式 的 非 空 集合 , 则 PS 必 有 基 列 存在 . 

TE E т PS 的 基 列 AS 的 一 个 算法 ， 

首先 设 AS 为 空 集 ,PS = PS. Р E: PS 中 秩 最 低 的 多 项 而 ,AS = ASU IPH PS 
= ре 中 对 AS 已 约 化 的 所 有 多 项 式 .然后 对 PS 重复 上 述 过 程 直至 PS 变 为 空 集合 
ЖЕ. 

АРК АЈ, МУЖ: 
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引 理 3 设 PS 为 一 名 项 式 的 非 空 集合 ,4 为 其 一 基 列 .假设 z 是 一 对 4 已 约 化 
的 非 0 名 项 式 , 财 PSU 1gi HRANE 4 必 有 较 低 的 秩 . 
设 PS 为 一 项 式 的 非 空 集 痛 ,结合 引 理 1 和 引 理 3 考察 如 下 步 又 ; 
PS = PS, PS = PSU RS, +, PS, = PSU RS,_,, 
В$,, Bš, е, BS，,… 
RS, RS +, Ёё, з 
其 中 BS, 为 PS, 的 基 列 ,RS; 是 PS, PETAH BS, 的 所 有 非 0 余 式 组 咸 的 集合 . 根 
据 引 理 3 可 知 BS. ,BS,,… 是 一 升 列 的 非 增 秩序 列 , 故 一 定 存 在 一 正 整数 s 使 得 
BS. ~ В, ~ В5„,; — …, 这 时 将 有 RS. = BS,.,, = … = 何 , 也 就 是 说 PS 中 的 
任 一 多 项 式 都 将 被 BS. 约 化 成 0. 
综 上 所 述 有 下 面 整 序 原理 ; 
定理 1 设 PS 为 一 宪 项 式 的 非 空 集合 ,有 一 机 械 化 算法 可 在 有 限 步 内 求 得 一 
FEA CS: f... f  BE48 f. € leal(PS)(PS 生 成 的 理想 ), 且 对 任 一 多 项 式 fE PS, 
prem( f, CS) = 0. 
设 呈 是 天 的 一 个 扩 域 ,用 Zerof 5) 表示 5 中 的 多 项 式 在 5 上 的 公共 零点 组 成 的 
集合 , 即 
Тего $) = |(ау, oa ay) € ha; a, aw) = 0, 对 所 有 h € 5]. 
假设 6 是 另 一 多项式 集合 ,Zerol 5/ С) 表示 是 $ 的 但 不 是 6 中 所 用 项 式 的 零点 所 
组 成 的 集合 .对 于 单一 多 项 式 ,Zero( 5/| 01) 有 时 也 写 为 Zerol S/Q). 
定理 2[ 整 序 原理 ) 设 PS 为 一 多 项 式 的 非 空 集合 ,CS R. PS 的 一 特征 列 , 则 
Zero( CS/ J) C Zero( PS) C Zem CS) 
Zero(PS) = Zero( C3/ 1) U Zero( | J PS U 111) 


ЖФ 1, ЖЕ CS rE BWA ,了 为 所 有 天 2368. 
显然 当 所 求 得 的 特征 列 C5 为 一 矛 冉 列 时 ,有 Zero( PS) = 7его(С5) = 他 .这 说 
明 PS 中 的 多 项 式 没 有 公共 的 零点 .在 上 述 定 理 中 ,如 果 对 诸 Zero( PS U HLD 继续 
进行 分 解 , 可 得 
定理 3 {零点 分 解 定理 一 一 BER) ”对 一 非 空 多 项 式 集合 PS 与 任 一 包 项 
式 G, 有 分 解 
Zero(PS/ G) = (J Zemol ASC, / б.) 


其 中 АЅС, 是 升 列 , J, 为 А5С, PERRALLE, С, 是 6 对 ASC, RAH 6, 
= 0.{ 参 阅 文 献 [11) 

设 ASCA ,万 …: 乒 为 一 升 列 ,e = cls(f,). PR АЅС ЗЕ — Жаре И, П А 
Ki = K[xi,x2 "x -(] 上 作为 Se, HETAT: HHR £, ЖЕ К, ЕЗ 
x, 的 多 项 式 是 不 可 约 的 ,添加 斤 在 某 一 扩 域 的 根 加 到 于 得 到 扩 域 后 = Kla), W 
fa Ж К, 上 作为 x。 的 多 项 式 也 是 不 可 约 的 . 

考察 定理 2 中 分 解 ,通过 对 诸 А5С, 中 的 多 项 式 依 次 做 代数 扩 域 上 的 因 式 分 
解 ,可 得 


1 构造 性 代数 几何 * 733 - 


定理 4( 零 点 分 解 定 理 一 一 强 形式 ,[1]) ”对 任意 多 项 式 的 非 空 集合 PS 和 多 
项 式 集合 8, 存在 一 算法 ,在 有 限 步 内 或 者 判定 Zero(PS/ G) 为 空 集 或 者 找 出 一 组 
不 可 约 升 烈 IRR, Е 
Zero( PS/G) = UJ Zero(IRR /1 1 U б), 


其 中 全 | 是 IRR, 中 多 项 式 的 初 起 构成 的 集合 , 并 且 对 任意 i 和 gg С C premg, 

设 ASC 为 一 升 列 ,定义 

PIKASC) = }Р | prem( P, ASC) = 01, 
QD(ASC) = P 1 存在 ASC 初 式 之 积 J 019 JP Є ldeal(ASC)|. 

定理 5 有 

1° РОСАЗС) с QD(ASC). 

P 对 于 不 可 约 升 列 ASC,PDK0ASC) = QD(ASC) 是 一 个 系 理 想 . 

P 对 于 任意 升 列 ASC,QD( ASC) 或 为 K[xz] 或 是 一 个 单纯 理想 , 基 QD( ASC) 的 
所 有 非 多 余 案 理想 分 支 均 有 相间 的 维 数 ( 见 文献 [2]). 

利用 这 一 符号 ,可 以 得 到 下 面 形式 的 零点 分 解 定理 ( 详 见 文献 L1j ). 

定理 GERED) ”对 任意 名 项 式 的 非 空 集合 PS 和 多 项 式 56, 如 果 存 在 
下 面 形式 的 分 解 

Zero(PSZG) = | J 7егобАЗС,/{ 1] U 6), 


则 有 
Zero(PSZC) = UUzem(PDp(ASC)7G)， 
7его(Р5/6) = [|_)7его(фО(А5С,)/ G). 


后 一 个 分 解 在 某 些 应 用 ,例如 上 几何 定理 证 明 中 更 方便 . 详 见 [3] . 

上 述 定理 实际 上 给 出 了 代数 答 的 不 可 约 分 解 与 单纯 维 数 分 解 , 但 其 中 有 些 分 
支 是 多 余 的 .要 想 去 掉 这 些 密 余 分 支 , 需 要 计算 QD(ASC) 与 РОСАЅС) 的 生成 基 . 对 
于 不 可 约 升 列 ASC,[4] 中 给 出 了 基于 Chow 坐标 的 计算 方法 .下 面 介绍 一 个 相对 简 


单 的 方法 . 
引 理 4 对 于 任意 升 列 ASC = [A A „Ш 
OD(ASC) = Idealf А |, A... А, 21А _ 1,2,4 一 1] Zu, 一 1) 
П ж, сс, ж], 
其 中 ži 是 新 变量 12] . 
根据 以 上 结果 ,可 以 用 Groebner 基 方 法 计算 QD( ASC) 的 一 组 生成 基 ( 见 文献 
[5] [2]) ,最 后 有 


定理 了 { 代 数 旋 的 崔 一 分 解 [1]) 对 任意 多 项 式 的 非 空 集合 PS MIRAGI 
URETHRA Asc 与 素 理 想 PD( ASC) WERE PS, ,使 得 
Zero( PS/ G) = [J Zeo(PD(ASC,)ZG) = [J Zero(PS;7 6), 
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并 且 以 上 分 解 中 任何 一 个 分 支 都 不 能 去 掉 . 
1.2 ”复数 域 上 的 投影 定理 
大 家 知道 ,两 个 方程 


һ-1 


J = w" + ах”! ++ а = Ü, zg = xm" + бул”! + + b, = 0 


有 公共 解 的 条 件 是 它们 的 下 面 结 式 为 零 ， 


l el се Q, | 
R( ) 1 @| e.t ак 
Р.в -~ [i b, КАА Бы 
1 Бр bn | 


ТАВИ Е Ер АРЕ ЕЕГ. В PS R: K[U х) 中 的 多项式 集 
合 ,这 里 URRE (шуи) Ж (а, хх. xs) .D ДЕНЕ Ид, E B 
K ИМНЕ ELARRE 

Zero PS/ D) = la € E" t Y P C PS, Pla) = 0; D(a) > 01. 

定义 投影 的 概念 如 下 : 

Рго}„7его{Р5/Р) = le € | Ja € Е", 119(е,а) € Zeol PSD). 
如 果 m = 0.48 Zero( Р5/ D) E TATH, д У Proj Zero( PS/ D) 为 了 或 下 .不 难看 出 ， 
投影 实际 上 给 出 了 一 个 方程 组 对 于 变量 x, 有 解 的 条 忻 ( 风 [61). 

ЖЕЗ 拟 代 数 集 的 投影 是 若干 拟 代 数 集 的 并 . 进 -- 世 ,存在 一 个 算法 在 有 限 
步 内 求 得 下 面 分 解 


Proj,Zero( PS/D) = U Zero( АЗ/ H;J;) , 


其 中 AS, ЖЕ КЇ U] ФАЯ, Н, E: KI U] 中 的 多项式 ， 了 是 45 ШЛУ ЖЕН. 
为 了 给 出 上 面 定理 的 构造 性 证 明 , 先 引 人 人 下面 引 理 , 其 证 明 见 [61}. 


5125 iB- рэ € K[U,x], F B, E: U Из ЛЛ, ‚ШШ 


Proj,Zero((2/ B) = U zn(@/B). 


引 理 6 设 P.0 是 KLU ,x] 中 的 多 项 式 ， d = deg,P > 0,degs0 > 0, 则 有 
Proj, Zero( PrQI) = Proj Zero g3 Ri). 
其 中 I EPAIA, R = pem, P). 
算法 1 
设 PS 是 K[ H 7735 Bas рага] 中 的 多 项 式 集 全， D Д+Ң р Ж ЛҖЛИхд,, E E. K 的 
代数 闭 包 ,计算 Proj, ,...,, 2его(Р5/ D). 
#1 ЖЕШ Ри < сз, < xí < ` ГАН -Rit 分 解 定理 ， 
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Zero( РЅ/р) = U Zero( ASC;/ DJ; ). 


对 每 个 升 询 ASC, 进行 下 面 操作 . 

#2 设 ASCi; 形式 如 下 :ASC, = Ву, B... A АЕН В, EEFE UE 
MA A PEA x PIR А, 的 主 变 元 为 Хз 

步 3 首先 计算 Z = Proj, Zero( ASC, 7 DJ). WR D PAS x M Z = 
Zero( ASC /DJ ,其 中 ASC; = Вуз, Ba Apt A ШЕ D S n НАВ 6, Z 
= Proj, Zero( ASC'iA Rj) ,其 中 R = рге Р#,А,),4 = deg, А,. 

步 4 重复 步 3, 可 以 得 到 

Рој, .x Zero( ASC, DJ.) = U Zeo(1B,, B... ВДИ), 


其 中 G ДЕ В,, В, ‚В, BAG KIUU, ро) POCETNA H, yega, 
步 5 利用 外 理 6 将 Н, т OA 销 去 .最 后 得 到 所 求 的 投影 
Proja, ,-—, 2его(АЅС,/ ВЈ) = | )7его(1В,В,,,В,}/Е,), 


其 中 F, E: B, 的 初 式 与 一 个 如 的 多 项 式 的 兼 积 . 

作为 投影 定理 的 一 个 应 用 .可 以 给 出 复数 域 上 的 一 阶 谓词 返 辑 公式 的 判定 算 
法 .复数 域 C 上 的 一 阶 谓词 逻辑 公式 (简称 公式 ) 可 已 严格 定 必 如 下 : 

(1) 复数 域 忆 上 的 多 项 式 等 式 P(x хх», е.м) = 上 0 是 -一 个 公式 ， 

(2) ШЖ fg PATAR My A g( 与 ),fY ES 或) AAE 也 是 公式 

(3) 如 果 了 是 一 个 公式 , 则 эх € Ср), ух € C(/) BEAR. 

下 面 基 一 些 公式 的 例子 ， 

村 cls 人 数学 基本 定理 . 
V sr, ОВ = = 0], BEREH. 

设 f 是 一 个 公式 ， 通过 - - 些 简单 的 著 辑 变换 可 以 将 变 为 下 面 标准 形式 : 
f = Фа Q, [V O, =DA AP, = ОЛ Di = 0A: А D. # 0], 
其 中 0 是 谓词 3 或 者 V, P, Dji EEDA. жа Ет 称 为 被 限制 的 变 贡 .未 
被 限制 的 变量 称 为 自由 变量 .所 请 复数 域 C 上 的 一 阶 谓词 轩 辑 公式 的 判定 是 指 下 
面 两 类 问题 : 

(1) 判定 问题 “如 果 上 申 无 自由 变量 ,判定 公式 了 在 复数 域 上 是 否 正 确 . 

(2) 谓词 消去 。 如 果 f 中 有 自由 变量 ,找到 一 个 只 含 自由 变量 的 公式 z ,使 得 
fe 在 复数 域 上 等 价 . 

定理 9 复数 域 CC 上 的 一 阶 谓词 逻辑 公式 的 判定 问题 与 谓词 消去 问题 都 可 以 
由 投影 定理 解决 . 

很 明显 ,判定 问题 是 诈 词 消 去 的 特殊 情形 ,因此 只 融 要 考虑 谓词 消去 问题 . 不 

К-НЕ Q, = J.s = n. 下 面 讨论 怎样 消去 谓词 ( 3 v). 


设 P = [Ptt Pa] D = [| ps, 由 算法 1， 
k= 1 


Proj, Zero( PS/ D) = | Ј 2его(45,/Ръ). 


由 投影 的 定 交 可 以 看 出 ,逻辑 公式 
J taí Pa = QA... A Pa, = ОЛ Di > Q A = A D. = 0) 
т 
V (AS, = 0 A F, 0). 


也 说 是 说 ,已 经 从 /中 消除 了 量词 ( а) MERI: 3 (fV о 3 V Э хе, 
有 


f= ФФ, З mal V е ла LV (35000). 


ME ШЫ УФН ГВК 3 х,). 如果 Q, 不 是 3 ,可 以 作 下 面 的 变换 : 

f = Qira Qeit Valg] < Qiz, Ола 7 3 „(7 є]. 
经 过 逮 辑 变换 , 不 难 将 с 变 为 标准 形式 . 然后 再 用 与 上 面相 似 的 过 程 消去 
( 3x,). 重臣 上面 的 过 程 妈 可 完成 谓词 消去 . 


1.3 ”和 代数 艇 的 各 种 表示 及 转换 


尼 数 区 有 和 祖 宪 表示 形式 ,这 些 表 示 形 式 都 有 其 特定 的 意义 与 应 用 ,本 节 将 介绍 
代数 艇 的 若干 种 表示 形式 及 其 互相 之 间 的 转换 形式 ， 
代数 艇 最 直接 的 表示 形式 是 生成 元 或 隐 式 表示 ,由 希 尔 伯 特 (D.Hilber) 有 限 
ЕЕ АГА ЕЕ WV 一 定 存在 有 限 儿 项 式 集 合 PS С К[ х6, arx] 使得 
V = Zer PS}. (1-1) 
К ВВЕ Е А. Ka MB , 
12 - 2t 
Хаар Ула 
是 单位 贺 的 一 组 参数 方程 .一 般 地 讲 参数 方程 是 指 形式 为 
_ Руб", us) raa _ Pm, шы) (1-2) 
“= Ол.» ш)” r% = Qalu ) I 
ОУ. TEER, НН n 2 aki ВЕЕ 06 7. ЖЕКЕ 
有 其 它 一 些 表示 ,如 Chow 坐标 Hm MAAF. 
设 EF 为数 域 的 扩 域 .对 本 中 两 点 加 zx,m 称 为 z 的 母 元 或 z 称 为 mm 的 子 元 ， 
如 果 对 КЇ xz] 中 任 一 多 项 式 Р(х), Н F(m) =0 可 以 推出 F(z) = 0. 点 m 的 所 有 
子 元 的 集合 记 为 Specl m) .不 难 证 明 Spec т) 是 一 个 不 可 约 人 代数 艇 .点 m 称 为 代数 
ЙЕ УНУС, Ж V = spec( т). ЖН 
定理 0 不 可 约 代 数 簇 且 只 有 不 可 约 代 数 钉 才 存在 母 元 . 
AR ШЕН, 对 于 由 参数 方程 (1-2) ҖУДА Ж. (PQ Pr Qars 
PA0,) 就 是 其 一 个 母 元 ) .但 是 一 般 代 数 艇 的 母 元 则 不 容易 显示 给 出 .实际 上 , 母 
元 可 以 由 不 可 约 升 列 显 示 给 出 ， 
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设 ASC: fdot £, 83—An[P33F5l, c, = cla(tfji) ,重新 命名 变量 ;y; = х. К 

它 变量 命名 为 Br n. 网 ASC 可 以 表示 为 
АЅС: рв, уз) ЛО вн, у, узд, ht Уз,» Ур). (1-3) 

将 变量 上 代 摘 为 一 组 自 上 店 变量 后 可 以 依次 求 得 yi 人 ,从 而 得 列 ASC 的 一 组 
Ж a AAA ASC 的 母 元 .于 是 有 

定理 11 设 不 可 约 升 列 的 母 元 为 m ASC). WJ 

Zero( PD( ASC)) = Spec(m( А5С)). 

也 就 是 说 ,任意 不 可 约 代 数 表 的 母 元 均 可 表示 为 一 个 不 可 约 升 列 的 母 元 - 所 以 ,本 
以 用 不 可 约 逢 列 作 为 母 元 的 构造 型 表示 . 

Ж #12 设 ASC 是 一 个 形 如 (1-3) 的 不 可 约 升 列 . 可 以 求 得 整数 ciec 
与 新 变 元 w = сууу + …+ toy, 使 得 在 变 元 顺序 4 < w < ур < *… < у, РЕЖ 
用 整 序 算法 有 

Zero( ASC U [а — eyi — * = opl J = Zerol ASC J), 

其 中 J Ж AS 的 初 式 的 乘积 , 则 ASC 具有 下 面 形式 


(шу, staw); 


I (uruy, "t tgw) у, 一 ЫС ш, шр, es ), 
其 中 КГ, ЛЕ и 与 加 的 多 项 式 . 
称 R E: ASC RERE PD( ASC) 的 预 解 式 . 由 此 得 到 不 可 约 代 数 艇 的 预 解 式 表 
Ж: 


hun up зв) . би, цо, u t). (1-4) 
= (шш uw) 700 5 ШУ(ш„ил. әш, м) 

作为 这 一 定理 与 吴 -Rt 零点 分 解 定理 的 推论 ,有 

推论 2 Ü V = ZerolPS) 为 不 可 约 代 数 艇 ,PS 为 有 限 集合 .可 以 找到 一 个 多 项 
È P = 人 0 定义 的 超 曲 面 $, 使 得 VY 与 $ 双 有 理 等 价 , 且 可 以 给 出 3 与 VF 之 闻 的 名 有 
理 变换 . 

用 定理 12 PHAS, HPE -Rn $ A 32 fW 2 BE, V = Zec(PS) = 
Zero( PD( ASC)) 9 及 为 了 的 预 解 式 . 则 WV 到 5 与 $ 到 VY 的 双 有 理 变换 如 下 . 


(TY 二 


pes 


(ear 
现在 已 给 出 了 发 数 艇 的 四 种 表示 方法 .下 面 介 绍 这 四 种 表示 之 间 的 互相 转换 . 
1. 由 (1-1) 式 一 (1-2) 5% 
卫 称 为 隐 式 代数 艇 的 参数 化 .这 一 问题 一 般 分 为 两 步 : 
(1) 由 推论 2, 可 以 找到 一 个 多 项 式 P = 0 定义 的 超 有 曲面 ,使 其 与 给 定 的 代数 
守 双 有 理 等 价 , 并 给 出 相应 的 双 有 理 变换 .这样 ,一 般 代数 艇 的 参数 化 问题 就 变 成 
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了 超 曲 面 的 参数 化 问题 . 

(2) 寻找 想 曲 面 的 大 数 方 程 .这 一 问题 还 远 未 彻底 解决 , 愉 对 曲线 ,曲面 给 出 
了 存在 算法 17 .8.9]. 下面 介绍 [8] 中 给 出 的 曲线 的 参数 化 方法 

REREH R(x,w) = 1T 的 参数 方程 .最 简单 的 方法 是 利用 下 面 由 
Laroth 定理 推 得 的 结果 ;者 次 数 为 二 的 平面 曲线 存在 一 组 有 理 参 数 方 程 , 则 该 曲线 
一 定 有 一 组 次 数 为 了 的 参数 方程 .说 R(x,w) 的 次 数 是 а, ја 

x = P(u)/R(u), w= Q(u)/R(u), 

Н Р.О. КЖК h 4 ЖЕЖ 050. P/R ORAR, w) = 0, 
得 到 Р.О. ВН HEI E ARARA A HAER, MA mk 
得 PQR. 

2. 6 (1-2) 式 一 一 (1-1) 式 

义 称 为 参数 方程 的 隐 式 化 .对 于 一 参数 方程 C 的 隐 式 化 可 以 提出 下 而 问题 ， 

(1) 求 参 数 方程 定义 的 素 理 想 的 基 . 即 以 (PA I. Par 0..7, Par Oa) Jb sq f) 
REENE. 

(2) 参数 方程 在 п 维 空间 形成 的 觅 象 

РИЛА) . P L: 2) А 

ІМС) = leE ЕЁ le = С, уо ЖҮЛ Ог?” ДЄ Ei 
AE X J Pa kE E FF BJ? 

(з) $Щ ш, шо. УЗГОН Ул, ДЕЕ ҢЕЗ #1 — B ТАЈ ЖЭБ Të 
定义 相同 的 代数 艇 且 有 独立 的 参 基 . 

(4) 对 于 -一 组 可 能 的 x 揭 值 , 相 应 的 = 的 值 是 否 唯 一 ?如 果 不 唯一 ,能 和 否 找到 一 
组 新 参数 方程 与 原 方 程 等 价 征 这 样 的 值 是 唯一 的 . 

(5) 设 参 数 方程 定义 的 索 理 想 为 【如果 IM(CC) = Zero 门 , 即 参 数 方程 的 映像 
是 一 个 代数 繁 , 则 称 参 数 方程 为 正则 . 对 于 给 定 的 参数 方程 ,能 判定 其 是 否 为 正则 ? 
如 果 不 是 正则 ,需要 找到 -一 组 正则 参数 方程 与 原 参 数 方程 定义 相 回 的 代数 得 

除 第 五 个 问题 的 最 后 一 问 , 其它 问题 基于 吴 方 法 的 解答 见 [8、10、11]. FAS 
出 前 两 个 辣 题 的 解答 . 

定理 13 设 Ё, = Р, 一 YQ; = zQ: -l,i = 2ean, AP ži AIA ETL , HH 
参数 方程 定义 的 素 理想 为 [dea( Ру, Frett Fas Gis Са Cn? N Куу ya 1. 

基于 上 述 定 理 , 就 可 以 用 Groebner Ж ([5]) ЗЕ Ж PEME. 

定理 雪 ”对 于 参数 方程 (0)， 可 以 找到 其 愧 象 的 下 列 唯 - -表示 ， 


IM( C) = Zero(PD(AS)) - U Zero( AS;/ H. ) 


其 中 AS AS; = 1,2,…, 友 ,是 不 可 约 升 列 ， H, E AS, 的 初 式 一 个 密 项 式 的 乘积 ， 
H Zerot AS,/H.) с zl PD( А$) ) 

(1-1) zë— (1-3) 式 可 以 用 吴 零 点 分 解 定理 来 实现 . 

3. B (1-3) 式 一 【1-4) җҖ 

没 ASC 是 一 个 形 如 (1-3) 的 不 可 约 升 列 , 引进 新 变 元 w = cun + U + cp 其 
中 c; 是 随机 选取 的 整数 ,有 ([3]) 


1 和 构造 性 代数 几何 ”739 ， 
定理 二 ”有 算法 可 以 求 得 整数 ci ,并 在 变 元 顺序 上 < tw < y, <… < y, ЁШ 
新 司 用 整 序 算 法 


Zero АЅ 8, {з 一 Суур = 一 epl E) = erol AS I), 
其 中 了 是 AS 的 初 式 的 乘积 . 则 AS RA TEER. 
RA eas, ty w), 


Ril wgs tas ti у) 一 站 一 Uno uz. u), 


R Ú ul sigs ta и, Ур} = FÁ шу. gt", tig? Yp ~ Ulu, uzt u.) + 
Hh RIRA AS 的 预 解 式 . 若 随 税 选取 c M AS 其 有 上 和 面 形式 的 概率 为 1. 
4. 由 [1-4 式 一 (1-3) 式 
ШЕЛ 15 不 难看 出 1ASU Jw- ay- ХА lj aS ПЖ i EE 
ХЕ lie KF F AJB FM. БОРА Н R. Ку, R, 庄 变 元 顺序 < y < `" 
< у, < 名 下 重新 合用 整 序 算法 央 可 得 到 ASC. 


1.4 ”奇异 曲面 的 陈省身 示 性 类 


对 -一 般 代 数 艇 ,Crothendieck 引进 了 陈省身 示 性 类 (以 下 简称 陈 示 性 类 ) 的 概 
念 ,但 顷 假 定 代数 簇 没 有 奇 点 .如 何在 有 具有 奇 点 的 代数 双 | 上 定义 陈 示 性 类 ,自然 成 
为 数学 界 极 为 关注 芍 难 题 . 利 几 不 襄 约 代数 徐 母 元 的 概念 , 灵 文 伤 对 具有 任意 奇 点 
的 代数 乱 成 功 地 建立 了 陈 示 性 类 的 概念 ([12、]3]). 当代 妆 入 光滑 时 , 吴 给 出 的 定 
义 就 是 通常 的 陈 示 性 类 ,而 且 他 所 定义 的 陈 示 性 类 是 代数 等 价 类 , 基 具 体 可 计算 
的 . 

对 于 具有 奇 点 的 代数 往 МИ M E MERETE HRA 时 的 全 部 奇 点 . 
rR MLT RR М) 的 不 可 约 代数 等 价 系 的 概念 .由 M E c 
不 可 约 子 艇 所 定 的 代数 等 价 系 在 自然 加 法 之 下 构成 加 法 样 , 记 为 ALG.( M/ MP). WI 
通常 意义 下 e 维 代数 等 价 系 所 构成 的 加 法 群 记 为 ALG.( WW}, 由 于 一 个 不 可 约 代 数 
等 从 系 中 的 元 泰 都 属于 同一 代数 等 办 和 ,国之 有 一 自然 司 坊 

J. : АЫ, СММ) = ALG (M). (1-5) 

Mit МЕРЕ Л: Н) СР, РАФ БНРИ. МО 中 包 会 M BJ BE Af SK BJ M 
HTE. 再 设 和 NW 是 另 一 复 投 影 空间 СР, chi d SEA PIJ VSE, ЛО ЭА N ФЕР 
点 的 МОНГЕ. UR ТАМ N BJ M ASARTA, ИАЛ! КЁРЕ: 

LTEN EWEEN: : 

2 Т(х) € М, SARH x € N°; 

PTEN M 上 为 一 双 射 ， 

则 可 证 明 , 双 有 理 变换 了 诱导 出 局 态 

T. : АС, СММ) — ALG,(M/ M°). (1-6) 
如 果 v. 为 复 投影 空间 CP, 中 的 = B r S a НЕП ГЕ, EAS M AR S F Pl r v, 
ФУ 1 N E V. ЬЬ АЕР, Л М Vv, CRENTE, RES М 
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的 全 部 奇 点 .对 尾 意 代数 等 价 系 SC АІС, (У,). 05 HERS N Tñ N) 都 简单 相交 
HER U. 相交 后 所 得 代数 能 属于 另 一 代数 等 价 系 ,由 此 可 诱导 出 同 态 
L, : ALG,(V,) — ALGass- a NZNO). (1-7) 
ЖИ (1 -5) (1-6), (1-7) ЧАКАЕ X S ЦЫ тїн) CP, PdA 
АРНЕ V. 的 Ehresmann Æ. Ë+ РО E V, bini M Bay sa B ГЕ, НАЛЕ Е 
$: AAE 
J : ALG, СИУ) — ALG, { Ya). (1-8) 
E: Ж V, PJU ER. L. 是 及 在 点 z 的 切 空间 . Ж (z. L) 作为 一 母 点 ,可 在 复合 
Сгазатапп Ж GR( a;0, d) 中 确定 一 4 维 Schuberr Ж Fj, НЕ CR( n;0, d) 可 视 为 充 
分 高 维 数 N 的 复 投影 空间 Ср, PHF, F 中 任 一 点 (x, L) 都 是 (z, L) 的 特定 
wt, FÆ x 是 V, 中 请 有 是 习 的 点 . 若 合 映射 T.(x, L) — х, ШЖ 
定理 16 ВТАА W. S| V, АНЕ, Н 了 满足 前 面 述 及 的 性 策 1 2, 
>. 
惊 此 定理 可 有 同 态 
T:ALG,( Fa W3) — АС, ( Var V9). (1-9) 
如 上 所 述 GR(n;0,4) ЖЫ БН 25 аА T fE. PTI T hi tF — TEREA ТОЗ 
Fa 和 T FE АНЕ b) FE koi 
E ALG, (GRÈ n;0, d)) — АШ, С, W3), (1-10) 
HP t = s + 4- dinGR(n;0, 4). GR( a:0, d) ЖЯ УНИН 
Dual: ALG, ( GR{ 0, 4)) — ALG; (СА(л;0, 4)), 
其 中 站 = dimGR(n;0, d) - +. MIR Ehresmann 符号 
ЕН = [as l Bos bits balss = >b, ~ k) + ау, 


НФУ) 号 表示 对 上 从 0 到 d 求 和 ,但 可 去 掉 bh = as 的 项 , 则 有 如 下 定 文 
ЖУ 5 Ür = d-s RASNA J Т. Dual EH € АШС, (У), V, É) 
对 应 于 符号 ЕН 的 Ehresmann 2 ‚105 ЕНСЕ) = [в 1 borbi bali Ya). 
在 这 些 Ehresmann 类 中 有 一 些 特别 重要 . 
Жб ”代数 艇 的 一 类 畦 定 的 Ehresmamn 类 称 为 Gamkrelidze 类 , 记 为 GM, 
= [siltO0 dO Cd- t2), dE AG (VO) ,其 中 r= 4- 
Жн, атаа НЕНУЕ АЕ У. 
定义 7 了 具有 奇 点 的 代数 入 У, 的 陈 示 性 类 定义 为 若干 Gamkrelidge 类 的 组 合 


CH(W) = X- D Үл) Gul Va) € ALGA Va), 


其 中 + = 4:4: d, MIRRIX CH,( V.) E ALG,( V.) 为 一 整数 , 因 其 是 Seveai 
意义 下 的 投影 特征 数 , 故 称 为 代数 簇 V, 的 陈 特征 数 (参阅 文献 [14]). 这 一 定义 的 


合理 性 由 下 面 的 定理 所 阐明 . 
定理 17 ”如 上 所 定义 的 代数 能 的 陈 示 性 类 , 当代 数 能 光滑 时 就 是 通常 意义 下 
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的 陈 示 性 类 . 
下 面 介绍 具有 亲 点 超 曲 面 的 陈 特征 数 的 性 质 . 特别 且 给 出 了 有 关 陈 特征 数 的 
下 列 丘成桐 -Miyaoks 不 等 式 的 推广 
3с› — e = ©. (1-11) 
对 于 具有 人 负 纯 曲率 的 n 维 紧 Kaehler-Einstein MJE 时 , 左 成 桐 还 证 明了 其 陈 特 征 数 
游 足 


(- D"[2(n + es Mie" CM) – ne M)) > 0 (1-12) 
并 且 证 明 这 一 不 等 起 对 具有 丰 过 此 范 从 的 4 {КЕЕ TK PR AR r. 他 问 道 :关于 М 
是 理 还 存在 这 种 类 型 的 陈 特 征 数 不 等 式 ? 
设 素 为 n+1 维 复 投 影 空间 中 具有 任意 奇 点 的 超 曲 面 . 文 [15、16] 证 明了 
ERIS ”对 任意 给 定 的 正 数 上 ,2 < k < n RASARE H, 有 


(- De снн O*A, > 0. (1-13) 
ГЕТЕ С 
(一 "Усна (н) > 0. (1-14) 
其 中 4 由 下 式 给 定 ， ü 
ое (1), oo 
i = 2,3,- ,Ё. (1-15) 


HF л 可 任意 给 定 ,这 一 定理 缩 出 了 本 节 开 始 记 提 出 的 前 两 个 问题 的 系统 解 
答 . 依 据 定义 7, 文 [14,15] 证明 ;具有 任意 奇 点 的 超 曲 面 的 陈 示 性 类 满足 等 式 关 系 . 
当 上 > 4, 在 天 的 分 拆 中 存在 非 色 形 分 拆 . 现 考虑 2 三 上 < n, 由 具有 奇 点 的 超 曲 面 
H, 的 对 应 于 上 KAH p e 的 全 体味 示 性 类 所 张 成 的 线性 空间 为 
СН“®(Н„) = {CHp Н) | p( k) 是 上 的 所 有 分 拆 .| 

定理 19 ”对 具有 奇 点 的 # 维 赵 曲 面 据 及 任意 给 定 的 上 ,2 = k = nm, 线性 空间 
CH 的 维 数 等 于 卡 . 

由 于 当 上 3 4 时 的 分 拆 个 数 多 于 4, 因 此 定理 19 的 直接 推论 是 

推论 3 ”对 具有 任意 奇 点 的 =* 维 超 曲面 所 , 5 n > АВ, А, 的 陈 示 性 类 满足 一 
系列 等 式 关 系 . 

例 : 对 4 kgn Н, HEREA E FEANSA 


4 
&©Н»(Н„) + DjaCHie R.) = 0, (1-16) 
Li x] 


EP a = За? + Dn + 16.ar =- nin + 1), а = dn + 22, as = - (n? - 4), а, 
= 2(n + 1)(n + 2). 

利用 推论 3 中 得 到 的 陈 示 性 类 的 等 式 和 公式 (1- 13) 给 出 的 际 特 征 数 不 等 式 进 
行 组 合 ,又 可 得 到 一 系列 新 的 陈 特征 数 不 等 式 .伴随 着 数 寺 的 增 大 , 陈 示 性 类 所 满 
足 的 等 式 个 数 将 急剧 增加 .例如 当 上 上 = oi, EE Hn 6 前 际 示 性 类 所 满足 的 
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等 式 数目 将 增加 到 330. 


2 构造 性 微分 代数 几何 


上 面 已 经 介绍 了 吴 方 靶 的 代数 形式 .事实 上 这 一 套 理论 可 以 推广 至 微分 情形 . 
本 节 将 简单 地 介绍 微分 域 上 的 吴 方 法 及 其 在 相关 问题 中 的 应 用 . 详细 论述 请 见 
[ 17.18]. 


2.1! 微分 域 上 的 吴 -Rit 零点 分 解 定 理 


一 个 域 下 称 作 微 分 域 ,如 果 域 疙 中 除了 具有 通常 域 的 运算 与 性 质 外 ,还 有 -~… 

个 微分 算 子 了 满足 : 

Dia + 5) = Da + D$, 

Diab) = Dab + aDh. 
例如 有 理沙 数 域 Q(1) 在 微分 算 子 D = dede FRE А. ГА ЕЖЕ 
另 ~ 微分 域 K hI A НЕ, RR E EK PRE E ADATTARE K E 
也 正好 是 KHRJET. 

设 xz xz 如 是 = 个 轩 定 的 变 元 ,用 z, 表示 变 元 x; 的 7 阶 微分 ,天 上 任何 一 
个 以 x, 为 变 元 的 多 项 式 都 称 为 wj ,和 ，…，a 的 微分 多 项 式 ,所 有 天 上 微分 多 项 式 
的 全 体 档 成 的 集合 用 大 xx ,1 表示 . 司 通 常 吴 方法 中 对 争 项 式 的 讨论 一 
样 ,对 微分 多 项 式 也 可 以 引 人 诸如 类 、 秩 、 升 列 , 协 除 等 概念 ,二 进行 类 似 的 讨论 ， 

设 为 一 微分 专项 式 ,P 的 糯 cls( Р) 是 指 P 中 实际 出 现 的 变 元 的 最 大 的 下 标 . 
ШЖ РТК, ЩА W cls( P) = 0. 对 任 一 变 元 ,了 P 中 实际 出 现 的 变 元 x; 的 微分 的 
最 高 阶 称 为 了 对 于 的 阶 , 记 作 ordtP,zx). 当 zx 及 其 微分 不 从 P 中 出 现时 , 则 约定 
ord( ,xi = - 1. 

对 两 个 微分 过 项 式 Р, 和 Р,,Ж P, R: P, # НОК, ИЛЕ P; > P sË Р, < P, 


1° cls( Pa) > «8(Р,), 


x 


2° els Р) = clh( P.) = p H ord P, ,x,) > ord( Pi, х,), 


a 


3° е8 Р) = chs(P,) = pordi P; ар) = od Pnad) = ғ В degs › 
Р, > ер, Pi. 
当 两 微分 多 项 式 Р, 和 P, 不 能 比较 秩 的 商 低 时 , 称 P. A PP 有 相同 的 秩 , 记 作 P, ~ 
Р,. 假设 微分 多 项 式 P 的 类 cls( Р) = р > О.о P, хр) = mm. 则 PP 和 DP 可 以 分 别 
写成 


4 -\ 
Р = grrpmt+ TRE + ''" + ар, 


2 构造 性 微分 代数 几何 :7343 ， 
DP = Stpm + Раё! ++ Пау, 
其 中 4 = deg, Р, да = 0, а; ЖН tp, m 有 较 低 秩 的 微分 多 项 式 . ou ЖАЗУ P 的 初 式 ， 
记 作 Ini P), S = бада! ++ aÚ ПІ РВУ ОЕ Sep( P). 

设 呈 是 一 微分 密 项 式 ,cls(P) = p > 0. 一 微分 多 项 式 9 称 为 时 P 已 约 化 ,如 果 
ord{ Q, xp) < ord( P, х.) вг = ord( P, x) = ord( Q, xp) H deg, 0 < deg, Р.Ж 
-REMA 5 对 P 不 是 约 化 的 , 则 可 以 对 G 可 进行 如 下 约 化 . 

Беи: 

首先 令 т = ord( P,x,),S = Ѕер(Р), I = Init P). 

步 1 Ш оС, х,) = m, 则 将 C 和 P 都 着 作 -- 般 意义 下 如 nm 的 多 项 式 ,并 
按照 1.1 节 的 方法 对 6 用 P 进行 约 化 . 

步 2 如 果 ordlB,i) = n> т, $ k = nr- m, W РЇ k ВАУ PH ЖЕ a 
的 线性 多 项 式 , 并 以 S 为 其 初 式 . 将 G Ru pti) MERRET spn 的 多 项 式 , 并 
利用 1.1 节 的 方法 对 用 Pt 进行 约 化 , 则 可 以 找到 最 小 的 非 负 整数 o 与 微分 多 
MA C, 和 G, ,满足 

SG = GPP + С, KGa} < n. 
然后 对 С, 重复 步 1 或 步 2 的 过 程 ， 
一 般 来 说 ,有 : 

定理 1 对 任意 两 个 微分 冤 项 式 PHG. cll P) <0, 刚 总 可 找到 一 组 非 负 整 数 

би К, Ку. ‚ЕЁ, ПАРЕИ Q I. Qtt Q Q, R, В 
SPG = ФР + ОР! + a. + ОРО + OP + R, 
其 中 3 = бер(Р), = Imiti P), A R E, P ARRERA. 

БЕЖЕН АКУ G Xd P 的 余 式 ,用 prem( G. Р) RIR. 

EXI 非 零 微分 多 项 式 的 有 限 序 列 P Р, P, 你 为 一 个 升 列 ,如 果 

Fr = 1H. P, x 0, 


2° 0 < (Р) < < cls( P,), 且 对 任意 的 2 > у. Тан(Р,) ФВ 户 己 约 化 . 
-一 微分 多 项 式 GFA P, Pe P, ARTA TAREA 
wemi G, Pits P.) = premi premi G, Р,), Р. Past Ppa). 
利用 1.1 节 相 同 的 方法 ,同样 可 以 比较 两 微分 儿 项 式 升 到 牧 的 高 低 ,定义 微分 
包 项 式 组 的 基 列 等 概念 ,这 里 不 再 重复 . 
提琴 是 下 的 一 个 微分 扩 域 ,HS 是 微分 多 项 式 组 ,了 是 微分 多 项 式 , 定 义 : 
Zero( HS) = |: € 本 | 对 所 有 的 PE HS,P(:) = 01, 
d- Zero HS/D) = d-Zero( HS)-d-Zerol Р). 
二 Zerol HS) 中 的 元 素 称 为 HS 的 零点 . 
平行 于 1.1 节 中 的 定理 2 一 定理 4 有 
定理 2 对 任意 -- 微 分 多 项 式 的 非 空 集合 HS, 有 一 机 械 化 方法 在 有 限 步 内 成 
判定 出 下 Zerot HS) 为 一 空 集 或 找 出 一 升 列 CS 满足 
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d Zerol С5/ J) с d Zer HS) C d-Zero( CS), 

НИЕ P Є HS,Prem( P,CS) = 0, 其 中 了 是 由 СФЕ SMA + 
的 乘积 

上 述 定理 中 的 CS 称 为 HS 的 特征 列 , 求 得 CS 的 过 程 叫做 微分 多 项 组 的 整 序 . 

ЖИ ЗС НҮ ЕШ — BER) НАРИЧА, о 
微分 多项式 . 则 有 一 机 械 化 方法 可 在 有 限 步 内 或 判定 出 d Zero(HS/D) 为 一 空 集 或 
找到 一 组 升 列 ASC, ,使 得 

d Zero( HS/D) = Ud-Zero( ASCi/ Р), 

且 对 任意 P € DS, premi P , ASC,) a 0,3trh J, 8: ASC, 中 微分 名 项 式 的 初 式 与 隔离 
子 组 成 的 集合 ， 

升 列 ASC 称 为 不 可 约 升 列 ,如 果 ASC 作为 一 般 意 义 下 多 项 式 的 升 列 基 不 可 约 
的 .此 时 将 所 有 的 变 元 及 其 微分 者 看 成 通常 意义 下 的 恋 元 , 则 有 

定理 4 车 ASC 是 不 可 约 升 列 , 则 有 

1° PD( ASC) 是 一 个 素 理想 ,十 Zero( PD(ASC)) 是 一 个 不 可 级 微分 代数 得， 

2 HERMIE Р, Р = 0(mod)Spec( 6), SER PHF 4-А5С 的 余 式 


为 零 . 
定理 胞 零点 分 解 定理 一 一 强 形式 ) “与 定理 3 的 叙述 相同 ,只 是 其 中 的 АС, 
是 趟 可 约 升 列 ， 
定理 以 微分 代数 艇 的 分 解 定理 )” 设 HS 量 微 分 多 项 式 的 有 限 集 , 则 有 一 机 械 
化 方法 可 在 有 限 步 内 将 d Zerot HS) 分 解 为 不 可 约 代 数 艇 之 并 
d Zero( HS) = | )‹-7его(РО(А5С,)), 


其 中 ASC; 是 不 可 约 微 分 代数 艇 . 
2.2 ЖУЗЕ pa 


RPE KIU, х 中 的 多 项 式 集 合 , 这 里 上 = [uru з. 1 = Jap 
х„ 1 1 口 是 其 中 多项式 ,EE 是 下 的 微分 闭 包 .定义 投影 的 概念 如 下 
Proj,Zero( PS/D) = le € Em 1 Ча € 2", tle, a) C Zeol PSD) I. 
ШЖ m = 0,48 Zero( PS/ D) ERARE, së X. Proj Zen PS D 9 TEF. TER H, 
投影 实际 上 给 出 了 一 个 方程 组 对 于 变量 x; 有 解 的 条 件 .我们 有 
定理 7 拟 代 数 集 的 投影 是 若干 拟 代数 集 的 并 .进一步 ,存在 一 个 算法 在 有 上原 
步 内 求 得 下 面 分 解 


Proj,Zero( PS/D) = [J ZeroC AS;/ Н). 


其 中 AS, Ж КЇ U] РЇ, Н Ж K[ U] 中 的 多 项 式 ,天 是 АЗ, 的 初 式 之 乘积 ， 
为 了 给 出 上 面 定理 的 构造 性 证 明 , 先 引信 下 而 引 理 . 


引 理 1 设 B= DOB E KLU,x], 其 中 BB 是 的 多 项 式 , 则 有 
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projZero((2)/ В) = |] Zero(@/B;). 
引 理 2 设 P.O 是 K[U,x] 中 的 多 项 式 ,d = deg, P > 0,deg,0 > 0, 则 有 
Proj,Zero( PZ ФР) = Proj.ZerofC RI). 
Яр rE Р, А = prem 0, P). 
ИІ БРА АО, PAETAE, p EK h ЕДА, FE RE. K ВИ ЙН 


包 , 将 计算 Proj Zero(PS/ D}. 
jl 在 变量 顺序 n < ` < uá < xw( < з < x, FERR -Rit 分解 定理 ， 


Zero(PS/D) = Ú Zero( ASC;/ DJ). 


对 每 个 升 列 ASC 进行 下 面 操作 . 

步 2 W АЅС, 形式 如 下 :ASC; = Вг, B. Att A, ,其 中 B; ЖЕЛЕЗЫ U B ЖИ 
x, A; ФЕ n. 51 А; 的 主 变 元 为 tapii 

РЗ 首先 计算 Z = Proj, Zero( ASC,7 DJ.). ШЖ D PREAS v M Z = 
Zerot ASC: DJ.) ,其 中 ASC; = Ву, B.,A...... Ар. НЯ DBS an А5199 2,7 
= Proj, Zero( ASC /RJ), 其 中 R = pemi 5°, А,), d = дер(А,,х,). 

步 4 重复 步 3, 可 以 得 到 

Proj, Zero( ASC; 7 DJ,) = (J Zerol i B1, В, 1⁄6), 


其 中 б E B, Rea В, HAAS K[ U, tirtas s, Ena] е ага H, HRR. 
步 利用 引 理 2 将 FR, PEE х, 5,7,5, 销 去 ,最 后 得 到 所 求 的 投影 
Proj ,Zerof(ASC Z DJ.) = (J Zeot Bi, В," B17 Pe), 


其 中 F, ж В, 的 初 式 与 一 个 上 的 多项式 的 乘积 . 
与 1.2 节 相 似 , 利 用 投影 定理 可 以 给 出 复数 域 上 的 - - 阶 谓词 逻辑 公式 的 判定 
算法 . 


23 “” 候 微 系统 的 完全 可 积 理论 


1.1 节 的 概念 与 结果 均 可 推广 到 偏 微 情形 .无 称 为 独立 变量 z ,x2,，… , x, 的 微 
分 域 ,如 果 域 中 除了 具有 通常 域 的 运算 与 性 质 外 ,还 有 nm 个 微分 算 子 Di = 1， 
2,… m 满足 : 

1° р,(5) = 1,005) = 0,í = j, 

P D;(a + ó) = Оба) + р), 

3 Р,(аЬ) = D.(a)b + ер), 

Ф D;(D;( а)) = DDi(a)). 

为 了 方便 ,引入 数组 的 概念 .对 于 一 个 m 元 有 序数 组 上 = (P... LO E S. 
Cift) = B,ord(2) = I + =" + L... DUR u e e ORR RGA u> е. ВВ m Ju PF 
数组 记 为 Tot. 对 于 To 的 任意 子 集 T, Ti 7) 是 了 中 所 有 数组 的 整 倍数 的 数组 的 集 
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合 . 栈 个 数组 的 乘积 定 愉 为 相应 参数 的 匀 积 ,可 以 在 所 有 数 沁 之 间 引 人 一 个 烦 序 : 
н > t, ШН 
1° odlu) > ordt vw) 
或 者 
P odlu) = ord(v) 县 存在 ,使 得 Су(ш) > Gler), Ca n) = 人 (0 区 大. 
一 个 数组 称 为 素 组 ,如果 其 中 任意 元 素 不 是 男 一 元 素 的 倍数 .对 一 个 数组 T, 
Max( T) = (л-Мах( G (t), a Maxi Catt € T. 
数组 了 的 完整 化 定义 为 
Comp( Т) = fu | u a Max(T),u z t € Tl, 
对 一 个 数组 了 与 数组 1 е Мах( Ту, Ж A RT WE GD = CO(Max( T), 
记 Mue T) 为 所 有 对 于 了 的 乘 子 的 集合 ,Nukt ZT) ТГ ТЕ TRIATH 


EE. 


TMUT) = jtul GC) = 0%] Nate P ТАЗ H. 

有 了 以 上 记号 ,1.1 PHRES AAE НАЕ. i :为 数组 ,用 DP) 
WEMA P WET x, BJ C (O) 阶 微分 -对 了 微分 多 项 式 PJE LP) 记 P 中 次 序 的 最 
高 微分 , 则 ord( P) = ord(La( P) ,cls( P) S F Ldi P) КЁ. degl Р) 等 于 Ldt P) fE 
中 的 次 数 ,init(P) 等 于 Ldt P) ЖКН ЖАК. Зер) W P P XF Lai P) 的 
形式 微分 . 

第 一 章 中 的 主要 结 条 在 微分 情形 都 成 立 .例如 有 

ERS 对 任意 微分 多 项 式 集合 PS, 存在 有 有限 微 分 雯 项 式 集合 FPS, 使 得 
d Zero( PS) = d-Zero( FPS). 

定理 9 ”对 任意 不 可 约 微分 代数 短 V = q7Zee(pS), R ili 的 为 一 素 理想 .PS 的 
特征 基 АЗС 的 母 元 = 就 是 站 的 母 元 , 即 V = Spee( z). 

下 面 主要 介绍 偏 微 方程 组 的 可 积 理 论 , 对 于 -- 个 非 孚 上 凡 开 列 

d ASC: Рр. D, 
L4f D.) ЙОН Ж ЙЯ LAD) 的 微分 称 为 次 主 微 分 . 其 它 微分 称 为 参量 微分 . 川 人 下 
ШЕ. РЕ сре л 
ІТОР,( 4-А5С) = |: D,(Y,) 是 某 些 Ld(D)|. 
Мах,( 4- АС) = (Махі с), "7, МахіСт( г) 1), Є СТОРЬ( d- ASC). 
СТОР, (ФАС) = Compl LTUP,{ d- ASC) ). 
EW D (Y Є KTUP,(4.ASC)) 的 主 微分 称 为 二 ASC 的 СЯ. 对 于 
СТОР, dASC) X ОТОР, (А56) 中 的 数组 о, IERA: 
J" D.( Y,) = К-то d- ASC). 
ЖО" D.( V.) = Кы mod( ~ ASO ERT o tip 的 导出 微分 多 项 式 , d- ASC HIEN 
1 SB Уу d АВС 中 多 项 式 重 新 按 开 次 排列 称 为 二 ASC 的 完备 化 ， 
d- ASC +: Hi, Hape, Н, 

а АЗС МЛ БЕ ЖЛ DM = D,(H), 其 中 

LdC H) = DY, € CTIUP Ca = 0i € Nuh(¿¿LTUP,) #Ё# u € 
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TMUC4ALTUP,)., 若干 必 微 分 的 乘积 称 为 一 个 虹 乘积 . 一 个 М Ж IB АЕ М ЕТИК 
性 组 合 , 其 中 的 系数 只 包含 主 微分 与 参 景 微 分 . | 

假定 一 个 微分 多 项 式 P rh) S 8 M Л М, 与 其 它 微分 , 设 D.( V.) ААК ЖЖ 
分 中 次 序 最 高 者 . 可 以 将 "唯一 分 解 为 过 ,其 中 上 E CTUP, \ LTUP,, H3} í € 
Маи е ОТОР, ), Со) = 0. СУ) = (本 ), 则 可 其 通过 微分 Н, ЖР D,( Y.) Ë 
去 .这 一 消去 过 程 称 为 M 约 化 ， 

假定 前 述 微 分 多 项 式 P 中 除 和 羞 微分 与 参 尾 微分 外 还 有 主 微 分 .可 以 通过 对 
d АЗС 的 协 除 法 将 之 消去 .这 一 过 程 称 海 | 约 化 . 

通过 M 约 化 与 了 的 化 后 ,有 

JP = МОР) + МОР) 
满足 ; 吕 DJ 是 二 ASC 的 初 式 与 分 离 式 的 乘积 ,办 MP 是 - T META ONP) 是 
一 个 只 售 参 量 微分 与 让 微分 的 多 项 式 O OM PAN P) 中 不 是 时 微分 的 主 微分 的 
次 数 小 于 а ASC 中 相应 微分 的 次 数 . MOP) 与 N( P) 称 为 РИМ УМ. 

BE dASC + 中 存在 E, 其 LH) = DY) Н eA ЗЕЕ РЕ Є 
Nulti ETUP,). РЕ ЮАН.) = S* D,Y) + RHP D, O) Æ AAS + 中 另 一 个 
多 项 式 Н, 的 主 微分 .从 D O 与 Ну PRED V.) 1581 ПЕЛА WHE 
WEF D,(Y,). РУЗИ, SIERT ИА Z ñi. — АЕ LAI 
ЖЛ ЫЫ. ШАНА uy ЖЛ KE Эу. 

WJA RAELA, EAEE AAAI FEG, MARLI]. КД 
果 是 至 关 重 要 的 . 

定理 如 # dASC 是 一 个 被 动 的 不 可 约 升 列 , G МЕ БЕЛ, ШЕН 

1° Spec( б) 是 一 个 不 可 的 微分 代数 能 ， 

r 对 任意 微分 多 项 式 P, PO = ОЧЕ РГ АЅС 的 余 式 为 零 ， 

P 对 在 意 微 分 儿 项 式 记 ,PP = 0 (mod) Speci 6), SARAH PHF d ASC 的 余 式 
Ж. 

(М Ел КИЈЕВА РЕЙ. ЖТ И ИЕ ЖЕ ЕЗЕТ 
ЖЕ B) Ж H АУЕ РЕ Ж ЛЕНЕ ЛИЕ РЕ. HERH SER АЕН S EM б 
相同 . 


2.4 ”微分 几何 与 力学 中 的 定理 证 叫 与 发 现 


与 初等 几何 的 情形 相 竹 ,微分 多 项 式 组 的 刺 序 算法 寺 翌 可 以 应 用 于 往 分 几 疗 
中 定理 的 机 器 证 明 与 …- 些 几何 关系 或 公式 的 自动 发 更 j ü S, 详细 论述 请 见 文献 
[17.195.20.21.22]. F 12 iAH. 

例 1 两 平面 曲线 С, 和 C, 称 为 站 行 的 ,如 果 C 公有 .个 1 对 庶 , 使 得 
对 应 点 的 连 线 怡 好 是 С. СУ 的 公共 法 线 , 证 明 对 任意 西区 这 样 的 曲线 ,对 麻 点 之 癌 
的 距离 是 一 常数 ， 

ЕВ BEP 和 P, 是 曲线 GA C, ШАГУ, ЭРИК P, = (xz (t, 
alh P = (w(t) ,xatt)) 是 其 坐标 的 参数 表示 ,i 记 Р, 和 P. 的 距离 P P, A 
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550 4} , 则 定理 的 假设 可 表示 为 
һу = (zs — rai + (x4 ло) = 0, 
Ву = (ху- wi)w' + (ад 5) ха = 0, 
hy = x$ = (xs — z)? — (x, — xa)? = 0. 
结论 可 写 为 :g = x'ç = 0. 
通过 对 微分 多项式 集 j Һ,, А, hyl 进行 整 序 , 可 得 其 升 列 CS 为 
(х'1+ ws + (лу хр) (аа ж'а) (а 73), 
Saty + (ry — жү) р t'as 
xš — (x; — a) – (x4 — x), 
可 以 看 出 其 初 式 与 隔离 子 只 有 因子 4, = xy th = X3- Жу, dy 三 xl + xi d, = xs. 
Ж ЧИ ЖОГ реп z, CS) = 0, 因 此 定理 在 非 退 化 条 件 а, і = 1,…,4) 下 是 
正确 的 .如 果 想 进一步 知道 在 退 雍 的 情形 下 ,定理 是 和 否 成 并 ,可 以 将 非 捍 化 条 件 的 
名 项 式 逐 次 添加 到 假设 微分 包 项 式 组 中 ,并 重复 上 述 证 明 过 程 , 这 里 不 再 元 述 . 
AF- 牛顿 问题 } ”利用 吴 方 法 在 微分 域 上 的 推广 ,可 以 研究 开 普 勒 


(Kepler) 经 验 定律 与 牛顿 引力 定律 之 间 的 导出 情况 . 下面 通过 一 简单 情形 来 说 明 ` 


其 方法 在 这 种 问题 中 的 应 用 . 
FEDER: 
(KL) 行星 绕 太 阳 以 椭圆 轨道 运行 ,并 以 太阳 次 其 一 不 点 ， 
(K2) 从 太阳 到 行星 的 向 量 在 相同 的 时 间 内 扫 过 相同 的 面积 . 
牛顿 引力 定律 : 
м) 行星 的 加 速度 与 太阳 到 行星 的 距离 的 平方 成 反比 . 
( N2) 行星 的 加 速度 向 量 总 指向 太阳 的 方向 . 
FESHER ND 可 以 从 { 天 1) ЖОК?) 导出 ， 
ЗА, ,不 妨 设 术 阳 处 于 原点 人 ,0) , 椭 圈 的 中 心 位 于 * 轴 上 .假设 行星 的 
ERAGO ya ЖЧ е ЕА, В КТ) 和 CK2) 可 表述 为 
R= - у= 0, Ph = а-к? у? = 0, 
агер - ех = 0, р = 0, е = 0, 
= ух-ху-һ= 0, М = 0, 
其 中 ат, г КЭТ АЈ. 
(ND 和 (A2) 可 以 写 为 
m = (22) = 0, m= zy — yw = 0. 
显 热 妃 和 呈 是 等 价 的 .为 方便 记 , 可 以 俱 定 exea = ОНТ, п, ЖКД ЗВО). Ж 
序 关系 p < e < f <w<7y<r<ea 风 利用 分 解 公 式 有 
d Zerol kip se hi ha, n Za) = d-Zero( А5Су/ а) U 4-7егоб А5С,/ а), 
其 中 ASG = р 
g 
(Ce - 1)a + (3e – 1) раг + 3epx + pija” + рхх' 
y? — (е2 – 1)а? – 2pex — р? 


коц 


Р" 
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г- р- ех 
а? 一 у? _ "t 
А5С„ = р 

е 

y: + (—- @ + 1)+? 

r — ex 

а? _ y"? _ a"? 
通过 计算 可 得 premi ni, ASCI} = O, premi ni, ASC) 关 0, 因 此 "从 (天 1) 和 (天 2) 可 导 
出 CN1)” 是 一 般 正 确 的 ,但 不 是 严格 正确 的 .如 果 进 一 步 假 定 p 0, 即 椭 园 不 退化 
成 两 条 直线 ,并 下 次 利用 分 解 定理 ,可 以 得 知 CN1) 总 可 以 从 (K1) 和 (KE2) 导出 .这 
样 就 解决 了 开 普 勒 - 牛顿 问题 ,实际 上 ,利用 零点 分 解 定理 可 以 由 开 普 勒 经 验 公式 
自动 发 现 和 牛顿 定理 ([23、20]). 


3 ”构造 性 实 代 数 几 何 


实 代 数 几 何 主要 是 研究 多 项 式 方程 在 实 闭 域 上 定义 的 零点 结构 .因为 实 闭 域 
的 结构 比 复数 域 要 复 染 得 密 , 实 代数 几何 的 进展 一 直 很 缓慢 . 近年 来 ,由 于 人 们 认 
识 到 很 多 高 科技 问题 ,特别 是 机 器 人 与 计算 机 视觉 ,可 以 归结 为 实 代 数 几 何 问题 ， 
兴起 了 构造 性 实 代数 几何 的 研究 .本 章 将 介绍 构造 性 实 代数 几何 的 几 个 主要 结果 . 


3.1 “” 实 屠 域 上 的 量词 消去 理论 


在 加 世纪 加 年 代 ,A.,Tarski 证 明了 实 闭 域 的 可 判定 性 ,从 而 证 明了 初等 几何 与 
初等 代数 的 可 判定 性 ,这 里 ,“ 初 等 " 是 指 一 阶 芋 词 氨 辑 所 能 描述 的 公式 .严格 定义 
WF: 

变量 和 EAE рх] | z;| 
名 项 式 = 上 变量 1-1i10111 
| 多 项 式 + ETA || 2220050 x 多 项 式 | 
原子 公式 4 | 多 项 式 = 多 项 式 | 多 项 式 > SWA | 
Ardd | EFAA- 公式 【公式 下 公式 1 
| CF) 公式 | (TF 变量) 公式 1 
可 以 将 公式 表示 为 前 束 公 式 
F = (Qp) (Qu pla) (3-1) 
其 中 0, 代表 量词 ф(х ,2 为 一 个 无 量词 公式 .在 ЕФ ху, 22," , Xk-1 ВЕК 
为 自由 变 基 .而 х,о, ВЕЧЕ 13 АЧ ЛЕН Л CR Эла AJ. 18 
定 初 等 几何 或 初等 代数 中 的 任 一 命题 都 对 应 一 个 语句 . 
量词 消去 法 的 一 般 问 题 :对 任 一 形 如 (3-1) 的 公式 了 ,给 出 一 不 会 量词 的 公式 
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pixa Sg] 与 之 等 价 . 

不 难看 到 , 当 F 为 一 语句 时 ,量词 消去 法 给 出 该 名 于 的 点 植 .从 而 证 明 或 否 证 
了 对 应 的 命题 . 

在 已 有 的 解决 上 述 问 题 的 算法 中 人 .Cojlins 提 出 的 柱 型 代数 分 解 算法 (CAD) 最 
为 有 效 , 并 且 已 在 计算 机 上 实现 ,这 里 只 介绍 CAD 算法 一 种 简化 形式 ,一 般 算法 可 
参阅 [24] 

CAD 算法 基于 下 面 想 法 :一 个 句子 的 真 值 仅 依 贺 于 多 项 式 的 符号 —— IE ñ 
或 零 , 所 以 若 在 一 区 域内 会 式 中 多 项 式 的 符号 不 变 , 则 公式 的 真 值 也 不 会 变化 . 
CAD 算法 即将 灰分 解 为 有 涉 个 柱 型 区 域 , 使 得 相应 公式 中 出 现 的 所 有 密 项 式 在 每 
一 区域 上 不 变 导 .这 样 ,为 了 证 明 公 式 在 整个 空间 上 正确 与 党 ,只 需 在 每 一 人 区域 上 
取 一 点 带 人 会 式 验证 即 可 ,. 换 名 话说 ,为 了 说 明 一 类 图 形 的 下 确 性 ,只 需 取 其 中 若 
上 个 验证 即 可 ， 

I. CAD = М 

к 中 非 室 间 的 连通 开 集 称 为 区 域 . 设 8 为 是 -1 中 一 区 域 ,(8S) = S x R #r2 S 
上 的 柱 体 .5 RERA < 万 < MERKER ECS) 分 解 如 下 ， 


(S. fo: э = Ü (a, b) |a € S,b = fila) Uta, b) la ES, fila) < 


b < flo)l. 
(S) 的 这 一 分 解 称 为 由 A.F... ,fi ЖЕЛЕ, ВЫ ВКУС) 的 截面 ,第 二 
БЕШИ ИЕК. E k= 0, 则 (5S) 上 的 栈 即 其 名 身 . 
R BJ CAD ИҢДЕ УШТ: 
гт = 0,К° = 1р! #9 CAD ВН 8, 
a rB S Sat SO A RAA CAD, X i = 1,2,0, < Д < 
“< fma AS EDERRA, M R 的 CAD nj 2H F CADR 


-UG ff). 


设 S ЭК ЁЧ—/1` САР, 5 中 的 集合 称 为 该 分 解 的 胸腔. 下 面 定义 胞 腔 的 指标 . 
对 于 R'A% 只 的 胸腔 从 左 到 石 排列 每 一 胞 腔 的 指标 即 其 在 这 - -排列 中 的 序数 . 设 
ES 为 本 fr > 1) 80)—Ж E СЄ (Sf f. i). ЖИН S ЖОЮ С! By — Ba 
BE, 5 前 指标 为 Gi, 说,… ,51) ARCER. yr B Fi FRE22S3 i TF. 
mÍ CHRR G i СЄ SBIA G ei) M| i = parl) 为 C 的 维 
HHP рал) = 1, 若 了 为 育 数 ;否则 par L) = 0). ЖК C 3 1 Ja, РВ 1—7 
L Wade ali: F R. 

Ër S = (Spe S) 9 R ЙЧ CAD, ЖЕУ S 0—7, Ш 8 = Ba) 
Ф198 8,6 5,6: = 1,.… ,4).8 称 为 5 的 柱 型 代数 基点 (ec,a,;s), 若 下 面条 忻 被 满足 : 
Q 每 个 有 的 坐标 为 代数 数 , 四 设 5、5 КИЕЛИ ЫС, Б. l) Goda k), 
Ща = АСЕ = 1.2... p) 可 推 得 8B = Ak = 1,2, р). 

男 一 重要 概念 是 不 变性 , 设 S 为 一 给 整 系数 多 项 式 ,说 S R A 不 变 的 , 若 4 中 
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所 有 多 项 式 在 $ 的 每 一 胞 腔 上 不 变 号 (或 为 正 ,或 为 员 , 或 为 零 ). 

2. 投影 

由 定 习 不 难看 到 ,Ca4D 算法 明显 是 递归 的 ,为 了 构造 请 的 CADS 应 首先 给 出 
ЕС! 的 一 CADS 并 通过 在 的 胞 腔 上 造 富 来 给 出 辫 的 CAD, 现 在 就 来 给 出 这 一 递 
妇 步 梭 的 理论 基础 ， 

定义 1 了 为 x1, x;、…… ,为 的 多 项 式 , VF(p) 是 为 下 的 实 代 数 族 ,5 为 RR"' 中 的 区 
域 .说 PP 在 S$ 上 可 线性 化 ,如 果 vi Г 205) 构成 Z( S) 的 乓 个 不 相交 规 面 .直观 
上 看 ,下 在 $ 上 可 线性 化 , 当 且 仅 当 ,对 Wa € 5,Pta,x,) 有 固定 的 不 相同 的 要 .这 
一 性 质 可 由 子 结 式 来 保证 . 

i DA—UF. D, F, G, Dis]. SFG E F Ghi PAA. (Е.С) tF x: B!) 
系统 记 为 pol FG) ЖОЮ FC Wi 主 结 式 系 数 . pel F. G) 有 下 剂 性 质 . 

命题 1 F.G € Dlr], 9 deglgedlA,B)) = k 5 R10 рс (Е.С) = 0(i = 
Le’ k - DHH pse,( F, G) „0. 

命题 2 Fc D[x]. 9 k = deg(ged( F. F )), W рт 一 上 个 不 相同 的 要 (im 
= deg( F(x))). 

BIA FARES 19 Fle] = a+ mx + “° + ax, W ide F) = an Lii F) = 
ax tedi F} = F СР). XT k > 1 定义 red(redt-!( F)) = red*( F). 

RED( F) = [теа F) | O < k = deg( F), H тей F) > 01. 

PSC(F,G) = ipsc: F, G) | 0 = í = mindeg( F, G) IL psc;( F, G) = 01. 
F€ D[mi, z U x]. ЕО, PJ K тс 

PROJ CF) =U НКС) U pse G, С1). G € RFD(F))1. 

EEI FE D[x i, x], Sp RU | PROL RER ME $. 上 可 
线性 化 ， 

EX2 Ас DLLxyz 天] 为 多 项 式 有 艰 集 ,8 为 正中 的 区 域 .4 在 S 上 
可 线性 化 是 指 

tp y FEA, FES ETRE. 

2 对 不 同 的 FG EE 4,F.G 在 2Z(3S) 上 产生 的 截面 不 相交 . 
这 一 要 求 等 价 于 下 .在 S$S 有 固定 个 数 的 公共 解 , 或 degtgdt Р, G) S БЖЖ. 
由 命题 1 与 命题 2, 这 一 点 可 通过 pse 来 保证 . 设 FG Є Dinsel F 

PROL(F,G) =U іре, С) € КЕР), G € REKEN. 
对 4C Fles ,和 zj] ,进一步 定义 
PROJ(A) = |РВО СОС) U PROG, FHG, F € A.G > Fl. 

定理 2 Acen], SHR P PROA EL k, ША ES EEEE. 

3. CAD 算法 

ETAR, 这 里 不 再 给 出 求 CAD 的 算法 ,可 详 见 [24j .下面 用 一 个 例子 说 明 
САР 的 形式 . 

H1 А = 152 х |,р = у к 22.4 的 投影 集 计 算 如 下 : 

1ҸеЁ р) = 1, рәсобр,р') = (x + х7)”, pseí(p.,p') = 1, 
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[4с[(теф(р)) = x? + x*,pseo(red( p), 
ed р' })') = 1. 

所 以 只 另 考 虑 有 = |х,х + 11.#; САР] 
马上 给 出 : 

5(К!) = |(-2)(—-1)6-1/2)(0)(1)! 

KRO = 1(1)(2)(3)(4)(5)1i. 
现在 ,比如 考虑 其 中 第 五 个 胞 下 ,对 应 的 
名 项 式 为 : A(1,r) = 到 - 2, 两 个 零点 为 
ж #2. 与 之 对 应 的 栈 为 : 

806); = (101, -2)(1, -v2) 


(1.0)(1,„42)(1,2)} 


H 3-1 
KR?) = 1(5,1)(5,2)(5,3)(3,4)(5,5)) ,如 图 3-1 所 示 . 


3.2 “多项式 的 完全 判别 系统 


大 家 知道 ,二 次 方程 ax? + Bx + 的 判别 式 上 D = 六 -4ar 瘦 出 了 方程 的 根 的 性 
夸 . 对 于 一 个 rn 次 名 项 式 方程 P(x) = 0, 高 小 山 在 [5] 中 定义 了 P(x) = 089 5 ë 
全 判别 式 , 并 给 出 了 其 计算 方法 .特别 是 首次 给 出 了 五 次 方程 的 复 完 全 判别 式 ， 

Wi = (am my 是 的 一 个 拆 分 ,可 以 求 得 一 P(x) 的 系数 的 多 项 式 组 
D,, 司 得 如 果 c € Zero( D.) , W  с{%А. Р(х) = 0 中 ,所 得 方程 得 根 的 分 布 为 (nl， 
monom BAFRA п, по, с, ә TER. 

如 果 考 虑 方程 的 实 根 , 则 需要 实 根 . 虚 根 的 重 数 . 这 种 情形 比 复 数 情形 杰 困难 
的 多 .古典 铺 果 已 给 出 四 次 索 项 式 的 根 的 完全 分 类 .D.9.Arnon 借助 Collins 的 CAD 
方 读 自 动 给 出 四 次 款项 式 的 正定 条 件 . 

杨 路 . 候 晓 荣 和 曾 振 柄 在 文献 [26] 中 提出 了 对 任意 次 数 的 多 项 式 建立 完全 判 
别 系 统 的 一 个 新 算法 ,计算 出 了 5 至 人 0 次 名 项 式 的 完全 判别 式 . 应 当 指 出 ,著名 的 
Sturm 定理 只 能 用 于 确定 数值 系数 多 项 式 实 根 的 状况 .直接 用 Sturm 定理 来 建立 一 
个 判别 系统 的 尝试 是 非常 没有 效率 的 .例如 ,对 于 文字 系数 的 下 列 七 次 多 项 式 ， 

x) + px` + ф + т +з + D€ + и 
在 一 部 Pi 机 上 (内 存 16 36) 计算 它 的 Sturm 序列 ,程序 { 用 MAPLE 编写 ) 运行 1000 
ЗРЕНИЕ .用 新 的 算法 和 程序 { 仍 用 MAPLE 实现 ) ,在 同一 部 机 器 上 产生 一 个 判 
别 式 序列 仅 用 1 #t. 

A2 HEMA g = x, pxl + + 天 +s 的 根 的 分 类 如 下 : 

(1) D; > 0,D, > 0,D, > 0,D, > 0:11.1,1,1,1}, 

(2) D; > OD = 0,D, = 0,Ю, = 0:111, 

(3) D; < 0:11,1,11, 

(4) Ds = 0, Da > 0:12,1,1,1}, 

(5) Ds = 0, D, < 0:12], 
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(6) Ds = 0, D; = 0,0, > 0, Е, = 0:12,2,11, 

(7) D; = 0,0, = 0, D; > 0, E, = 0;|3,1,1], 

(8) D, = 0,D, = 0,0 < 0, Е, = 0:111, 

(9) D; = ü, D, = Ü, Da < 0, E, = 0:13], 

(10) D; = 0, D; = 0, D; > 0, 0, = 0, Е = 0:13,24, 

(11) D. = 0, D; = 0, D; > 0, Р, = 0, Е = 0:14,11. 

(12) D; = 0, D, = 0, D; > 0,0, = 0,:151, 

其 中 D Æp с.г. з HENA. ATARA p、g、r、s 为 变 元 的 表达 式 构 成 一 个 判 
别 系统 , 它 对 上 述 五 次 瞧 项 式 报 的 分 类 已 经 完全 够 用 了 .上 述 分 类 的 右边 一 栏 描述 
根 的 分 布 情况 ,例如 ,1tti,1,1,1 表示 5 个 单 实 根 ,而 12,2,1| 表示 两 个 2 重要 ,而 
情况 (3) 有 两 个 2 重 虚 根 . 

下 面 对 杨 路 等 提出 的 方法 作 一 简 述 : 

给 了 一 个 一 般 的 л Ж ЖЛ (+), НАЖАВ ФКК Ж а.а, с.а. 
Кх) 的 导数 的 系数 写成 bo bies b, А bo = 0.22 ТЕН ВАН ТЕ /'(х) 
形式 上 具有 与 (x) 相同 的 次 数 . 

将 Хх) 55 f ( x) BJ) Sylvester EFI ЙК A x) 的 判别 矩阵 , 记 为 Diser( f). F D, i 
H BJERE Diser f) 的 前 2 站 行 和 前 2 型 所 构成 的 行列 式 , 即 判别 矩阵 的 备 个 阶 主 子 
行列 式 , = 1,2,…,n( 注 意 Diser( f) 是 一 个 (2n + 1) x (2n + 1) RER). 

将 和 个 偶 阶 主子 行列 式 的 有 序 组 |D Da, 0,1 ШЕ у(х) 的 判别 式 
序列 ,并 将 [signf Di sigi D,) ,sign( D.) ] 叫做 判别 式 序 列 的 符号 来 . 

车 [ 玉 ,0,0,… ,0,F](E* 下 #0) 是 符号 表 中 的 一 段 , 将 其 中 全 为 0 的 部 分 代 之 
以 [- E, - E,E,E, - E, -下 ,这 样 得 到 的 新 表 , 中 网 不 再 有 0, 称 之 为 特 号 收 
TE. 

° 相 异 的 实 根 和 虚 根 的 个 数 

定理 3 给 定 一 个 实 系 数 多 项 式 , 如 果 它 的 判别 式 序列 的 符号 峰 订 表 的 变 导 
数 为 и, (x) 有 «对 不 同 的 共 罗 虚 根 .又 设 其 符号 夏 让 表 中 非 零 项 的 数目 为 =, 
则 f(x) 有 + - 2u 个 不 同 的 实 根 . 

* 重 因 子 序列 和 完全 判别 系统 

令 M Ein KEMAN) 的 判别 矩阵 

用 豚 记 时 的 站 行 构成 的 子 矩 阵 , = 1 п, МСЕ, г) з M, WIAT 2k 
- 1 列 及 第 2k + 1 列 构成 的 子 短 阵 ,上 = 1.2…,aii = 0,1, n - А. НЕЕ 
FAFA: 


AD = Pau = ki) t xt, 


这 里 下 = 0,1,…,n - 1. FA AD, A (fy, ДР ШК f(x) 的 重 因 子 序列 . 
引 理 1 шй Aa) 的 判别 性 序 列 的 符号 修订 表 中 的 0 的 个 数 为 ,由 
Al = g.e-d(f(z),f Cx). 
这 里 g.c.d 表 示 量 大 公 因 于 . 令 U Жл 
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Mo NAA , MA (ANY) , 
等 多 项 式 集 的 旧 , 即 所 有 不 同 层次 的 重 因 子 序列 之 并 ,V 中 和 个 多 项 式 各 有 一 个 判 
别 武 序列 ,所 有 这 些 判 别 式 序列 组 成 (x) 的 完全 判别 系统 , 沁 为 р. 800). 
* 重复 部 分 与 A 序列 
为 方便 起 见 , 令 AU ER р.а), РС) Н 2 f(x) 的 重复 部 分 .区 


今 


AND = f. Æ = ALA), ¿= 12 

将 AU AOA OO, BLR f(x) 的 4 序列 ， 

为 了 决定 f(x) 的 实 根 和 虚 根 的 数目 和 重 数 ,无须 用 记 6 4- 55 Ж 5 2: ЖЮК D. 
ХЛ: АН х) ЈА РУНЕТЕ ЛЕЗДЕ НУ Г. 

引 理 2 如果 410PD 有 下 个 重 数 为 n,n,… ,nm 的 实 棋 ,并 且 SA m + 
ЖЗ АСР A kE n tlm e levem +1 WRIA m- k TE 
THR. 

同样 的 讨论 也 适用 于 虚 根 .根据 上 述 定理 和 引 | 理 , 可 得 到 根 移 分 类 的 一 个 完备 
算法 . 


3.3 ”构造 性 实 代 数 几 何 的 应 用 


3.3.1 不 等 式 自动 证 明 


构造 性 实 代 数 几 何 的 一 个 明显 的 应 用 是 不 等 式 上 自动 证 昕 , Collins 的 CAD 方法 
经 Amon 实现 后 已 经 能 够 证 明 非 平凡 的 不 等 式 . 近 来 , Hong 的 实现 在 效率 上 只 有 所 
Yë 01. Wesipfenig 等 人 最近 的 工作 表明 ,如果 把 消去 理论 限 }， :次 方程 , 草 可 以 得 到 
高 效 的 不 等 式 证 明 器 ， 

161271 中, 周 感 青 与 高 小 山 用 吴 和 零点 分 解 定 理 证 明 不 等 式 , 这 一 算法 虽然 不 
完全 ,但 却 能 证 是 相当 困难 的 欧 各个 不 等 式 .在 [28] 中 ,将 吴 党 点 分 解 定理 与 
Collins 的 CAD 方法 相 结 合 .首先 用 吴 零 点 分 解 定理 将 问题 简化 ,如 果 过 到 高 次 方程 
的 不 等 式 问题 再 调用 Collins 的 CAD 程序 .用 这 一 程序 对 所 谓 8, 几何 构 型 问题 做 了 
全 面 分 析 . 

例 3 {名 几何 构 型 问题 ) 癌 宰 平面 上 是 否 存在 8 条 线 与 8 个 点 ,各 不 相同 , 且 
每 三 个 点 在 一 条 线 上 ,每 三 条 线 经 过 一 个 点 ， 

这 一 问题 的 答案 是 特定 的 ,但 是 ,如 果 人 多 许 点 . 钱 相 同 , 则 可 以 找到 所 谓 退 化 的 
8, 几何 构 型 .在 [28] 找到 了 所 有 次 类 退化 构 型 . 

最 近 , 杨 路 等 人 将 完全 判别 系统 与 Collins 的 CAD 方 法 相 结 全 ,针对 常见 的 几何 
不 等 式 问 题 开发 了 Bottema 程序 [29]. 该 程序 首次 快速 证 明了 大 量 非 平凡 不 等 式 ， 
其 中 还 包括 很 多 未 解决 的 问题 . Bottema 程序 的 开发 为 几何 不 等 式 的 自动 证 明 画 上 
了 国 满 的 句 导 . 

名 项 式 的 正定 判定 问题 是 不 等 式 证 明 的 一 个 特 吻 问 题 . Hilbert 十 七 问题 猜测 
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一 个 正定 铸 项 式 总 可 以 表示 为 若干 有 理 聘 数 的 平方 和 .Anin 在 1929 年 证 明了 这 一 
猜想 .但 是 ,这 一 问题 的 构造 性 证 明 还 未 给 出 . 


3.3.2 全 局 优化 算法 


吴 文俊 在 [30] 中 提出 了 基于 拉 格 朗 日 算 子 与 吴 零 点 分 解 定 理 的 不 等 式 证 明 
方法 后 . 又 进一步 将 这 一 方法 推广 用 于 解决 全 局 优化 问 题 , 证 明了 有 限 核 定理 . 

定理 4 设 是 欧 氏 空间 中 一 个 矩形 闭 区 域 ,PS、 为 D 上 包 项 式 组 与 一 个 多 
项 式 , 且 / 在 PS 的 零点 上 存在 极 大 值 或 极 小 值 , 风 存 在 一 算法 可 以 找到 一 个 D 的 有 
限 子 集 帮 ,使 得 了 的 极 太 或 极 小 值 都 在 天 上 达到 ， 

这 一 算法 可 以 用 来 解决 不 等 式 证 明 , 非 线性 规划 、 宙 严 人 路 径 等 问题 . 主 定 康 
用 这 -- 方 法 证 明了 数 十 个 三 角 不 等 式 . 


3.3.3 路径 问题 


REH ,需要 判定 一 个 由 等 式 .不 等 式 定 必 的 区 域 是 否 连 通 .还 可 以 进一步 求 最 
短 连 通路 径 . 如 果 考 虑 将 特定 形状 的 物体 从 一 点 搬运 到 分 外 … -点 , 即 所 谓 的 Piano 运 
动 问题 .这 些 问题 在 理论 上 都 可 以 有 CAD 算法 解决 .但 还 不 疗 在 高 效率 算法 ， 


3.3.4 ”空间 定位 问题 


FEAH PaP 问题 是 计算 杖 视觉 中 经 典 的 
定位 问题 .这 一 问题 在 计算 机 动画 ,机 器 人 、 制 
图 学 中 都 有 应 用 . 

РпР 问题 给 出 了 na TS P, 的 相互 位 置 
及 这 些 点 对 于 点 PHRA PPP;, 求 点 已 的 位 
W. 

Bip ЕН ЗР s y ЙЕ ЛЕДЕН T РЭР 
ИЗЕН, 给 出 了 若干 具有 几何 意义 
的 判定 条 忻 [31]. 杨 路 应 用 完全 判别 系统 部 分 
给 出 了 P3P 解 的 分 类 情 闹 [32]. 


4 ”代数 方程 组 求解 算法 与 应 用 
代数 方程 组 求解 ,是 非 线性 救 学 中 最 为 基本 、 最 为 重 旧 的 问题 . 相关 算法 也 在 
许多 文章 和 专 鞭 中 有 所 讨论 ,如 {33], 鉴于 篇 旺 问题 ,本 节 将 只 就 有 关 吴 方法 的 代 
数 方 程 组 求解 算法 及 其 应 用 进行 讨论 . 
4.1 代数 方程 组 求解 算法 


随 着 吴 方 法 的 不 断 发 展 及 其 算法 的 不 断 改 进 , 吴 方法 的 应 用 已 不 仅仅 局 限 在 
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定理 的 机 加 证 明 领 域 ,在 诸如 理论 物理 、 机 构 设 计 、 机 器 人 学 .计算 机 辅助 几何 设计 
等 领域 者 已 获得 了 成 功 的 应用 ,特别 是 吴 方 法 中 的 整 序 原理 及 其 零点 分 解 定理 为 
儿 元 多 项 式 方程 组 的 求解 开 膀 了 一 条 新 的 途径 .这 一 方法 具有 以 下 特点 ;可 以 给 出 
方程 组 解 的 完整 结构 ;在 高 维 情形 可 以 给 出 解 请 形 . 
没有 一 组 代数 方程 | 

HS = fhis) = 0,5, hC) = 0) 

和 一 组 非 等 式 方程 组 
= {da x.) = б, d Can) = 01. 

HR -Rit 党 点 分 解 窟 理 得 


Zero(PS/D) = U Zemas, /D1,), 


其 中 PS = [hh ,… ,起 |， 已 是 多项式 四 的 乘积 ; AS， 是 不 可 约 升 列 ; 乒 是 AS, *h £ 
项 起 的 初 式 的 乘积 . 由 升 列 的 定义 知道 ,一 个 升 列 AS = JAn Ant Apl 中 不 同 的 
ЖД, А, 的 类 各 不 相同 . 仍 设 сів (А) = 上 ,并 将 重新 命名 为 六 ,其余 变量 命名 为 
итәр,” Шу, ЖШ A 变 为 如 下 形式 

Aur, ua, у), 

Agis es Yi Уз}, 


相生 重生 相国 


(А5): 


А „бщ eem Ha, Y р" 
其 中 шуш, u, 称 为 AS 的 参数 .形象 她 讲 ан munam 
ЕН Ein. 三 角形 方程 组 的 结构 已 经 基本 清楚 .方程 求解 的 吴广 
法 就 是 以 此 为 基础 进行 的 .下 面 分 类 说 明 . 


4.1.1 FREM 


如 果 升 列 AS 无 参数 , 则 AS 变 为 
Aly Абу, уз) Абу, т, у). 

这 时 A5 的 零点 Zero(43Sz 门 很 容易 求 得 .因为 44y = 0 是 y 的 单 变量 方程 ,可 以 
用 已 知 方法 求 其 解 ; 然 后 将 у, 的 解 代 人 Абу, у) = 0 可 以 得 到 一 个 y, 的 单 变量 
方程 .依次 类 推 ,可 以 求 得 Zero( AS“ 门 .下面 举 例 说 明 吴 方法 在 方程 求解 中 的 应 用 . 

СТ) 曲面 连接 问题 ”在 几何 设计 中 有 一 大 类 问题 可 以 -一般 地 描述 为 :给 出 ТО 
ФАКИЯ С, С, СЄ L € J,k € KEP EJ 都 为 有 限 指标 集 ， 
以 及 两 组 不 可 约 代 数 曲面 ;S 5, EJ kE КЛ ЖШ, C; 与 6;, 确 定 一 给 定 
次 数 证 的 代数 曲面 F, 19 

1° 下 通过 所 有 的 C, С, C. 

ЕЖШС УС, ЛЫН BI S... S, ЖОЙ НИЛ. 

3° F С, 对 5 有 相同 的 曲率 . 
对 于 这 类 问题 ,可 以 一 般 地 解决 如 下 ([34) :假设 下 的 表达 式 为 


F(x,y,z) = 2 agy, 
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其 中 ад 为 待定 系数 .由 于 С, , G.C, 都 是 不 可 约 的 代数 曲线 ,因此 由 了 可 知 下 对 诸 
其 线 余 式 应 为 0, 故 可 得 一 组 关于 aa 的 代数 方程 组 , 设 为 PS = 0. 同样 利用 代数 儿 
何 中 的 有 关 理 论 ,可 以 从 和 了 得 到 关于 a 的 另外 两 组 多 项 式 方程 组 :PS, = 0 与 
PS, = 0. 然后 利用 吴 方 法 通过 对 PS U PS, U PS, 进行 整 序 处 理 ,可 得 出 天 的 精确 表 
达 式 或 aus 应 满足 的 条 件 ,从 而 达到 问题 的 解决 ,下 面 我 们 来 看 一 个 例子 : 

#1 85 = 2+ y - r2,S, = Z + z? гр A КО ih hjpa PEH, C, = 
|x - dS G = ty- 由 ,5 分别 为 3 与 品 上 的 曲线 (不 可 约 ), 试 确定 3 次 代 
数 曲 面 Fr НИНИН С, 和 С, 分 别 与 3 和 S, ЖЫ. 

按照 上 面 所 述 的 已 牙 , 这 个 问题 可 以 化 成 求解 
由 28 个 争 项 式 方程 组 成 的 多 项 式 方程 组 的 问题 .将 
其 方法 应 用 于 这 些 方程 组 , 可 得 所 述 三 次 曲面 存在 
的 必要 条 件 为 rz + d = rz + 由 这 时 唯一 可 能 的 
曲面 为 

(уйу + xd, - Ф? - Чү) + (yd, + ха) + 
yx( yd), + xd, - 24,4) - (y? + F) dy + 42) + 
yd, ( di? 二 гү) + sdil d? — ғ) + ( r> + d) ( r + 
12) - 24242 = 0. 

(2) 星体 中 心 构 型 的 确定 ” 设 rn 个 星体 的 质量 
Жу ту, m2,"… ,ma. 在 牛顿 引力 作用 下 ,这 些 运动 的 
星体 在 某 时 麟 的 空间 位置 记 为 ri,r;,… ,mm. 这 些 星 
体 的 质量 和 位 置 


[mr 
称 为 这 些 里 体 m 在 位 置 r; 的 一 个 构 型 ,星体 的 构 型 称 为 中 心 构 型 ,如 果 存 在 这 些 
星体 的 一 组 初速 度 使 得 它们 在 运动 中 与 初始 状态 保持 相 央 ,关于 中 心 构 型 ,有 下 面 
猜想. 

Winner 猜想 ”对 于 任意 质量 ,只 有 有 限 个 中 心 构 型 . 

设 оз(л) „4 (л) фб) 分 别 为 n 个 给 定 质量 的 星体 在 空间 一 个 平面 或 一 条 直 
线 上 中 心 构 型 的 个 数 . 下 面 起 一 些 已 知 结果 . 

4162) = 402) = q; (2) = 1; 

4103) = 3; (Ek , 1767); 

gf3) = (3) = 4!( 拉 格 朗 日 ,1772); 

giin) = nt/2; (RIRH, 1910). 

吴 文 俊 在 [35] 中 证 明 中 心 构 型 的 决定 可 以 化 为 代数 方程 的 求解 问题 . 因而 ， 
通过 吴 方 法 可 以 求 出 具体 的 中 心 构 型 的 个 数 . 例 如 考虑 平面 中 心 构 型 问题 ,由 牛 瑟 
力学 不 难 推出 中 心 构 型 的 质量 重心 是 保持 不 变 的 ,可 以 取 这 一 重心 为 坐标 系 的 原 
点 , 则 有 


түгү + тугу +’ + Mya = 0. 
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设 星体 以 角速度 o 绕 坐 标 原 点 转动 , 则 有 下 面 运 动 方 得 


2 у ^0 ; 

“€ y; = à ° r = lyen, 
Jhi Į 

2 “Ay А 

@ x; = з, t = 1. n, 
iri 7р 


其 中 Ty = tic Xj TT pe = v xš + 二 .引进 复数 坐标 ; 
шы = X; tiy, b = yiye t= l, n; i= “1; 
Z = р l — w= 
FO (шщ u;)r;' ET (а-о) 


mo = — e°. 


原来 的 运动 方程 将 变 为 下 面 方程 组 : 
тош + тө» =Ü, i=], ,中 ， 


ыз 
Mye + > улу = 0, L= l, n. 


Jei 


LJ = l, n, £= J]; 


(u - mzy- = 0, 
Co = ahogy- г? = 0, 
ry- бщ — щу) (а - w) = 0, 
F; — Há = 0, 26 — Za = 0, о, 一 шү = 0, i,j = 上 = j. 
上 上面 方程 组 的 解 如 果 满 足下 面 “现实 竹 ” 条件 , 则 相应 的 星体 是 一 个 中 心 构 型 .所 
谓 现 实 性 条 件 , 即 mo, ml，…, m 是 实数 , 且 mo < 0,m > 0, r; ЯЛЕ, unn EH 
mÆ. i= v -1 25.9% EE. 
现在 考虑 平面 三 体 中 心 构 型 .也 就 是 说 将 质量 mom. т; 看 成 参数 ,求解 变量 
шщ sti Mo Fy. 为 了 解 方程 方 使 ,用 下 面 新 变量 伐 替 变量 az. uy. ba: 
二 
则 求 平 面 三 体 中 心 构 型 的 运动 方程 等 价 于 求 下 面 方程 满足 现实 性 条 件 的 解 : 
фу = шщ (ту + ту + ms) — шщзтз— шут, 
q2 = whrarp( rimo + m+ mi) - буогуб rima + m2 + ту) 


- тз угүутз\ гэ 一 ғр) 一 ura ria ma, 

qa = їз Роз r yma + оиз 012793 Гуз r гузу 一 ma) + тузар гү гуз таз + ra 
+ rm) — гого ramo + ту + m), 

qa = 01 Шз 0р2 итога + brama T truma.» 

qs = нз rg гүз ri2 mo + mk + mi) 一 йз ш Гэ Гб ri mo + m + пу) 
Y из 0012710 РАЗ r 一 гз) 一 uirar pomy, 

qa = Ші Кэз Күз їз + ta шо оз газ {з iz mo 一 mz) + шз шугу: rn тз + rami 
+ rir.) 一 ub raari2( ria mo + my + ту), 


_ 2 
фт = Ыр — Гру» 
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qg = 1302 一 г, 
qo = ET 一 а) С шз 一 ш) 一 r 为 ， 
应 用 吴广 法 可 以 求 得 这 一 方程 的 所 有 已 知 解 和 (35} .在 [36]j 中 应 用 相 要 的 方法 还 求 
担 了 关于 四 性 中 心 构 型 的 新 结果 ， 
4.1.2 通过 预 解 忒 求解 方程 
在 上 面 求解 方程 的 过 程 中 ,需要 连续 求解 若干 非 线 性 方 但 .这 里 会 有 计算 误差 
的 连续 积累 问题 ,但 可 以 通过 预 解 式 来 避免 这 一 问题 . 设 А5 是 一 个 形 如 (AS) 的 零 
维 升 列 .引进 新 变 元 w = cm + + en 其 中 心 是 随机 选中 的 整数 ,于 是 有 人 [10j) 
定理 1 若 随 机 选取 c,, 并 在 变 元 顺序 4 < w < у < … < 下 重新 使 用 整 
пиж 
Zerof AS 1) {ш — сур — cay АЈ = его (AS /AT) 
其 中 了 是 AS 的 初 式 的 乘积 . 则 AS 具有 下 面 形式 的 概率 为 |. 
Кн), Ку = yy- Сю), = Ya- Uhal), 
其 中 只 称 为 АЅ 的 预 解 式 . 设 RO) 的 次 数 为 w, 则 可 以 假定 U. 的 次 数 小 于 NN. 
通过 上 面 定理 ,可 将 求解 升 到 AS 零点 的 问题 化 为 求解 AS 的 预 解 式 中 新 变 元 
w 的 问题 . w 解 出 后 ,其 余 变量 可 以 如 下 求 得 ;y= Шш), = 1,2,…,n. 下 面 定 理 
给 出 了 AS 的 解 的 完全 分 离 . 
定理 2 沿用 定理 1 中 的 记号 . 设 eeste 为 R(w) 0 的 


_— mt жш W уу асаа, 
d T y ay O < © < D ADEME CU, Ce), Uhle) i= 1,2 n 


为 AS 的 4 近似 解 . m 5 M E: R(u) ЖИНАЛУ ЖЕЗ. 
定理 3 ”沿用 定理 2 中 的 记号 , É eerte 为 Rew) = 0 的 
S -一 一 一 9 ия Н S = /32 辣 N71-*,T 是 如 的 系数 的 最 大 
8S/n(M Im)" 
绝对 值 , 则 以 (UC) ,… 0, (е), = 1,2,…, ,为 妹 心 以 5/8 为 半径 的 球 中 含有 


AS 的 唯一 解 . 
4.1.3 方程 组 的 流 形 解 与 几何 公式 的 自动 推手 


如 果 升 列 AS 确 有 参数 存在 { 见 公 式 4-1)), 别 实际 上 是 求 得 了 原 问 题 的 流 形 
Ж: А Цу» Шор" Uga y) = 0, 在 几何 中 这 种 问题 经 常 通 到 1 例如 ,几何 公式 的 推导 
与 轨迹 方程 的 计算 就 是 这 样 两 类 问题 . 详 见 5.2 节 . 

流 形 解 的 重要 应 用 之 一 是 连 杆 机 构 的 运动 分 析 . 运 动 分 析 有 两 类 :已 知 连 杆 机 
构 的 构成 , 求 该 机 构 上 某 一 点 的 轨迹 及 该 点 的 位 置 与 连 夺 机构 的 关系 .这 类 问题 称 
为 机 械 设 计 中 的 正解 问题 , 反 过 来 ,求解 连 杆 和 机构 的 戎 数 使 得 连 杆 机 移 圭 一 点 恰好 
位 于 空间 的 指定 位 置 的 问题 称 为 机 械 设 计 中 的 皮 解 问题 ([37]). 这 两 类 问题 都 可 
以 看 成 公式 推导 疝 题 . 下 面 给 出 一 个 还 未 彻底 解决 的 求 正 解 的 问题 . 

f 2(Stewart 平台 】 ПР 4-2 所 示 , Pis Pa Ps. Pas Р.Р, 是 空间 中 六 个 固定 


H 
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AO Q .005 .05 六 个 点 在 ANEFS Е. P Q. 
РӨ» РО; Pa Qas Ps Os Pods Ух МЕК REI E 求 这 六 
REFBEK АРДЫ ЗЕ S L -点 的 轨迹 . 

这 是 一 个 非常 困难 的 正解 问题 ,现在 还 没有 完全 解决 . 
最 好 的 结果 是 ;这 一 轨迹 是 … 个 次 数 为 和 0 的 多 项 小 所 确定 
的 空间 图 形 ([38、391). Stewar 平台 的 研究 具有 很 强 的 应 用 
背景 . Re LUH BJ BE TF. Stewart 平台 的 数 榨 机 床 被 称 为 是 21 
世纪 的 机 床 . 


4.2 йт - 柏 更 斯 特 方 程 与 最 子 群 


HET - 柏 克 斯 特 (B. 了 . Bater) 方程 首先 是 由 杨振宁 先生 在 1967 年 建立 的 . 它 
反映 了 物理 量 之 间 的 交换 关系 .1982 年 柏 克 斯 特 在 研究 统计 物理 模型 时 使 用 了 同 
样 的 方程 ,经 十 包 年 的 深入 研究 ,逐渐 发 斤 出 这 一 方程 深刻 的 数学 背景 和 物理 背 
最 .现在 它 已 是 许多 数学 领域 ,如 低 维 拓扑 . 打 结 理论 .办 子 群 .量子 群 的 基本 方程 ， 
在 理论 物理 的 许 密 分支 中 ,如 统计 物理 .可 积分 季 统 等 扮演 着 关键 的 角色 ,所 以 ,村 
找 杨振宁 - 柏 克 斯 特 方 程 的 解 具有 重要 的 理论 意义 和 实际 背景 . 

杨振宁 - 柏 克 斯 特 方 程 (以 下 简称 为 YBE) 是 复数 域 | 的 一 组 代数 方程 ,因此 ， 
从 理论 上 讲 ,应 用 吴 消 元 法 可 求 出 方程 的 全 部 解 .但 是 ,一 : 般 л 维 情形 下 这 组 方程 
极为 复杂 ,就 是 在 二 维 情形 ,这 组 方程 仍然 是 相当 复 荣 的 多 项 式 的 代数 方程 组 . 

ОР R 和 置换 矩阵 后 为 


Ais “5 Fi ЕТЕ | 
Xs Жы Хи Ж) 0 
Ё = , P = 
Ü 
2 Xg Tg Ж 0 


其 中 mi = 1,2,…,16 为 复 变 元 . 
Ar E 


=> — = = 
ж > Ф 总 


Ü 
l 
0 
0 


Кү = ЕР œ I, R. = Го RP, 
其 中 
Xis Ü Æj 0 Ха 0 Xil 0 
0 Xis 0 3⁄4 О у Ü Xil 


Ry = 
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Xs Х Яз Xj 


0 
х5 ху Xa x, б 
ху än ë y y © 

Ü 


R %2 3 Ag Ж 
23 = 
0 Xis XI *з XI! 


0 
0 Хт X13 Ty xà 
Ü 


M MERK y -MANE y t = 
M = Em] = RoRgRn - 8,8, = 0. 

由 此 可 以 看 出 ,方程 组 m, = 0i, = 1,2,…,8 由 4 个 三 次 多 项 式 方程 组 成 ,包括 
16 个 未 知 数 ,是 -一 组 超 定 方 竹 .可 以 料想 ,这 一 方程 组 的 求解 是 非常 霹 难 的 ,应 用 
吴 消 元 法 .采用 人 机 对 话 的 方式 ,运用 客 种 技巧 ,成 功 地 求 出 了 二 维 杨 振 守 - 柏 克 
斯 特 方 程 的 全 部 解 .这 一 成功 的 经 历 , 表 明了 吴 消 元 法 的 优秀 性 . 间 时 似乎 也 告诉 
大 们 ,一 组 数学 方程 ,不 管 表现 的 形式 如 何 复 杂 , 只 要 其 共有 深刻 的 数学 痛 景 和 物 
理 背 景 ,那么 这 组 方程 将 有 丰富 的 内 部 结构 ,只 要 使 用 的 1: 上 有力 ,研究 方法 得 当 ， 
那么 总 能 对 其 有 所 认识 .参阅 文献 [40]. 

相应 于 杨振宁 - 柏 克 斯 特 方程 和 约 解 ,可 得 到 量子 群 .然而 在 获得 杨 拓 宁 - 柏 克 
斯 特 方程 的 解 之 后 , 如何 具体 计算 对 应 的 量子 群 并 非 易 事 . 应 用 代数 艇 的 母 元 概 
念 ,文献 [40,41] 给 出 依据 杨振宁 - 柏 克 斯 特 方程 的 解 直接 计算 相应 量子 群 的 机 械 
化 方法 . 


4.3 ”微分 系统 稳定 性 与 极限 环 的 个 数 


大 家 知道 ,多 项 式微 分 系统 报 限 环 个 数 问题 , 即 希 尔 伯 特 第 16 问题 ,是 微分 方 
程 定性 理论 研究 中 困难 而 丸 头 等 重要 的 问题 .对 于 平面 二 次 微分 系统 的 极限 环 个 
数 研究 ,我 国 数学 家 作出 过 重要 贡献 .这 一 问题 目前 通行 的 研究 方法 是 构造 微分 系 
统 的 李 雅 善 诺 夫 (Liapunov) 函数 ,计算 相应 的 判定 量 而 获得 结论 . 这 一 研究 过 程 涉 
及 大 量 繁 杂 多 项 式 的 推导 .简约 ,这 些 多 变 元 多 项 式 具有 数 百 项 甚 空 上 干 项 ,其 计 
算 常 复 而 元 长 .研究 者 往往 要 集中 精力 .细致 副 心地 连续 .工作 数 月 才能 取得 一 些 结 
果 . 如 果 计 算 中 稍 有 疏漏 ,将 导致 结果 的 雇 误 . 比 之 二 次 系统 ,三 次 微分 系统 的 极限 
环 个 数 研究 ,其 图 难 程度 大 幅度 增长 ,有 关 多 项 式 的 推导 演算 的 复 染 度 以 指数 形式 
增加 .因此 , 仅 任 人 力 的 手工 作业 ,关于 平面 三 次 微分 系统 的 极限 环 个 数 研 究 将 是 
难以 实现 的 . 

吴 消 元 法 的 建立 与 发 展 ,为 这 一 问题 的 研究 提供 了 强 有 力 的 数学 工具 和 机 械 
化 的 研究 手段 . 以 吴 消 元 法 为 理论 基础 ,综合 利用 计算 机 代数 中 的 各 类 技巧 , 王 东 
明 等 开展 了 这 一 方向 的 研究 ,取得 了 出 平 人 们 意料 的 进展 {参阅 文献 [36]). 他 在 后 
续 工 作 中 进一步 扩展 了 所 取得 的 成 绩 , 获 得 一 系列 重要 成 果 . 
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众所周知 ,中 心 焦点 型 判定 量 的 性 态 与 极限 环 的 个 数 紧 紧 相 关 , 在 临界 情形 最 

有 可 能 跳出 极限 环 .因此 ,微分 动 为 系统 在 原点 附近 极限 环 个 数 研究 ,主要 难点 妇 
络 为 中 心 焦 点 羯 定 问题 .顺便 叙 及 这 一 问题 和 微分 系统 的 稳定 性 研究 有 养 密切 联 
Ж. 
给 定 平 面 = 次 多 项 式微 分 系统 


dx = y+ Р(х,у) + Ps(x,y) 4 + Р(х,у), 
4 (4-1) 
+ = x+ Qy (x,y) + Оз(х,у) ++ hirr), 


其 中 P Qoi = 2,3,…,r, 是 变 元 х,у Н КЛИК ИК. iD Pagi = 2.3，…r， 
的 系数 为 41, 42,… ,ug 计算 判定 量 要 构造 微分 系统 (4-1) WEERA. fir 


F(x.y) = DBC y) JEP (x,y) 是 xy 的 /次 齐 式 ， 


Pixy) = (2 + у?), F(x,y) = STA, j > 2. 
k=0 


沿 微分 系统 (4-1) 的 积分 曲线 对 F(x,y) 求 导 . 为 使 9 在 原点 的 邻 域 中 定 号 ,假设 


其 具有 形式 
dF) = Pr + (4-2) 


其 中 mi 大 = 1,2,… 为 待定 系数 , 称 为 李 雅 昔 诺 夫 常 数 . 中心 焦 点 判定 问题 就 是 
要 具 虱 确定 这 些 常数 , 即 对 给 定 的 方程 (4-1) 中 多 项 式 Р(х,у), Qi, у), 具体 计 
算出 oak = 1.2, Е Р(х,у), О(х,у) 的 系数 и, u 的 和 多项式. 由 于 


(4-2) айны ЖС - Say) АР pey) E ry RIER 


L(z,.y) = 220 _ к) Ралі iy! _ э БЕ + беу, 

其 中 бу, бл, б, 都 是 所 ,2 二 1=&]-1,0< & < ID ш, щт, u HEAR. 
比较 (4-2) 式 两 端的 系数 则 有 

a -为 

б) лу. /为 偶数 . 
由 此 得 到 一 系列 关于 A 的 递 推 线 性 方程 组 .不 难 证 明 , 从 这 些 方程 组 可 具体 解 出 
Ja Еш, шо, ua PWA AMIRE T AR Р(х, у) 的 具体 构造 ,后 时 保证 了 
Puai = 2; 也 是 цу, ш), ВУЗИ. 

如 果 өы = 0,Ё = 1,2,…; 则 称 原 点 是 n KRR- 的 中 心 , 其 它 情 形 则 称 
原点 为 系统 (4-1) 的 焦点 ,如果 = sç = зз = vga = 有 而 or 关 0, 则 称 原 点 为 
系统 (4-1) 的 m 重 焦点 . 为 判定 原点 是 否 是 中 心 ,或 者 当 原 点 是 焦点 时 判定 其 重 
数 , 自 的 要 讨论 下 述 问 题 : 

问题 1 如 人 柯 决定 在 条 忻 ta = f = t = ®з{-1 = ОЁ, у 有 是否 恒 为 零 ， 
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问题 2 如何 利用 ta = Wç = *`* = Буур = 0 简化 Tkl 的 表述 形式 . 

问题 3 “寻求 一 组 等 价 于 思 = vs = = д, = 的 更 为 简单 的 条 件 , 使 得 
问题 的 结果 得 到 简单 明确 的 部 述 ， 

问题 4 ”构造 出 具体 的 微分 系统 , 即 具体 给 定 多 项 式 p Qoi = 2,3,…,n 的 
Ж ш.ш, ,us ;使 之 = ws = шч sa = 0,{Н ө, > 0. 


可 以 料想 ,这 些 问 题 的 处 理 绝 非 易 事 . ЫК, 王 东 人 骨 编 制 了 专用 的 计算 机 计算 
程序 .这 一 程序 的 数学 原理 综合 使 用 了 多 项 式 组 特征 列 的 订 算 .多 项 式 对 特征 列 的 
求 余 . 代 数 得 的 分 解 .未 知 关系 的 自动 推导 等 有 关内 容 , 并 利用 计算 机 代数 的 若干 
拉 巧 ,有 时 还 辅 之 以 Groebner 基 的 基本 性 质 . 例如 ,只 要 输入 人 给 定 的 多 项 式微 分 系 
统 ( 即 输入 适当 给 定 的 多 项 式 系数 ) ,计算 机 即 可 依照 给 定 的 指令 , SN th Pri = BJ 2. 
项 式 ,vs ,ok 有 了 这 样 的 计算 释 序 , 即 可 快速 准确 地 计算 具体 给 出 的 微分 
系统 的 判定 量 , 从 而 利用 计算 机 开展 微分 系统 极限 环 个 数 的 机 械 贡 研究 . 计算 机 的 
AREK, ЧЕ Kt ЕЗЕТ Е ЕК ЕРТЕ Л, ФР СИ 3 JU Fb) 内 即 可 获得 结果 ,而 
且 保 证 其 准确 无 误 . 比如 ,对 具体 给 定 的 平面 二 次 微分 系统 ,判定 量 的 计算 若 用 人 
力 的 平 工 作业 要 耗费 友 量 的 精力 和 宝贵 的 时 间 ,车 利用 计算 机 ,由 于 已 编制 好 专用 
程序 ,平面 二 次 系统 兰 定 基 的 计算 所 需 时 介 将 是 微不足道 的 .这样 就 为 数学 家 的 研 
究 工 作 带 来 极 大 的 便利 ,可 在 更 大 范围 内 展开 研究 工作 . 正 是 异 助 于 这 种 机 械 化 研 
究 手段 ,在 极为 困难 的 平面 三 次 微分 系统 的 极限 环 研究 中 取得 了 一 系 询 成 果 , 鉴于 
篇 幅 有 限 ,详情 请 参看 [361. 


4.4 ”一 类 发 展 方程 的 行 疲 解 


自从 斯 考 特 - @ ЖЛ (Scott-Russell) 在 1834 年 观察 到 浅水 波 中 的 孤立 子 现象 以 
来 , 非 线 性 发 展 方程 行 波 解 (孤立 波 解 , 诉 立 子 解 ) 的 研究 - : 直 为 数学 家 .物理 学 家 
所 关注 .非常 让 趣 的 是 , 正 是 由 于 电子 计算机 的 问世 和 发 展 , 才 促使 这 一 领域 的 研 
究 取得 巨大 的 进展 .因此 ,在 开展 数学 机 械 化 研究 时 , 目 然 民 当 关 注 这 一 重要 的 研 
究 领 域 ,力求 发 挥 数学 机 械 化 的 优势 ,在 某 些 主要 的 研究 力 向 取得 有 意义 的 成 绩 . 

非 线 性 发 展 方程 具有 深刻 的 物理 学 ,力学 背景 ,为 数学 界 所 瞩目 .许多 大 数学 
家 都 在 这 个 领域 从 事 计 研究 ,作出 了 巨大 页 献 ,产生 了 一 些 著 名 的 理论 和 方法 ,如 
反 散 射 理论 . 反 散 射 变换 法 、 完 全 可 积 哈密 顿 系统 .代数 几何 方法 . 李 代 数 求 可 积 系 
统 的 方法 等 等 . 近 二 三 十 年 来 ,有 关 的 学 术 专 著 连 续 出 版 ,学 术 论 文大 量 发 表 , 成 为 
一 个 十 分 活 牙 的 数学 领域 . 

寻求 非 钱 性 发 展 方程 的 行 波 解 {孤立 波 解 ) 是 一 个 重 可 的 研究 方向 .由 于 非 线 
性 发 展 方程 种 类 繁多 ,而 对 每 个 方程 具体 找到 行 波 解 并 不 容易 ,常用 的 手段 是 发 现 
或 求 出 某 种 变换 ,使 得 方程 变 为 某 种 经 典 的 或 者 较为 容易 求解 的 形式 ,然后 再 进行 
求解 .但 是 ,发 现 和 构造 这 些 变换 并 非 易 事 , 往 往 需 要 新 闸 的 想法 ,巧妙 的 构思 才能 
成 功 .每 一 个 方程 用 一 种 特殊 的 方法 ,难以 发 现 其 规律 . 

然而 , 随 着 具体 求 得 的 非 线性 发 展 方程 的 行 波 解 ( 弧 江 波 解 ,孤立 子 解 ) Н а 
增多 ,实践 的 积累 使 人 们 发 现 , 一 大 类 非 线 性 发 展 方程 的 行 波 解 都 是 用 双 曲 函数 表 


未 的 .这 就 让 示人 们 ,在 这 类 特定 形式 的 .可 朋友 曲 函 数 表 泉 的 范围 之 内 去 求 非 线 
性 发 展 方程 的 行 波 解 ， 

这 样 一 来 ,所 求 的 解 的 形式 已 经 给 定 ,只 是 其 中 的 某 些 参数 有 待 确定 . 将 这 种 
给 定形 式 的 行 波 解 代 人 所 考虑 的 非 钱 拍 发 展 方程 ,经 过 比较 相应 的 系数 ,最 后 可 归 
结 为 求解 这 些 待定 系数 所 满足 的 多 项 趟 方程 组 .于 是 应 用 内 文俊 消 元 法 ,可 完整 求 
出 这 种 特定 形式 的 行 波 解 , 不 但 重新 得 到 原 有 的 解 ,而 且 叮 以 发 现 大 量 新 的 解 .这 
种 求 非 线 性 发 展 方程 行 波 解 的 方法 是 机 械 化 的 ,一 大 类 非 线 性 发 展 方程 都 可 利用 
这 种 方法 统 -- 地 按部就班 地 求 得 其 行 波 解 ， 

在 前 人 工作 的 基础 上 ,文献 [42] 提出 了 统 -- 求 出 一 .大 由 非 线 性 发 展 方程 的 行 
波 解 的 机 械 化 方法 Ж143] 忆 把 这 种 机 械 化 方法 应 用 到 研究 非 线性 发 展 方 程 的 狐 
У. 

在 反应 扩散 方程 行 波 解 的 研究 中 , 贝 洛 索 夫 - 扎 波兰 斯 基 { 品 Z) 模型 的 研讨 
有 重要 理论 意义 和 实际 背景 .本 节 以 其 为 例 , 说 明 上 述 的 机 惰 化 方法 是 如 何 具体 实 
现 的 . 简化 的 一 维 В-7 方程 是 


人 (4-3) 
t, = оф, — stub, 
其 中 rs 为 正 的 参数 ,4 为 耗 散 常 数 , 未 知 函 数 u = а(х, г) о = об, 0). 
在 边 旬 性 
ul- 0,1) = Ü, sl- œ, = 1, nr ®,) = |, s+ @ 0) = Q 
(4-4) 
的 限制 下 ,假设 未 知 函 数 ulw, t) .otx,t) 具有 如 下 形式 ; 
АН f= aeta e, h = 1 + e, 
(4-5) 
> = = к = к Бе, h=l1+ O, 


hz 
其 中 z = klixe a), k > 0,c > 0a dbk. c 为 待定 系数 . 
(4-5) НА) а(х + с) ебх + of) 进行 求 导 并 比较 er 的 不 同 筹 次 的 系数 ， 

得 到 待定 系数 ab. c. k DILE а зг 的 代数 方程 组 

all- ck + dk - r) = 0, 

- l -2a + a? + 2ck — 402 + 4ай + r + abr = O, 

2- а - 20 + ack — 24 + ай? — br = 0, 

2с - bek - 202 + bK? — as = 0, 

- Zek – 4k" + 4Ы? + s + abs = 0, 

b(cek + k- s) = O. 
于 是 , 求 方程 (4-3) 的 行 波 解 就 转化 为 求解 多 项 式 方程 组 (4-6). 应 用 吴 消 元 法 在 计 
算 机 上 具体 进行 计算 ,可 迅速 求 出 方程 组 (4-6) 的 全 部 解 . 具有 物理 意义 的 解 共有 
下 面 的 六 组 ， 


(4-6) 
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1 l 
= 0,5 = O,Ë =- „С = Н 
° TV 
1 1 
= Ф, б = і, = с = т; 
É а ува 
а= 0,6 = 2,k = < = 5 r 
l-3d, _ _ 1 05 / — d ž 
a= 422 '0 = 0,k = 44-2)” Sy (4-2)(44-3)* 
а 4l pappa -ld „_ 4у/1-—24 
l- d’ "AD маф) 
= 2-34 „ „14-9 
€= 7-1 7 32d’ 
k =q] 2305—34 34) _ d(5 - 34) 
аа — 1) | (Qd -3 有 -1 


根据 吴 消 元 法 的 零点 分 解 定理 , 保证 了 这 六 组 解 的 完整 性 . 在 求解 多 项 式 方程 组 
(4-6) 的 过 程 中 .相应 于 上 述 六 组 解 ,同时 可 以 得 到 对 参数 drs 所 满足 的 约束 条 
件 : 


{1+ d)r = 54-1, (1+ d)s = 6. 
Jdr = 5а - і, 34% = 

r+ s = 1, d=], 

2td -2)г = 44 - 3, 2ds = 3, 
l- d)r = 3-54, 3ds = 1, 


(d -r = (3- 4)(54—-17), (d + d)s = М5-34). 
现在 可 以 写 出 方程 (4-3) 的 行 波 解 的 六 组 明确 表达 式 如 下 


(D жа > 二 ,并且 dors 浦 足 第 一 组 条 件 , 则 有 
1 Lann 202-97) aao ( kt + e), 


uleta) = f + + 才 


асад) (Кеа), 


(x + et) = + 


(2) 如 果 d > T ,并且 drs 满足 第 二 组 条 件 , 则 有 


uir + g) = + + L anh 9), Lane ( Htet), 


1 一 Tunh[ #0 а). 


uÜ x + et) = 一 
4 

(3) 如 果 d = 1,3F B d.r. 满足 第 三 组 条 件 , 则 有 
ЖЕРГ 0) те tD), 


и{х + ct) = 4 + 5 tanh > 
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vix + ct) = + _ Е 一 | Fle t а) . 


(4) aJ < d < HH dr、s 第 四 组 条 件 , 则 有 
I + 2⁄2 1 k. x ) 3-44 ki ct) 
1040 * 六 anh( 802-80), 4(2 - ant =) 
1 Lanf 00), tan Ete) 


{хо + et) = 4 73 


ДЕ: + ct) = ‚ 


(5) mR- < 4 < + n dors 第 五 组 条 件 , 则 有 


ux + 0) = 和 ман © К+ ар), = iyan [ š =m ). 
ох + ct) = и 一 anh( 6602), 
(6) ШЖ < < 方 , 并 且 doros 满足 第 六 组 条 件 , 则 有 
ulx + s) = TEST + иту E Dyani [ Ete) А 


4-1 i klx + е 3 - 2d klx 
ola а) = 04 3-3 tanh (0а), уап nn ( 

这 样 就 证 崩 了 方程 (4-3) асве т. IT RRAN БУУ. ERAI 

Ж РӘ ЖИ ‚ШЖ О ИРИ, ЖП КЩ RT ЖИН W S F. 


5 几何 自动 推理 的 代数 方法 


定理 证 明 是 最 由 型 的 推理 .定理 证 明 的 机 械 化 思想 由 来 已 入 ,一 些 原始 的 想法 
B| t iB 882 7 世纪 的 G.W. Leibniz 和 R.Descartes, 就 是 要 把 一 类 数学 问题 当 作 -… 
个 整体 ,加 以 考虑 ,建立 -一 种 统一 的 ,确定 的 证 明 过 程 ,使 得 该 类 中 的 每 个 定理 ,只 
要 按 规 定 的 程序 步骤 机 械 .刻板 地 一 步 一 步 地 实施 下 去 ,经 过 有 限 步 之 后 , 苑 可 判 
断 出 定理 的 正确 性 .自动 礁 理 理论 可 以 分 为 三 类: 以 Herbrand 理论 及 Resolution 为 
代表 的 逻辑 方法 ;以 Newell, Simon 等 人 为 代表 的 人 工 智 能 方法 :以 Tarski 理论 与 吴 
方法 为 代表 的 代数 方法 .本 章 主 要 介绍 代数 方法 ,因为 这 上 方法 就 证 明 有 几何 定理 而 
言 是 最 有 效 的 . 


5.1 几何 定理 机 器 证 明 的 吴广 法 


几 柯 定理 证 明 的 机 械 沙 可 以 追 调 到 加 世纪 初 的 希 尔 佑 特 . 代 数 方法 的 实质 在 
于 把 通常 数学 证 明 中 所 图 有 的 质 的 困难 性 , 代 之 以 计算 地 的 复杂 性 .如 年代, 吴 文 
俊 教授 提出 了 ”* 吴 方法 "之 后 ,使 得 凡 何 定理 的 "机 器 证 明 ”真正 成 为 可 能 .下面 我 
们 简要 介绍 -一 下 吴 方 法 . 详 见 [4.1.44 .45.46]， 
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5.1.1 形式 I 


利用 吴 方 法 证 明 几 何 定 理 可 以 分 为 如 下 几 个 步骤 : 
步 1 几何 问题 的 代数 化 .建立 坐标 系 , 并 对 定理 中 的 点 选取 适当 的 坐标 , 则 
定理 的 假设 可 以 写成 多 项 式 方程 组 HS: 


h(x ært = 0, 
(HS) | жөө 


h (xy, xa, ma) = 0. 
结论 写 为 C{xj ;xo a.) = О. 1—1 E HS 的 坐标 wr хо, а, 都 对 应 了 
满足 定理 假设 的 一 组 点 ,因此 定理 的 证 明 转 化 成 了 判定 (HS) 的 一 组 解 是 否 也 是 结 
论 方程 C(x ,x a) = 心 的 一 组 解 的 网 题 ， 

#2 整 序 令 PS= | 有, 局 ,各 |. 对 PS 中 所 出 现 的 变 元 选取 适当 的 次 库 ， 
并 对 了 PS 进行 整 序 , 求 出 PS 的 特征 到 CS. 这 时 将 有 Zero( PS) = Zerot CSI) U Zero( PS 
ШАО. АН 1 R CS 中 多 项 式 的 初 式 ,! 是 所 有 这 些 初 式 构 成 的 集合 . 

步 3 将 结论 多 项 式 С(л, х,а) 对 CS 中 的 多 项 式 按 类 的 高 低 从 大 到 小 
依次 进行 约 北 , 求 出 Cr ,x xa) 对 CS KRT R = premi С,С9). 

如 果 R = 0, 则 说 明 Zero( С5//) с Zero( C), ВТЕ £0 的 条 件 下 ,HS 的 解 都 
是 结论 方程 C(x ,%2,… ;向 】》= 0 的 解 ,从 而 说 明 在 诸 拓 0 的 条 件 下 ,定理 基 正 确 
的 . 

步 4 将 每 一 把 分 别 添 人 PS 中 ,重复 进行 步 2. 步 3, 进 -- 步 验证 初 式 А = 0 的 
情况 下 ,定理 的 正确 性 . 

以 上 证 明 过 程 的 最 后 ,可 能 出 现 的 条 件 上 0 称 为 定理 的 非 退 化 条 性. 一 般 来 
说 ,一 个 几何 定理 的 成 立 ,并 不 是 无 条 件 的 , 即 在 一 些 退化 的 情形 下 ,定理 将 失去 其 
正确 性 .通常 的 几何 定理 的 证 明 过 程 中 ,对 这 些 退 化 情况 的 处 理 是 模 灶 而 不 明确 
的 ,甚至 是 不 加 以 考虑 的 ,因而 严格 来 说 也 是 不 够 严密 的 ,事实 上 也 是 不 可 能 达到 
完全 严密 .用 吴广 法 来 证 明定 理 , 不 仅 可 以 判断 出 定理 的 正 生 性 与 理 , 而 且 还 可 以 
在 证 明 过 程 中 ,自动 找 出 这 些 定理 赖 以 成 立 的 非 退 化 条 件 . 

在 用 吴广 法 证 明定 理 时 ,对 一 些 特殊 的 定理 ,有 时 会 要 用 到 零点 分 解 定理 . 这 
里 不 再 详 述 ,下 面 来 看 几 个 例子 : 

例 1{Simson Ж) P BD 是 三 角形 ABC 的 外 接 加 土生 童 一 点 ,由 六 和 启 三 角形 
BI ZUERI BC CA AB FEFA GC UER E.F. ЭЕ. 

ШЕ 首先 取 点 的 坐标 :A4:{0,0 Biia .0), Clr х3). Ot (xa, ху), D: (xs. 
хт) n Ç: ( Жн ху) * F: EE хи) А E: (x, хуу) ` WLA ШИЙ rh ij B W SHAM ki $ 


换 为 如 下 代数 方程 - 
命题 假设 : 
ОА = ОВ Zaty- ху = 0, 
ОА = ОС 2хзух + 20) — xj- ху = ©, 


DO = АО кү — 2955] + xŠ — 2ках6 = O, 
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G.A. B ` R dt zk xit = Ü, 


GD | AB 一 Xiffy + Xifg = 0, 

Р.А „CAH Язи 一 хад = 0, 

FD | АС 一 хайр 一 Хох + X3x] + Xixa = Ü, 

E.B ‚С 二 点 扶 线 (x, — IN + = 0, 

ED | BC — жулуу + (— X2 + хр) р + хур + (ху - ар) 6 = 0. 

命题 结论 

G.F. EZ Aik: E — xa) Ху + (— xn + хө} Ху + хз 一 Хохи = Ü. 

三 角 化 后 的 假设 : 

AS = (x, — хр)хуу— язхр + titz (Ny + xr -2an + x snt l- nA 
x haxg + É- жу + 2хүху- mi 2)xé RL ftg б x + Жо hag taxat — 


a 
Xa же» XQ, ха — Хет — 25597 + х2 一 ETETEA TET + Tx ха 一 хз? 一 PAREEN 一 жі А 


最 后 不 难 证 明 рет (С, AS) = 0. 也 就 是 说 Simson ЖЕ ИЕ {К Л 33 ИУ EB 1Е ЖЕР FE 
ffi. 


5.1.2 ЖА T 


BHS = |H = 0, , H. = 0| EA SLi БРЕГ ERA R, 
C(xy,x2 "x J) = 0 为 几何 命题 的 结论 ,DS = {14 з 0...4, = О| 是 几何 命题 的 
ЗБЕ. 5 PS = f Н, * Н? y Н} , 则 由 其 -Ritt Жаң ИЛЕШ! 


Zer PS D) = U Zerof А5,/Р};) 


Ктр р 26а, Е: AS, 是 不 可 约 升 列 ; 了 是 AS; P £ Jika kn En. gl 
Ег > 1 出 原 几 何 命题 为 可 约 的 .直观 地 讲 , 也 就 是 说 几何 合 题 的 图 形 由 若干 部 分 
具有 不 同性 质 的 形式 组 成 ， 

定理 在 使 用 上 面 的 符号 ,有 

(1) 命题 的 结论 C = 0 在 等 点 集 Zero( AS, DE) 所 对 记 的 图 形 上 正确 , 当 且 权 
“реа C , AS;) = 0. 

(2) 命题 的 结 沦 C = 0 在 条 件 HS 与 DS БТЕ, 3 EL 1228 premi C, AS.) = 0,4 
= | ‚4257 » t. 

#2 iR ABDE fü CAFG ЈЕ ABC 的 边 ЛВ 与 CA 为 -… 边 所 作 的 两 
个 正方 形 ,证 明 EC 垂直 于 BF. 

ЕВ RE B: (0.0) ' C:Um О), Aixa E: í аф xs), ЕС хь. хт) ‚Жн 
题 的 假设 与 结论 可 写 为 如 下 代数 方程 ， 


АВ = AE: А = a? 2rsxs + жа - 2лоху. 

AB | AE: hy = хая; + X22404 — Ху — xŠ, 

АС = АЕ; hy = zx? – 2539) + Хх — 29.56 + 29199 一 x, 
АС | АЕ: ha = xymy + (Хх) — жү} — X$ — x3 + Ар. 


命题 结论 : 
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ЕС | BF: с = XzXs + (ха xtg = 0. 
非 退 化 条 件 : 
As B: d, = ху + ху = O, 
А & ©: d, = (xy -— xy)? + ху 0, 
B> С: d, = ху 0. 
利用 吴 分 解 原理 ,通过 计算 可 得 分 解 : 
Zerot HS/DSY = (Zer Абу f) U 7егоб ASh) 1) Werot ASh) 
U Zero( Arh), 
其 中 
= 
AS 3 
А = іх + xs — X3, X345- ху - X2X3, 346 + Xy Ap AAT xj + A= хә + даз, 
AS, = Ix, Xy X2,X4%5 + хул — XÉ раце лз - Aa Xat + Lx. - tyla — Ху - z + краз. 
不 难看 出 这 四 个 分 支 分 别 对 应 于 下 面 四 种 图 形 :通过 计算 ,premt с, AS.) = 
prem( c, AS,) = O0;prem(c,AS,) = prem c, AS) = O.H ak hI E3EËFE 4 2 В.А = 
C, 有 = 总 下 ,上 面 几 簿 命题 在 前 两 个 图 形 上 正确 ;而 在 上 后 蚌 个 图 形 上 一 般 不 正确 . 
实际 上 证 明了 * 设 ABDE 和 CH4FC 5: 3-9] A JE ABC 的 边 48 与 C4 Ўз — 0 Ia] Bf ө] 
内 或 访 外 所 和 作 的 两 个 正方 形 . 则 EC EB T BF”. 


5.2 MARAH ЕНЕ 


R -Rit 分 解 定 理 不 仅 可 以 证 明定 理 ,还 可 以 自动 发 规定 理 . 原理 如 下 : 设 AS 
为 分 解 中 得 到 的 升 列 , 而 Ау Сш ш, ш, у) 为 4 中 第 -个 多 项 式 , 则 实际 上 是 
求 得 了 独立 变量 U SFE y 之 间 的 关系 .在 几何 中 这 种 问题 经 常 遇 到 ,例如 ,几何 
公式 的 推导 与 轨迹 方程 的 计算 就 是 这 样 两 类 问题 . 本 节 将 简要 介绍 怎样 用 吴 方 法 
来 处 理 这 种 问题 . 详 见 文献 [47,48]. 

H 2(Негоп- ЖЛ) 试 找 出 三 角形 АВС 的 面积 与 其 三 边 边 长 之 间 的 关系 . 

假 汕 三 角形 三 边 的 长 度 分 别 为 ee ,面积 为 *,4 = (0.0), B = {х\.0).С = 
(xy, xs), WAM FANLAR: 


hi = 25 一 ХіХ: = 0 (з = i) 
hi = x / — = Ü САВ = е) 
А, = ху + ху — Ó? = 0 (АС = b) 


hy = (xj xo) + ху — а? = OCBC = а) 
令 PS = РА, ho, ha h | ,并 在 序 关 系 s< a < bk < c < ur < sx < хә FA) ps 
进行 整 序 .可 得 PS 的 特征 列 C5; 
сү = lath — с®- 1652 + 28202 + 2а) - ай, 


с) = X| — C, 
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єз = 
єз = 

由 于 e PRAA a.b.c 和 3, 所 以 el = 0 争 出 了 三 角形 三 边 边 长 与 面积 之 间 
的 关系 ， 

例 3( Peaucellier 连 杆 问题 } 如 图 5-1 所 未 , 设 连 盾 Ap AD. РС. ВС 有 相同 的 
长 度 , FA 和 SC 有 相同 的 长 度 HERE FREE SE rA RHR. 如果 E. 
F EAHA, ,并 且 连 杆 可 以 绕 其 转动 ,试问 鳍 点 В AH AET. 

Ër F = (0.0), £ = (r,0), C = (х,у). Р = (a, yi), B = (х,у), n тл 
别 为 4AD fE EDE 及 与 其 相 垂 直方 向 上 的 投影 长 度 , 则 几何 关系 可 以 描述 为 
Ri = yr + x° - г? = 0, 
ha = үз – 2улуз + ty – 2хуху + ур + 


Һз = уз – Зулу + 052 — 2хуху + ур + 
ху п? - т? = 0, 
ha = уу + ху — 2х) + Үү + ху - 
д? т? = 0, 
hs = (x — r)yí - yma + ry = 0, 
їр = xí - x >= 0. 
图 5.1 ARFER <r < yi < yz 省 利用 本 篇 1 章 中 的 方 
法 对 Zero( Н/ Р) 作 分 解 , 可 以 发 现 wero( Н/ D) 只 有 一 个 非 
空仓 支 ,对 应 于 升 列 ; 
x + 2h + r- 2rz tonla ry- Үк + ny, 52 Кок) + s, 2ууу +. 
AH BÆ. y 所 满足 的 关系 式 为 * + 2n + r =0. 这 说 明 呈 的 轨 训 为 一 平行 于 
y 轴 的 直线 ， 
其 实 上 述 想 法 可 以 推广 致 更 一 般 的 形式 .给 定 一 个 复 玫 感 ( 实 数 城 ,微分 域 ) 
上 的 一 阶 谓词 逻辑 公式 


f = Фа Фе, (Ф), 
其 中 0 Н 3 或 者 Y ,9p 是 一 个 词句 .利用 1.2(2.1,3. D УЧИН УЙ 
词 消去 法 消去 变量 % ,…,% ,得 到 一 个 只 含 自由 变量 的 公式 g, 使 得 f g 在 复数 
域 上 等 价 .这 实际 上 是 发 现 了 一 个 新 定理 g. 腿 于 篇 巾 这 里 不 再 详细 介绍 ,有 兴趣 
的 读者 请 见 微分 几何 [11] 与 不 等 式 [29] 中 的 定理 自动 发 现 


5.3 面积 方法 与 可 读 证 明 自 动 生 成 
借助 面积 证 明 几 何 定理 在 几何 解 题 方法 中 可 以 说 是 源远流长 .用 面积 证 明 几 


何 定 理 算法 是 由 张 景 中 .高 小 山 `、 周 威 寿 在 近年 给 出 的 , 见 文 献 [491, 这 一 方法 可 以 
生成 几何 定理 的 简短 可 读 证 明 . 在 此 通过 几 个 便 题 来 说 明 这 一 方法 ,其 详细 描述 请 


5 几何 自动 推理 的 代数 方法 бт. 


见 上 述 文献 .首先 引信 几 个 其 本命 本 
命题 1 设 4.B.C 是 一 直线 上 三 点 ,P 为 这 一 直线 外 - -点 , 则 合 = Se ,其 中 


Špa Sp c 是 APAR 与 2 РАС 的 带 和 罕 导 的 面积 . 
命题 HAHAE) E 时 是 两 条 非 平行 直线 A8 РОСО > М) 的 交点 , 则 
РМ _ Sg РМ _ Sea ОМ _ 5 
QM С Sys’ PQ Sag РО Son 
其 中 Smor 是 四 边 形 PAQB 的 面积 . 
命题 3 ШЖ PQ / AB MH Sra = Som 
用 面积 法 证 明定 理 的 基本 步 驰 是 使 用 上 述 几 何不 变量 { 便 如 面积 ,上 比例 等 ) 的 
基本 命题 ,从 几何 命题 的 结论 中 消 点 . 当 结 论 中 的 所 有 点 被 消去 后 ,命题 的 结论 成 
为 一 个 关于 某 些 独立 变量 的 表达 式 , 于 是 结论 不 立 与 否 就 不 难 判 断 了 . 
{#4 ABCD 基 一 平行 四 边 形 ,证 明 其 两 对 角 线 АС. ВО 互相 平分 ， 
这 一 几何 命题 的 构造 型 描述 如 下 : 


取 自 由 点 AB CORA DRS O. 为 此 需要 证 明 28 = 1. 


第 一 步 ,消去 盟 后 作出 的 点 0. 由 命题 2, 有 
АО _ Som 
СО T Syg 
第 二 步 ,消去 点 ,自命 题 3, 有 
ров = Заев = Sems ры = Soa- 
Edi. EA РАВЕН, 
АО _ Som _ Sc _ | 
СО ` Sg Sea = 
例 5 射影 几何 基本 定理 ) А,В,С, DAENDA. E = АВ D CD{ 即 EE 为 4B 
与 CD 的 交点 },F = ADD BC,G = BD Г EF, H = AC r) EF. WHH E.F 5 G .H 
ERREA, ВИ GE/GF = HE/HF. 
ЕА АУЕ ER, ЖН 
EG -2 - Ѕево/ Soer _ BC/CF 


FG 7 = Sppp/ Spr ™ BA/AE 
由 命题 1 ,命题 2 
ЕС _ ВС/СЕ _ Sasc/Sacr _ Saw _ HE 


FG ` BAZAE T 5ш ак Зар НЕЁ” 
现在 总 结 一 下 用 面积 证 明 儿 何 定理 的 基本 步骤 ， 
(1) 将 定理 的 结论 用 面积 关系 或 比例 表示 出 来 . 
(2) 在 结论 表达 式 中 消去 定理 中 作出 的 点 ,化 简 这 一 表达 式 , 最 后 得 到 结论 . 
面积 方法 被 推广 至 立体 几何 ([49]) , 朋 可 夫 斯 基 {Minkowski) 几何 ([ 物 有 ) ,罗马 
切 夫 斯 基 YILaboahevski) Л.у, 38% (Riemann) 几何 ([50]). 基于 相似 观点 ,([51]) 中 
还 提出 了 全 前 法 与 复数 方法 ,在 {[52]) 中 面积 法 与 全 角 法 与 搜索 方法 结合 用 来 生 
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成 一 题 案 解 与 最 短 证 上 明 . 
5.4 “其它 几 何 定理 证 明 方 法 


自 吴 方法 发 明 20 余年 来 ,国内 外 出 现 了 一 场 关 于 儿 何 定理 机 器 证 明 的 热 谢 . 
其 中 微分 几何 与 不 等 式 的 自动 证 明 已 经 在 2.4 节 与 3.3 季 介绍 过 .这 里 简要 介绍 其 
它 主要 结果 . 

加 世纪 中 年代 中 期 Kapur, Kutter, Stifter, Chou FAH) Г ÆT Croebner 的 方法 
1fS31 54411441 .这 一 方法 与 吴 方 法 的 适用 范 父 相同 ,但 : 般 情 形 下 速度 较 吴 为 
法 悍 .而 且 较 难 推广 之 微分 几何 的 定理 证 明 . 

洪 加 威 在 [50] 中 基于 吴 方 法 提出 了 几何 定理 机 器 证 刚 的 单 点 例证 法 , 即 通过 
计算 一 个 数值 例题 来 证 明 几 何 定理 . 这 一 算法 复杂 度 很 高 ,未 能 用 来 证 明 大 最 几 何 
定理 . 张 景 中 , 杨 路 等 人 提出 了 多 点 例证 法 ,提高 了 例证 法 的 效率 [561]. 

Kalkbrener, KA , 场 路 等 人 据 出 了 基于 结 式 的 证 明 广 法 1$7 .58] .这 -方法 的 
特点 是 不 用 因 式 分 解 即 可 得 到 完整 的 定理 证 明 算法 . 

关于 非 欧 几何 的 代数 北 与 定理 证 明 方 法 , RARAN] 中 作 了 详细 论述 . 
Chou ,高 小 出 等 人 用 吴 方 法 给 出 了 超越 函数 的 证 明 算 法 , 并 给 出 了 欧 几 里 得 、 明 可 
AME PERNE . 黎 虹 等 九 种 几 人 向 的 分 类 [ so] УК . 刘 卓 军 将 吴 方 法 推广 
至 有 限 几 和 何 160] . 

White , Havel, Brudelin 等 人 曾 尝试 用 向 量 法 与 Braker 代数 证 明 上 几何 定 理 . 但 未 
给 出 明确 算法 .用 向 量 法 证 明 几 柯 定 理 的 三 种 算法 首先 在 1904 年 由 高 小 山 , 张 其 
中 , 周 感 青 [61] ,Geuber, Stifter 给 出 . 李 潜 波 在 [22] 中 提出 ГР Clifford 代数 与 吴 
方法 的 向 量 算法 .这 …- 算 法 木瓜 可 以 用 来 证 明 初 等 几何 定 埋 ,还 可 以 证 骨 宾 分 斤 柯 
中 的 定理 . 主 东 角 , 张 和 树 功 等 人 对 这 一 方法 向 了 进一步 改进 ' 621. 


5.5 ”智能 几何 软件 (几何 专家 》 


几何 定理 自动 证 明 早期 最 有 影响 的 是 Chou 关于 吴 方 法 的 软件 [44]. 当然 还 有 
很 多 其 它 软 件 . 限 于 篇 幅 ,这 里 介绍 一 个 功能 较为 齐全 的 软件 发 几何 专家 少 .发 几 司 
жж) 是 一 个 几何 智能 作 图 与 定理 自动 证 明 软 件 [63]. 它 由 两 部 分 组 成 ,… -部 分 是 
几何 作 图 器 , 另 一 部 分 是 定理 证 明 器 . 
° 作为 -个 图 形 软 件 ,& 几 何 专家 》 可 以 用 来 精确 地 产生 编辑 、 打 印 各 种 儿 
何 图 形 .《 几 何 专 家 》 还 提供 了 动态 图 形变 换 与 板块 操作 , 动态 图 形变 换 不 仅 使 作 
图 过 程 变 得 生动 活 小 ,而 且 为 《几何 专家 4 的 一 些 商 级 功能 如 动画 . 轨 误 生成 、 动 态 
数值 验证 提供 了 基础 , 板块 操作 是 指 对 图 形 的 一 部 分 进行 操作 .这 一 功能 对 于 几何 
变换 .全 等 三 角形 各 相 世 三 角形 等 几何 知识 的 理解 可 以 起 到 帮助 作用 . 
° 《几何 专家 》 实 现 了 这 二 十 年 来 产生 的 大 部 分 量具 代表 性 的 几何 定理 证 明 
方法 : 丘 方 法 面积 法 RARR] Н В I R t 32 0А Уу Grobner 基 法 . 


参考 文献 . 723 - 


jx б ERRTU В РЕВА E BE. 还 可 以 产生 简单 . 漂 竞 的 证 明 . 更 有 意义 的 是 ， 
JLA ERY 不 仅 可 以 自动 证 明定 理 , 还 可 以 自动 发 现 几 何 图 形 的 丰富 的 性 质 ， 
FEARAIL З) 的 一 些 应 用 ， 
He (ELE) 证 明 三 角形 的 三 条 高 相交 于 --. 点 . 
F 面 是 & 几 何 专家 用 演绎 数据 库 方法 产生 的 证 明 ， 
(1) АВ | СЕ, 
因为 AD | ВС, (2) ZFDB = 2 FGB. 
(2) Z FDB = Z FCB, 
AADA рес, ZORD EIM F, D, RB, GM). 
(3) A DFG Z GBD У}, 
(4) БЕС, СЕР Eih, (5) 2 GRD = Z СЕР. 
(4) —DFG,Z СЕР 百 补 ,因为 (6) MEC, D,E, Е). 
(5) Z GBD = 2 CED, AAC WALA, D, B, E]. 
(6) #HAL C.D, E, F], RA ЕР LEC, FD | DC. 
(7) E|] A. 0,8, Е), AA DR 1 ра, ЕВ | EA. 
Ma РЕЖЕ РЕ J НЕВУ E: E VB iB А-д yBBJuFBH ,还 生成 了 一 个 几何 
性 质 的 数据 库 .该 数据 库 包 含 了 所 给 几何 图形 中 能 由 $ 儿 休 专 家 3》 内 部 所 用 几何 公 
理 推导 出 来 的 所 有 几何 性 质 , 对 于 重心 定理 ,数据 库 中 包 合 下 面 几 何 信息 : 闪 线 6， 
ЖЕЗ, ЖИ 6,348 24, 相 似 三 角形 7 了 ,等 比 105. 
由 演绎 数据 库 方法 获得 的 数据 库 中 的 任何 -个 几何 性 质 都 可 以 春 作 “新 ” 结 
果 . 所 作 的 实验 表明 ;几何 专家 } 不 但 能 证 明 许 多 熟知 的 站 时 ,同时 能 自动 发 现 新 
定理 .以 与 冬 心 定理 相 庶 的 斤 何 构 形 为 例 , 其 不 动 点 不 仅 包 舍 了 重心 定理 的 结论 ， 
而 且 舍 有 男 --- 个 常见 的 几何 性 质 ; 6C = 2 CGD. 数据库 中 还 富有 以 下 查 似 三 
ЖЖ: 
A РАС л A DBE a A EAF a AA ЕВС: A РВА л A РЕС — AGFA — A GRC; 
A EAB „л A БЕС a AGFB a A GAC; A ЕРЕ a 2 АВЕ a АРСА A ERG; 
A САВ ~ 2 СРЕ a S GDB a A GAE; A ВРЕ «л A ВЕС — GDC — A СЕЕ: 
А АСЕ л GADE a A GDF ~ A GCE. 
如 果 考 虑 相 相 三 角形 对 的 话 ,上 面 公式 实际 上 包含 42 对 相似 三 角形 ， 
例 7 (Mique MEZ) P P. P, Pa, P Ж-Е. Q. = Pi Р 门 РР, M. 
= КЕ О,Р,О,_, Г\ ЭМЕ] O.P... 0;,1( 这 里 下 标 应 理解 为 模 6) .证 明 М, M... M. 
М, M, 在 同一 加 上 . 称 该 圆 为 五 边 形 的 Miquel M. 
《几何 专家 》 证 明 这 一 命题 花费 了 3.3 秒 .其 数据 库 包 售 672 项 数据 .数据 库 中 
有 1 +m. 其 中 六 个 图 为 几何 专家 》 推 出 的 新 结 困 : Ш Г P.P. OM M]; 图 
| P. P. Oo MM;]: mil f PaPa Q M I Mal; EJ [Р P, Q, M. Ms; [ Ps Ps OM Ms], 
М, МММ, М; ). Ва -- И ЕВНА. 进一步 搜索 数据 库 不 难 发 现下 面 
新 结果 ; 
定理 2 ”下面 十 给 直线 每 组 中 的 三 线 共 点 , 且 这 二 个 点 都 在 Miquel AE 
LPO Q M... Qa Mia! 1 HP; Migs РМ; А Ы Qi Manal ri = 1,2,3,4,5. 
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引 Á 


符 导 计算 又 称 计 算 机 代数 ,是 目前 正在 蓬勃 发 展 的 年 轻 领 域 . 它 具 有 数学 和 计 
算 机 科学 安 叉 的 明显 特征 . 和 数值 计算 的 本 质 差 别 是 符号 计算 关注 准确 的 计算 和 
公式 推导 ,这 一 点 与 人 类 长 久 以 来 在 生活 和 生产 实践 中 依靠 并 大 量 应 月 逻辑 思维 
和 数学 推导 的 习惯 是 -- 致 的 .因而 符号 计算 是 特别 需要 构造 性 和 算法 化 的 数学 . 其 
结果 是 促成 和 发 展 了 计算 机 以 精确 的 方式 处 理 数 学 表达 式 的 能 力 .在 下 面 会 看 到 ， 
这 种 能 力 对 应 用 领域 态 至 数学 科学 本 身 提 供 了 日 于 完善 的 工具 . 

从 数学 的 角度 来 看 ,符号 计算 关注 的 一 些 问 题 也 为 其 它 的 数学 分 支 ( 如 代数 
学 ) 所 关注 .然而 ,这 里 尤其 注重 解 符 的 算法 化 .譬如 ,多 项 式 理想 的 有 限 生 成 ,早已 
为 希 尔 伯 特 (HilbherD 有 限 基 定 理 所 解 决 .但 基 这 样 的 结果 并 不 好 用 .特别 地 ,理想 
成 员 问题 无 法 据 此 解答 . Grobner 基 的 理论 的 出 现 告 诉 人 们 可 以 从 给 定 的 密 项 式 理 
想 出 发 ,构造 出 特殊 的 有 限 生 成 基 ВИ Cribner 基 , 简 记 为 СВ. ЖН) СВ BFE В] Ж 
解决 理想 成 员 的 判定 问题 . 本 简 将 较为 详细 地 介绍 GB 的 理论 .算法 及 其 应 用 .GB 
从 理想 的 观点 看 待 一 组 多项式 集合 .而 刁 方 法 则 从 代数 儿 何 的 观 扣 看 待 多 项 式 组 . 
里 方法 也 是 近年 来 发 展 起 来 的 精美 的 理论 ,有 着 许多 应 用 .因为 本 卷 尽 有 专门 一 篇 
介绍 ,此 处 不 再 重复 .符号 计算 中 的 算法 研究 并 不 满足 于 能 行 性 ,还 要 进一步 考 典 
它 的 有 效 性 . 正 因 为 如 此 ,一 些 似 乎 很 初等 很 简单 的 问题 ,在 这 里 重 又 得 到 广泛 而 
深刻 的 讨论 .其 中 求 多 项 式 的 最 大 公 因 子 、 分 解 因 式 是 典型 的 问题 . 符号 计算 还 关 
注 各 类 结 式 的 计算 . 根 的 分 离 .判别 式 的 研究 等 . 

论 及 符号 计算 时 ,不 能 不 谈 到 符号 计算 软件 , 近 几 十 年 发 展 起 来 的 众多 的 符号 
计算 软件 不 但 为 符号 计算 提供 了 可 用 的 工具 ,而 且 在 这 类 软件 的 研制 过 程 中 ,还 不 
断 地 提出 有 待 符 号 计算 专家 回答 的 具有 挑战 性 的 数学 问题 . 

Же тнт БЕА. 


1 符号 计算 的 特征 与 软件 工具 


在 - 定 意义 上 ,符号 计算 是 相对 于 数值 计算 而 存在 和 发 展 的 .符号 计算 的 界定 
有 许多 不 周 的 观点 ,例如 : 

(1; 计算 机 以 符号 而 非 数 值 的 方式 加 工 处 理 数学 表达 式 {[17). 

(2) 符号 计算 关注 代数 算法 的 设计 分析、 实现 和 应 用 ([2]). 

(3) 符号 计算 主要 用 来 处 理 完 长 的 数学 计算 和 推导 ([31)， 

RIHD. E. Knuth) 的 经 典 著 作 "计算 机 程序 设计 方法 "第 > 着 (41) ,更 是 以 
半数 值 算法 这 样 的 副标题 来 刻画 符号 计算 
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1.1 符号 计算 的 特征 


人 类 最 早 适应 的 是 精确 计算 ,只 是 当 计算 过 于 复杂 而 人 力 不 可 及 时 ,近似 计算 
才 被 接受 .计算 机 的 出 现 无 疑 提高 了 数学 工作 者 和 全 人 类 的 计算 能 力 .然而 ,由 于 
计算 机 字 长 限制 这 样 一 些 明显 的 原因 ,加 之 缺乏 相应 软件 支持 ,人 们 作为 工具 对 计 
算 机 的 依赖 在 招 期 仍然 体现 于 数值 计算 上 .例如 64 位 字 长 的 计算 机 ,能 够 处 理 的 
十 进 制 数 最 大 者 已 超过 10”. 这 样 的 计算 精度 已 能 满足 许多 应 用 需求 .但 是 数值 计 
算 的 缺憾 一 直 困惑 着 人 们 ,1961 年 ， r BHSE Wilkinson) 分 析 了 一 个 著名 的 例子 : 


lle +) = Ü 


是 一 个 左 端 为 20 次 的 多 项 式 方程 显然 其 根 均 是 整数 EX ESR x Й 四 次 方 的 系 
数 懒 很 小 的 扰动 ,比如 加 上 2 ,其 结果 就 完全 变化 了 ,经 扰动 后 的 方程 竟然 包含 
复数 为 其 根 , 显然 这 个 扰动 后 的 方程 能 够 在 字 长 为 码 的 计算 机 上 表述 出 来 . A 
方面 ,不 断 增加 计算 机 的 字 长 显然 是 更 广泛 的 应 用 所 期 待 的 . 几 年 前 ,国际 上 一 组 
研究 人 员 在 检验 信息 系统 的 加 密 能 力 时 ,用 了 半年 多 的 时 间 ,去 分 解 由 :个 素数 的 
乘积 构成 的 一 个 129 位 字 长 的 十 进 制 数 而 获 成 功 .为 了 能 够 解答 这 个 问题 ,首先 要 
能 够 在 计算 机 上 表示 这 个 数 ,这 有 两 种 途径 做 到 此 ,一 是 选 学 位 更 长 的 计算 机 , 35 
一 个 是 改变 计算 精度 受 园 于 计算 机 字 长 的 局 面 .后 者 较 之 前 者 无 论 从 经 济 和 通用 
性 角度 来 看 都 更 具 吸 引力 .符号 计算 主要 是 关注 后 者 . 即 能 够 发 展 无 穷 精度 的 计算 
环境 .强调 和 依赖 于 无 穷 精度 计算 是 符号 计算 的 重要 特征 . 

天 家 知道 ,在 处 理 问题 时 可 以 取 不 同 的 进位 基数 ,如 2.16,60 等 .大 们 习 慌 于 十 
进 制 数 ,而 计算 机 则 以 二 进 制 数 来 表达 待 处 理 的 对 象 .不 同 进 制 数 之 间 的 互相 转化 
是 早 就 山 知 的 事 . 与 此 同时 ,计算 机 科学 的 进步 还 教会 了 人 们 一 个 概念 ,指针 和 链 
形 . 媒 合 起 来 ,并 考虑 到 存储 空间 及 伴随 而 来 的 计算 速度 等 四 兹 ,在 ба 位 字 长 的 计 
ЖЛ ER p = 2 为 进位 基数 ,于 是 任意 的 一 个 大 整数 六 ,都 可 以 写成 


N = >a, 


其 中 lal< B,lal= 0, 并 号 ! 刻 加 了 数 NN 的 ' 大小” 规则. 如果 可 以 用 连 综 的 地 
址 空间 表达 N 的话 ,i 个 计算 机 字 是 必须 的 ,和 理 则 ,如 下 的 方式 需 27 个 计算 机 字 来 


ЖАМ: 


这 种 描述 方式 称 为 链表 ,可 以 由 多 种 方式 实现 .例如 许多 计算 机 语言 具有 指针 类 型 
数据 , 它 是 很 好 用 的 工具 .为 了 今后 叙述 的 方便 ,也 是 符号 计算 软件 实现 时 通常 采 
和 的 技术 方式 . 总 结 提 炼 出 表 的 概念 ,例如 ,前 面 提 到 的 大 整数 ,可 以 ( 记 为 或 } 描 
述 成 
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N = (mais 00). 
这 种 把 同样 或 不 同样 类 型 的 一 些 数据 排列 起 来 ,书写 上 左右 用 圆 括 号 括 起 来 的 方 
ARIN R. 


1.2 ”精确 计算 和 软件 工具 


符号 计算 基本 上 不 去 回答 伟 津森 分 析 的 那 类 问题 .那么 都 关注 哪 类 问题 呢 ? 考 
虑 二 次 方程 


ох? + bx + € = Оа з 0). (1-1) 
大 家 都 知道 它 的 根 是 
x= — b + v 07 — 4ac 7 (1-2) 


如 果 一 个 软件 具有 由 (1-1) 式 得 到 (1-2) 式 的 功能 ,就 显 丸 了 其 具有 某 种 符号 计算 
的 能 力 . 这 种 符号 计算 的 特征 带 给 人 们 的 好 处 是 可 以 获得 精确 的 计算 结果 . 6 00) 
话 , 每 当 要 解 二 次 方程 {1-1) 时 ,先是 通过 符 导 计算 得 到 公式 (1-2) ,然后 将 ec 
的 值 代 入 ,来 计算 х 而 不 是 通过 近似 计算 的 方式 ,直接 从 方程 (1-1) 去 近似 x 的 
值 .也 许 解 二 次 方程 的 问题 过 于 简单 ,还 下 足以 说 明 符号 计算 的 意 尽 ,和 王 面 看 一 个 
较为 复杂 一 点 的 例子 ,考虑 两 个 首 项 系数 为 1 ,其 余 系数 为 参数 的 3 次 密 项 式 ; 
x +q ax + bix+ ср ffl х + азл + бух + су, 
这 样 两 个 多 项 式 ,在 什么 样 的 条 件 下 有 全 因子? 
对 于 具 体 给 定 的 两 个 儿 项 式 ,可 以 利用 欧 几 里 得 算法 做 轧 转 相 除 ,来 检验 它们 
是 次 有 公 因 子 . 而 另 一 方面 ,符号 计算 则 允许 对 任意 一 对 这 样 的 方程 .只 要 检查 
г = el- cl + 3cša b, — 2с%а›Ьу + 25а — bbas — Басі — Matej + 
bibie + 205b (e) — babel + азатез — Behe + Зе Бс + yb] + 
айсї — cšal- 2айаусусу - ašarcl + biaje + bsale,bi – bhabe- 
abati + Зезбьвзе — dect b + сүсуаубу + 2аза суб + азар 一 
mathbf + азс bi — 2,0,0 + bigct - аЬ Бс 
ERA 0.3 г = 0, 则 它们 有 会 因子 ,否则 互 素 .虽然 /是个 相对 说 来 较为 复杂 的 表 
达 式 ,但 对 于 检验 是 否 互 索 的 问题 来 说 ,r = 0 却 是 一 个 挝 用 的 判别 准则 ,而 r 的 获 
取 是 通过 结 式 方法 实现 的 .对 上 面 的 问题 ,定义 


] (t| h, € 


і üi ba Сз 
l =< h G 
用 纸 和 笔 计算 这 个 行列 式 不 是 一 传 愉快 的 事 ,但 用 符号 计算 软件 来 计算 , 却 是 轻 而 
易 举 的 . 
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最 旱 的 符 叶 计算 软件 出 现 于 20 世纪 反 年 代 . 例 如 美国 MIT 研制 的 MACSYMA 
是 最 有 代表 性 的 早期 符号 计算 软件 . 它 的 研制 计划 不 但 雄心 勃勃 ,而且 它 所 用 到 的 
技术 和 方法 座 刻 业 影 响 到 现今 符号 计算 软件 的 风格 和 实现 113j) .目前 有 许多 功能 
丰富 的 符号 计算 软件 商品 ,其 中 Maple Mathematica 和 Matlab 影响 较 大 .此 外 ,还 有 
许多 非 商 品 化 ,纯粹 是 用 于 研究 目的 的 软件 系统 和 软件 包 , 如 ASIR/RISA. Elmino 
等 . 现 以 Maple 为 例 ,说 明 一 下 符号 计算 软件 都 能 处 理 一 些 什 么 样 的 问题 .在 如 下 
的 举例 中 ,每 两 行为 用 户 与 Maple 系统 的 一 次 "对 话 ”. 第 - - 行 是 用 户 请 求 Maple 处 
理 的 命令 ,第 二 行星 Maple 经 处 理 产 生 的 输出 .因为 是 举例 说 明 , 这 里 不 可 能 提 太 
Maple 的 全 部 功能 ,选取 的 例 于 ,其 含义 基本 是 不 言 自明 的 ， 
> 231/231 +4141; 

133087763063271 19987133992409633462559899328 15022125910520002250)516 
> 483952545774574273476/122354323571234 mod 1000003; 

887782 
> вчп(15523/3 - 98/2); 

124/3 312 
> а: = віп(рі/3) * ехр(2 + In(33)); 

ai= 1⁄2 32ехр(2 + In(33)) 
> aimplily( a); 

32⁄2 3'?ехр(2) 
> evalf( а,30); 

211. 17063962485541817345 7016945053 
由 最 后 一 个 例子 可 以 看 到 符号 计算 软件 也 提供 浮 点 数 的 计算 ,而 且 这 里 还 提供 了 
无 穷 精 庶 的 功能 .此 处 取 精 庶 为 小 数 点 后 面 如 位 .用 户 可 以 根据 需要 提出 任意 长 
FE ,Ш 120 位 的 要 求 .系统 娃 理 “大 " 数 的 能 力 不 再 受 圈 于 计算 机 硬件 的 字 的 长 度 ， 
而 只 依赖 于 系统 可 用 的 存储 空间 的 小 天 .足见 符 导 计算 的 怪力 . 

下 面 继续 看 凡 个 有 关 多 项 式 的 操作 , 
> а:= (х+уу/ 12—-(х»—- у) 12; 

ат= (x+y)? - (x — у)? 
> expand( a); 

24ух!! + 4405)x” + 1584? х7 + 1584y'x5 + 4405252 + Ay'a 
> [Ísctor(5 x x 4 - 4 x 3- 48 X 2 + 44 * x + 3); 

(x — IHs- 3) (5х2 + 16х + 1) 
> factor x Ó - x 5 + x 2 + 1) mod 13; 

(x' + Ox + Зх + Hx? + 242 + 11х + б) 
> actori x 12 - y 12); 

{х 一 y(x + xy 十 yx + y)( у? — хү + хі) (а? + ya 一 rty? + yt) 
> alias(a = Rootof( x – 2)): 
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—— m ——An_ ⁄  , n.  .. .. .. а... 


> factor x 12- 2 x Y 4 x axt 8.a); 
(1. 2⁄2 +2)(х#+2х2+2}(х— а}(х+ a)(x2 + а?) 


> factor x 6 - 2x x 4 +49 X 2 8, а) той 5; 

(x+ 4) (ж + 2)(х + 1) Xx + а?) (х + 4а) (x + 3) 
如 上 的 例子 ,已 经 表明 符号 计算 软件 不 但 可 以 处 理 整 系数 多 项 式 、 包 变 元 才 项 式 和 
有 限 域 上 的 多 项 式 ,而 且 也 可 以 处 理 代 数 扩 域 了 革 的 类 似 问 题 ,不 仅 如 此 , 符 导 计算 
软件 还 具有 处 理 求 极限 .级 数 计算 和 微 积 分 处 理 等 功能 ， 
> lHmi(tan( x)/x.x = 0); 

I 
> diff(ln(sec(x)). x); 


ап x) 
> Te х), х, 1225 
25-1 - Tx Фа - үрө - оа? - хр" + 00809) 


457 96% ~ 1556 4423680 


> imti { (3 # х2 -7* x + 15) + ехр(х) + 3 * 2 _ 14) x - ехр( х), x); 
Jat- x + 14 
x — exp( x) 
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1.3 ” 精 化 算法 :符号 计算 软件 的 发 动机 


符号 计算 软件 首先 需要 具有 无 穷 精度 的 处 理 能 力 . 这 些 是 谷 前 面 提 到 的 表 处 
理 技术 及 其 它 一 些 相关 数据 结构 的 方法 来 提供 的 ,这 是 局 了 计算 机 软件 设计 这 个 
层面 的 肉 容 .理论 上 讲 在 任何 一 个 支持 无 穷 精 度 计算 的 可 编程 的 环境 内 ,都 可 以 开 
发 符号 计算 的 软件 系统 . 关键 点 是 ,并 非 随便 拿 来 一 个 算法 实现 了 事 . 可 以 说 精 化 
的 算法 能 为 蔡 号 计算 软件 担 亿 有力 的 发 动机 .特别 是 一 些 很 基础 的 .经 常 要 被 调用 
和 大 基 被 应 用 的 算法 ,万 其 要 引起 深入 的 关注 . 

例如 ,计算 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 GCD, 欧 几 里 得 算法 描述 简单 ,实现 容易 ,可 
以 一 用 .然而 为 了 快速 有 效 , 还 必须 去 寻求 在 很 多 人 看 来 攻 微 不 足 道 的 改进 . 

算法 PARTER: i w 和 vw 是 两 个 输 人 的 正 整 数 ,寻找 书 和 +s 的 最 
КАЙТ. 

步 1 ТАЕ ЈЕ) 令 &-—0.Ж а 和 vw 同时 为 偶数 ,重复 如 下 操作 : 

ka ka lyu urd, y 9 orh. 

步 2 [初始 化 ] 如 果 и ERA G eo oe, HRH A. И + u. 

步 3 [Bg 2) $ i e 4/2， 

步 4 [为 偶数 ?] В, 是 偶数 ,返回 步 3. 

+5 MẸ í > 0.2“ uai, BWS ye- t. 

+6 teu- s WR: #0 返回 步 3, 否 则 算法 售 上 ,输出 :由 
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上 述 算 荡 较 之 欧 几 里 得 算法 的 表述 显得 很 笔 抄 ,然而 候 在 符 导 计算 软件 里 刚 
被 广泛 采纳 .假定 第 出 几 个 很 大 的 数 ,允许 使 腹 任 何 计 算 工 县 ,化 一 下 谁 能 最 快 地 
求 出 它们 的 积 . 这 时 深究 一 下 如 何 枯 有 飞 法 的 方法 就 是 极为 必要 的 了 .一 般 来 说 ,对 
于 通用 的 竺 法 ,其 输 人 必须 认定 是 随机 的 .尽管 如 此 ,在 做 计算 分 析 时 ,假定 两 个 输 
大 数 的 长 度 均 为 n 是 不 过 分 的 .传统 的 乘法 算法 需要 O( л”) Уел. 而 符号 计 
算 所 采用 的 算法 往往 有 有 更 高 的 效率 . 

不 妨 设 两 个 数 是 二 进 制 表 示 的 数 ， 


ош (азат ш шу)», r = E EE TES EE 


全 Ú, = É tyn" 295 Un = 《0)2， 
Wi = (воа 5225 Vo = (ар Yo), 
于 是 u = PU + у, u = 2"У, + Fo. 


@ А, ae = (2@" PUF + 2" ( U, - + Uo Vo. 
HREH, E 2 65 Jy WA u ARE Е E ,而 耗 时 甚 微 . 于 是 上 式 告 诉 我 们 两 
个 长 为 25 的 数 之 积 , 可 以 换 成 三 个 长 为 上 的 数 之 积 和 凡 个 简单 的 移 位 及 加 法 操 
E. 如果 用 TU ) 表示 该 方法 的 计算 复杂 度 的 话 .就 自然 有 
TOn) = ЗТ(п) + e + n, 
其 中 上 是 某 个 常数 ,en 表示 移 位 和 加 法 的 耗 时 .归纳 有 
702%) g (3: — 22), keL 
FLA 
Tin) < pozl) = el 3 el _ 2 sn !у 
< 363% = 3сп'®. 
因为 l83 =< 1.586, Tin) = 3сл`”. 
нл ЕЗ ЖЕЕ ЬЕ, САР ЖК 5 Karatsaua ЖЖ. ATRE, 
存在 其 它 更 快 的 方法 , 见 [4]. 
显 热 符 屿 计算 的 发 展 不 但 为 人 们 提供 了 能 力 更 强 的 工 J4, 疗 时 起 促成 相关 领 
域 一 些 传 统 结果 的 精益 求 精 . 另 一 方面 ,符号 计算 与 新 的 数 兴 理论 ,尤其 是 构造 性 
的 数学 理论 的 发 展 的 相互 依赖 关系 变 得 越 来 越 密切 . 


2 多项式 理想 与 Gribner 基 


设 下 为 系数 域 ,其 特征 可 以 为 零 也 可 以 非 零 .天 上 以 ,x 为 蛮 元 的 多 
项 式 环 记 为 КЇ xi,xzz px] 用 除 记 天 [xs 各] 内 的 -组 密 项 式 ， 
HIETTE TEENE 
FA ху», Nn 


于 于 时 是 是 用 


KLETE na E , Za). 
以 PS 为 研究 对 象 的 数学 分 支 很 多 ,代数 几何 和 交换 代数 等 都 发 展 了 很 深刻 的 
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理论 . 

昊 文俊 完 善 起 来 的 特征 烈 及 其 整 序 理 论 { 见 [5]) 篇 构造 性 的 伐 数 几何 的 范 
暑 , 由 于 在 基础 种 应 用 两 个 方面 都 有 创新 之 举 , 被 学 术 和 寞 誉 为 里 方 法 . 匡 方法 是 从 
霍 点 集 或 代数 艇 的 角度 来 研究 PS 的 , 即 关 注 Zerot PS) 及 其 结构 等 基本 问题 . 因为 
EERE E -ATERRAR ERLT ,此 处 不 再 重复 ， 

用 Zerot PS) їг PS А334 9, Н] Ideal( PS) 记 由 又 生成 的 理想 ,有 一 个 明显 的 等 
HAR, 

Zero PS) = Zero Ideal PS} ). 

下 面 从 理想 的 角 雇 关注 PS 的 重要 结果 -——Gröbmr Ж. 


21 理想 成 员 的 判定 


作为 一 个 多 项 式 集 国 , 可 以 售 有 限 密 个 多 项 式 , 世 可 能 含有 无 穷 多 个 名 项 式 ， 
对 于 多 项 式 理想 来 说 , 除 堆 理想 外 , 均 会 无穷 澳 个 过 项 式 . 

FERREA i AK rnanan] E-A, g C КЇ, %2 
x |. PPE t z € А? 

因为 当 4 不 是 零 理想 时 , 它 将 包含 无 穷 儿 个 几 项 式 .对 于 给 定 的 多 项 式 z € 
КЇ ху, ху, х], ВЕРЕ ВАН оС 4 绝 非 易 事 ,这 意味 善 将 z 与 4 中 元 素 逐 一 
对 比方 能 回答 这 个 问题 ,这样 和 的 方案 显然 是 行 不 通 的 .因此 需要 一 个 从 无 限 到 有 限 
的 过 渡 , 一 个 重要 的 结果 建立 起 了 这 种 联系 . 

硕 尔 人 怕 特 基 定 理 {[16]) 对 任意 КГ ко, 上 :的 理想 4 ,存在 A 的 有 限 
子 集 ,不 妨 记 为 PS, 并 且 APARETA g ЕВЕ РФ ЕЕН Е ПАЙ. ИР 28 
A HERE Л А = ldea PS). 

RRR КЛЕРА НАРА РЕЛ АЕ ИЕ НЕШ ДЕ дА Їй АЕ B| RR. 对 于 
这 个 问题 , 历史 上 有 过 一 些 后 来 发 现 有 错误 的 解答 . 直到 1964 年 , 日 本 学 者 
Hironaka 证 明 每 个 多 项 式 理想 都 存在 一 个 标准 基 , 利用 该 标准 基 可 以 解决 理想 成 
员 的 兰 定 问题 .依旧 是 美中不足 , Hironaka 的 结论 是 存在 性 的 .1965 年 ,奥地利 学 者 
Buchberger 在 他 的 博士 论文 里 给 出 了 如 何 构造 出 这 种 标准 基 的 算法 , 并 称 其 为 
Gröbner Ж. Gröbner 是 代数 学 家 ,也 是 Buchberger 的 老师 . 

JEE Buchberger; 

Procedure Gbasis( Р) 

# 己 是 给 定 的 一 组 多 项 式 , 计 算 G, i 

# Ideali G) = Ideal Р), ЖЕ G Æ Сгорпег 基 , G = ;一 length( G). 

ж С, Н С РА ПУЖ, В ЛІТЕ i < iski. 

while # x (2) dol 

[i,j] = selecipair B, С) 
B-B- НИ 

h — Reduce(spoly( 6;, 6;), С) 
ií h >< О then 1 
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| 
B- BUifli k] Igic kii 
returni 6) 
end 
这 一 算法 的 详尽 解释 可 以 从 许 凶 文献 ,如 [3].[7] 中 找到 .我们 结合 一 个 例子 对 计 
算 Gribner 基 的 一 些 关 键 点 做 一 些 解 释 . 
考虑 О[х,у,5] .上 的 -HAERA 
P = {а + уд - 2,у* + жш - 3,җу +: 1—5], 
在 考虑 相对 应 的 Grobner З ТРА ЧАР ,Җ—-1- © KB ç BJ AS [Б] ЖЫЙ Е 
们 之 间 的 顺序 是 有 意义 的 .单项 式 之 闻 的 先后 次 序 主要 地 是 由 变 元 之 间 的 顺序 决 
定 . 规 定 了 变 元 之 间 的 烽 序 ,就 可 以 进一步 决定 是 联 字典 序 还 是 取 全 次 序 等 ,不妨 
取 全 次 序 , 即 看 两 个 单项 式 之 闻 的 “大 小 ”时 , 先 计算 单项 忒 中 所 有 变量 的 次 数 和 
(PRK) ,全 次 数 高 者 为 大 . 当 两 个 单项 式 的 全 次 数 相等 时 , 些 看 县 个 单项 式 具 有 
更 妈 的 反 字典 序 , 选 中 的 单项 式 为 大 .在 以 上 具体 的 例子 中 ,实质 上 已 规定 了 单项 
式 之 间 的 顺序 如 下 ， 
| <р < py < ох < p < руг < ох < ру? < рху < p<? < р 
根据 Buchberger 算法 ,很 重要 的 操作 是 将 叔 个 多 项 式 按 单项 区 由 大 到 小 排序 . 排 在 
前 面 者 , 称 为 多 项 式 的 首 项 .而 多 项 式 之 间 的 编号 可 以 随意 .上 是 有 
G = x + xz -2, 
б = у? + xz - 3, 
Су = xy + 22 - 5. 
s 多 项 式 是 计算 Gribner ЖЕ] E Д ЭС ВЕН: CELE 


一 pp. . -由 


其 中 М(р) 是 指 多 项 式 p 的 首 项 ,例如 
spoly( 61. Ga) = убх + yz — 2) 3) 
= - хўр + убх + За? — 22, 
田 -- 个 至 关 重 要 的 操作 是 一 个 才 项 式 对 男 一 个 多 项 式 的 约 慈 . 设 p 和 + 是 两 
个 专项 式 ,假设 M) 是 P 中 某 单 项 式 m 的 因子 .不 妨 记 成 
m = s* M(q), 
于 是 称 p 对 于 g 可 约 化 ,并 定 交 pp 对 9 的 一 次 约 化 为 p Чт Ез (Mia) - q), 
іс ри. ёр. {ЛЖ F q 可 约 化 , 荆 继 续 这 个 过 程 ,直到 得 类 p, 不 再 对 于 4 可 约 化 .最 
后 记 成 
p ЕК” {рү 
现在 科 用 Buchberger 算法 记 算 Gbasis( Р}. 
第 一 阶段 ,有 8 = i[1,2],[1,3],[2,3]1. 由 于 
spoly( Gi, Gi) = - x3z + ylz + За? ~ 2у7 
= yiz + xyz? + 3х* — 22 – 2эш 
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Fr, хү? + 3a? — 2р? - 2хш + Зу 
e, ~ 2у* - 2xz + 6 
F> ç, 0 
ЖИ, В = 1[1,3],[2,3]!. 接 下 去 有 
apolyf Ga, 63) = үх xz? 4 5х — 2у 
Ee - 202? + 5х — Dy + Зх. 
由 了 不 能 再 约 作 ,得 到 如 = – 2422 + 5х - 2y + 3,3 ЁК = 4 ЖАТ - Е.В 
В = [2,31,[1,4],12,4]1,[3.411. 
类 拟 地 可 以 继续 下 去 ,得 到 
spoly( С, G3) e, — 2? – Зх + 5y +22 = бу, 


apoly{ Gs, Ga) g, = 25% – 252 - Зух + 152 - 19 = Ga, 


这 时 有 B = 1[1,5],1[2,51,13,51,14,5).11.6],[2.6].13.6],14,6],[5.6]1. 
以 下 会 发 现 ,所 有 新 生成 的 s 多 项 式 痢 对 6C 约 比 成 0. 即 算法 终止 时 ,输出 的 G 2; 
1б, Єз, 63. ба. Gs. б}. 

显然 Idea Р) = Weal( G). 

Grëbner 基 的 一 -条 重要 性 质 是 说 ,对 于 任意 的 过 项 式 gE ldeal(P), 当 且 仅 当 
g 20.73 Р ВЕ Gribner 基 时 ,-- 般 g 0 1 A. 

根据 这 一 性 质 . 理 想 成 员 的 判定 铭 题 获得 圆 请 解答 ， 


2.2 Gröbner 基 的 性 质 和 应用 


大 家 已 经 知道 ,理想 成 员 问 题 正 是 借助 Bribner 基 的 计算 来 解决 的 ,然而 ,特别 
是 在 几何 应 用 当中 ,人 们 对 理想 成 员 的 问题 并 不 是 特别 感 兴趣 ,倒是 对 于 根 式 成 员 
问题 重视 有 可 . 
根 理想 成 员 的 判定 问题 j f. n. ЕКГ] 上 的 多 项 式 . 问 是 
B Zero( f) > беоб... 
显然 ， 
Zero(f) Ə Zero( іЙ.) 
еэ2его( [fi .fy odao f- 11) = @ 
ol € МЧеа( {Ду f Н). 
于 是 杠 理 想 成 员 的 判定 问题 被 转换 成 理想 成 员 的 判定 问题 .这 即 表 明 用 Gribner Ж 
的 方法 也 能 解决 几何 定理 机 器 证 明 问题 .参见 本 卷 第 18 篇 4 数学 机 械 化 与 机 械 化 
жу. 
为 了 拓 广 应 用 ,我 们 对 理想 Ideal Р) 的 Gribner Ж (НИЛ E T # F HR 
THREF. 
5 G ЖИА Н Р ERER Сгорпег Ж, 
(O 如 果 对 所 有 gg .hE 5, 并 且 e >= k, MA z PREIE, ИЖЕ: G Ætt T 
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的 CGróbner Ж; 
(2) 如 果 对 所 有 gE G6,g 的 首 项 系数 是 1, 则 称 C F D DD PU Gróbner Ж. 
现在 能 况 决 定 是 否 两 个 理想 是 等 价 的 . 设 要 判断 的 两 个 理想 分 别 是 /和 J, 它 
们 的 正则 简化 Gribner 基 是 G Hi G = J SS RM G, = Су. 
考虑 一 组 方程 
Лал. 2577.) = 0, 
Рухад) = 0, 


Г. Саро.) = 0, 
Жр Л.Л. € Klax ]. A KER K ВОТ АИТ бо, рТ E ñ yr g: 
组 在 К 上 是 否 有 解 .结论 是 : 
令 {= ldea jAi Sa), G ЕИ] Gróbner Ж, ЛЛ ЖЕШ f, = 0,::: £, = 0{Е 
KE ETE, SHIR 1 ECG. 进一步 的 深刻 结果 是 ,上 面 的 方程 组 在 К" 上 有 解 ,并 
且 解 的 数目 有 限 , 当 且 仅 当 对 每 个 1 < i < n WERE g E cG ER д; АЯН 
变 元 xi. 
Gmibner 基 还 有 一 个 非常 溪 亮 的 性 质 , 称 为 Gribner 基 的 消去 性 质 . 设 Ç 是 理想 
I ТЕЛЕЛЕР x, < x, < < x, WEFR Е АЎ Crobner 26, Ш 
РП Kl[x i," x] = Tdeal G f] К,.х, 1). 
现在 集中 来 看 一 些 应 用 上 述 性 质 处 理 和 解答 的 问题 . 
81 考虑 方程 组 fj = = л = 00, 其 中 
f, = Аж -4x - 16х? – 1, 
Б = 2у?: + áx +1, 
А = 242: + 2у? + x. 
记 这 组 多 项 式 为 PBR Р C QLz,y,z]. 令 Q RREA, SE IIB ЖЕЛ; ЖАН 
REE @ 中 有 解 ? 
规定 x < у < “及 单项 式 之 间 的 字典 序 , 由 喇 出 发 ,算得 Grobner 3: G = fg， 
62,83] ,其 中 
gi = 652 + 641 _ 432. + 168x2 — 354x + 104, 
ga = y? – 16x4 + 10822 - 164? + 17x, 
Вз = 325) — 216х* + бах? - 4222 + 325 + 5. 
由 Gröbner 基 的 性 质 知 道 ,fi = h = f, = 0 在 个 上 有 解 ,并 吕 解 的 数目 有 限 . 
> 用 同样 的 方法 考虑 系数 中 含有 参数 的 情形 . 役 有 方程 组 太 = 上 户 = 为 = 
А = 0, 其 中 


РЬ = ха + X3 + Xa + X| — G — c — d, 
Ja X3X4 + Xita + X>33 — ad — ас- cd, 


H Hl 


titixa — acd, 


fa 
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Hfl hA Оба, b,c, DlUa a] 上 的 多 项 式 , 其 集合 仍 记 为 .依旧 规 
E Ху < X; < Хр ха ATAF. 8.45 РЕЙН ШЇ) 的 Grsbner 基 G = ҮЛҮЛ 
gy, g | ,其 中 

£ = xí + b —- а, 

_ 62-200 + Ф. афс + abd- acd — ad? + bed - сф 
81 = 13- acd хг аса 21 
- a - є - d, 
62-261 + dz abe + abd- ай + bed ~ сф 


Ёз = 1: + acd 好 aed x, - h + d, 


а= x+ U, d xt a tt + Ta- dp 
显然 ,所 关 广 的 方程 组 具有 有 限 客 个 解 . 
关于 Cribner 基 的 更 多 的 性 质 和 应 用 ,许多 文献 都 做 了 详尽 的 讨论 ,例如 见 
[2].[3] [71. 尽 管 如 此 ,Gribner 基 不 是 符号 计算 的 全 部 ,还 有 许 包 其 它 的 关键 技术 
需要 考虑 . 这样 一 些 问题 的 关注 和 讨论 ,不 但 丰富 了 符号 计算 的 内 容 , 间 时 ,有 些 对 
于 提高 Cribner 基 竺 法 的 效率 也 是 必需 的 . 


3 符号 计算 中 的 一 些 关 键 技术 


符号 计算 从 理论 到 算法 到 软件 到 应 用 都 有 了 丰 襄 的 积累 和 显著 的 进步 .涉及 
到 的 领域 和 内 容 也 在 不 断 扩 大 .从 遥 辑 到 代数 ,从 纯 代数 的 处 理 到 微分 代数 问题 的 
考虑 ,从 特征 为 0 到 特征 非 0, 从 复数 情形 到 实数 情形 ;从 数值 计算 和 符号 计算 分 离 
到 混合 计算 的 关 广 ,从 图 形 用 户 界 面 到 可 视 化 数学 的 投入 等 等 ,所 有 这 些 都 可 以 从 
符号 计算 的 国际 学 术 大 会 ISSAC( Inmierastional Symposiam on Symbolic and Algebraic 
Computation) 相关 的 学 术 杂 志和 学 术 论 文 及 专著 中 了 和解 到 . 然而 ,最 为 基础 ,最 为 完 
整 和 系统 化 的 工作 还 是 集中 于 相关 于 多 项 式 的 处 理 问题 上 . 


3.1 结 式 及 迪克 森 结 式 


求解 代数 方程 组 具有 的 理论 和 应 用 的 双重 价值 已 被 广泛 接受 .其 中 ,为 了 求解 
的 自 的 ,把 多 变 元 的 问题 过 步 通过 消 元 的 方式 人 北 成 依次 解 单 变 元 的 代数 方程 ,是 目 
前 人 人 们 在 处 理 此 类 问题 时 仍 在 遵循 的 基本 思路 . 这 种 思考 方式 历史 上 为 箭 卡 尔 所 
提倡 .其 实 更 早 ,中 国 的 古代 青 已 形成 了 消 元 的 算法 , 吴 方 法 ([5]) 是 对 历史 的 -一 
种 继承 ,当然 是 一 种 消 元 法 ,前面 了 解 到 的 Cróbner 基 由 于 共有 的 消去 性 质 ,因而 也 
可 以 视 为 一 种 消 元 法 ,此 处 ,关注 一 下 胃 外 的 消 元 方法 . 

结 式 的 概念 在 前 面 为 了 判定 两 个 客 项 式 有 否 公 因子 的 时 收 已 有 所 接触 . 结 式 
不 仅 局 限于 两 个 专项 式 的 运算 ,而 且 可 以 发 展 成 结 式 系 统 t18]). 

用 大 记 某 个 数 域 ,上 记 它 的 代数 闭 包 . 65 Е K[ sb] [x] Е-- 527 
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Ре ОХИН Ы ЕЛЕ x 的 多 项 式 , 则 可 以 构造 出 另 一 组 密 项 式 
中 Pu 并 具有 这 样 的 性 质 ，; 

D = D, = + = D, = ОТЕ K LRR, SHARA = р = = f, = ОЖЖ. 
或 

全 部 多 项 式 f. r. £ 的 形式 首 项 系数 为 0. 称 条 项 成 组 Di, Da ,Di 为 多 
FRAS datt’ 的 结 式 系统 . 

由 了 到 DD 显然 是 一 种 消 元 .自然 ,这 种 消 元 过 程 可 对 D. Dana D, 再 次 进行 ， 
把 由 f 到 DD 及 /与 上 之 间 关 联 的 结果 称 为 范 : 德 瓦尔 登 定 许 .把 下 面 要 介绍 的 如 何 
由 /构造 出 上 D WERA ТЕ F рУ ЗЕ (Kronecker) 过 程 . 

wF ру зл ЁЁ: 

СТ), ТОКАЙ О n. 

(2) [E/B r] HREH leigar тА 6 1 ВИК E n = n,Mi 
下 自身 记 成 -- 新 的 zg; 若 л < nn, 则 构造 两 个 新 的 д: ат Са DA. 

这 一 步 结束 时 ,得 到 мү, gy ,… z MREGA з > r. 

(3) 引进 新 的 不 定 元 uv, 并 构造 

Bu = Ugi + `" Ы. 
Be = "ngi + + Ps 
可 以 说 明 z. 55 z, 有 公 因 子 , 当 且 仅 当 в,а, в, 82: ([8]). 
(4) 对 gus д, WERI К, R Н] Фр дў 
Хари ну ситад D2 ds, 
* ЖБК. 

至 此 ,得 到 结 式 系统 D. ,应 ,……, 记 -由 以 上 分 析 知 道 : 

D, = 0, b, = 0, , Ds = 0, ЧАЛУ Ч REK u Meo 的 多 项 式 恒 等 于 0; SAR 
当 g 和 pg, 有 公 因 子 或 所 有 的 首 项 系数 等 于 0. 进一步 可 以 推 和 期, 当 且 公 当 上 太 = f, = 
= = 捕 =0 有 解 ,或 它们 的 所 有 半 项 系数 为 0. 

结 式 系统 是 个 很 漂亮 的 理论 结果 .目前 流行 的 符号 计算 软件 均 支 持 求 结 式 的 
ТЖ. ,但 对 于 结 式 系 统 的 构造 尚 不 支持 . 一 定 程度 上 讲 ,改进 梅 造 过 程 是 必要 的 . 例 
如 , 当 已 知 茶 个 所 ,不 妨 说 的 普 项 系数 不 为 0 时 ,就 可 以 用 所 与 刀 户 +… + wf 的 
结 式 代替 z, ЯП z, 的 结 式 而 有 同样 前 结论 . 

迪克 森 (Dixen) 结 式 也 是 一 种 消 元 技术 {[9]) .起 源 丁 1908 年 迪克 森 的 工作 ， 

设 给 定 上 + 1 个 上 变 元 密 项 式 组 
PIETTE TIRE SE 
Pal х1, Ns 


CE 


PS 


ET 


设 Wm Gra, 77° rk Ek 个 新 变 元 , 刚 如 下 行列 式 
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руб ж, Х®),' 79. n. Реал 2077) 
DIL Ni e=. TEETE о) 


Ауа ЛК ТАА. = РЛС Xk) e.. Dhel шү, ia "`", лу) 


Pilaa at се pyrl{ ers da ke) 
EXTEN ac HETA, HHYH x; = абі = Le RYH A A рар ар) 
= UREE (r -apel ар) Ж Ax лара) 的 因子 , 令 
Saaana) = Aen m) 
| 1 А {ху = rs as)" (xy а)" 
称 之 为 рро, рь, ВШ. АРГЫ S K ЕИ ДОВ araa 
的 密 项 式 , 并 把 а.а». а, ВЛЕН 010207 
«(х,у í = 1,2375, п (а 是 个 待定 的 数 )， 


称 方程 组 
人 
为 方程 组 pl = 0,р = 0," р. = 0 的 迪克 森 导 出 方程 组 . 易 知 原 方程 组 的 解 必 定 
是 其 过 克 森 导出 方程 组 的 解 . 
在 上 述 迪 克 森 导出 方程 组 中 ,把 其 中 出 现 的 关于 变 元 ху, х5, а ANNA 38 
积 按 字典 序 由 大 到 小 排 成 
Л КАА ЫК 


于 是 迪克 森 导 出 方程 组 就 可 以 写 为 标准 形式 


Ту 


其 中 p 为 迪克 森 导 出 方程 组 关于 替 积 6,，…, ез el ВОИНИ: ИОНДА pi 
Pos proi 的 迪克 森 矩 阵 .而 其 行列 式 аар) 为 迪克 森 结 式 . 

对 于 +1 个 上 变 元 的 一 般 完 全 多 项 式 ,迪克 森 证 明 :迪克 森 结 式 为 0 是 它们 有 
仿 射 夫 点 的 一 个 必要 条 件 ， 

关于 一 般 多 项 式 、 全 次 数 多 项 式 、 一 般 全 次 及 一 般 完全 多 项 式 如 何 确定 n 的 
值 ,请 参见 文献 [9]. 

现在 考察 一 个 例子 , 设 


pi(s,t) = (1+ st)xz — +++? 


+1, 
pals, t) = (s? + 50) у - se s+ t, 
pls, t) = (£ + s Dr- 252 + 2t + 2, 
按 上 述 一 般 过 程 . 由 计算 可 得 ， 
р1\%.4) palsi) pals,t) 
A(s.r,z,B) = | раба,#) po(e,i) рзба, ё) 
pila.) mla) plap) 
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= (s — a)(t — feja? + ea? + суа + са). 
于 是 popom ИШИН ya ЕК Ж) 
ls taB) = сүа? + суо? + суа + са 
这 里 有 
су = (25+ 25 — 2)s + (бу-4х—-:-2){+бу-2х+:-4, 
cx = (бу - 4х - z- 2)st + (бу — 2x + z — 4): + (2х - z — 2)t + 2x — x - 2, 
єз = {2x — z — 2)st + (2x — z + 4)s + (2x — z — 2): + 2z — z + 4, 
ca = (2x — z- 2)st + {2x — z+ 4)5. 
H сү = 0, о = О, сз = 0, са = О,Н[{Ң 


st 0 

$ 0 
{ЛД 

1 Ü 


其 中 
0 2x + 2z — 2 бү -—dx—z- 2 бу – 2x= + z — 4 
рь бу-4х—:-2 6y-2x +2 - 4 2х — z — 2 #х— 5-2 
2х — 2 - 2 25 — z + 4 2x — z - 2 2x — z + 4 
25 — z — 2 2х- z +4 0 0 


容易 验证 det( 五 ) = 0. 
这 种 由 PS 出 发 到 算出 det( D) 的 过 程 ,一 下 子 能 消去 多 个 元 ,在 探讨 多 项 式 解 
的 过 程 中 有 着 重要 的 应 用 . 


3.2 根 的 分 离 与 斯 特 姆 序列 


消 元 的 日 的 ,最 根本 的 是 化 多 变 元 多 项 式 的 姓 理 为 单 宝 元 的 密 项 式 人 处理. 而 对 
于 单 变 元 的 代数 方程 来 说 ,一 般 地 并 不 存在 求 根 公式 .因此 ,为 了 把 握 解 ,近似 计算 
的 方法 基 无 法 回避 的 ,至 少 需要 要 的 分 离 技术 . 

对 于 一 个 实 系 数 的 代数 方程 拟 x) = 小 求 它 的 实 根 分 高 ,就 是 要 在 实数 轴 上 决 
定 出 若干 区 间 , 使 得 (x) = 0 在 这 些 区 间 上 只 有 一 个 ( 重 ) 实 根 . 为 达 此 目的 ,需要 
能 做 到 

(1) 能 够 估计 出 f(x) = 0 的 不 同根 之 问 最 小 旋 离 的 下 界 . Collinat[10])7 给 出 了 
这 样 的 下 界 ， 

(2) 给 定 任何 一 个 区 间 [ a ,81, 都 能 算 知 /( z) = 0 在 江上 有 几 个 实 根 .斯 特 姆 
(Sturm) 序列 是 解答 这 个 问题 的 基础 . 

对 给 定 的 f(x) ,可 以 构造 相 度 的 斯 特 姐 序列 如 下 ， 

= Ах), f = f (x), Буз). 

其 中 А = qika) + (ж) — f(x), i = 2. 

对 于 任意 的 c E RAe) = 0, v(c) 为 序列 
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Се) Се) Се): 
ВИЗБИ ща. БСК, Но) Ab) ОВ, KAE ab] FE f(x) =0 不 同根 
的 个 数 等 于 Via) – V(b). 
至 于 复 根 的 分 离 ,注意 到 
Jl(s)— f(x + iy) = Сх, у) + ihla, р), 
可 以 通过 对 
R (x) = Resultant( f, б.у) 
和 Rai у) = Resultant( /|, fx, х) 
同时 做 实 根 分 离 ,来 分 析出 其 复 根 的 分 离 状况 . 最 近 , 文 献 [9] 推广 了 斯 特 姆 序列 
的 方法 ,得 了 多 项 趟 杠 的 完全 判别 系统 . 
下 面 以 一 个 有 趣 的 问题 结束 本 节 的 讨论 . 如 何 决定 复 系 数 多 项 式 的 稳定 性 条 
件 (文献 L11]) а Сс) 是 稳定 的 ,如 果 它 的 全 部 根 都 位 于 为: 半 平 面 上 .由 f(z) 构造 
Дл, + ia) = fifro) + 1626,22), 
由 结 式 运 算得 
Rz) = Resultam{ й. 5.22). 
结论 是 /С») 是 稳定 的 , 当 且 仪 当 
(1) К\з) 的 常数 项 非 O. 
(2) RG) 的 全 部 非 堆 系数 符号 相同 . 
例如 ДО) = 2% + 3:7 + 7: + 16z + 12, 经 计算 得 
Riz) = 16:20:14 3з] + 7] + 162 + 2) + 
(1527 + 96:1 + 2482} + 35277 + 289: + 130). 
由 于 RG) 的 常数 项 是 0, 故 A(z) 不 稳定 . 
在 看 一 个 例子 
КО) = ñ + (026.413 + 34241 + (3243 + 1/2 + 37273 + Т7) + 
(14/243 + 743), 
计算 得 
Riz) = 642? + (192/3 + 57642): + (1632/243 + 5504) zi + 
(1315243 + 174084/2) 25 + (32112 /2./3 + 77296) + 
(10272043 + 12097642) z! + (10160/2473 + 25843202] + 
(1519203 + 18080042) 22 + (61104/2-/3 + 148992) ду + 
228483 + 2611242. 
根据 判别 条 件 , 易 知 A(z) 是 稳定 的 多项式 . 


33 ” 模 运 算 与 中 国 剩 余 定 理 


符号 计算 中 一 个 异常 引 人 注 目的 现象 是 中 间 计 算 结集 的 快速 膨胀 .例如 , 当 利 
用 计算 来 判断 两 个 多 项 式 和 站 是 否 互 案 时 ,这 样 的 现象 刀 为 严重 .因为 , 当 二 者 互 
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案 时 ,回转 相 除 的 算法 应 能 告 之 它们 的 公 因 子 是 常数 .实际 运行 中 ,往往 在 得 到 这 
个 常数 之 前 ,处 理 和 如 工 的 表达 式 已 经 变 得 很 大 了 . 
例如 ,考虑 
f(x) = аб + х Зб – 352 + Ва + 2x — 5, 
gix) = Заб £ 541 — 45? — 9x + 21, 
在 有 理 数 域 上 使 用 欧 几 里 得 算法 ,得 


旭 果 应 用 欧 几 里 得 算法 到 z[ zx, xy,… ,|] ,情形 会 更 糟 粮 . 

有 上 几 种 和 途径 改进 这 一 状况 .一 是 利用 子 结 式 序 列 的 计算 技巧 , 另 一 个 是 采用 模 
算法 .所 谓 模 算法 是 设 只 和 中 均 是 唯一 可 分 解 环 ,选取 一 个 环 同 态 贞 射 р. R — 
R. 

Bx) glx) € Rl] ЖН Cix) = GCD( x), g(x)). 若 有 qp(leooef( Cix) )) 
= 0, 则 

deg GCK pA х)), ф(д(х)))) > dezg(GCD(/(x),g(z))). 

典型 的 这 种 上 映射 有 两 类 : 

(1) 单 变 元 情形 ,多 是 整数 环 到 整数 剩余 类 环 ; 

(2) 包 变 元 情形 ,将 某 个 变 元 映射 到 一 个 具体 值 上 . 

对 于 名 变 元 情形 ,有 时 (1) 和 (2) ЖЕНА. 
Hm, DERRER Aar) gl) 和 映射 p:z[x] 一 nll A 
p(/(x)) = 
Ф(д(х)) = xŠ + zt + x +1. 
ТЕ 2, х] 内 计算 得 


+х* +1, 


GCD(2CO((x)),gp(g(xz))) = x +1. 

我 们 知道 ,原始 的 多 项 式 是 互 素 的 ,而 取 模 后 算出 了 公 因 了 于 ,这 表明 这 个 具体 
的 模 映射 取得 不 好 , 称 之 为 不 幸运 的 同 态 映射 . 幸运 的 是 ,这 种 不 幸运 的 爱 射 数目 
很 少 .假如 取 到 一 个 同 态 映 射 ,使 得 同 态 像 的 公 困 子 是 常数 , 即 意 际 着 原始 的 款项 
式 是 互 素 的 ,这 是 由 间 态 映射 的 性 质保 证 的 . 

MERY 2 不 是 一 个 不 幸运 的 同 态 觅 射 ,容易 证 明 存 在 -- 个 常数 c WW E 

ge#lGCD(/(x),g(x))) = e+ GCD(2(/(x)), gigih). 

由 于 不 幸运 的 映射 个 数 不 是 很 黎 , 当选 取 一 定数 目的 映射 乒 , 必 能 取 到 非 不 幸运 的 
映射 ,假设 著 干 的 映射 使 得 计算 结果 相似 , 即 次 数 相 同 , 接 下 去 就 可 以 用 中 国 剩余 
定理 来 恢复 出 真正 的 公 因 于 .例如 
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Фу: zla] = zla], 
Фи:2[х] — zula], 
使 得 
GCK фу х), фт(а(х))) = а? + 1. 
GCK рб К х)),фцбд(х))) = x° + 3x +4, 
我 们 就 可 以 猜 到 
因为 
GCD(/(x),g(x)) = а + ах + b. 
а=0 (mod)7, a= 3 бт), 
bl (mod)7, b = 4 (mod)l1. 
由 中 国 剩余 定理 ,可 以 算 知 


通过 试 除 检验 知道 
GCD(/(z),g(xz)) = a? + 14а + 15. 
模 运算 带 给 我 们 至 少 两 个 好 处 :一 是 克服 了 计算 的 中 间 结 虹 快 速 采 胀 的 问题 ;第 -- 
是 提供 了 平行 计算 的 可 能 性 . 
对 于 多 变 元 情形 ,要 想 从 映像 的 计算 结果 恢复 出 原 像 的 结果 来 ,除了 要 用 到 中 
国 剩 余 定理 外 ,还 要 用 到 播 值 的 技术 . 可 以 参见 [3] ,以便 砍 赏 更 多 的 实例 ， 


3.4 ”多 项 式 的 因 式 分 解 


多 项 式 的 因 式 分 解 当 然 也 要 用 到 模 运 算 的 技巧 和 方 汉 .此 外 ,由 于 老 项 式 因 式 
分 解 在 其 它 符 号 计算 的 环节 中 起 着 重要 作用 ,对 这 -- 疝 题 上 以 特别 的 关 广 是 极 正 
常 之 事 . 尤其 是 代数 扩 域 上 的 因 式 分 解 , 已 引发 了 数学 |- 很 深刻 的 工作 .Treger 的 
这 一 贡献 可 以 在 几乎 所 有 讲述 代数 扩 域 上 因 式 分 解 的 著作 中 找到 ,如 [3] 15] ЗЕ. 
Berlekamp 在 有 限 域 上 的 多 项 式 因 式 分 解 算法 , 也 是 被 反复 引用 的 工作 ([3][4])， 
所 有 上 述 讨论 都 可 以 在 相关 文献 中 找到 详细 的 论述 ,下 而 以 一 些 问 题 来 结束 这 里 
的 讨论 . 

对 于 单 变 元 密 项 式 的 因 式 分 解 ,粗略 地 说 要 遵循 如 下 的 步 呐 : 

(1) ER PEH ЛЬ БО (х) = F F. Е. ЗЛ m = MRA у(х) 在 
2р1 x] ЕЛУ, AREE Z[x] 上 也 必然 不 可 约 . 

(2) 根据 Fi 天 ……, 记 和 它们 的 组 合 乘积 ,不 断 做 提 片 ,大 是 否 可 以 在 Zel x] 
上 发 现 /(х) 的 因子 .这 个 据 和 天 过程 意味 郑 5 的 不 断 增 大 . 如 果 持 续 这 个 提 姑 过 程 
而 找 不 到 F(x) 的 因子 ,那么 /( x) 就 是 不 可 约 的 . 

关键 的 一 点 是 当 f(x) 不 可 约 时 ,和 希望 尽早 地 结束 这 个 提升 过 程 , 这 无 疑 会 整 
体 提高 分 解 因 式 算法 的 效率 . 设 B E х) 的 可 能 的 因 于 的 系数 的 和 界限 .那么 当 Р 
> ВЕ, КЛ Их) 的 因子 ,就 表明 f(x) 是 不 可 分 解 的 .显然 RIRE B 
容易 计算 且 越 小 越 好 . 
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针 项 式 的 高 玉 是 非常 简单 明了 的 概念, 即 л Ех) 的 系数 中 绝对 值 最 大 者 ， 
斤 是 容易 算 的 ,其 实 根本 就 不 必 算 . 和 已 知 的 关于 吕 的 值 比较 , 吾 也 是 相当 小 的 数 . 
于 是 自然 希望 里 可 以 作为 名 项 式 放 x) ВУЗА В ИОА БИ Т 2 B); 

Кх) = x 
= (x! + 3xŠ + 55 + бх + Gr? + бя? + 3x + 1) + 
(x' - 346 Sa -Gat + 6x! 5х? + 3х - 1), 
所 作为 所 有 因子 的 界限 蕊 不 可 能 .但 是 下 面 的 癌 题 是 未 决 的 ,并 且 即 使 是 理论 土 ， 
也 极 具 挑战 性 ， 

(1) 车 六 x) 可 约 , 是 和 否 可 以 至 少 找到 一 个 因子 gi) 9 H Eelo 的 高 来 得 
K? 

(2) 07 f(x) 可 的 , F(x) 是 f(x) КИЕВА ИЧИН y... 是否 H W, F PIB K? 

这 基 非 常 明确 的 数学 问题 . 它 的 解 央 ,看 来 需要 数学 家 的 认真 介入 .这 个 方面 ， 
目前 最 好 的 结果 是 找到 了 中 可 以 作为 因子 双 数 界 报 的 充分 条 件 , 即 如 果 Aa) ЕНЕ 
不 在 小 半径 为 172, 大 半径 为 2 的 环 内 出 班 ,所 就 可 看 成 是 六 x) 的 因子 的 限界 . 

另 -一 方面 ,注意 到 已 知 的 所 有 Н АЕ ТЕЛ /Сх) 任意 因子 的 系数 界限 之 反例 ， 
它们 的 根 都 位 于 单位 闸 上 .所 以 又 可 以 自然 地 猜 调 : 若 0) 的 根 不 在 单位 图 周 上 ， 
R| 交 就 可 以 作为 因子 系数 的 界限 ,这 个 问题 若 获 证 实 , 即 表 明 随 机 生成 的 多 项 式 ， 
其 高 可 以 被 看 成 是 任意 因子 的 系数 的 异 限 . 

符号 计算 软 侍 的 效率 一 直 是 大 家 所 关心 的 问题 .要 想 取得 更 好 的 效果 ,必须 有 
ЖЕП R i ЛЕ. 
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定理 的 自动 证 明 一 直 是 人 类 的 梦想 . 随 着 计算 机 的 发 展 , 这 一 禁 想 才 变 得 可 
能 .首先 王 浩 教授 提出 了 基于 命题 逻辑 的 定理 证 明 系 统 ,然后 ,人 鲁 宾 还 (Robinson) 于 
1965 年 提出 了 归结 原理 , 它 是 基于 -- 阶 逻辑 的 完备 的 定理 证 明 系统 .在 此 之 后 , 定 
理 证 明 有 了 莲 亏 的 发 展 .归结 头 理 是 一 般 的 ,完备 的 ,但 不 肥效 .往往 由 于 产生 的 归 
结 式 太 多 ,搜索 空间 太太 ,因而 消耗 了 太 多 的 时 间 和 计算 机 内 存 而 不 得 不 中 止 证 
明 , 为 此 出 现 了 许多 对 归结 的 限制 .对 归结 的 限制 可 能 导致 破坏 完备 福 , 但 为 提高 
有 效 性 ,也 只 好 忍痛 割爱 .例如 输入 归结 和 单元 归结 是 不 完备 的 ,但 是 很 有 效 . 基 于 
归结 的 定理 证 明 系 统 已 有 许多 ,著名 的 系统 有 Otter 等 系统 .用 Oer 系统 解决 了 几 
十 年 未 解决 的 问题 , 即 鲁 宾 逊 代数 是 布尔 代数 ,这 一 成 果 被 列 为 1997 年 人 工 智能 
五 大 成 就 之 一 . 

除了 归结 方法 是 完备 的 外 ,自然 演绎 方法 和 表格 方法 也 是 完备 的 .自然 演绎 方 
法 因 证 明 步 骤 政 读 ,证 明 长 度 短 而 受到 人 们 的 重视 .表格 方法 容易 用 树 表 达 ,表格 
方法 尤其 受到 欧洲 人 的 喜欢 ,每 年 在 欧洲 都 举行 一 次 有 关 会 议 . 

归结 方法 不 使 用 有 关 领 域 的 知识 ,不 使 用 有 关公 理 及 所 证 定理 的 逻辑 结构 ,而 
导致 有 效 性 善 . 为 此 人 们 寻找 特定 领域 的 定理 证 明 方 法 .如 吴 文 俊 先 生 的 吴 方 法 ， 
它 是 基于 上 几何 的 定理 证 明 方法 . 重 写 规则 是 基于 等 式 的 定 再 证 骨 方 法 . 


m 


1 归结 方法 


自从 2 世纪 如 年 代 重 宣 进 所 出 归结 方法 (resolutioy 以 来 ,出 现 了 许多 优化 归 
结 的 方法 .一般 化 的 归结 方法 不 是 有 效 的 .归结 方法 处 理 的 对 象 是 子 句 公式 ,因此 
不 得 不 把 一 阶 肥 辑 公式 转 措 为 子 句 形式 ,为 此 必须 把 一 阶 收 辑 公 式 转 化 成 前 束 范 
式 ,然后 用 斯 科 伦 (Skolem) 函数 排除 存在 量词 ,接着 转化 力 子 名 形式 . 

EARP, AAM MP, 技 照 规 则 MP, 由 4 一 中 和 4 可 推 得 号 . 时 结 是 MP 的 
一 般 化 . 子 句 是 文字 的 析 取 .给 于 名 1 V сє, ffl - 1 V ea 按照 归结 可 得 归结 式 c, V 
ce ,其 中 c, 和 e, 都 是 子 句 . 当 使 用 归结 方法 去 证 明定 理 时 ,总 是 将 所 证 定理 和 否定 ， 
与 前 提 一 起 化 成 子 句 ,使 用 归 铺 ,如 果 推 得 空子 句 , 则 定理 成 立 . 

因 一 般 化 的 归结 不 是 有 误 的 ,于 晨 出 现 了 归结 韵 各 种 提炼 . 例如 十 立 归 结 、 狂 
归结 .线性 归结 .输入 归结 ,单元 归结 . 后 两 者 都 是 不 完备 的 ,但 对 Нот 集 是 完备 
的 .由 数学 定理 得 到 的 子 句 集 通 常 都 是 Нот Ж. 
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形式 为 (Ox ( Qy xy)" СО, ) M ЙД ЭЙ ЖЕЎЕ ЗК, prenex normol form) ,其 中 
0; 为 3 3 V M PARRER. (Qel Qz.) ШЕЕ, M 叫 矩阵 . 
PAm, EYG y)[p(z,y)— q(x)] 是 前 束 范式 . 


1.2 ЕО 


例如 ,公式 F = (ух) суху x;)( 3 和 
00) ЖИЕ st. Bj Ох, хс, an 排除 存在 量词 5 3 x ,1), 其 中 了 不 出 现在 下 
中 , FAAA (V w Yohei y x.) Oiart) СО) М( хул, т, аца, 
"e X.) Xi 2 ә ы). f 0 RR RHEA .如 果 存 在 景 词 前 面 无 全 称 量词 出 现 , 则 用 
一 个 新 的 常量 作为 斯 科 伦 函 数 ,从 堪 向 右 依 次 排除 存在 量 订 ,排除 所 有 存在 量词 之 
后 ,得 到 如 下 公式 ; 所 = (V z )( V z): ( V z) M. eR EPRA 2 FFE in]. КУЕ 
证 明 FEATHER, НАМ r Ар ДЕНО. h P t iB Ир Ar 能 转换 为 
СМЕ 形式 . 往 后 只 考虑 村 ,只 要 记 住 м" hip ЕЕН = Ft isj PT iN. 

Hini y Iry sl p(x,y) 一 q(y,z) A r(x,z)] ,排除 存在 量词 ( jy)， 
FAAR YD V z)[p(xz.f(x))— gq(f(x),z) А r(x,z)]. rh (x) RW ELI ES 
数 .将 好 转换 为 CNF 形式 , 得 到 如 下 公式 ; [ч р(х.) V q(/(z),z)] А 
[A p(x,f(x)) V rex,2)], 


1.3 TARTI 


原子 或 它 的 香 定 叫 文字 (literal) .例如 ,p、 9 都 是 文字 . 零 个 或 几 个 文字 的 析 
取 叫 子 句 (clause). 含 等 个 文字 的 子 名 叫 宅 子 句 . 今 后 用 门 表示 空子 名 .例如 p V 
19 V r E Tl. 

排除 所 有 存在 量词 之 后 ,得 到 公式 (YazifYa (V M E 上 转换 为 СМЕ 
形式 , 即 М = Cr А či А та А ep ДАР ct 是 子 避 ,如 文字 的 析 有 取 . 和 集合 |e, е, 
MFE, 


14 ЖЖ #h 


# Fa F = АД K MFA. ATA c, = p V D filc, = -VE 其 中 
р ERT., D fE gk TJ. TAD V Efke 和 c ЛДА Ж. TEEN D V E 
是 c, 和 c, НОНЕ НЕЕ ШЦ Wk АК. |à, b F-J ap 和 p 可 得 到 空子 句 
作为 归结 式 . 

给 定子 句 集 5 = leesten o TA DURFEE AINTE E, Ey, з. 
Em P En ED, Bb T 5 是 3 中 的 子 名 或 是 EE 和 后 的 归结 式 ,其 中 jk < i. HM 
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Н 5189), ШЕК S 是 不 可 满足 的 . 
H, S = [cí = p V ф,с) = p V qg,.cí = лр V 9. са = q p V Ai 使 用 好 
结 方法 能 证 明 5 是 不 可 满足 的 : 
e, = q, Res сі 和 сз, 
e, = q: Res с 和 Cas 
e = 1, Res c, 和 сс. 
使 用 归结 ,由 S 得 到 空子 名 作为 归结 式 , 因 此 子 句 集 5 是 不 可 满足 的 . 


1.5 НА 


H — 33182: НАШ ТАЈА үх уГр(х,у) = ф(х, уу], T 
HAPA plr fD V ф\ х/б EE x 出 现在 其 中 . 怎样 把 归结 引 到 有 变量 
的 子 旬 上 去 ? 

例如 ,cl = ф(х./бу)) V r(a,g(x)),ce; = -q(b,z) V pir) .显然 el 与 ec 中 
无 互补 文字 对 ,不 能 做 归结 .在 c HAM Б 6 H d Hy ie = glid) 
V rla gib Е с НИ а) В ; 8 c, = (b A dy) V PAD ЖЕ с' 和 
cz 中 有 互补 文字 对 ,其 归结 式 是 六 所 的 ) V ragib) a = brx, diy, а) 1 
ЦЕНЬ. 95 9 0—7 gify 和 65.) „ЕП X | 0 为 统一 者 (unifier) . 写 
e 610,65 = cg, 而且 岂 ec 和 和 ea 分 别 为 cl 和 e 的 基本 例子 ,因为 e 和 ez 中 
无 变量 . 

不 难看 出 ф(х, AY)) 和 gib) 有 许多 统一 者 . 例 旭 ea = fra fz 也 是 
统一 者 . 由 后 面 的 知识 可 知 ,e 是 最 一 般 的 统一 者 , 简写 为 mgut{ most general 
unifier}. ТЕ cl 中 用 上 90 5,38 сг = ф(%.ДК(у)) V гба, (6). ХЕ с PH Ху) Ё 
e: i$ ey =- gb OD Уор(Д\у)).с, 和 和 cz 有 互补 文字 对 ,可 得 归结 式 
Py) V га, et 和. 这 是 最 一 般 的 归结 式 , 前 面 的 归结 式 是 后 者 的 例子 , 呈 要 
在 后 者 中 用 а 9% 就 可 得 到 前 者 ， 

下 面 将 介绍 一 般 情形 下 的 归结 . 


1.5.1 替 拉 [substitution) 


И во т staon) MERR, КЕ o 是 项 ,vw 是 变量 ,vw < sot n A 
Ў, (Ка, 2), АСе) у 是 替换 .和 兰 换 的 复合 被 定义 如 下 ; 

ik Ë = |h ху, ty tas b Zx |, 

À = {u yu цу Yast a aZ Ул! 

AFE Fih. 09А 表示 6 和 4 的 复合 , pH II A Zm, bA An y 
tia уы! £ БА = х, MNE ¿A Zx: E y € artt BB uy; 38 F 6538 
合 为 8。4. 

ЙИШ Ө = {hax wyl = (б/х, углю, (с) гу. lh(z)A/z, wy diax, 
y/w,g(c)/yl = talaa Ar 由 此 集合 如 去 улу, бла, 
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gloy BIRGA y wl AAE 0 А. 

ЖЛЕ ПОН ЕГЕТЕ, (с зг = as (8° г), EPa pAr ЖЕЕ. 
ИЕА А An ERA, ËD < - B ¿ B ° o. 

ik ЕЛЕДА. 8 ER. EHR КӨ? Ө = huoh b. t u l E E PA 
时 用 1 8862. 的 每 -~ 次 出 现 ,i = 1.2... n ,得 到 的 表达 式 就 是 Fo. БӨ ЦЕ E 的 一 
个 例子 . 

P| $H c, = piy) V ф(х),о = HFa) ysy al M сс В pa) V ябу). 

TAHAE RRR, AH у ЙЕНЕ ЇН pa V v(x), 青 对 x НАРА ,19 
PUGO V 37) 这 违背 了 同时 替换 的 原则 ， 


不 难 证 明 
(а*°В)уегт=е#(Й°ет). 
通常 
a° B е B° ú. 
1.5.2 统一 算法 (unification algorithm) 
今 Ey. Еу. В, 是 表达 式 ,8 是 替换 .如 果 Ep = E; 8 = *"* = ЕЭ, Ə nik 


El Еу, Er 的 统一 者 , 称 Е.Е, Е, 是 可 统一 的 . 设 c= E E Ent’ Е 的 统一 
者 .如 对 其 每 一 个 统一 者 o MARR 4 使 得 8 = a А, Шо Ж Е,Е,, Е, 的 
mgu( most general unifier} . 

Ш, E = pla,x),E, = pla, fr) 0 = Ab) x, byl, Е = Eð = ple, 

再 如 ,az = |у), Eis = Еос = р(а,Ку)), с EER A, mH o E M 
E 的 mgu. НО = oe AEPA = (ф/у. 

НТЛ Я К ЧЕЛИН F — sik r. ВШ, К, = pla,x), E = 
р(а,Ку)), ШЕ M Е, HEARRE Ку). Н D 表示 不 一 致 集合 .关于 不 
一 至 集合 的 定 必 上 见 参 考 文献 [1]. 

现在 可 以 介绍 统一 算法 . 

步 1 置 上 =0.S = 5 Жо = ,其 中 $5 是 输入 公式 集 ,s а. 

步 2 ”如 果 s, EPERE, M, с, 5 ЙУ MGU, BA-HR S, 的 不 一 臻 集中. 

步 3 如 果 D; PA ТЕ ор ЖИЙ, E ЖАШ ЖЕ 2 У, Ж) fkl Z Ik? | te tg) 
和 Ska = 5 ü {ши} РЕ, S 是 不 可 统一 的 ， 

Жа р-Б. 1, 且 转向 步 2. 

Hi pifia) gix) fll ply, y) BJ mgu. 

55 = p(fla),g(z)),p(y,y)1. FERE г: Eie- -APRA i. 

1 k= 0, ду = £. 

#2 Mo 二 S, D, = Ка), yi 

步 3 F = dg” a)y] = |Жа)/у!.й Ë = 1. 

步 2 бл = lafla) gap f(a), a)l, 

D, = teix) farl. 
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#3 ра), в(х)) A pir, у) 是 不 可 统一 的 . 
#2 求 S= plax, higa) Mpls hiy), АСУ) 的 mgu. 
下 面 的 步 i 是 指 统一 算法 中 的 步 i. 
步 1 & = 0, 20 = Е. 
步 2 So = 5,0 = azt. 
ЖЭ G = Jars), k=l, 
2 би = ір(а,х,ћ(в(0))), pla, Aty), Ау), 
D, = 1АСу), х}. 
3⁄3 о = oe |А(у)/ж| = laZz.h(y)/z] B k = 2. 
2822 Sa = \р(а,Һ(у), aigla D.p a Һу), АСУ, 
D, = аба), уі. 
F3 ау = av iglar] = | а/г, Б а(а))/х, giay E k= 3. 
Ж 2 Sa = ір(а, АС а(а)). А а(а)))і, оз Ж mgu. 
定理 1 ‘统一 定理 ) ШЖ W 是 非 空 可 统一 者 的 表达 式 集 , 则 统一 算法 总 是 
FEHR? 而 且 最 后 的 z, EHER- E. 


1.5.3 二 元 归结 (binary resolution) 


令 cl 和 c; 是 两 个 没有 共同 变量 的 子 句 .上 fi L, УЗИДЕ c, 和 c, 的 文字 ,如果 
LML A mms, Wice- he) L) (са — Lo) ЖЕ c, 和, 的 二 元 归 畏 式 .在 这 里 
子 旬 被 看 作文 字 的 集合 ,£5 和 L, ERHALE, e 和 c, MERET S. 

例如 ,el = r(x,a) У 3906), с = TB у) М py = rixa}, L 
= ho) 是 e, 和 cy 的 二 元 归结 
式 . 

1.5.4 因子 (factor) 


例如 , 子 句 ec = apla) V чарбу) V apl a) V TD 显然 Cs) aptr 
р(Ќа)) A mgua = [a)r] a)y] о = qpüf(a)) V gi a), о ЧЕ с ЮВ 
+. 


1.5.5 jas 


二 元 归结 是 不 完备 的 , 即 是 说 从 不 可 满足 的 子 句 集 可 能 推导 不 出 空子 句 . 例 
如 ,cy = р(х) М р(у), є = -parYeto lene! 是 不 可 满足 的 ,但 是 使 用 二 
元 归结 不 能 从 e, 和 和 总 推导 空子 名 .pi 是 Ps Мор( у) RAF, aple) Æ apiu) 
V apir) 的 因子 ,由 р(х) 和 p(w) 可 推导 出 空 了 字句. 

cit 或 сі WAT) 和 oal c, WAT) 的 二 元 归结 式 叶 归结 式 . 

定理 2 TAR 5 是 不 可 满足 的 充 要 条 件 是 使 用 归 半 由 S$ 可 推导 出 空子 句 . 

Э 苏 格 拉 底 断 言 : "人 都 是 要 死 的 , 苏 略 拉 底 是 人 .因此 苏 格 拉 底 也 是 要 死 
的 .” 用 Man (xz) 表示 EA. W SR Man ( s) ERITREA. Mota (х) 表示 x 是 
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要 死 的 “人 都 是 本 死 的 "形式 化 为 "Yx [ Мап( x) 一 Mortal (х}]”. Mortal (з) 表示 苏 
格拉 底 是 要 死 的 .将 结论 否定 .担子 名 e, = "Mortal(s). 从 前 提 可 得 子 句 c, = -Man 
(x) V Monal(x),c, = Man(s). 现 在 使 用 归结 证 明子 句 集 | c1,ec2,e3| 是 不 可 满 起 
Ё. 

e, = Moral (з) Кез с, 和 сз 

©; = DJ Res ca 和 су 

ЕЕН ГК (|с, со, сз) 是 不 可 满足 的 .因此 с, А oee 

归结 简单 RARE, R ЖЕЕ Е.Ф И ЖЕЕ ЯШ ЛИ... p V сф, ор V q.p Ул 
4.7 p V -ng 推出 空子 多 需要 34 个 归结 .为 了 提高 归结 的 有 效 性 ,出 现 了 归结 的 各 


1.5.6 j# 3 $$ (semantic resolution) 


幕 面 已 定义 了 归结 ,有 两 个 问题 需要 解决 .一 是 子 句 集 S 有 = T +T J, EAT 
TARE ,归结 原理 中 并 未 解 天 .简单 的 办 法 就 是 组 合式 由 结 ,两 两 散 归 结 . 当 有 
新 归结 式 产生 时 ,新 归结 式 与 5 的 子 句 及 其 它 归结 式 分 别人 慌 归结 ,显然 要 产生 组 合 
爆炸 .二 是 = с, ЙИНЕ ЕН] ,并 未 指明 哪 一 对 文字 是 被 归结 文字 , 困 广 cl 和 c, 中 可 
能 有 名 对 互补 立 字 对 ,当然 也 就 有 名 种 选择 ,搜索 树 也 就 相应 变 大 . 这 一 节 就 是 讨 
论 这 两 个 问题 . 

甘于 问题 1, 为 了 阻止 组 合 爆炸 ,把 子 名 集 5 分 为 两 个 于 集 ,使 得 同一 个 子 集 内 
不 做 归结 .问题 是 依 什 么 标准 来 分 .用 解释 /来 分 , 几 是 在 1 为 真 的 子 句 次 一 个 子 
集 , 在 了 上 为 假 的 子 句 为 另 -一 个 子 集 . 

例如 ,5S = (np Yag V r,(2)p V nOg V ғ, (4), I = apagan 
rj,S = Ip V rg V rl, Рур V r.q V EI ЕБ @;5, = ap V aq V rart, 
rB ~p V aq V +£ ffl qr #E 1 上 为 真 .$ EATARRA, 5, 里 两 子 名 也 不 做 归 
£h. S, 的 子 句 可 以 分 别 与 5, AFARA. it K Kak ГАСИ. F ISL Br B$ 
的 归结 . 


(5) aq V r Res( 1) 和 (2) 
(б) qp V r Вез(1) #l(3) 
(7) р Res(2) 和 {4) 
(8) 4 Кез(3) 和 (4) 
阻止 了 子 铝 (1) 和 (4) 做 归结 . 

(9) r Res(5) 和 (8) 
(10) О Res(9) 和 (4) 


关于 问题 2, 给 一 对 子 旬 e, 和 6, 可 能 有 束 对 互补 文字 对 ,加 上 某 种 限制 使 得 
只 有 一 对 互补 文字 对 做 好 结 . 这 里 使 用 谓词 符号 次 序 , 例如 p > q > r 当做 归结 
Ңез( с, сг) 时 ,例如 规定 с 中 具有 最 大 谓词 符 导 次 序 的 文字 选 做 被 归结 文字 , 在 上 
二 中 ,规定 p > q > r, 在 此 条 件 下 PP V r 和 下 不 能 做 归结 ,因为 具有 最 大 谓词 
符号 次 序 .如 此 ,上 例 中 归结 式 (7) 和 (8) 将 不 会 出 现 ， 

下 面 定义 语义 归结 . 
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令 了 是 一 个 解释 ,而 р 是 谓词 符号 次 序 . |E Ett, E. М СВЕ И ЖЕШ 
{semantic clash) , 当 且 仅 当 下 面 的 条 件 被 请 足 : 

1° E; = 1,2,…,9: 在 了 上 为 很 . 

PÊR = MRa Ж RAE 的 归结 式 ,i = 12,….9, 其 中 只 在 7 上 为 假 ， 
ШВ 点 中 被 归结 的 文字 含有 E, 中 的 最 大 谓词 符 导 ,只 叫 作 pi BAR. 

例如 £, = р, = gE = r,N = s V qp V qq V ar,1 = [qp. q, ar sl, 
p> q> r> s, I ME, 5 Ep 归结 式 . 

5 是 一 个 子 句 集 ,了 是 解释 而 号 是 出 现在 3 中 的 谓词 次 序 . 子 名 序列 сус, 
с, МЇ pí 演 颖 , 当 且 仅 当 每 个 с, E: S 中 的 子 句 或 是 pi HAR. 


1.5.7 #3 # (hyperresolution) 


ТЕХН ЕР МЕНИ ҖЕ 了 将 子 句 集 分 为 两 个 子 集 ,使 得 同一 子 集 的 子 句 不 做 
归结 ,以 此 提高 归结 的 有 效 性 .这 又 产生 了 新 的 问题 ,通常 Herbrand 解释 是 无 穷 的 ， 
怎样 指定 解释 呢 ? 为 了 简单 起 见 ,通常 取 解 释 的 成 员 都 是 正文 字 或 都 是 负 文 字 , 即 
了 = | 或 i = ] - RE 一 mas'**| ;其 中 т 是 原子 . 

在 pf 归结 中 ,如 7 中 每 一 个 文字 都 是 负 文 字 , 此 时 所 有 ЕЁ, Е, 都 是 正 的 . 叫 
作 正 起 归结 . 

在 站 归结 中 ,如 了 中 每 一 个 文字 都 是 正 的 ,此 时 所 有 E; Е, 都 是 负 的 , 叫 作 
负 超 归结 . 


1.5.8 19 2 (lock resolution) 


对 锁 扫 结 来 说 , 每 个 手 句 中 的 每 个 文字 都 用 整数 做 标志 , РВ, sgir) V 
mpix). 

c 是 一 子 句 ,如 c 中 有 两 个 或 更 包 的 文字 有 mgu o ,在 o 中 对 同样 的 文字 只 棵 
贸 具 有 最 小 标志 的 文字 .如 此 由 a 得 到 的 子 句 叫做 c 的 锁国 子 .例如 ,ce = sgir) V 
ю 9 0/69) Vm (h(x ,c= fia) х |, ез =+sa(fla))V юда) ) Yn 
PERCA a) hsg fa) V тра Ка) 是 < 的 锁 因 子 . 

сс EB T Жл EER BJ A, с, fll e, PRALES. L, fil L, AA 
E c 和 ec, 中 具有 最 小 标志 的 文字 .如果 Л 0112, A mg с, WE суо U ez 中 去 掉 
Liz ЖЯ L, ‚Ий B X*|n| 0 АК BIB baa, ERT aE. 
# s TJ (k F er. 

+] e, (aÉ c, AAT) 和 с, с АРЕНЕ) 69. з п ЖЕБЕ А. 

ЖШ с = .p(x,f(y)) \/$г(Абх)) Vanglate = magla) М empta, f(b))., 
зр(х,/у)) арба, /5)) A триас = (алх, Б/у, № сув V cc 中 删 去 :pfY， 
Ку))= Жлр(а 5) )с, Thrilla D Wangla) V egla) ЖАА] ЦЕ) ЖЕРИ УЕР Н 
ПЕВ ВЕКА УСЕ O лс А, г(А(а)) V азда). 

ЖИТКЕН У F: S 是 子 可 集 , 其 中 每 个 文字 都 用 正 整除 做 标志 , 子 名 序列 
cern t c 叫做 辆 演绎 ,如 果 每 个 o 或 是 5 的 子 句 或 是 前 面子 句 的 锁 归 嫩 式 . 
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例 4 95 = iir Dag Var (3) 45 V злуг.(4) р V 719 М aas,(5) эл 
pV oe V п, ЯНЕ В А Яра ДЕ р. 


证 明 (6) rag Малы Ңеа(4) 和 (5) 
{ 了 3mr V gs Res(6) #12) 
(8) 575 Кез(7) 和 (1) 
(9) sr Res(8) 和 {3) 
(10) 0 Кез(9) 和 {1) 


1.5.9 线性 归结 {linear resolution) 


Š ETER, TEEI Cos Cjr Cts tt y E 叫做 线性 演绎 ,如 果 co Є 5, 1 是 Ci 和 
В, 的 归结 式 , В, Є SRB с.) < і, с ШИНО, В, ПРЕЗ ЫЈ, со РЕЈ 
А. 

线性 归结 可 以 用 图 1-1 描述 . 


Co +P Va ма ғ 
Bo 
Ci PY V1 # 
В, a qVq х 
tO q Vq r 
1 sV3 r 
Ci В, Yar 
Cia чог 
r 
Ca-! В, I 
С, 
图 1-1 Ё 1-2 


例如 子 句 集 S = [r,q Yars Varp V qq V qas,qap V qq V osl, 用 线性 归 
结 可 证 明 它 有 是 不 可 满足 的 ,如 图 1-2. 


1.5.10 输入 归结 (input resolution) 


输入 归结 是 一 个 特殊 的 线性 归结 ,其 中 每 个 边 子 句 都 是 S 的 子 句 . 

输 人 归结 显然 比 线性 归结 有 效 , 遗憾 的 是 它 是 不 完备 的 ,但 对 Нот 集 是 完备 
的 .prolog 的 实现 使 用 的 正 是 输入 归结 . 

Horn 和 集 被 定义 如 下 ,一 个 子 句 吗 做 Hom 子 名 ,如 果 它 至 多 含有 一 个 正文 字 ; 一 
个 子 句 集 叫 Нот 集 ,如 果 其 每 一 个 子 句 都 是 Horn FA. 

EPPES = 1, Vars Yar p Vag М asap V ay V ast E Нот Ж, ВЧ 
此 s 8—99 ААЫР, ЕҤ БЕ РЕШЕНАА 58 A A E. 

ЖАУ 9 ААХ Нот Ж 56887, ПП EAA л, REAA TAM, XJ 
Нот 集 也 是 完备 的 . 


2 ВЖЕ . 811 ， 


1.5.11 单元 归结 (unit resolution) 


一 个 子 句 如 果 上 只 包含 一 个 文字 , 则 该 子 句 叫 单元 于 可 ,如果 单元 子 句 舍 的 是 正 
ЖЕТЕ лт), л) АА СЩ Д ВАУ РЈ. 

TJ с, 和 е, НАВТ, ФАР й аз T J ШЕ у ав ТН. 
车 限制 其 中 的 一 个 为 正 单元 子 同 , 则 该 归结 叫 正 单 元 归结 . 

单元 归结 基 有 效 的 ,但 是 不 完 兰 .然而 对 Hom 集 是 完 苍 的 . 正 单元 好 结对 Hom 
集 也 是 完备 的 .不 仅 如 此 ,一 元 正 单元 归结 对 Нот 集 也 是 拭 备 的 ， 

例如 线性 归结 小 节 所 举 的 例 ,S = (1) е, (2) М л, (3) \/-г,(4)р V aq V 
55Hp VY 729 YY 251 ,3S 是 Hom 集 ., 它 有 正 单元 归结 证 明 如 下 : 

(6) Кез 1) #2) 


(7) з Resf ]) 和 (3) 
(8)p V -9 Res(4) 和 (7) 
(9)р Res(8) #16) 
(10)-р V ча Res(5) 各 (7) 
(11)ap Resf 10) 和 (6) 
UDA Res(9) 和 (11) 
2 自然 演绎 


自然 演绎 系统 由 Gentzen 系统 改写 而 来 . 它 允 许 使 用 五 个 连结 词 >, V. А, 
т, 和 两 个 量词 YY 和 3 , 自 热 演 绎 使 用 的 推理 规则 都 是 很 自然 而 且 容 易 接 受 的 ， 
如 MP 规则 正 是 人 们 常 说 的 三 段 论 式 , 妇 大 前 提 A 一 ,小 前 提 А 和 结论 至. 因此 定 
理 的 自然 演绎 证 明 是 自然 的 而 且 是 结构 北 的 ,可 读 的 ， 

归结 方法 证 明 与 自然 演绎 证 明 区 别 在 于 : 对 归结 证 明 来 说 , 先 将 所 证 定理 否 
定 ,与 前 提 一 起 斯 科 伦 化 ,再 将 公式 化 为 子 句 形式 , 若 推导 出 空子 句 , 即 所 证 定理 为 
真 .对 自然 演绎 来 说 ,对 公式 不 做 尾 何 转换 , 即 保留 原 会 式 结构 ,由 前 提 推 导 结 论 . 
由 于 归结 引进 斯 科 伦 孙 数 ,由 此 可 能 产生 许多 无 关 的 归结 式 ,造成 组 合 爆 炸 . 而 自 
然 演绎 排除 存在 量词 时 引进 的 是 常量 而 不 是 函数 ,搜索 空间 较 小 ,证 明 长 度 比 起 与 
结 要 得 .对 自然 演绎 来 说 ,合式 公式 的 子 公式 性 质 可 用 上 ,增强 了 有 效 性 ,自然 演绎 
推理 充分 利用 公式 的 结构 ,首先 从 结论 向 前 提 方 向 推导 , 表 由 前 提 向 结论 方向 推 
导 . 如 定理 具有 4 一 号 形式 , 则 概 定 4 推导 B; 若 定理 具有 .4 A 8 形式 , 则 产生 两 个 
新 子 自 标 ,分 别 证 4 和 8, 车 证 得 4 和 8, 则 4 А BB 也 成 立 ; 闭 所 证 定理 具有 A— B 
形式 , 则 转 去 证 明 [ A 一 B] A [B А); ЖЛГИЕ ЕН НА! д, А V 8, 则 只 要 证 - 
二 一 四 ;车 所 证 定理 具有 形式 ух Bix), WREE B(x). 是 然 这 种 推理 方式 是 很 自 
然 的 ,也 是 人 们 所 熟悉 的 .由 下 往 上 证 明 , 其 路 径 是 唯一 的 .由 上 往 下 推理 时 ,尽量 
使 用 命题 路 辑 推 理 规 则 ,不 得 已 时 使 用 关于 量词 的 规则 , 为 了 尽量 使 用 命题 逻辑 推 
理 规则 , 求 量词 最 小 化 是 必要 的 , 即 尽 量 把 量词 往 里 推 . 如 yry [р(х) — 
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qiy) ,量词 最 小 化 后 得 公式 Jlr) 一 Чуб у) ,对 后 者 命题 思 辑 规则 可 能 用 上 . 
自然 演绎 由 Gentzen 系统 改写 而 来 , 它 有 许多 推理 规则 . 自然 演绎 格式 是 
г РА, ЕФ г 是 前 提 集 合 ,4 是 公式 .下 面 将 逐一 介绍 这 些 规则 . 
1. 基 本 公理 
(1) ,A 上 Aa. 


(2) г Ев. 
2. X: ТРГУ 


А s=: 
(6) с РА УВ” СБА у p | ADD. 


cE cE . . 
(7) - = A TE Conjunction. 
(8) rb ; град :Simplication. 


(9) THA ehas ‚л elimination. 
CIAFB г,лА | В 


В Ip. 
г БА В rFEB—A АВ ___ a. 
(п) Баев Ав) л Св а] тее. 
ra AB ГРАМ B , 1 
(13) СЕЗ 4 Double negation. 
(14) -Fala vgl гз[АЛ 8] 
rFadðaRB' r з A BB 
3. 关于 量词 的 规则 


r FV <A(x) 
RP z ЖЕ r 中 自 击 出 现 . 


ALt 
(2) r EPI 


HP t EAC) 中 对 x 是 自由 的 ， 


DeMorgan, 


3 ”表格 法 . 813 - 


х}А\т 
(3) r FAC) , 08. 


其 中 :在 A(x) 中 对 x 是 自由 的 . 
(4) CHAA), rL A(a) Fe ps. 


r c 
其 中 a 是 常量 , 且 不 在 r.( 3 х) 4(х) 3 e 中 出 现 . 


(5) C Еч (\х)А(х) г Кл ({4rlAíx) 
regn A(x)' r Еу x)a А(х)` 
语 如 , 苏 格 拉 底 断言 被 形式 化 如 下 : 
人 都 是 要 死 的 ,形式 化 为 yx [Man z) — Мопай x) ]; 8838 ЛЕЛЕ А. „Ж zu At, 
为 Wan(s); 苏 格拉 底 是 要 死 的 ,形式 化 为 Motai es) .由 前 提 人 都 是 要 死 的 和 苏 梅 拉 
底 是 人 推导 苏 格 拉 底 是 要 死 的 . 司 用 自然 演绎 也 能 证 明 亡 ,在 此 之 前 曾 用 归结 方法 
证 明 过 它 . 


【1741 FV x [Mani z) — Morali x) ] premise. 
(2)}1,2} FManí s) premise. 
(3)11,2} FMan( s) -> Mortal( s) US1. 
(4511,21 FMortalt s) MP2 ,3 
3 R 法 


符号 公式 :4 BAA, F 表示 4 R.T. 表示 4 是 真 . 
表格 是 一 棵 树 ,其 结 点 带 有 符号 公式 . 
FAT 称 配对 公式 .如 果 一 个 分 支 含 有 配对 公式 Т, ЖЕ, , 则 该 分 枝 叫 做 闭 分 
枝 ., 一 个 表格 是 闭 的 ,如 果 它 的 所 有 分 支 都 是 闭 的 . 
FA 表示 4 有 一 个 证 朋 . А 的 一 个 证 明 是 F, 的 团 表 格 . 
关于 分 析 表 格 的 推理 看 则 : 
Е 


T 
214 => yá 
(7) TA ТА 


T, 
Стол, 
T.yp Fay 
VORIT УИ 
(>) e Tasa 
Fa ТЫ Ta, Fa 
例如 , Hip A g— r] — [p — [一 rr]], 用 分 析 烤 格 法 证 明 它 ， 
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FipAg rr]=*[p erl] 
Toh ger 
Ё] 


4 关于 带 等 词 的 定理 证 明 


4.1 关于 等 号 公理 


令 是 子 句 集 ,关于 S 的 等 号 公理 邵 下: 

{1}х = x. 反 身 公理 

(2)x = y V y = x. 对 称 公 理 

(3)x = y V y = z V x = z. 传递 公理 

(4)x; зе хо V pl xr," уж, z.) Морбзд, xo 7 Xa) sf = 1.2," ,np 是 


出 现在 5 中 的 任何 谓词 符号 . 关于 谓词 的 蔡 换 公理 
(5) х; = Хо V A wl рада) 三 ПЕТИ. = 1,2, "n, f R Hi 
现在 S 中 的 任何 函数 符号 . 关于 函数 的 蔡 换 公理 


定理 4 设 $ 是 子 名 集 ,天 是 关于 5 的 等 号 公理 集 .5S EARE SRS 
(S U KG 是 不 可 满足 . 
关于 E 不 可 满足 的 定 习 请 见 参 考 文 献 [1] 


4.2 W 换 


cl1 和 :是 两 个 无 公共 变量 的 子 句 ( 叫 散 父母 铝 ) ШЖ e PS LUIN с.с BE r 
= sc ,其 中 5[ 14] 是 一 个 合 项 1! 的 交 字 ,而 С 和 :都 居 子 名 ,并 且 上 种 r 有 
mgu т, irls] Y со V сос Шс 和 es 的 二 元 调换 式 .还 中 Lol 5] 表示 在 Io 
中 用 so BIR ш 的 一 次 出 现 而 得 到 的 结果 ,文字 工 和 r = :叫做 被 调换 的 文字 ， 

cl( 或 с 的 因子 ) 和 (或 e 的 因子 ) 的 二 元 调换 式 叫 慨 调 换 式 ， 

BA, pD V glhir) а= b V rlc) = a/r), WABA p/b) 
V q(h(a)) V rie). 
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43 超 调 换 与 输 人 调换 


严 是 谓词 符 导 次 序 с 和 ce 的 调换 式 叫 敌 户 超 调换 (hyperparamodulation) , 35 Н. 
1524 с, 和 с 都 是 正 子 句 且 cl 和 c, 中 被 调换 的 文字 都 含有 су 和 cs 的 最 大 的 谓词 
符号 . 

如 果 一 个 调换 的 父母 句 之 一 是 输入 子 句 , 则 该 调换 叫 输入 调换 ， 

出 如 ,5S = la = b,c = d, fb) = g(e) ,f(a) x gCd)) ,5S 有 如 图 4-1 所 示 的 
输入 调换 反 驱 : Жа) ы gt 

а} gf а) 


Ра) gf e) 
ft a); fÜ b) 


СЫ) + ff b) 


图 4-1 
上 而 的 输入 调换 反 联 既是 单元 调换 反 驶 ,也 基线 性 调 模 反 了 驶 ， 


4.4 “单元 调换 与 线性 调换 


如 果 一 个 调换 的 父母 名 之 一 是 单元 子 句 或 是 一 个 子 名 的 单元 因子 , 则 该 调换 
为 单元 调换 . 

3 是 子 句 集 . 子 名 序列 со, су, ee 叫 散 关于 调换 和 和 归结 的 线性 演绎 ,如果 
ca 是 c; ЖП В, BJ WI ЧАА, ДФ a € S.B, € S3V B, ёс] < i. 


5 重 写 规则 


Knuth 和 Bendix 于 1970 年 提出 重 写 规则 .其 想法 是 给 出 等 式 集 已 = lb = s. 
{з = 893777,0, = sal Ís]: = = 是 否 能 由 上 述 等 式 推导 出 来 . 先 把 三 中 的 等 式 看 作 化 
简 ,如 等 式 = 有 ,把 8 看 作 比 wx 更 简单 ,于 是 把 一 有 看 作 化 简 规则 .因此 从 等 式 
ЛЕ Е TREBAS 1,09 0,679 541 .有 了 重 写 规则 集 , 任 给 一 
词 都 可 一 步 步 籽 化 简 它 , 如 群 论 中 a-'(ab) = b TAER M a (ар) 一 到, 任何 
公式 具有 形式 alab) AAEE b. 通常 如 词 ВЕ бр. Ба 的 子 词 , 若 有 化 
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简 规 则 14 一 使 得 8 = 好 ,其 中 8 是 替换 , 则 有 忆 = 吧 , 而 且说 = 化 和 莘 到 ec = ДТУ, 
写 оа. Н a (об) = b TAER x (z (ху) ) В| ху 0х1) iy. 如果 
对 每 一 个 词 : ЖЗ Е — ЧА АФЕТ ЛА]: "ЯРІВ : = 是否 成 立 问 题 就 转向 把 为 
t 和 和 s 化 简 到 不 可 化 简 的 形式 ,然后 再 判断 其 最 简 形 式 是 否 相 等 . 

给 定 关 系 员 = [Ag (Аг, ао), ,Am gam) tyo 看 作词 对 .a 是 词 ,8 
是 a 718], а = Фр, р ETBE., BEIA, o) RTF REA = Altti t 
“ts l f = оі, во о а = a AE R Fa Еа 5 
Еа = а СК), EP ідо, оо, о, 是 替换 . 

РИШ „ДЖ НТ МАРЕ ЗЕ Ў: De- x = x, RA ЧУЛ, Охх = 
e , 尾 何 元 京都 有 左 逆 , 加 (x у) + z = х (y + z) ,关于 运算 "结合 律 成 立 .由 此 
可 得 到 重 写 关 系 R ae) letas) (Cx: у) zr: (y z))Í. 

例如 词 (e- .ae) .5, 子 词 有 a ab:fe 1-а), (а-а) Б. АКНИ 
写 {1a-1 .al 为 e， b. 5 pEi a! ` a) АЙ = (x l.x)l|a/Zx1,lazZx1l E 
替换 ,P = elazxil = e, tE e RM BL. 2 = < Б. 

“>” ELARRE, >” 定义 为 “>" 的 反 身 、 传 递 计 包 .a — b 意 昧 着 对 序 
5) а,в, 7,9, (по 0), { а = а,б = а, Ошу < л, a, — aja R). Й) 
(аа) -上 可 简化 为 e… 5, (all. ay. b- e b ЖНА Ч Се x, х) 0] 
将 ez 重 写 为 汪 因 为 e, 上 = (е х) 15|, рл REE, мт е 5 一 上 8, 所 以 
(а-а) Бе Б 6, 90а) a) ,5 一 让 

“ 心 " 定义 为 关系 "一 "的 反 身 , 对 称 、 传 递 闭 包 , 即 “c” 是 等 价 关 系 .a5 意味 
F ab 8 Ьа. 

іа] а 和 有 以 及 关系 录 , 词 的 问题 是 决定 是 否 有 opi R). Ain, E ЕТПЕЙ 
于 中 R= le. x,rx),(x 7 + ye), (беу) z,x + (уе DLEE b e Mb, П 
b esb В? 

1. TAATA 

词 a 关于 关系 只 不 可 化 简 ,如 果 没 有 a' 使 得 ao 一 a. 

如 上 例 的 只, 词 e 关于 只是 不 可 化 简 的 . 

2. 终止 关系 [termination) 

如 每 个 系列 m = а = аз 9 … БЕТЕ, ШОС А ДЕСЕ. 

3. Ё {confluence} 

如 果 а — a ШН а >a", WA b Че — b 而 且 a" 5, 如 图 5-1 所 示 , 则 说 
R 是 合流 的 . 

4. Church-Rosser 性 版 

ШЖ aeb, WA с9а сь с, Р 5-2 所 示 , 则 说 RA Church Rosser 
ТЕЛ. 
5. 局 部 合流 (local confluence} 
MWE a — а Ва a" WA b {Hifa — b mH a" >A, Е 5-3 р, 3 
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B] 5-1 图 5-2 图 5-3 

定理 1 ШЕ RES FBJ | REEMA, ЧА ч 只是 局 部 合流 的 . 

6. T Ett {completeness} 

只 是 完全 的 ,如 果 对 于 任何 两 个 不 同 的 不 可 化 简 的 词 a ЯД 5 А adb. 

如 果 员 是 完全 的 , 则 任何 词 都 可 化 简 到 唯一 的 不 可 化 简 的 词 , 因 此 在 给 两 个 词 
а 和 有 ,能 找到 两 个 不 可 化 简 的 词 ao 和 S. fE B oao MRR. 如果 а>, 则 
arlo ЖЕ R Se ЖИ Т, ао» Ду 当 且 仅 当 ao = Ba. 因此 词 的 问题 在 只 是 完全 
的 条 件 下 是 可 解 的 . 

7. Knuth-Bendix 完备 算法 

Hapa) € R, Gna Є R, u 是 14, 的 非 变 量子 项 , 记 作 42[w] ,如 是 替换 . 如 
果 d = А10,<4,0[0,01,09) КУСА, 01) ЖА, со) ВОЗЕ ЭЧ: а, EH b 
ажи 109, с 5 为 a" ,如 果 (4260[o181)” 翅 (60580) ° , 则 此 关键 对 叫 发 散 的 . 
下 面 的 算法 用 来 确定 给 定 的 重 写 规则 集 是 否 是 完备 的 . 

Knuth-Bendix 算法 : 

Jl 在 中 中 找 出 一 个 发 衣 的 关键 对 Cs ,1) ,如 果 找 不 到 就 停止 ,并 报告 R E 
完备 的 . 

#2 ШЕК |(57,4*)] 是 终 正 的, 则 中 = RUIG") EAR R 
UG ОИ, ЯА = RUIOU DnE ERRE, HLE, 

3⁄3 转 步 1. 
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在 计算 机 科学 与 技术 领域 ,并 行 处 理 (parallel processing) #023 15 AE HE С distributed 
processing) ,或 者 并 行 计算 (parallel computing) 和 分 布 计算 (distributed computing) 是 两 
个 相关 但 又 有 明显 区 别 的 两 个 分 支 . 

从 庶 用 的 层次 看 ,并 行 处 理 讨论 的 典型 问题 是 :如 果 任 务 A 在 某 个 限定 的 时 
间 了 内 由 一 台 计 算 机 做 不 完 , 能 不 能 构造 一 个 含有 若 二 各 计 算 机 的 系统 M, 让 每 
台 机 器 做 A 的 一 部 分 ,从 而 在 时 间 了 内 使 A 得 到 完成 .数值 天 气 预报 就 是 一 个 最 
好 的 应 用 例子 ,天 气 数 据 的 采集 总 是 在 一 天 的 某 个 时 间 ( 例 如 中 午 12 点 } 才 能 得 
到 ,关于 第 二 天 的 天 气 预 报 必须 在 晚上 某 个 时 间 { 例 如 下 人 6 点 ) 前 作 抽 ,于 是 一 定 
要 在 有 限 的 时 间 里 完成 数据 的 处 理 和 分 析 工 作 . 并 行 处 理 技术 在 这 里 就 可 能 发 挥 
很 好 的 作用 :让 M 的 每 个 计算 节点 处 理 所 收 集 到 天 气 数据 的 一 部 分 ,从 而 在 总 体 
上 缩 烘 计 算 时 间 ,或 者 提高 预报 准确 度 ( 针 对 更 为 细致 的 数据 ) ,或 者 扩大 预报 的 规 
模 { 例 如 从 预报 24 小 时 内 的 天 气 扩大 到 预报 48 小 时 内 的 :天气 ) .这 里 所 涉及 的 技 
术 问 题 是 多 层次 的 ,其 最 底层 是 如 何 将 多 个 计算 单元 组 织 成 一 个 有 机 的 系统 ,如 果 
这 个 系统 只 是 为 了 解决 一 个 (或 一 类 ) 问 题 ,我 们 可 能 建造 -- 个 十 分 有 针对 性 的 专 
用 机 ,反之 就 要 考 虚 能 适应 客 种 需要 的 通用 系统 . 另 一 方向 .人 们 还 需要 考虑 如 何 
用 这 样 的 系统 来 表达 所 要 解决 的 问题 ,或 者 问题 求解 的 生 又 、 如 何 分 解 该 任务 .各 
子 任务 之 间 的 依赖 关系 该 如 何 协调 等 等 .这 都 属于 这 里 的 内 容 . 

分 布 处 理 讨论 的 典型 问题 之 一 是 :在 一 个 由 多 台 计 算 机 构成 的 网 络 系 统 中 ,加 
何 能 花 最 少 的 时 间 使 任务 A ,加 ,А„ 都 得 到 执行 .这 里 人 们 追求 的 主要 目标 是 
系统 的 整体 吞吐 率 , 而 不 是 某 个 具体 任务 执行 的 快慢 .因此 ,任务 的 分 深 和 调度 、 任 
务 之 间 共 享 资源 的 管理 等 就 是 要 考虑 的 技术 问题 . 

将 上 上述 稍微 换 一 个 说 法 ,可 以 看 到 并 行 处 理 和 分 布 钼 理 之 间 有 如 下 松散 的 "对 
ТЕ". 

并 行 处 理 : 给 定 任 务 А, ЖЖЖ M 和 子 任务 Ау, А.А, ,使 得 А.А. 
А, 是 A 的 分 解 , 问 A ,A ,… ,到 ,能 天 在 时 间 了 内 在 证 上 省 成 . 

分 布 处 理 :给 定 多 机 系统 可 和 任务 由, 外 ,下 K A HE A BTE A Agn, 
A By Ñ. [Bl A.A... A, 能 否 在 时 间 工 内 在 М 上 完成 . 

离 这 种 对 偶 性 远 一 些 ,分 布 处 理 美 心 的 另 -一 类 问题 是 在 动态 变化 的 系统 中 分 
布 计算 单元 之 间 的 信息 交流 .一 种 典型 的 情形 是 :在 Intemet 上 新 接 入 一 台 计 算 机 
A, 就 能 够 通过 它 庙 另 一 台 早 已 存在 于 网 上 的 计算 机 B 发 E-mail. 2 8, p 9 А Ж 
需要 有 什么 直接 的 连接 关系 ,B 也 不 需要 被 通知 A 的 出 现 从 而 做 什 么 特殊 的 准 
#. 

--- 般 地 , 讲 并 行 处 理 和 分 布 处 理 相关 ,是 因为 它们 在 应 用 中 的 表现 形式 通常 都 
是 多 个 协同 工作 进程 的 并 发 运行 ,这 些 进 程 运行 于 以 某 种 处 理 能 力 在 空间 上 分 布 
于 计算 系统 中 .鉴于 这 样 的 计算 机 系统 在 体系 结构 上 可 分 为 共享 存储 和 消息 传递 
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HAA ,共享 存储 和 消息 传递 也 就 成 了 并 行 计 算 和 分 布 计 算 模 型 分 类 的 共同 基础 . 
再 者 ,并 行 处 理 和 分 布 处 理 常常 共同 存在 于 一 个 具体 应 用 中 ,例如 一 个 并 行 计 算 系 
统 可 能 需要 一 -个 分 布 式 文件 系统 的 支持 等 .最 后 ,为 并 行 钼 理 建立 的 计算 模型 和 环 
H ,也 可 能 用 于 开发 分 布 处 理 方 面 的 应 用 ,上 反之 亦 热 {例如 MPI, Message Passing 
Interface 是 针对 并 行 计算 提出 的 ,但 也 能 用 于 开发 clientservor 类 应用 系统 ,是 雪 型 
的 分 布 计算 ). 

讲 它们 竹 同 ,首先 是 应 用 的 目的 不 同 ,研究 并 行 处 理 技术 ,追求 的 是 利用 和 开 
发 待 求 解 问题 的 并 行 性 ,通过 提供 适当 的 含有 老 处 理 部 件 的 计算 环境 ,使 得 该 问题 
求解 的 速度 更 决 ( 和 单 处 理 部 件 的 计算 环境 相 比 ), 在 限定 的 时 间 内 能 解决 的 问题 
规模 更 大 ,在 模拟 物理 世界 的 计算 中 获得 更 高 的 精度 .分 布 处 理 的 情形 不 同 , 它 所 
要 支持 的 是 在 一 个 系统 中 分 布 处 理 部 件 之 阿 的 信息 交流 和 资源 共享 ,其 基本 手段 
是 提供 处 理 部 件 之 间 协 作 的 方式 (体现 为 协 说 和 分 布 式 算法 ). 从 某 和 神 意 六 上 讲 ， 
并 行 计 算是 面向 问题 的 ,分 布 计 算是 面向 系统 的 . 即 并 行 计 算是 “我 有 了 一 个 
科学 问题 ,看 怎么 能 构造 -- 个 并 行 计算 系统 来 解决 它 ” ;分布 计 算是 “现在 有 一 个 计 
算 系 统 是 功能 分 布 的 ,看 怎么 能 够 司 得 系统 的 功能 分 布 犊 性 对 用 户 选 明 ( 看 不 
hL)". 

因此 ,研究 并 行 计算 和 分 布 计算 所 关心 的 内 容 是 很 不 同 的 .研究 分 布 计算 ,不 
会 关心 诸如 求解 FFT 的 高 效 并 行 算法 ;而 研究 并 行 计 算 ,也 不 会 考虑 在 并 行 求解 
РЕТ 时 如 果菜 个 计算 节点 罕 然 是 了 该 怎么 办 之 类 的 问题 .研究 并 行 浆 理 算 法 ,常常 
是 给 定 系统 的 拓扑 结构 ,参与 计算 的 进程 数 一 定 (或 作为 一 个 参数 ) ,考虑 如 何在 系 
统 进 程 之 间 划 分 计算 任务 和 数据 ,以 求 得 到 时 间 和 空间 的 高 效率 .研究 分 布 处 理 算 
法 ,常常 就 要 考虑 进程 教 的 不 定 ,系统 拓扑 结构 未 知 以 及 进程 可 能 在 运行 中 非 正 常 
终止 ;也 考虑 算法 的 复杂 性 ,但 其 地 位 设 有 在 并 行 计 算 中 突出 .在 这 个 意义 上 ,又 可 
以 说 ,并 行 处 理 更 关心 的 是 “好 "与 * 坏 " ;分布 处 理 更 关心 的 是 “能 "与 “ 香 ”. 

如 果 认 为 ILLAC IV 是 并 行 儿 理 技术 开始 的 象征 ,ARPA NET 的 运行 是 分 布 处 
理 技 术 开 始 的 象征 ,那么 并 行 与 分 布 处 理 技术 的 发 展 已 经 痛 了 妈 EFH E. E 
为 两 种 基本 技术 ,并行 处 理 和 分 布 处 理 在 实践 中 都 得 到 了 颇具 成 效 的 应 用 .并 行 处 
理 技 术 在 以 数值 计算 为 特征 的 应 用 中 的 典型 便 子 是 FFT 算法 的 并 行 化 ,而 在 以 数 
握 处 理 为 特征 的 疫 用 中 的 典型 例子 是 快速 排序 算法 的 并 行 化 .至 于 分 布 处 理 技术 ， 
最 有 意 关 的 应 用 应 该 是 neme 了 .了 下 路 由 协议 ,就 是 其 中 最 重要 的 分 布 式 算 
Ж. 

本 篇 分 为 三 部 分 .第 一 部 分 为 引言 ,介绍 并 行 处 理 和 分 布 处 理 的 基本 概念 , 比 
较 它们 的 异同 ;第 二 部 分 介绍 并 行 计算 的 模型 和 几 个 典型 算法 ;第 三 部 分 讲 分 布 式 
计算 的 模型 和 几 个 典型 算法 .20 索 年 来 ,人 们 在 这 两 方面 已 由 果 了 谐 瀚 的 研究 成 
果 帮 丰富 的 文献 资料 ,这 里 ,所 提供 给 读者 的 大 概 只 能 是 在 并 行 与 分 布 计算 领域 人 
们 在 基础 研究 部 分 所 关心 的 若干 重要 内 容 , 关 于 并 行 和 分 布 计 算 模 型 的 不 同 风 覆 
的 -一 种 感受 ,以 及 拥 关 算 法 设计 与 分 析 方 法 的 典型 思路 . 
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计算 模型 是 设计 和 分 析 算 法 的 基础 . 冶 ， 诺 贫民 {von Neumann) 模型 是 一 种 串 
行 计 算 机 的 通用 计算 模型 ,虽然 不 隔 串 行 计 算 机 的 处 理 器 体系 结 柠 和 存储 组 成 之 
间 可 能 存在 差异 ,但 它们 都 苯 从 相同 的 抽象 计算 模型 .于 旦 ,针对 这， Wa 8 39 
设计 的 程序 就 可 以 在 任何 一 台 串 行 计 算 机 上 相对 有 效 地 被 费 译 和 执行 .特别 是 ,在 
ЖӨ МЧ + 庶 雪 曼 模 型 的 不 同 计算 机 上 ,局 一 算法 的 渐进 时 间 复 荣 性 都 是 相同 的 . 事 
实 上 ,这 一 通用 计算 模型 对 串 行 计算 机 应 用 程序 的 开发 和 和 注 皮 至 关 重 要 .如 果 对 于 
每 种 新 机 器 结构 ,都 需要 重新 设计 算法 , 则 不 仅 软 件 研 寮 的 成 本 很 高 ,而 且 软 忻 本 
身 出 很 难保 证 称 植 后 的 高 敬 性 .并 行 算 法 的 速度 不 忆 依 四 于 并 行 计算 机 的 计算 速 
度 ,而 且 与 钼 理 器 之 问 欧 通信 牲 能 也 有 直接 关系 .目前 ,在 半 行 计算 机 方面 ,还 设 发 
现 - -种 普遍 认同 的 通用 计算 模型 ,这 一 模型 既 可 以 在 很 天 范围 内 概 插 并 行 计算 机 
的 基本 特性 , 系 能 做 到 在 许多 实际 机 器 上 高 效 执行 针对 该 模型 设计 的 并 行 午 法 . 反 
而 本 章 首 先 简要 介绍 并 行 计算 机 的 基本 结构 和 模型 ,进而 计 对 一 种 理想 上 共享 存储 
多 处 理 器 模型 PRAM 和 和 两 种 网 络 模型 展开 对 快速 排序 问题 和 FFT 的 并 行 算法 的 设 
计 、 分 析 . 最 后 ,对 当前 并 行 计算 模型 的 发 展 进行 简要 讨论 . 


1.1 并行 计 算 机 结构 和 模型 


1.1.1 计算 机 结构 组 织 模型 


首先 ,从 并 行 计算 机 构造 的 角度 来 讨论 结构 组 织 模 型 .这 些 模 型 可 以 从 控制 机 
市 ,处理 器 粒度 ,地址 空间 组 织 和 互联 网 络 等 方面 加 以 区 别 . 

1. 控制 机 制 

传统 上 ,人 人 和 们 主要 根据 指令 和 数据 流 的 单一 性 或 多 重 性 对 计算 机 系统 结构 进 
行 分 类 . 考 虚 如 下 币 卡 儿 积 : 

СНА, ZEGO x {单数 据 流 ,多 数据 流 )， 

简 记 为 (SI1, МІ) х (SD,MD) ,可 得 到 四 种 基本 结构 :SISD SIMD, MISD 和 MMD. HF 
SISD 就 是 汉 : 180, МІР 尚 没有 对 应 的 实际 机 器 ({ 注 ;有 人 认为 “脉动 阵列 ” 
属于 该 结构 ) ,现实 中 的 并 行 计算 机 根据 其 处 理 单元 基 上 由 单 -- 集 中 控制 器 控制 还 是 
由 独立 的 控制 器 控制 分 属于 SIMD 和 MIMD 两 类 ,又 其 中 .SIMD 专 指 在 共同 控制 二 
以 锁 步 方式 工作 的 处 理 器 阵列 , 它 不 包括 向 量 流水 线 计算 机 .由 于 SIMD 计算 机 在 
同一 时 钟 周 期 所 有 处 理 单 元 只 能 执行 相同 操作 ,因而 更 适合 于 专用 计算 .适用 于 通 
用 计算 的 并 行 计 算 机 几乎 都 采用 MMD 模型 , 

2. 处 理 器 粒度 

并 行 计 算 机 既 可 以 由 大 基 处 理 能 力 较 绊 的 处 理 器 构成 ,也 可 以 由 较 少 的 处 理 
能 力 很 强 的 处 理 器 构成 .并 行 计算 机 的 处 理 器 粒度 定义 为 完成 基本 通信 操作 所 而 


，824 · 第 19 篇 “并行 与 分 布 计算 中 的 模型 与 算法 

时 间 和 与 完成 基本 计算 操作 所 需 时 间 的 比值 .一 般 来 说 ,处 理 器 粒度 较 小 的 并 行 计 算 
机 适合 处 理 通信 频繁 的 算法 :相反 ,处 理 器 粒度 较 大 的 并 行 计 算 机 适 合 处 理 通信 不 
本 频繁 的 算法 . 

3. 地 址 空间 组 织 

多 个 妙 理 器 共同 求解 同一 问题 ,处 理 器 之 闻 需 要 相互 通信 .消息 传递 和 共享 地 
址 空间 提供 了 两 种 不 同 的 处 理 器 相互 通信 和 模式 . 

在 消息 传递 结构 中 ,处 理 器 采用 销 息 传 递 互 联网 络 连接 ,或 每 个 处 理 器 共有 私 
用 的 本 地 存储 器 ,或 姓 理 器 之 间 的 通信 通过 消息 传递 来 实现 ,这 种 结构 称 为 分 布 式 
存储 器 结构 ,采用 消息 传递 的 MIMD 计算 机 通称 为 多 计算 机 . 


: : 
加 [M| 
[р] „| | [M] = [M] 

+ E |+ [| |= 
“||. Мир Wia 
ГЫ 让 | m | 

— t 
加 [M 
(a) (b) (e) 
Р 1-1 


(a)UMA (b) 具有 本 地 和 全 局 存储 器 的 NUMA (c) 只 和 林地 存 情 器 的 NUMA 


在 共享 地 址 空间 结构 (图 1-1) 中 ,处 理 器 通过 公共 存储 器 的 共享 变量 实现 相 
互通 信 . 采 用 这 一 结构 的 MIMD 计算 机 通称 为 委 处 理 机 .根据 处 理 器 访问 局 部 和 全 
局 存储 器 的 时 间 , 多 处 理 机 模型 可 分 为 :UMA(uniform-memory access) 模型 (图 
1-1(а}} ЯП МОМА non-uniform-memory accesa) 模型 (图 1-1(5) ME 1-1(c)) .在 UMA 
模型 中 ,所 有 处 理 机 对 所 有 存储 字 具 有 相同 的 访问 时 间 : 在 NUMA 899 9, PFE B Sy 
对 存储 器 的 访问 时 间 因 存 情 字 的 位 置 不 同 而 变化 .在 图 1-1b) 中 .本 地 存 情 器 存放 
本 地 处 理 器 所 需 的 非 共 享 数 据 ,所 有 全 局 共享 数据 都 存放 在 共享 存 傅 髓 中 ,处理 器 
对 本 地 存 屠 器 的 访 癌 时 间 小 于 对 全 局 存储 器 的 访问 时 间 ,. 略 1-1(с) 对 图 1-1(b) 中 
的 本 地 处 理 器 进行 概念 扩展 , 某 处 理 器 对 其 它 处 理 器 所 属 存 情 器 的 访问 可 由 地 址 
映射 机 制 直接 映射 到 相应 非 本 地 处 理 器 ,这 时 共享 存 傅 锋 实 际 上 分 布 在 所 有 处 理 
器 的 本 地 存储 器 上 ,所 有 本 地 处 理 器 的 集合 组 成 了 全 局 地 址 空间 ,可 被 所 有 的 处 理 
器 访问 ,从 而 消除 了 物理 上 独立 存在 的 共享 存储 器 . 

在 具有 р 个 处 理 器 的 共享 地 址 空间 多 处 理 机 上 模拟 消息 传递 过 计算 机 ,只 需 
将 全 局 地 址 空间 划分 成 р 个 独立 无 重 状 的 分 区 ,每 个 处 理 器 分 占 一 个 分 区 ;A 处理 
器 向 BB 处 理 品 发 送 消 息 ,可 通过 态 炒 理 器 将 所 需 传 送 的 数据 写 入 B 处 理 器 所 属 的 
存储 器 分 区 完成 .这 种 模拟 非常 容易 ,而 且 效 率 也 很 高 .在 消息 传递 多 计算 机 上 也 
可 模拟 共享 地 址 空间 的 多 处 理 机 ,但 需要 发 送 和 接收 许 儿 消息 ,因而 代价 很 高 .多 
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处 理 机 在 编程 方面 具有 更 高 的 灵活 性 . 

4. 互联 网 络 

密 处 理 机 和 驳 计 算 机 都 需要 选用 趟 同 的 互联 网 络 来 将 密 个 处 理 器 和 存 情 部件 
互联 在 一 起 .互联 网 络 的 拓扑 结构 决定 网络 特性 .由 于 并 行 算法 的 速度 不 仅 受 制 于 
算法 蕴含 的 计算 需求 ,而且 受制 于 处 理 器 之 冯 的 通信 情况 .因而 并 行 算法 的 设计 与 
互联 网 络 通常 直接 关联 ,互联 网 络 可 分 为 静态 和 动态 网 络 :静态 网 络 由 点 对 点 通信 
链 路 而 成 ,连接 方式 不 可 改变 ,也 称 为 直接 网 络 , 它 常 用 于 消息 传递 型 计算 本 中 ; 动 
态 网 络 采 用 交换 开关 和 通信 和 链 路 实现 ,通过 开关 交换 通道 可 以 动态 改变 结构 ,在 不 
同 结 点 之 间 建 立 动态 链 路 ,也 称 为 间接 网 络 , 常 用 于 共享 个 情 空间 计算 机 .典型 的 
JEMA ER CAFER .基于 冶 线 的 网 络 和 客 级 互联 网 络 . 典 型 的 静态 互联 
网 络 包括 ,线性 阵列 网 络 . 环 和 带 汞 环 网 络 ,循环 称 数 网 络 , 树 形 了 网络 . 星 形 网 络 、 网 
#&JE(mesh) 和 环 网 形 {torus) 网 络 ABr 27 Ж (hypercube) 网 以 及 天元 nn 立方 位 网 络 
等 .这 里 组 介绍 线性 阵列 网 络 .. 网 格 形 网 络 . 超 立 方 体 网 络 州 上 元 n 开 方 体 网 络 . 

(1) 典型 静态 网 络 拓扑 

° 线性 阵列 网 络 ”这 是 一 个 一 维 网 络 ,其 中 站 个 结 吕 用 A - 1 条 链 路 连 成 一 

行 (图 1-2(a)); 如 果 用 一 条 附加 链 路 将 线性 阵列 的 两 个 端 结 点 连接 起 来 ,就 形成 一 
个 环形 网 络 ( 图 1-2(Ь)). 


о-о-о-о (еее 


(а) ib} 
图 1-2 
(а) 线性 阵列 网 络 (b) 环形 网 络 
° 网 格 形 网 络 ”二 维 网 格 形 网 络 是 线性 阵列 网 络 的 二 维 扩展 ,其 中 每 个 结 


点 ( 除 边 缘 结 点 ) 与 它 的 四 个 相 部 结 点 有 直接 链 路 (图 1-3ta)). 如 果 二 维 网 格 形 网 
络 的 对 应 边缘 结 点 形成 可 回 钞 连 接 , 邵 每 行 每 列 都 有 环形 连接 , 则 梅 成 二 维 环 网 形 
了 网络 {tomus)( 图 1-3(b)), 同 理 , 可 以 构造 出 4 维 的 网 阁 形 网 络 和 4 维 的 环 网 形 网 络 . 

° 超 立 方 体 网 络 这 是 一 种 在 每 维 上 只 有 两 个 结 点 的 多 维 网 格 形 网 络 .一 
个 4d 维 的 超 立 方 体 包括 N = ?个 结 点 .起立 方 体 可 以 如 下 递归 构造 :0 维 超 立方 体 
只 有 单一 结 点 ;1 维 超 立 方 体 由 互 连 两 个 0 锥 起 立方 体 产生 ;一 个 (Cd + 1) 维 超 立方 
体 通过 互 迷 两 个 4 维 超 立 方 体 的 所 有 对 应 结 点 产生 ,可 用 二 进 制 序列 А = Casi 
ay_2 aa G|, а) 来 标记 一 个 d 维 超 立 方 体 的 所 有 结 点 .标记 方法 为 ;1 维 超 立 方 
体 的 两 个 结 点 分 别 标记 为 (0) 和 {1); 设 一 个 (d + 1) 维 超 立方 体 包 含 的 两 个 4 维 超 
立方 体 忆 和 6' 中 的 结 点 都 标记 为 (ai аш), °› ау, а, Qa). Ш а + 1) 维 超 立 
方 体 中 的 属于 C 的 结 点 标记 为 (0a 1. a... о, ш, во), ПА Р С" 的 结 点 标记 
为 (la 1. 94-25". ат, Gy, аа). Ё 1-4 示 意 了 2 纵 和 3 维 超 立 方 体 及 其 结 点 的 标记 情 
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H =s 


(a) (b) 
图 1-3 
(a)3 x3 了 3 处理 器 的 二 维 网 格 形 网 络 (b3 x 3 处 理 器 的 .: 维 环 网 形 网 阁 


(а) (h) 
图 1-4 
(a) 二 维 超 立 力 体 网 络 (b) <А КА 

超 立 方 体 网 络 具 有 如 下 重要 性 质 : 

(1) 两 个 结 点 之 间 存 在 直接 链 路 , 当 且 人 忆 当 这 两 个 结 点 的 标号 公有 一 位 不 同 . 

(2) 在 一个 4 维 超 立 方 体 中 ,每 个 结 点 与 其 它 d Eb pa rak. 

(3) 一 个 d 维 超 立 方 体 可 以 被 划分 成 两 个 (d - 1) 维 越 立方 体 : 任 选 结 点 标记 
中 的 某 一 位 ,说 位 为 "0” 的 所 有 结 点 玉 所 属 链 路 构成 第 一 个 分 区 ,其它 缚 点 及 所 属 
链 路 构成 第 二 个 分 区 .出 于 d ЕЗ НЕА А а (а. ЕУ, РАЗА dhA fi 
移 划 分 方法 . 

(4) d 维 超 立 方 体 的 结 点 的 标号 有 位 ,固定 其 中 的 任何 上 位 ,在 其 它 (d - k) 
位 具有 不 同 标号 的 结 点 将 构成 一 个 包括 204-0 ARC - k) 维 超 立 方 体 ， 

(5) 对 于 一 个 超 立方 体 中 的 任意 两 个 结 点 的 标号 分 曾 为 和 :,s Fl: БЕЗНЕ; 
离 {Hamming distance) 27 х 由 1, 则 上 述 结 点 间 的 最 短路 征 的 通信 和 链 路 数 就 是 * Fu: 
AIK НЯ ВЕ 5. 
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е кли dARI d v ME) 是 每 维 有 两 个 结 
点 的 荆 维 网 格 网 络 . 环 网 是 在 一 维 上 具有 上 个 结 点 的 网 络 . 蕊 们 都 是 开元 = МУ lk 
网 络 的 极端 特例 .这 里 ,d 称 为 网 络 的 维 数 ,上 称 为 基数 ( 志 水 每 维 结 点 的 数目 ) .上 
元 rr 立方 体 的 结 点 可 用 基数 为 的 rn 位 地 址 4 = 【ea azyaiyao) 来 表示 ， 
其 中 a; 表示 第 i 维 结 点 的 位 办 .一 个 上 元 n 立方体 可 以 通过 将 下 个 二 元 (aa - 1) V 
方 体 的 所 有 上 有 具有 相同 标号 的 结 点 互 连 成 环 网 的 浪 式 产生 . 
(2) 静态 网 络 拓 扑 结 构 评 价 。 首先 ,介绍 几 个 常用 的 评价 静态 网 络 的 成 本 和 
性 能 的 参数 . 
° 结 点 度 ”与 结 点 相连 接 的 边 ( 链 路 ) 数目 ; 结 点 度 反 映 结 点 所 需 的 LO Ўн 
口 数 , 即 反映 了 结 点 的 成 本 . 
° 网 络 直 径 ”网 络 中 任意 两 个 结 点 间 最 短路 径 的 最 大 值 .通常 ,路径 长 度 用 
遍历 的 链 路 数 来 衡量 . 它 从 一 个 司 面 反映 网 络 的 通 依 性 能 . 
е 连通 度 {eonnecetivity) ”网络 的 连通 度 是 关于 两 个 结 点 间 存 在 路 征 数 晤 的 
调度 , 弧 连 通 度 是 评价 网 络 连 通 性 的 一 个 测度 , 它 定 立 为 将 度 网 络 划分 为 独立 两 部 
分 所 需 移 去 的 最 少 边 数 . 
° FYRE ”将 了 网络 等 分 成 两 部 分 时 ,需要 移 去 的 最 少 边 ( 链 路 ) К, ER 
委 了 网 络 对 等 的 两 个 部 分 之 间 通 信人 能 力 . 
. бий ”网 络 的 边 ( 链 路 ) 的 总 数 , 它 是 评价 网 络 成 本 的 一 个 重要 指标 . 
表 1-1 总 结 了 具有 个 结 点 的 典型 静态 网 络 拓扑 结构 的 特性 . 
表 1-1 具有 个 结 点 的 典型 静 悉 网 络 拓 盾 结 构 的 特性 


线性 阵列 
环 网 2 N 
RER N-I N-i 
tE N-t NIN - 1)⁄2 
EZH 3 ЛЫМ + 1)/2) I l N-I 
2 ЯЕ 4 4 NN - 1) 2 SN HN- / N) 
2 维 环 网 展 网 络 4 2 N72] 4 2v N 2N 
йй ОКНА Шы ЊА М2 
k Jün- ЛЕР n| &/2] 


1.1.2 一 种 理想 并 行 计算 机 模型 一 一 PRAM B: 

并 行 随 机 访问 机 器 fPRAM:parallel random access machine) 至 针 对 共 闻 存储 计 
算 机 建立 的 过 同 步 和 存储 访问 开销 的 理想 并 行 计算 机 档 #， -;; PRAM 包括 P 个 
处 理 器 和 一 个 可 帘 所 有 处 理 器 进行 均 色 访问 的 匹 穷 太 的 全 局 共享 存 情 器 . 彤 个 处 


- 828 ， 第 19 葡 ”并 行 与 分 布 计算 中 的 模型 与 算法 


ВЕЗЕР ЕЕЕ .计算 . 写 存 储 器 循环 方式 运行 .PRAM 对 存储 器 的 访问 分 
为 四 种 可 选择 的 方式 : 

° 互 床 读 {ER} 对 于 任意 一 个 存储 单元 ,在 每 个 宾 环 中 最 黎 只 能 有 一 个 处 
理 器 对 该 存储 单元 进行 读 操 作 . 

е 并 发 读 TCR} 在 每 个 循环 中 ,允许 多 个 处 理 器 从 问 一 存 峙 单元 读 取 相同 
信息 . 

# 互 床 写 {EW) 对 于 任意 一 个 存储 单元 ,在 每 个 币 坏 中 最 多 只 能 有 一 个 处 
理 器 对 该 存储 单元 进行 号 操作 . 

es 并 发 写 {CW) 在 每 个 循环 中 ,人 允许 多 个 处 理 咒 同时 对 同一 存储 单元 进行 
写 操作 ,但 必须 制定 策略 解决 写 冲突 问 题 . 

根据 土 述 四 种 可 选 方式 ,PRAM 可 分 为 以 下 四 种 模型 : 

e EREW-PRAM 模 型 ” 楚 止 一 个 以 上 的 人 处理 器 同时 访 , 写 同一 存 奢 单元 .这 
是 限制 最 强 的 PRAM 横 型 ; 

+ CREW-PRAM ЖЯ ”允许 并 行 对 同一 单元 进行 读 操 作 ,但 必须 串 行 化 对 

4 同一 单元 的 多 个 写 操作 ，; 

+ ERCW-PRAM 模型 ”允许 并 行 对 同一 单元 进行 3 操作 ТА АТ 
同 - -单元 的 雪 个 读 操 作 

s CRCW-PRAM 模型 允许 并 行 对 局 一 单元 进行 读 操 作 和 写 操 作 ,这 是 功 
能 最 强 的 PRAM 4990. 

并 发 讯 不 会 导 到 程序 的 任何 语义 问题 ,但 并 发 写 却 可 能 导致 写 冲 突 , 它 可 以 采 
用 以 下 策略 之 -来 解决 : 

s 共用 如果 凶 个 处 理 器 对 同一 存 情 单元 同时 进行 的 写 操作 的 内 容 都 --- 
致 , 才 人 允许 进行 并 发 写 ; 

ө 任 选 ”从 堆 个 对 同一 存储 单元 同时 进行 的 写 柜 作 的 处 理 器 中 任 选 一 个 ， 
允许 该 处 理 器 完成 写 操 作 ,并 忽 目 其 它 的 写 操作 ; 

* 优先 ”将 多 个 处 理 器 事先 排列 出 优先 组 ,允许 具 育 量 高 优先 级 的 处 理 吕 
完成 写 操 作 ,并 忽略 其 它 的 写 操作 . 

基于 PRAM 模型 , 人们 进行 大 量 的 并 行 算法 设计 和 分 析 的 理论 工作 ,在 本 节 后 
续 的 并 行 算法 设计 和 分 析 中 ,主要 利用 PRAM 横 型 来 确定 求解 问题 中 所 蕴含 的 并 
行 性 .PRAM 模型 假设 所 有 的 处 理 器 间 的 通信 都 是 无 代价 的 ,忽视 了 对 并 行 算法 手 
能 有 重大 影响 的 数据 局 部 性 特征 ,因而 本 节 还 将 针对 网 格斗 络 模 型 和 超 立 方 体 移 
络 模型 介绍 并 行 算法 的 设计 和 分 析 .之 所 以 选择 网 格 网 络 结构 ,是 因为 : 

(1) 网 格 结构 可 在 相对 较 低 的 成 本 下 扩展 到 很 大 规模 , 即 可 连接 大量 处 理 器 . 

(2) 许多 应 用 算法 可 以 自然 地 映射 到 网 格 网 络 ， 
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(з) 虽然 网 格 网 绪 的 网 络 直径 较 大 , 但 随 着 消息 的 增加 , 对 于 采用 直 传 
《eut-through) 和 虫 蚀 (wom-hole) 导 径 的 网 络 ,网 络 时 延 并 不 明显 ;因而 ,在 实际 中 ， 
ЖЕФ АЩ ЕНЕНЕ СИ ШЖ sr Jy k 设计 的 并 行 算法 在 网 格 网 络 上 也 本 歌 担 
较 好 的 高 性 能 . 

(4) 许多 商用 并 行 计算 机 采用 网 档 网 络 ， 

选用 超 立 方 体 了 网络 结构 的 原因 是 : 

(1) 对 一 大 类 问题 ,最 快 的 超 立 方 体 算 法 与 最 快 的 PRAM 壮 法 具有 相同 的 沿 进 
时 间 复 杂 性 .于 是 , 超 立 方 体 网 络 不 仅 能 体现 这 些 应 用 的 最 大 并 行 性 ,而 且 还 可 以 
利用 其 数据 局 部 性 ， 

(2) 对 于 许 名 问题 ,最 好 的 起 立方体 算法 也 是 其 它 网 络 ( 例 如 峙 树 、 网 烙 、 多 级 
网 络 等 ) 的 最 好 算法 ,从 而 使 得 针对 超 立 方 体 设 计 的 并 行 算法 具有 较 好 的 适应 性 . 

(3) 超 立 方 体 结构 本 身 固 有 的 递归 性 ,使 得 它们 适 台 设计 很 儿 并 行 算法 . 


1.2 ”性 能 和 可 扩展 性 的 测度 


捉 行 算法 的 性 能 通常 用 执行 时 间 来 奖 量 , 它 可 表示 为 关于 输 人 规模 的 育 数 .由 
于 并 行 算法 的 性 能 不 仅 依 赖 于 输入 的 规模 ,而 且 与 并 行 计算 机 结构 和 处 理 器 数量 
都 直接 相关 ,因而 在 评价 其 性 能 时 就 不 能 只 考 上 囊 输 入 数据 的 规模 ,并行 计算 系统 通 
常 是 指 并 行 算法 和 并 行 结构 的 组 合 .下面 篇 训 介 绍 一 些 与 评价 并 行 莫 法 有 关 的 概 
A MUM EE. 

* 并 行 运行 时 间 ” 指 从 并 行 计算 开始 到 最 后 一 个 参与 并 行 处 理 的 处 理 器 完 
成 ,执行 之 间 的 流逝 时 间 , 记 为 T,. 

° ЖН 指 求解 菜 一 问题 时 ,其 最 好 的 捉 行 算法 的 串 行 运行 时 间 与 其 被 
评价 的 并 行 算法 在 p 个 处 理 器 上 的 并 行 运行 时 间 的 比值 . 记 为 S. 

* 系统 效率 ”具有 5p 个 处 理 器 的 并 行 计算 机 系统 的 效率 是 并 行 加 速 比 与 处 
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° 代价 ERR- TEER ,并 行 运行 时 间 与 使 用 的 处 理 器 数目 的 乘积 , 

如 果 求 解 某 一 阿 题 的 一 种 并 行 算法 在 并 行 计算 机 上 的 代价 与 求解 该 问题 的 已 
知 最 快 串 行 算法 的 绅 行 执行 时 间 成 线性 比例 , 则 称 该 并 行 算法 (或 该 并 行 系统 ) К 
价 最 优 .代价 最 优 的 并 行 系统 的 系统 效率 记 为 91). 

可 扩展 的 并 行 系统 是 措 当 处 理 器 数目 增加 ,处理 亲 是 规模 也 增 大 的 情况 下 ,可 
以 保持 系统 效率 恒定 的 系统 .可 扩展 性 通常 是 并 行 计算 机 系统 和 并 行 算 法 设计 所 
必须 具备 的 特性 . 因而 研究 随 着 处 理 器 数目 的 增加 ,为 保持 系统 的 恒定 ,处 理 问 题 
规模 所 必须 保持 的 增长 速率 是 非常 有 意义 的 ， 

° 问题 规模 ” 指 求 解 某 一 问题 的 最 好 捉 行 算法 在 单 处 理 器 上 运行 时 所 和 需 的 
基本 计算 操作 的 数量 , 记 为 四 ,在 后 续 讨 论 中 ,很 设 一 个 基本 计算 操作 需要 一 个 单 
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* 并 行 系 统 开销 指 该 系统 的 代价 中 包 舍 的 但 已 知 最 快 串 行 算法 在 捉 行 计 
算 机 上 运行 时 所 不 需要 的 那 部 分 代价 .开销 通常 指 并 行 钼 时 中 新 增 的 同步 和 通信 
让 迟 所 造成 的 无 用 计算 IEA То nÆ ТЕПЕР НА р UKS ERA ТОСТУ, 
n). FÆ, 


Ta = pT,- F, 
由 
W+ TW,p) wW Wp 
T, = p pis Мы = W + Т0, р)’ 
р ç _ т _ i _ ___ 
可 得 FE= = 4 ТСР, р) Tr Wn/ 
Pij W = En W,p). 
& K = Ez(1 - Е), о 
W = KT WF, р). 


КУНА ЕБЕ T SEE Oa s Ж ОБОК ЗЕ {Н WE БЫН. 
EA: MEAR pT, = OCW), B pT, = W+ TF, р) В, —121тЖЕГАИТЕ 
优 , 则 
Tal W,p) = OW), W = RAT W, р)). 
ERATAN, ч H IM — F 3 r 38 ВЈЭРЕН R B 85 ЖЕНЫ A 
模 时 ,该 系统 的 代价 最 优 . 


1.3 ”快速 排序 的 并 行 算法 设计 和 分 析 


由 于 快速 排序 简洁 .开销 少 , 且 平均 复杂 性 最 优 ,因而 和 窒 串 行 计算 机 上 广泛 使 
W. 


1.3.1 快速 排序 的 基本 思想 和 束 行 算法 


快速 排序 算法 采用 分 治 的 思想 ,将 对 一 个 大 捉 排序 的 冲 题 递归 地 分 和 解 为 对 两 
个 较 小 的 子 串 的 排序 问题 ,假设 需要 排序 的 n 个 元 素 分 别 存 赃 在 数组 4a[1… nj] 中. 
快速 排序 包括 两 部 分 ; 

(1) 分 解 . A[ 9…r] 序列 被 分 解 ( 重 排 ) 为 两 个 非 空 的 了 帅 A[ gqg…s] 和 A[(s+ 
i)… rj ,其 中 a[q…s] 中 的 任意 一 个 元 素 都 小 于 或 等 于 Аз ж 1)…r] 中 的 任意 一 
CHR. 

(2) 治理 .对 A[ gq…s] 和 AL + 1)…r] 递归 运用 快速 排序 处 理 . 

这 样 ,就 可 以 保证 整个 序列 被 排序 . 

和 如何 将 4[o…r] 序列 分 解 ( 重 排 ) 为 两 个 满足 上 述 要 求 的 非 空 的 子 串 呢 ? 通 党 
的 做 法 是 从 АГ ег] 中 选择 一 个 元 素 * ,使 用 * 来 将 4[9…r] 分 解 为 两 个 部 分 :也 
括 记 有 小 于 或 等 于 x 抱 素 的 4[39…s], 与 包括 所 有 大 于 zx 的 1 + Do r]. Н, х 


1 ”并行 计算 的 模型 与 算法 . 831 ` 


被 称 为 主 元 (pivot). 程序 1 拱 述 了 快速 排序 的 串 行 算法 ， 
程序 1 ”快速 排序 的 串 行 算法 
PROCEDURE QUICKSORT(A ,q, г) 


1. 

2. ВЕСІМ 

3. [F q < r THEN 

4. BEGIN 

5. х: = Alq]; 

б. 8: = q; 

7. FOR і: = а + 1 ТО r DO 
8. IF Ali] = х THEN 

9, BECIN 

i0. s:=$+l; 

11. swap Als], Ali]); 
12. ENDIF 

13. swap( Alq], ALs]); 

14. QUICKSORF(A,q.s); 
15. QUICKSORT(A,s + l.r); 
16. ENDIF 


17. END QUICKSORT 

Ay KU] k BJ PF32165 ДУВЕ 29 Ə( k). TE PE HEP ТОТ: НЕЗ ЖОЖ ВО < 
影响 .在 最 坏 情况 ,大 小 为 的 串 被 分 解 为 一 个 天 小 为 ] 的 子 串 和 一 个 大 小 为 {此 - 
1) 的 子 串 ,此 时 的 时 间 复 杂 性 的 递 推 公式 为 :TFTCn) = T(n - 1) + Ok), 9 70а) 
= 本 fn); 在 理想 情况 下 ,大 小 为 下 的 串 被 分 解 为 两 个 天 小 接近 的 子 串 ,它们 的 大 
ДЧ Б 和 [A21; 此 时 的 时 间 复 杂 性 的 递 推 公式 为 :T(n) = 2T(n/2) + 
Ola) ,可 得 Т(п) = 昌 {nlbn). 第 二 种 分 解 产 生 一 种 排序 的 最 优 算法 .虽然 快速 排 
序 的 最 坏 时 间 复 杂 性 为 0(n2) ,但 是 对 于 随机 顺序 的 输入 序列 ,快速 排序 所 需 的 比 
较 - 交换 操作 的 平均 数 为 (1.4n Ьп) ,这 是 渐进 最 优 算法 . 


1.3.2 快速 排序 的 并 行 化 


可 以 用 多 种 方法 对 串 行 快速 排序 算法 并 行 化 ,对 于 程序 1 所 示 程 序 的 第 14 和 
15 行 ,在 每 次 调用 QUICKSORT 的 过 程 中 ,数组 已 经 被 分 解 为 独立 的 两 个 部 分 ,每 个 
部 分 都 被 独立 地 递归 解决 .于 是 ,对 分 解 后 的 两 个 子 数 组 的 排序 是 可 以 并 行 的 , 首 
先 在 单一 处 理 器 上 运行 QUICKSORT, 当 算 法 执行 递归 调用 时 (第 14 和 15 行 ) ,将 两 
个 子 间 题 中 的 一 个 分 派 到 另 一 处 娃 器 执行 ,这样 每 个 处 理 跨 都 继续 使 用 快速 排 许 
算法 对 它 的 子 数 组 进行 处 理 ,然后 再 将 它 派 生 的 两 个 新 子 回 题 中 一 个 分 拍 到 其 它 
处 理 器 处 理 . 当 子 数组 不 能 被 分 解 时 ,该 算法 终止 .在 终止 时 ,每 个 处 理 器 拥有 数组 
的 一 个 元 素 , 通 过 按 -- 定 顺序 遍历 所 用 处 理 器 ,就 可 以 得 知 排序 的 结果 (后 面 将 讨 
论 }. 这 种 并 行 算法 使 用 n 个 处 理 器 对 mn 个 元 素 进 行 排序 . 它 的 主要 缺陷 是 合用 单 
处 理 器 来 完成 对 4[gp… 门 到 4[g…5 和 4[fs+1)…r] 的 分 解 .由 于 对 4[Em] 
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的 分 解 只 能 由 单 处 理 器 完成 ,因而 该 策略 的 运行 时 间 于 上限 受制 于 ala). 于 是 , 它 
的 处 理 器 - 时 向 乘积 为 2(n?) ,这 不 是 代 信 最 优 的 策 赂 . 

上 述 并 行 算 法 主要 受 限 于 对 数组 分 解 的 串 行 化 处 理 . 在 后 续 策 略 中 ,可 以 发 现 
数组 分 解 的 并 行 化 基 设 计 高 浆 快 速 排序 算法 的 关键 . 分 析 最 佳 主 元 选择 情况 下 的 
申 行 快速 排序 算法 ,其 时 间 复 杂 性 的 递 推 公式 为 ;TCn) = 2T(na 72) + Ө(п), Ah, 
Ө(л) 的 时 间 用 于 对 数组 进行 分 解 . 将 它 与 算法 的 全 局 时 间 复 杂 性 O(n lb n) 相 
比 ,可 以 想像 快速 排序 算法 需要 ӨС lb л) 个 执行 步 ,每 步 需 要 Ө(л) 完成 数组 分 
解 . 于是, 如果 能 够 使 用 和 (nm) 个 处 理 器 在 ӨСІ) 时 间 完 成 数组 分 解 ,就 有 可 能 获得 
Ө(Њя) 的 全 局 时 间 复 杂 性 ,并 且 这 基 一 个 代价 最 优 策 略 . 在 不 并 行 化 数组 分 解 工 
作 的 情况 下 ,最 好 可 议 做 到 使 用 Obr) 个 处 理 器 在 Ө( n) 时 间 完 成 对 个 元 率 的 
排序 . 

上 面 的 设想 需要 使 用 Ə( п) 个 处 理 器 在 Ө(1) 时 间 将 大 小 为 n 的 数组 分 解 为 
两 个 小 数组 ,这 对 大 多 数 并 行 计算 模型 是 非常 困难 的 . 日 前 ,人 们 针对 抽象 PRAM 
模型 发 现 了 这 类 算法 .在 网 格 形 网 络 和 超 立 方 体 网 络 连 接 的 并 行 计算 机 上 ,由 于 通 
信和 开销 的 存在 ,事实 上 ,分 解 步 虹 需 要 的 时 间 总 是 大 于 @(1). 


1.3.3 CRCW PRAM 的 并 行 快 速 排序 算法 
考虑 在 具有 n 个 处 理 器 的 任 选 CREW PRAM 上 完成 对 = 个 元 素 的 并 行 快速 排 


序 . 

执行 快速 排序 可 以 被 看 为 是 构建 一 个 二 元 树 . 在 该 树 ' , 主 元 是 根 结 点 ,小 于 
或 等 于 主 元 的 所 有 元 素 都 在 其 左 子 树 上 ,大 于 主 元 的 所 有 元 素 都 在 其 右 子 树 上 . 按 
序 遍历 该 树 就 可 获得 排序 的 结果 . 

ФЕРЕ 2 CRCW PRAM 并 行 快速 排序 算法 的 二 元 树 构 造 算法 
PROCEDURE BUILD_ TREE(A[ 1: nl) 


pe 
. 


2. BEGIN 

3. FOR each processor 1 THEN 

4. ВЕСЇМ 

5. тоо: = i; 

6. parent: = root; 

7. leñcehild[i]: = riphtchild[ i]; = n + 1; 

8. END FOR 

9. REPEAT for each processor i з= root DO 

10. BEGIN 

H. IF (А[ї] < A[parent:]) OR (A[i] = Al parent] AND i < parent) 
THEN 

12. BEGIN 

13. leftchild[ parent; ] : = i; 

14. IF i = leftchildÍ parent;] THEN EXIT 

15. ELSE parent: = leftchildl parent;] ; 
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16. END IF 

17. ELSE 

18. BEGIN 

19. rightchild[ parent]: = i; 

20. IF і = rghtehild[ parent;:] THEN ЕХ 
21. ELSE parenti: = rightchild [ parent]; 
22. END ELSE 


23. END REPEAT 

24. END BUILD_ TREE 

程序 2 示意 了 针对 CRCW PRAM 模型 设计 的 并 行 快速 排序 算法 中 的 二 元 树 构 
造 策 赂 ,其 中 ,需要 排序 的 烤 组 存放 在 А-а] Н Л АГЕ 被 分 派 给 处 理 器 
1 数组 leftchild[ 1- n] fll nghtchild[ 1: n] 用 于 跟踪 给 定 主 元 的 后 代 , 对 于 每 个 处 理 
器 ,本 地 变量 parem, 存放 埋 存 主 元 的 处 理 器 的 标 导 .开始 .所 有 的 处 理 器 都 希望 将 
它 各 自 的 标号 写 人 变量 root. 由 于 在 任 选 CRCW РКАМ 模型 中 ,并 发 写 是 任 选 的 ,本 
而 只 有 唯一 的 一 个 处 理 器 标号 会 被 实际 写 人 гоо. A гоо) 的 数值 就 被 选 为 主 元 ， 
root 被 写 人 每 个 处 理 器 的 parenti; 随 后 ,所 有 拥有 元 素 的 数值 比 主 元 小 或 等 于 主 元 
但 又 不 是 主 元 拥有 者 的 处 理 器 都 希望 将 它 各 自 的 标 导 写 入 变量 lefiehild[ parent, ], 
所 有 括 有 元 床 数 值 比 主 元 大 的 外 理 吕 都 带 户 将 它 各 自 的 标号 写 人 变量 
rightehild[ parent;]. 结果 ,只 有 两 个 数值 分 别 被 实际 号 入 leftchild[ parent;] 种 
rightchild[ parent; ] ,这 两 个 数值 就 是 在 下 一 次 选 代 中 拥有 主 元 数据 的 处 理 器 的 标 
号 ,在 下 一 次 选 代 中 ,这 两 个 小 数组 被 并 行 划分 . 上述 算法 继续 到 选 定 个 主 元 , 当 
一 个 处 理 器 所 拥有 的 元 素 变 成 主 元 后 , 它 就 退出 .该 算法 每 迭代 一 次 ,就 在 @@(1) 时 
闻 内 产生 新 的 一 野 树 ,因而 该 二 元 树 构 造 算法 的 平均 复杂 性 是 合 (lbn), 与 平均 树 
高 相同 . 

在 生成 二 元 树 后 ,需要 确定 每 个 元 素 在 排序 后 数组 中 的 位 置 . ТЕ PRAM 模型 
下 ,合用 л 个 处 理 器 可 在 BtIbn) 时 间 完 成 对 所 生成 的 二 元 树 的 遍历 ,并 确定 每 个 
元 索 在 排序 后 数组 中 的 位 置 ,最 后 ,再 花费 如 (1) 时间 将 每 个 元 妆 放 到 正确 的 位 置 . 
综 上 所 述 ,上 述 算 法 在 ”个 处 理 器 的 PRAM 模 型 的 平均 运行 时 间 为 母 (lbn) ,其 处 理 
Pet RRA 日 (nibn) ,有 是 一 种 代价 最 优 策 略 . 


1.3.4 超 立 方 体 模型 的 并 行 快速 排序 算法 


超 立 方 体 有 许多 拓扑 特 性 ,例如 ,一 个 4 维 超 立 方 体 证 以 被 分 解 为 两 个 (ad - 1) 
维 超 立 方 体 , 且 分 解 后 的 每 个 子 超 立方 体 的 每 个 结 点 都 与 男 一 子 超 立 方 体 的 一 个 
相应 结 点 互联 .于 是 围绕 某 一 主 元 对 一 数组 的 排序 ,可 以 被 看 为 对 超 立 方 体 的 分 
解 ,分 解 的 结果 是 小 于 或 等 于 该 主 元 的 所 有 元 察 在 一 个 子 超 立 方 体 中 ,大 于 该 主 元 
的 所 有 元 素 在 另 一 子 超 立 方 体 中 . 

考虑 在 一 人 台 p = 2 个 处 理 器 的 4d 维 超 立方 体 互联 的 开行 计算 机 上 完成 对 rn 个 
元 素 的 并 行 快 速 排序 ,每 个 处 理 器 分 配 得 到 一 个 售 пир 个 元 素 的 数据 块 ,排序 后 数 
组 元 素 顺 序 与 处 理 器 的 标号 顺序 相同 .首先 ,选择 一 个 主 元 ,并 将 该 主 元 广播 到 所 
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上 有 处 理 畜 ;每 个 处 理 器 在 接收 到 广播 的 主 元 后 ,将 本 地 元 条 分 和 解 为 两 个 于 块 , 分 别 
包含 本 地 数据 块 中 小 于 或 等 于 该 主 元 的 所 有 元 隶 和 大 于 该 宇 元 的 所 有 元 素 ; 然 后 ， 
В a 维 的 通信 和 链 路 互联 的 处 理 器 互 换 相应 的 数据 块 ,使 入 处 理 器 标号 的 第 4 位 
моа - 1) 维 子 超 并 方 栖 包 合 原 数组 中 所 有 小 于 或 等 | 该 主 元 的 所 有 元 素 ,处 
翌 颖 标号 的 第 4 位 为 1 的 (dd -由 维 子 超 立方 体 包 人 请 原 数组 中 所 有 关于 该 主 元 的 所 
有 元 素 ; 进 而 ,和 登 个 于 立方 体 递 归 地 对 所 拥有 的 子 数组 进行 排序 ,在 进行 4 次 (每 维 
KO 上述 分 解 后 , 原 数 据 就 按 姓 理 器 结 点 标 叶 序 被 排序 . 注意 , 上述 工作 并 没有 

保证 每 个 处 理 器 上 的 数据 块 被 排序 .因而 ,每 个 处 理 器 还 需 贤 利用 快速 排序 串 行 算 
法 完成 对 本 地 数据 进行 排序 .程序 3 示意 了 基于 超 立方 体 的 快速 排序 算法 . 

程序 3 d 维 超 立 方 体 并 行 快速 排序 算法 (其 中 了 是 分 配给 每 个 处 理 器 的 np 
元 案 的 于 数组 ) 

t. PROCEDURE HYPERCUBE_ QUICKSORT(B, п) 


2, ВЕСІМ 

3. id: = processor's label; 

4. FOR i; = 1 TO d DÒ 

5. BEGIN 

6. x: = pivot; 

7. partition В into ВІ and B2 such that ВІ = x < B2; 

8. IF Ë bit is 0 THEN 

9. BECIN 

10. send В2 (о the processor along the ith communication link; 
11. C: = subsequence received along the ith communication link; 
12. В: = ВІ U| С; 

13. ENDIF; 

14. ELSE 

15. send ВІ to ће processor along the ith communication link; 
16. С; = subsequence received along the th communication link; 
I7. В: = EUG 

18, ENDELSE 

19, ENDFOR 

20. sort B using sequential quicksort; 


21. END HYPERCUBE_ QUICKSORT 

在 上 述 超 立方 体 快速 排序 算法 中 , 主 元 的 选择 对 算法 的 性 能 有 很 大 影 啊 . 如 果 
第 一 次 选择 的 主 元 恰 是 数组 中 最 大 的 元 素 ,那么 ,在 第 一 次 分 解 后 { 按 第 d 维 ) ,所 
有 的 元 素 都 将 集中 到 一 个 {4 - 1) 维 子 超 立方 体 上 ,而 另 一 个 (4 - 1) ФТУ 
邯 没 有 任何 元 素 . 于 是 ,在 后 续 的 排序 工作 中 ,最 包 只 有 一 半 处 理 器 继续 工作 ,而 男 
一 半 处 理 器 则 空闲 .这 是 一 种 极端 情况 ,但 却说 明了 上 述 算 法 存在 的 一 个 广 重 向 
题 . 理想 情况 是 每 次 分 解 处 理 器 都 有 大 小 为 np 的 子 数组 ,人 是 ,如 果 主 元 选择 不 
慎 ,不 同 处 理 器 所 拥有 的 子 数 组 的 大 小 就 会 出 现 很 大 差异 , 引 果 拥有 较 小 子 数 组 的 


1 “并 行 计 算 的 模型 与 算法 835° 


处 理 器 将 会 空闲 ,以 等 待 拥 有 较 大 子 数 组 的 处 理 器 对 其 本 地 子 数组 完成 划分 .这 些 
子 数 组 的 大 小 差别 越 大 ,该 并 行 算法 的 性 能 也 就 越 差 . 

假设 ,在 4d 次 分 解 的 每 一 次 分 解 中 ,处 理 器 P 中 存储 的 子 数组 的 大 小 都 增加 皮 
倍 -其 中 1 过 上 过 2. 于 是 ,局 处 理 器 在 上 述 了 次 分 解 中 所 花费 的 总 时 间 为 


6( > knp) Жа 1, Ни ӨССЕ D n/p). T p = 24, 因 而 上 式 可 简化 


为 Өр» —InZp). ЖЕ = 2,00 Р, 分解 所 用 的 总 时 间 为 加 (nm – пир). ТЕЙТ d 
次 分 解 后 ,P 上 的 子 数组 大 小 为 2snvp = п, Pl 需要 进 … 步 采用 快速 排序 串 行 算法 
对 = л НЕР. ТЕХ ТАНЯ, Н р 个 处 理 器 并 不 能 改进 性 能 ,所 有 的 排序 
事实 上 都 在 单 处 理 器 上 完成 . Ж, k = 1.1, 则 分 解 所 用 的 时 间 约 为 Ө((р%!% _ 
ladp) ,本 地 排序 的 子 数组 大小 为 mr 总 ,理想 情况 ,上 = 1, 则 分 解 所 用 的 时 间 为 
加 (frlibp]Jzp), 本 地 排序 的 子 数 蛆 大 小 为 n/p. 由 此 可 见 , 越 大 ,算法 的 性 能 越 差 ， 

-… 种 选择 主 元 和 的 方法 是 :在 第 i 次 分 解 , 共 分 解 出 271 个 于 立方 恒 , 其 中 每 个 
子 立 方 体 中 的 一 个 公理 器 随机 选择 它 的 一 个 元 素 作 为 所 周子 立方 体 的 主 元 .这 种 
方法 类 似 于 快速 排序 串 行 算法 中 的 随机 主 元 选取 策略 . 盘 然 这 一 策略 可 以 在 串 行 
算法 中 使 用 ,但 是 对 于 并 行 算法 , 它 却 不 一 定 适 合 . 这 是 内 为 ,在 串 行 算法 中 ,如 果 
某 次 主 元 选取 不 当 , 分 解 出 的 两 个 子 数 组 大 小 差别 很 大 ,但 后 续 的 主 元 选取 都 很 合 
适 , 那 么 这 次 不 当主 元 选择 增加 的 工作 量 最 多 不 会 超过 该 主 元 划分 的 子 数 组 的 长 
度 , 这 并 不 会 对 捉 行 算法 的 性 能 产生 太 大 损失 .但 是 对 于 并 行 算法 ,如 果 茶 次 主 元 
选取 不 当 , 则 会 在 分 解 出 的 两 个 子 立 方 体 上 导致 鱼 载 的 严重 不 平衡 ,这 样 即 使 后 续 
主 元 的 选择 都 很 合适 ,也 会 严重 影响 后 续 步 又 的 性 能 . 

如 果 开 始 时 每 个 处 理 器 上 元 素 的 分 布 是 均匀 的 ,那么 就 可 以 发 现 一 种 较 好 的 
主 元 选择 策略 ,在 这 种 情况 ,开始 时 每 个 处 理 器 上 存放 的 n/p 个 元 率 恰 好 是 所 有 
个 元 素 的 一 个 样板 , 即 每 个 np 元 素 的 子 数 组 的 中 值 与 所 有 个 元 素 的 原 数 组 的 
中 值 非常 接近 .注意 ,在 沿 第 i 维 进行 分 解 时 ,2 7! 个子 六方 体 中 的 处 理 轿 独立 交 
换 数据 ! 对 于 每 个 这 样 的 子 立方 体 ,任意 选择 其 中 一 个 处 理 器 ,将 该 处 理 器 拥有 的 
子 数 组 的 中 值 作为 该 子 立 方 体 的 主 元 ,这 种 分 解 不 仅 能 够 保持 负载 平衡 {每 个 处 理 
器 大 约 有 nip 个 元 素 ) ,而且 可 以 保持 每 个 子 立 方 体 中 元 泰 的 均匀 分 布 .因而 ,对 后 
续 子 立方 体 可 继续 采用 相同 的 主 元 选择 策略 . 

在 现实 中 ,是 否 可 以 做 到 每 个 处 理 器 的 n/p о ЕТИЛ ЖАЯ 
的 分 布 ,需要 视 具 体 的 应 用 而 定 .对 于 一 些 应 用 ,随机 主 抱 选择 策略 和 中 值 主 元 选 
摊 策 略 都 可 以 很 好 地 工作 ,但 对 于 另外 一 些 应 用 ,它们 的 性 能 却 可 能 都 不 理想 . 

二 面 针 对 中 值 主 元 选择 策略 对 并 行 算法 进行 分 析 . 该 并 行 算法 共 执 行 d KiE 
E Kaniy p; 选择 主 元 ;四 EEA: O 分 解数 组 . 

在 每 次 主 元 选择 步 ,每 个 处 理 器 找 出 其 所 属 元 素 的 中 值 .如 果 每 个 处 理 器 上 的 
元 素 都 已 排序 ,这 一 工作 可 在 ӨСІ) 时 间 完 成 . 为 了 避免 处 理 器 在 每 丈 查找 中 值 时 
对 其 所 属 元 素 进 行 排序 ,可 以 对 它 的 arp 个 元 素 预 排序 首 在 每 次 选 代 的 过 程 中 保 
持 其 排序 .为 此 ,可 在 处 理 器 间 互 换 子 数组 时 采用 合并 已 排序 子 数组 的 方法 ,另外 、， 
保持 子 数 组 处 于 已 排序 状态 ,还 可 以 避免 诛 算 法 最 后 所 省 的 串 行 排序 工作 . 


，836 ` 第 19 篇 ”并行 与 分 布 计算 中 的 模型 与 算法 


选择 一 个 主 元 后 ,在 第 次 选 代 广播 主 元 需要 日 (q - 4- 1)) 时 间 . 因 而 ,在 所 
# d = 1р 次 选 代 中 ,小 播 主 元 所 省 的 时 间 为 
Уу: = ddel = Ө(Ь^р). 


算法 的 第 三 步 需要 三 = 个 阶段 第 一 DR, 每 个 处理 器 将 所 属 数组 分 解 为 两 个 子 
数组 .由 于 每 个 处 理 器 拥有 Aap) 个 元 窒 , 并 且 这 些 元 素 己 排序 ,所 以 这 一 阶段 
WE Ө(ІЬ (n/p)) 时 间 . 第 二 阶段 , 沿 第 (d - (i - 1)) 维 通信 链 路 互联 的 处 理 器 互 
换 相应 的 数据 块 . 由 于 最 多 有 O np) 个 元 案 需 要 在 处 理 器 之 间 发 送 , 因 而 该 阶段 
需要 Ө(п/р) 时 间 , 第 三 阶段 ,每 个 姓 理 器 将 它 据 有 的 于 数组 与 新 接收 的 子 数组 合 
并 产生 一 个 新 的 排序 后 的 大 于 数组 .由 于 两 个 拼合 并 的 子 数 组 都 已 排序 ,所 以 该 阶 
REE Ө(л/р) Ња]. 

每 个 处 理 器 开始 使 用 串 行 快速 排序 算法 对 它 的 @( n/p) 个 元 素 进 行 排序 需要 
Ə((nz/phb( л/р)) 时 间 . 于 是 ,整个 并 行 算法 执行 的 时 间 为 


T, = ө[ 22] + el 21| + 8(1b°p). 
由 于 排序 п л О Та ЗЕ Ө( n а), WEE SO 和 效率 (五 ) 


_ nlbn} 
T (арЫ п/р) + @((n/p)ibp) + Ub л)' 
l 
Ë = Y, @((bp)/(lbn)) + Ср? р) та) 
上 和 式 表 明 , 当 (pl 了 pabn) = 01) 时 , 它 基 一 个 代 信 最 优 策略 .于 是 ,这 个 
快速 排序 策略 可 以 有 效 地 适用 于 款 达 p = Bt nAbn) 个 处 理 器 的 并 行 计算 机 ， 
田 外 ,上 式 还 表明 由 于 主 元 广播 而 使 恒定 效率 孙 数 为 (рр), ій ВА З: 
速 排序 算法 具有 很 好 的 可 扩展 性 ， 


1.3.5 ”网 格 模型 的 并 行 快速 排序 算法 


下 面 针对 二 维 网 格 模型 ,讨论 其 快速 排序 算法 的 设计 . 仿 设 该 网 格 中 的 处 理 器 
按 行 主 次 序 进 行 编 号 ,排序 后 的 元 素 与 这 一 编号 次 序 相 一 致 . 设 需要 排序 的 数组 的 
长 度 为 大 ,所 有 元 素 的 数值 都 不 相同 ,整个 数组 存放 在 编号 为 Pas Parit Puer B) 
处 理 器 上 .快速 排序 的 并 行 算法 的 基本 思想 是 首先 选择 一 个 主 元 ,利用 它 来 分 解 
(Н) 数组 ,使 得 所 有 小 于 或 等 于 主 元 的 元 素 在 网 格 的 一 部 分 ,所 有 大 于 主 元 的 
元 素 在 网 格 的 另 一 部 分 ,然后 递归 地 对 所 得 的 子 数 组 并 行 地 实施 上 述 重 排 策略 . 其 
中 分 解数 据 的 工作 包括 以 下 四 步 : 

(1) 随机 地 选择 一 个 主 元 ,并 将 其 传送 给 处 理 器 Р. ЖЕРИК P, 利 用 网 格 的 一 
个 内 散 树 将 该 主 元 广播 给 拥有 数组 元 素 的 所 有 的 让 个 处 理 矿 . 

(2) 每 个 处 理 器 都 采集 有 关 信 息 并 通过 上 述 内 幅 树 上 传 . 曼 体 地 说 ,每 个 处 理 
器 都 计算 在 它 的 左 子 树 和 右 子 树 中 小 于 主 元 的 元 素 的 数 自 和 大 于 主 元 的 元 素 的 数 
日 .由 于 每 个 处 理 器 都 知道 主 元 的 数值 ,因而 就 可 以 确定 它 所 拥有 的 元 素 比 主 元 小 
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还 是 大 ,每 个 处 理 器 都 将 统计 的 这 两 个 数值 上 传 给 它 的 父亲 .由 于 网 格 的 内 其 树 是 
一 个 非 完 全 树 ,一 些 结 点 可 能 设 有 左 子 树 或 石子 树 .在 该 上 的 最 后 ,处 理 器 P. 就 知 
ЖУБУ РНК Р ЕАУ А Ж Н.Н Ел Н Н 
A s HAERERE S (г + s); 

(3) 将 信息 沿 内 松树 下 传 ,使 得 每 个 数组 元 素 得 知 将 被 称 动 到 小 于 主 元 部 分 
和 大 于 主 元 部 分 的 具体 位 置 .内 艇 树 的 每 个 处 理 器 都 从 它 的 父亲 处 接收 到 在 小 于 
主 元 部 分 和 大 于 主 元 部 分 的 下 一 个 空位 ,根据 每 个 处 理 回 上 看 储 的 元 素 是 小 于 还 
是 大 于 主 元 ,该 处 理 髓 可 将 正确 的 信息 进一步 传送 纵 它 的 子 树 . 开始 时 ,小 于 主 元 
的 位 置 是 P. ,大 于 主 元 的 位 置 是 PP ,1; 

(4) 所 有 处 理 器 根据 接收 的 下 传 信息 对 所 拥有 元 素 进 行 必 找 , 将 每 个 元 素 移 
动 到 小 于 或 大 于 主 元 的 正确 位 置 . 

К 1-5 是 在 4 x 4 网 格 上 对 13 个 元 紊 的 数组 进行 的 分 解 : 其 中 图 (a) 是 网 格 上 
处 理 器 的 行 主编 号 :图 (b) 是 每 个 处 理 器 中 存 铺 的 元 素数 值 ; 画 (ec) 是 内 局 在 网 格 
-一 部 分 的 树 ; 图 (d) 是 在 执行 分 解 算法 第 二 步 后 ,在 第 -一 列 上 处 理 器 的 小 于 / 大 于 
主 元 的 元 素数 目 ; (е) 是 在 执行 分 解 算 法 第 三 步 后 ,在 第 一 列 上 处 理 器 下 和 传 的 小 
于 /大 于 主 元 的 元 素 的 自 章 处 理 器 编号 ;图 (f) 是 在 执行 分 解 算法 第 三 步 后 ,所 有 
元 素 的 目的 处 理 器 编导 ;图 {g) 是 在 一 到 一 和 通信 和 后 ,各 处 理 喘 所 拥有 的 元 案 . 


人 


| ED 


‚| Кет. 


' 
i 
一 


Ё 1-5 
图 1-5 示意 了 上 述 分 解 算法 的 工作 不 理 . 并 行 快速 排序 算法 的 第 一 步 是 遍历 
网 格 中 的 内 嵌 树 ,由 于 从 根 结 点 到 叶 结 点 的 最 长 路 径 为 2Y a ,该 步 需 要 0(Y n) 时 
间 . 在 最 后 一 步 ,在 网 格 内 对 元 素 进 行 置换 需要 O(/ л) 时 间 . 假设 选 择 主 元 合适 ,、 
该 算法 需要 执行 Obr) 次 爱 代 ,因而 ,该 并 行 算法 执行 的 总 时 间 为 0(Y nlbn). 由 
于 其 处 理 器 - HARRA Oln bn), 因 而 这 不 是 一 种 代价 最 优 策 略 . 可 以 通过 减 
少 排序 所 需 的 寻 理 器 数量 ,找到 一 种 网 格 模型 的 代价 最 优 快 速 排 序 算法 . 
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1.3.6 并 行 快 速 排 序 算 法 的 比较 
#1-2 在 pp 个 处 理 器 上 对 = 个 元 素 进 行 排序 ,不 同 并 行 算法 的 性 能 


并 行 计算 模型 恒定 效率 函数 
CRCW PRAM О dln lba a) 
Жу rik 

最 好 情况 加 (az]bay) (H? л) e plr р) 
O 12 Ө(1Ьл) Btn) |B) 
网 格 Ө( 54р) 


E 1-2 益 结 了 三 种 并 行 计 算 模型 下 快速 排序 并 行 算法 的 性 能 . 其 中 ,PRAM 并 
行 快速 排序 算法 明显 比 趣 立 方 体 和 网 格 并 行 算法 具有 更 好 的 可 扩展 性 , 它 也 是 唯 
-一 的 一 种 可 在 Ө(1Ь n) 时 间 , 在 pp 个 处 理 器 上 对 5 个 元 素 进 行 排序 的 算法 . 超 立 方 
体 并 行 算法 的 性 能 与 主 元 选择 的 质量 有 很 大 关系 ,如果 主 元 选 探 最 佳 ,该 算法 的 可 
扩展 性 也 就 很 好 ,但 是 ,如 单 主 元 选择 不 好 , 它 就 具有 指数 的 恒定 效率 围 煞 . 本 节 讨 
论 的 网 格 并 行 排序 算法 具有 指数 的 重 定 效率 函数 ,因而 在 实际 中 只 有 当 p 较 小 时 ， 
FAR. 


1.4 FFT 的 并 行 算法 设计 和 分 析 


БИЧЕ ЕЕ ПРЕ (РЕТ) 在 时 间 序 列 分 析 \ 线 性 偏 微 分 方程 组 的 求解 .数字 信号 
处 理 ,数字 滤波 等 许多 科学 技术 应 用 方面 有 着 非常 重要 的 作用 . 


1.4.1 ФЕТ 算法 


„А iX = xlo], Xij ee. xin - 4]! 的 DFT --17 a ДЕРЕУ = |Ү[0], 
ү], Ия - 1]! ,其 中 


A-z} 
ҮГ] = УХ\Х[ЕЈ]о#, 0 <; < n. 
с, — ее. 
根据 以 上 公式 计算 每 个 YURE n KEARE, 时 而 计算 长 度 为 = 的 束 
个 了 序列 的 串 行 复杂 性 海 日 (rn*). 
快速 博 里 叶 变 摘 (FEFT) 是 一 组 快速 计算 有 限 情 里 叶 灾 换 方法 的 总 称 ,它们 可 
将 DFT 变 挽 的 溃 行营 杂 性 降低 到 Ə( nlbn). 
假设 = 为 2 ВЕЕ, M 


wt- 

Y[;] = У^ х[24]029 +. S хов + | Jep 
1-0 
л). 


= Š? хо] + S X[2k + 1] 202/908 


1 并 行 计算 的 模型 与 算 尘 ， 839 : 


а! бел 
= У) ARED р оў У? X[2k + lle, 
k= Ó кай 
А ду = en 72) 一 z Mr 


{art} -1 [mw 27] 1 
F[ 门 = УХ X[28]G Ye >, X[2k + 1] 8. 

上 式 说 明 , 当 nm 为 2 的 者 时 ,可 以 将 一 个 = 项 序列 的 DCT 计算 分 解 为 两 个 
(nz2] 项 序列 的 DCT 计算 ,并 且 可 以 递归 地 进行 上 述 分 解 过 程 .根据 这 一 思想 可 以 
设计 出 程序 4 所 示 的 FIT 递 归 算 法 .由 于 每 次 递归 , 输 人 帮 列 都 被 分 解 为 来 两 个 对 
等 的 半 部 ,因而 该 算法 被 称 为 基 2(radix-2) 算法 . 

程序 4 一 维 FFT 递归 算法 


1 PROCEDURE R. FFT(X,Y,n,w) 

2. IF(n = 1) THEN Y[0]: = X[0]ELSE 

3, BEGIN 

4 R- FFT(|x{[0],X[2]. =, Ха - 2]1, 10[0],0[1],+.0[ 0/2] ,n22, 
оў); 

5. R_ ЕЕККХ[1].Х[3], , Ха - 111, {TIOT, IT 日 ITLnx2]i nz2， 

аё); 
6. FOR i: = O TO n- 1 DO 
7. Yli]: = Of mod (м2) + «Tli mod (n72) 1; 


B. END R. РЕТ 

对 于 程序 4 所 示 的 FFT WE XJ F SE n ВОЗ АЛА 8 9489 t X Ps EF у 
lbn. 在 第 m 层 递归 ,需要 完成 2" 次 大 小 为 (nA2") 的 FFT 计算. 但 是 ,上 述 算 法 的 串 
行 计 算 复 杂 性 为 Ə( alba). 

FIT FFT 算 法 也 可 以 表示 成 选 代 的 形式 .FFT 的 入 代 算法 便于 进一步 讨论 РЕТ 
算法 的 并 行 实现 ,程序 4 示意 了 与 上 述 FFT 递归 算法 对 应 的 送 代 算法 .该 算法 就 基 
著名 的 计算 一 维 n 点 基 2 БЕТА E Cooley-Tukey 算法 . 

程序 5 — ФИ 2FFT 的 Cooley Tukey ЖБ 


1， PROCEDURE ITERATIVE. FFF(X,Y,n) 

2. BEGIN 

3 r: = lbn; 

4 FOR i: = O TO n- 1 DO R[i]: = Х{ї]; 
5. FOR m: = O TO r- 1 DO /* Outer Loop 7 

6 BEGIN 

7 FOR i: = 0 TO n — 1 DO S[i]: = В]: 
5 FOR i: = 0 TO n- 1 DO Inner loop 7 
9 BEGIN 


Z" Let (brb,..b._,) be the binary representation of i 7 
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10. Jj: = Chye b,-i0b,, i "b. I); 

п. k: = (bb, (Ibis b 2): 

12. Rfi]: = S[j] + S[k] x ора "00; 
із. ENDFOR; Z * Inner loop Z 

l4. ENDFOR:/* Outer loop 7 

15. FOR i: = 0 TO n -| DO Y[i]: = К]; 


16. END ITERATIVE. FFT 

上 述 算 法 有 两 个 主要 循环 ,完成 n 点 FFT, 外 层 循环 执行 (bn) Ж; РУР Е 
环 的 每 次 选 代 , 内 层 循 环 执行 n 遍 . 其 中 ,内 屋 循环 执行 的 所 有 操作 都 是 时 间 恒 定 
的 算术 操作 ,因而 该 算法 的 串 行 复 杂 性 为 Bf albn) .在 外 层 循环 的 每 次 选 代 中 ,使 
AEE RER PERFI 5 中 元 率 来 更 新 序列 .对 于 新 次 迁 代 ,用 输入 序列 革 
的 初始 化 序列 К. 

程序 5 中 的 第 以 行 是 该 FET 算 法 的 关键 步 ,用 S[;] 和 S[k] 来 更 新 RL :]. Е 
音 数 组 证 标 | 和 上 的 生成 方法 .假设 л = 2', 由 于 0 < i < 4, 故 1 的 二 进 制 表 示 需 
要 rr 位 , 设 下 标 i 的 二 进 制 表示 为 (bo81… 5b.-1), 则 在 外 层 循 环 的 第 m КОЕТ (О 
= m < 7) ,下 标 j 等 于 将 i 的 二 进 制 表示 的 第 m EAKR bn) 强 置 为 “0" 后 的 结果 ， 
下 标 上 等 于 强 置 b 为 "1" 后 的 结果 .因而 ,车 b, = 0, 则 = G 3 b. =. Е = ¿. 
而 了 和 + 的 二 进 制 表示 仅 有 一 位 不同 . 

下 面 讨论 如 何在 并 行 计算 机 上 计算 FFT 的 二 元 交换 (hinarm-exehangel 算法 .在 
该 并 行 算法 中 ,只 在 处 理 器 标号 只 有 一 世 差 异 的 处 理 器 对 之 间 发 生 歼 据 交 换 . 首 先 
讨论 如 何在 超 立 方 体 连接 的 并 行 计 算 机 上 实现 二 元 交换 算法 . 


1.4.2 ЖУА л, 


首先 假设 并 行 计 算 机 的 每 个 处 理 器 存 情 输 人 序列 的 一 个 元 素 ,并 产生 输出 序 
列 的 一 个 元 喜 .， 

1. 和 耕 个 处 理 器 存 情 一 个 元 素 

利用 sn 个 处 理 器 的 超 立 方 体 来 计算 4 点 FFT. 图 1-6 示 意 了 当 n = 16 时 ,二 元 
交换 算法 的 通信 模式 ( P, 表示 标号 为 i ВОЛЕ ЯР). 

如 图 1-6 所 示 , 超 立方 体 中 处 理 器 P.(0 < i < п) 开始 时 存储 [ 门 ,结束 时 产 
Æ F[ 门 .在 外 层 循 环 的 lb л 次 迭代 的 每 次 壬 民 中 ,处 理 器 上 按照 程序 5 的 第 12 行 
更 新 R il 的 数值 .所 有 数组 只 的 所 有 元 案 被 并 行 更 新 ， 

注意 ,执行 上 述 更 新 操作 中 ,处理 器 P; 需 要 从 标号 号 i 仅 有 一 位 差异 的 寻 理 器 
传送 来 5 的 : -个 元 素 ,而 根据 超 立 方 体 的 拓扑 性 质 ,所 有 处 童 器 标号 有 一 位 差异 的 
处 理 器 对 之 间 都 存在 -条 直接 链 路 ,因而 该 并 行 FFT 计算 可 以 很 自然 地 映射 到 超 
立方 体 模 型 上 ,， 

在 该 算法 的 Iba 你 夺 代 的 每 次 迁 代 ,每 台 处 理 器 都 执行 一 次 复数 科 法 和 加 法 ， 
并 与 直接 相连 的 一 台 处 理 器 交换 一 个 复数 ,每 次 渤 代 的 计算 量 是 恒定 的 ,因而 使 用 
n 个 处 理 器 的 超 立方 体 并 行 执行 上 述 算法 需要 母 (Ibhm) 时 间 . 其 处 理 器 -时 间 乘 积 
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xilol С ë KD — 7[0] 

° DN ША у= ы l | 
w NDASE И n 
a ААМ ~ из) P, 
X[4] © / SLS Xe э O Y Р 
a NI N SS 人 人 
X[6] ZZ No SOS © O 6] Ps 
X[7] ROKKA Ф » -> O YI7] P 
ка ОООО ` И Ив) P 
m ОИК ро ото Ны л 
зе он л 
MI RK w n, 
IATRRRR: с ои 
MN NN RR тото Пт 
ино NZ Y O SOS. о ии, 
X[15]C 3 ° === sc Y[15] р, 

图 1-6 


为 Ө(ліЬл), Бб Н1т КЕТ 的 复杂 性 相同 ,因而 是 一 种 代价 最 优 策略 ， 

2. 每 个 处 理 器 存储 条 个 元 素 

设 在 p 个 处 理 器 的 超 立 方 体 上 计算 mn А ET, AF n > p B а Жр 都 是 2 的 
智 .= 项 输入 序列 被 划分 成 p 个 数据 块 ,每 块 包含 np 个 相 郭 元 素 ,每 个 处 理 器 分 配 
到 一 个 数据 块 .假设 超 立 方 体 为 4 维 ( 即 p = 29) E. n = 2". 

HFE TERK, 对 于 任意 б < í < n), 其 二 进 制 表示 为 
{bob 5._1) ,RLi] 和 SE 都 被 映射 到 标号 为 (B081… Б.) 的 外 理 器 上 , 即 伍 何 数 
据 元 素 的 下 标 二 进 制 表示 的 最 高 2 位 就 是 存放 该 元 素 的 钼 理 器 的 标 导 的 二 进 制 表 
т. 在 二 元 交换 算法 中 ,计算 mn 点 FET 外 层 循环 需要 进行 r = lba 次 和 迭代 .在 循环 的 
第 m KER ARERI TIER 由 最 高 位 不 同 的 元 素 , Ti, ERR d REP 
合并 的 元 素 在 不 同 的 处 理 器 上 ,而 在 后 续 {r - d) 次 选 代 中 合并 的 元 素 却 在 同一 址 
ME. 

每 次 通信 操作 交接 n/p 个 数据 字 . 由 于 所 有 的 通信 都 是 在 具有 直接 链 路 的 处 
理 器 对 之 问 发 生 ,因而 总 的 通信 时 间 与 路 由 选择 的 类 型 无 类. 假设 通信 延迟 中 的 房 
动 时 间 (startup time) 为 ,通信 和 链 路 传送 每 个 字 的 时 间 为 1, 则 整个 算法 在 通信 上 . 
所 用 的 总 时 间 为 lbp + ts( n/p)lbp. 如 果 每 次 复数 恢 法 各 法 需要 的 时 间 为 1.. 则 
ТЕ р 个 处 理 器 的 超 立 方 体 上 计算 rn 点 FET, 二 元 交接 算法 的 并 行 运行 时 间 Т, 为 


8 n 
Т, = L — Iba + lbp + L, 16р. 
P p P p P 
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处 理 器 -时 间 乘积 为 knlbn + ¿plbp + Anlbp, 为 了 使 该 并 行 系统 为 伐 价 最 优 ， 
МЕ ЛУ O( alba); 24 р = Oln) 时 ,可 满足 上 述 要 求 . 
该 算法 的 加 速 比 S 和 系统 效率 中 为 
tnlbr palbn _ 
“ал + (t,t )plbp + (t. Zt. ) пр’ 


= 7, 
1 
= Le {tplbp) /nlbna) + Civlbp) A z Iba) 
n 点 FIET 的 问题 规模 W 为 
W = nlbn. 
由 于 计算 a 点 FFT 最 多 使 用 a ЗБ, ДЕЕ n >= p s n lbr >= plbp 来 保 
ШЕ р 个 处 理 器 处 于 忙碌 .因而 该 并 行 FFT 算 法 的 恒定 效率 出 数 为 О(ріЬр). ШЕ E 
欧 计 算 公式 可 为 
tplbp tlbp 1-Е 
inlbn л E ` 
为 了 保持 效率 国定 , M (арр) (inba) + (5lbp)Aiilbn) 应 该 等 于 常 基 
tK, ЖФ K = EZ/Z(1 - E). t = 个 时 ,维持 效率 恒定 的 条 忻 是 : 


iplbp _ 1 
пя © K' 


{ 
аЇһп = 天 至 pbp， 


W = K plbp. 
上 式 是 关于 消息 启动 时 间 产 生前 通信 开销 的 恒定 效率 消 数 .假设 {= 0, 可 以 
48391267 е, 产生 的 通信 开销 的 恒定 效率 果 数 ， 
tlbp _ 1 


tlbn © K' 
n = ps, 


t 
niba = K ptbp, 


W = K “= pi/%lbp. 
综 上 所 述 , 总 的 恒定 效率 函数 为 
W = maxfplbp, K plbp, К өл, z 


因而 ,该 并 行 算法 的 可 扩展 位 取决 于 超 立 方 体 的 CPU 计算 未 度 与 通信 通道 带宽 的 
比 伪 .在 通信 和 计算 速度 平衡 的 契 立 方 体 上 ,该 并 行 算法 其 有 很 好 的 可 扩展 性 ,并 
且 当 问题 规模 以 @( рр) 的 速率 增长 时 ,可 以 保持 会 理 的 系统 效率 . 
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1.4.3 网 格 模 型 的 二 元 交 撞 算法 


假设 在 р 个 处 理 器 的 网 格 模型 上 计算 rn 点 FFT, 该 网 络 有 vp 行 和 Wp 列 , 且 vp 
М2 5 п = 2 Жр = 2", 假 设 处 理 器 按 行 主 元 的 方式 编号 , 且 数 据 的 分 布 满 
是 :下 标 为 ( bob, b, ATREA EIR С bob e ba) 的 处 理 器 上 . 

与 上 述 超 立 方 体 模 型 的 二 元 交换 算法 相同 ,在 外 层 循 环 的 Ња WERE, RA 
开始 的 tbp 次 选 代 需 要 在 编号 善 异 一 位 的 处 理 器 对 之 间 进 行 通信 .需要 注意 的 是 ， 
在 网 格 模型 中 ,进行 通信 的 处 理 器 对 之 间 并 不 一 定 有 直接 链 路 .在 lbp 次 需要 通信 
的 选 代 中 ,每 个 处 理 器 共 需 要 与 相应 处 理 器 进行 lbp 次 通信 ,其 中 lbyp 次 通信 在 同 
行 处 理 器 间 进 行 ,Ibyp 次 通信 在 同 列 处 理 器 间 进 行 ,同行 或 同 列 通信 的 处 理 器 间 
的 距离 (穿越 的 链 路 数目 ) 从 1 至 Y pv2. 注 意 : 对 于 给 定 的 其次 选 代 , 所 有 通信 的 处 
理 器 对 之 间 的 距离 是 相同 的 .于 是 ,对 于 采用 存储 转发 路 Hi( 注 : 措 中 间 结 点 完全 接 
нв, 表 向 后 续 结 点 转发 该 消息 ) 的 网 格 模型 ， 完成 及 有 的 同行 通信 的 总 时 间 


为 ма, + ыб лр )2”) ,完成 所 有 的 同 列 通信 的 总 时 间 也 为 Sa + һбп/р)2”). 


假设 每 次 复数 乘法 和 加 法 需要 的 时 间 为 t WE p 个 处 理 器 的 网 格 上 计算 n ` 
FFT, 二 元 交换 算法 的 并 行 运行 时 间 T, 为 
92-1 


T, = t. — bn + Ун, + 1,2%) 
P m=ü P 
= te lbn + 2016р + tu np - 1)) 


n л. 
= t. Ьл + lbp + fie F- 
p Рр 


该 算法 的 加 速 比 S 和 系统 效率 E 为 
$ = аЬ» _ pnl]bz 
© nlbn + (t/t )plbp + 2б) пур. 
l 
7 1+ (tplbp)/( tnlbn) + 2ta Jp) (Дра) 

上 述 并 行 系统 的 处 理 器 - RRA alba + ¿plbp + 2iwn yp. 为 了 使 该 并 行 
系统 为 代价 最 优 ,该 蒋 积 应 为 O(nlbn); 3/p = Obr), H р = O(ib'n) 时 ,可 满 
是 上 述 要 求 . 关于 消息 启动 时 间 产 生 的 通信 开销 的 恒定 效率 函数 为 全 (plbp). ty 产 
生 的 通信 开销 的 恒定 效率 函数 为 2K( t,t。 KNP yp ‚ИҢ ЯЗ Н ТИЛЛЕ, 
问题 规模 必须 以 处 理 器 数目 的 指数 增长 才能 保持 效率 恒定 .因而 ,该 算法 在 网 格 神 
型 土 的 可 扩展 性 不 理想 . 


1.5 评 述 
PRAM 是 最 常用 的 描述 和 分 析 并 行 算法 复杂 性 的 理论 柑 型 ,PRAM 在 研究 并 行 
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计算 的 逻辑 结构 方面 非常 用 ,实际 中 使 用 的 并 行 算法 大 都 以 PRAM 模型 为 研究 
起 点 ,进而 针对 具体 约束 不 断 改 进而 成 .另外 ,可 以 在 分 布 在 拷 的 机 郑 上 通过 模拟 
PRAM 支持 PRAM 并 行 算法 的 实现 ([7,8]) ,文献 [1,2,3,4] 对 PRAM 并 行 算法 进行 
了 深入 讨论 .虽然 PRAM 模型 在 研究 应 用 问题 内 在 并 行 性 方面 很 有 效 ,但 它 却 忽 锡 
了 许多 现代 并 行 计算 机 中 非常 重要 的 特点 (例如 ,数据 访问 和 通信 代价 通常 决定 中 
的 程序 执行 时 间 ) ,因而 许多 优秀 的 PRAM 并 行 算法 在 实际 内 器 上 的 性 能 却 很 差 . 
忆 前 ,大 们 通常 针对 丰 同 的 网 络 拓扑 结构 来 相对 独立 地 研究 通信 问题 , 随 着 现代 讨 
算 机 中 通信 问题 的 重要 福 日 趋 明显 , 世 及 人 人 和 们 对 通信 事务 中 主要 开销 的 认识 越 来 
越 清晰 , 出 现 了 一 些 用 于 分 析 通 信和 代价 的 计算 模型 ,例如 BSP(bulk synchronous 
programming) 模型 ([5]) 和 logP 模 型 ([6]) ,这 些 模 型 试图 替代 PRAM 而 成 为 支持 分 
布 存 赃 多 处 理 并 行 算法 设计 和 分 析 的 实用 模型 . 

并 行 计算 BSP 杰 型 或 粗 同步 并 行 计算 机 (BSPC: bulk-synchronous parallel 
computer) 包括 如 下 成 分 : 

s 一 些 部 件 (component) ,每 个 部 件 执行 具体 处 理 和 / 或 看 储 功能 ; 


* 一 个 路 由 器 (router) , 它 在 部 件 之 间 传 递 点 对 点 消息 : 


* 以 定期 时 间 间 隔 对 全 部 部 件 或 一 组 部 件 提 供 顶 栏 同 步 (barrier 

synchronization) 的 设施 ， 

如 果 将 完成 一 次 本 地 操作 { 对 本 地 数据 进行 的 基本 操作 ) 所 需 的 时 间 定 义 为 
一 个 时 间 步 , 则 可 用 下 列 四 个 参数 来 刻画 BSP 计算 机 的 性 能 : 

pART Л. 

s: 处 理 器 速度 , 即 每 秒 的 时 间 步 的 数目 . 

上 同步 周期 (periodicity), 即 在 连续 的 同步 操作 之 间 的 最 少时 间 步 的 数目 ; 

5: 每 秒 所 有 处 理 器 执行 的 本 地 操作 的 总 数 与 每 秒 通信 网 络 递送 的 数据 字 的 
总 数 的 比值 . 

在 BSP 计算 机 中 ,计算 由 许多 超 步 (superstep) 的 序列 组 成 .在 每 个 超 步 ,分 配 
给 每 个 部 件 一 个 任务 ,这 个 任务 由 一 些 本 地 计算 步 ,消息 传送 和 来 自 其它 部 件 的 消 
EAT) 的 组 合 构成 .在 每 过 时间 单 位 后 ,进行 一 次 全 局 检测 以 确定 是 否 所 有 的 
部 件 都 完成 了 该 超 步 , 如 果 已 完成 ,机 器 就 开始 处 理 下 一 超 步 ; 否 则 ,下 一 个 工时 间 
单位 就 分 配给 该 尚未 完成 的 超 步 . 

根据 下 列 方法 可 确定 BSP 算 法 中 一 个 超 步 5 的 复杂 性 ; 令 上 为 5 期 间 任 何 进程 
执行 的 本 地 计算 步 的 最 大 信和, 上 Ж S 期间 任何 处 理 器 发 送 消 息 的 最 大 值 , 生 为 5 
期 间 任 何 处 理 器 接收 消息 的 最 大 值 . 则 5 的 代价 为 maxi 2, i, аһ. ght 时 间 步 ， 

LoP 模型 是 一 种 每 个 处 理 器 都 通过 点 对 点 消息 通信 的 分 布 存 储 几 处理 器 模 
型 ,与 BSP 模 型 一 样 ,该 模型 详细 说 明 互 联网 络 的 性 能 特性 .但 并 不 描述 网 络 的 结 
构 . 该 模型 的 主要 参数 如 下 : 

:在 源 模块 和 目标 模块 之 间 传 递 一 个 包含 -个 存储 洒 信 息 ( 或 少量 存储 字 ) 
的 消息 的 时 延 (latency) FEB. 

o: 开 销 (overhead) ,定义 为 对 于 每 次 消息 传递 ,处 理 器 介 人 传送 或 接收 该 消息 


и! 
£ 
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的 时 间 长 度 ;在 这 段 时 间 内 ,处 理 咒 不 能 进行 其 它 操作 ， 

8: 间 隐 (gap) ,定义 为 在 一 个 处 理 器 上 ,连续 消息 发 送 或 消息 接收 之 间 的 最 短 
时 间 间 卫 . z 的 皇 数 对 应 于 可 用 揭 每 个 处 理 器 的 通信 带宽 . 

P: 处 理 器 ”存储 器 模块 的 数目 . 

假设 本 地 择 作 需要 一 个 单位 时 间 , 称 为 一 个 冰期 (eyecle); 9 УЬ, RERNE 
其 有 限 , 即 任何 时 间 、 从 任何 处 理 器 到 任何 处 理 器 最 凶 包 能 传送 [LAg 1 的 消息 ,如 
果 处 理 器 试图 传送 的 消息 超过 了 这 一 限制 ,就 必须 特 停 等 待 . 

参数 Г.о Me 用 处 理 器 周期 的 倍数 来 计量 . 该 模型 为 异步 模型 , 即 处 理 器 之 间 
ЭРГЕ, ВН ААА ЕТЕЛ ЯМ ,但 在 没有 暂停 等 待 时 ,其 时 廷 上 限 为 二 . 
由 于 时 延 可 变 , 因 而 消息 的 拭 达 次 序 可 与 发 送 次 序 不 同 . 在 本 模型 假设 所 有 的 消息 
都 很 小 . 在 分 析 算 法 中 ,关键 的 度量 指标 是 任何 处 理 器 使 用 的 最 长 时 间 和 最 大 空 
Їн]. 

BSP 模型 和 LogP ЖЖЖ АИ л УЕ (ë SE Fl 35 HK АУА Е ЧЕ РАНК ВТ, PPF tl] 
ЖЕ ,带宽 和 开销 ,从 而 使 并 行 算 法 设计 人 员 可 以 对 上 述 参 数 进行 调整 来 开展 并 行 算 
法 的 比较 性 分 析 . BSP 模型 还 是 一 个 用 于 探讨 通信 和 和 并行 性 能 非常 好 的 构架 . 

另外 ,过 去 人 们 非常 强调 通信 代 稚 的 建 模 .现在 则 更 重视 在 结 点 处 (通信 消息 
的 端点 》 的 代价 ,因而 在 这 些 结 点 上 消息 的 数量 和 竞争 变 得 比 到 网 络 拓扑 的 映射 
更 加 重要 .事实 上 ,BSP 模型 和 LogF 模型 都 完全 和 哲 视 上 其 体 的 网 络 拓扑 结构 ,而 在 建 
模 中 将 网 络 延迟 设 为 常量 ! 

BSP 和 LogP 模 型 在 为 设计 和 分 析 并 行 算法 提供 更 加 真实 的 计算 模型 上 迈 出 了 
很 重要 的 一 步 .通过 改变 这 些 模 型 中 关键 参数 的 数值 ,人 们 就 能 确定 并 行 算法 在 一 
定 范围 的 机 痊 结 构 上 的 性 能 到 底 怎 样 ,但 是 ,由 于 并 行 计算 系 统 是 并 行 结构 和 并 行 
算法 的 组 台 , 人 们 可 以 用 一 组 参数 来 对 并 行 结构 建 模 , 但 日 前 应 该 用 娜 些 参 数 来 对 
并 行 算法 和 应 用 问题 建 模 还 是 有 竺 进一步 研究 的 问题 
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本 节 的 内 容 主要 来 源 于 参考 文献 [9] 和 [11] .一 个 分 布 计算 系统 ,例如 一 个 计 
算 机 网 络 ,通常 由 若干 具有 一 定 处 理 能 力 的 计算 机 ( 称 为 节点 ) 按照 某 种 拓扑 结构 
过 接 而 成 .这 个 结构 动态 可 变 , 其 节点 的 增加 和 毛 消 (失效 ) 事先 不 可 预知 .一 个 节 
点 因此 也 就 不 一 定 知道 整个 系统 的 结构 ,甚至 不 知道 参与 算法 执行 的 进程 的 个 数 ， 
它 通 常 只 知道 与 它 直 接 相 连 的 节点 .算法 的 输入 可 能 从 专 个 不 同 的 节点 得 到 ,节点 
之 间 欧 通信 和 发 生前 时 机 也 是 不 确定 的 .这 就 是 分 布 计算 的 典型 物理 环境 .分 布 计算 
所 要 研究 的 ,就 是 如 何 有 效 地 支持 这 样 一 个 系统 中 节点 之 间 的 信息 交换 和 整个 系 
统 的 资源 (计算 存储、 信息 ) 共享 ,“ 不 确定 性 ”是 分 布 计算 系统 有 别 于 并 行 计算 系 
统 的 主要 特征 . 

宏观 上 看 ,有 二 个 方面 的 问题 需要 考虑 . 

一 是 系统 的 模型 , 即 上 述 系统 的 有 效 的 抽象 表示 .所 冰 有 效 ,是 要 求 模型 能 立 
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持 分 布 式 算法 的 设计 与 分 析 . 在 针对 冯 “， 诺 依 曼 栖 系 结构 的 算法 设计 与 分 析 领 域 ， 
由 于 有 图 爱 可 计算 牡 理 论 作 为 坚实 基础 ,我 们 有 RAM 模型 等 ,它们 被 实践 证 明 是 
有 效 的 . 相 比 之 下 ,针对 分 布 处 理 系统 ,人 们 提出 了 过 种 横 型 ,但 尚未 得 到 如 同 
RAM 那样 普 适 的 东西 . 

二 是 在 模型 上 算法 分 析 的 方法 , 即 如 何 说 明 一 个 分 布 式 算法 的 正确 性 和 它 实 
际 应 用 于 分 布 系统 的 有 效 性 .和 并 行 算法 比 起 来 ,作为 其 它 分 布 式 应 用 系统 基础 支 
持 的 分 布 式 算法 看 起 来 通常 都 是 很 简短 的 ,但 由 于 其 所 要 向 对 的 包 种 不 确定 性 ,分 
布 式 算法 的 行为 往往 不 容易 把 握 .即使 是 相同 的 输入 ,由 于 并 发 自主 进程 的 参与 ， 
算法 也 可 能 表现 出 多 种 不 同 的 行为 ,要 得 知 其 性 质 往 往 相 涩 复杂. 因此 ,要 精确 地 
给 出 分 布 式 算法 的 行为 通常 是 办 不 到 的 .于 是 , 作 们 往往 能 做 的 是 理解 其 行为 的 某 
些 性 质 .我 们 还 将 看 到 ,如 果 说 设计 并 行 算法 关心 的 是 加 速 比 .处 理 罗 利用 率 等 性 
质 , 对 分 布 式 算法 人 们 关心 的 是 不 同 的 东西 , 情 如 算法 的 运行 是 否 会 造成 画 坏 、 每 
个 参与 算法 运行 的 进程 是 理 能 得 到 公平 的 机 会 向 前 推进 等 . 这 就 是 所 谓 安 全 
(safety) ЖІК (liveness) РЕЛЕ. 

安全 和 活跃 实际 上 是 两 类 性 质 的 总 称 ,不 同 的 情形 含义 有 所 不 同 .在 串 行 么 统 
中 ,安全 性 主要 悼 现在 所 谓 部 分 正确 性, 即 给 定 正 确 的 输 和 人 .希望 得 到 正确 的 输出 
(不 一 定 关 心 系统 对 错误 输 人 的 行为 ); 活 姥 性 主要 体现 在 终止 性 , 即 程序 最 后 应 该 
结束 .在 并 发 计算 系统 中 ,情形 要 丰富 得 多 ., 互 斥 、 有 限 的 消息 延迟 等 都 可 看 作 是 安 
全 性 的 要 求 ; 没 有 “饥饿 ”进程 可 以 看 成 是 活 唉 性 要 求 . 

所 户 方 法 ,在 这 里 指 的 是 证 明 分 布 式 计算 系统 (算法 ) 位 质 的 一 般 性 手段 和 思 
路 .例如 , 证 明 同 步 系 统 具 有 某 种 性 质 最 重要 的 方法 是 训 明 不 变 断 言 (inyariant 
assertion) -不 变 断 言 是 系统 状态 在 每 次 执行 中 ,每 轮 执 行 后 部 成 立 的 某 个 性 质 . 证 
明 时 常 对 轮 数 (JA О 开始 ) 运用 归纳 法 . 另 一 个 重要 的 上 法 是 证 明 模 拟 关 系 
{simulation relation) :如 果 算 法 A 和 另 一 个 算法 B 以 同样 的 输入 开始 ,有 同样 的 失败 
模式 ,每 因 之 后 有 相同 的 状态 , 则 算法 B 具 有 的 性 质 算 法 A 也 同样 具有 .这 样 便 间 
接地 用 Bi 证 明了 A. 

三 是 分 布 式 算法 设计 本 身 .在 分 布 式 系 统 中 ,有 一 些 基 础 性 问题 ,例如 在 系统 
的 节点 中 挑选 出 满足 某 种 性 质 ( 例 如 编号 最 大 ) 的 节点 等 .针对 这 些 问 题 的 分 布 式 
算法 ,不 羽 有 基础 性 应 用 ,而 且 也 是 对 上 述 模 型 和 方法 的 检验 . 


2.1 ж 型 


一 般 来 讲 ,分布 式 计 算 模 型 通称 为 进程 模型 (process model) ,其 中 计算 活动 发 
生 在 者 于 并 发 执行 前 顺序 进程 之 中 .在 这 个 顶层 概念 下 ,不 周 的 进程 模型 由 它们 的 
进程 间 通 信和 机 制 来 区 分 .有 两 种 基本 的 通信 和 机制 ;一 是 消息 传递 (message passing), 
一 是 共享 变量 (shared variable) ,所 对 应 的 分 布 式 系 统 分 别称 为 网 络 系统 和 共享 存 
ШЕ. 

Же ЇН И ЛЕ ЖЕ aF Ht , E #ë [Б] АУ ја) ЖР ( synchronization) 问题 是 它们 的 
一 个 共同 基本 概念 ,因为 它 是 密 个 身 主 的 进程 形成 一 个 有 机 系统 的 基础 . “同步 ” 
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一 词 在 不 同 的 场合 含义 有 别 ， 有 时 , 它 指 的 是 系统 的 组 成 部 分 以 < 齐 步 
走 ”{lock-steps) 或 “ 步 进 " 的 方式 共同 向 前 推进 {例如 SIMD 计算 机 系统 的 运行 方 
K) ,而 这 里 的 同步 指 的 是 系统 的 各 组 成 部 分 {进程 ) 按 点 .… 定 的 次 序 触 发 其 事件 
的 要 求 .要 满足 计算 所 提出 的 疝 步 要 求 ,有 两 个 不 同方 向 的 情况 可 能 需要 考虑 : 一 
E P (contention) ,二 是 协作 (eooperation) . 竞争 的 典型 例子 发 生 在 对 共享 变 基 访 
问 上 ,不 做 特别 的 处 理 , 系统 的 状态 可 能 就 是 不 确定 的 .以 临界 区 为 代表 的 生 乓 
fmutua] exclusion) 技术 就 是 处 理 竟 争 的 经 典 手 段 .协作 的 经 典 例 子 是 所 谓 有 限 组 
冲 {bounded bulfer) 问题 .一 个 有 限定 长 的 缓冲 区 供 一 个 生产 者 和 一 个 消费 者 使 用 ， 
生产 者 向 组 种 区 中 放 产 品 ,但 若 钥 冲 区 满 了 则 区 等 待 ; 消费 者 从 缓冲 区 中 取出 产 
ип ,但 者 缓冲 区 空 了 则 要 等 待 .竞争 与 协作 的 本 质 区 别 在 二 竞争 中 的 -一 个 进程 本 以 
不 依赖 其 它 进程 而 向 前 推进 ,而 协作 中 若 一 个 进程 停止 运行 了 ,另外 的 进程 迟早 也 
ZRA IE. 

竞争 与 协作 癌 题 在 分 布 式 系 统 中 几乎 无 处 不 在 .在 消息 传递 模型 中 ,有 一 -个 所 
谓 全 局 一 致 性 {global consistency) 问题 ,例如 在 一 个 分 布 式 银 行 系统 中 ,人 们 希望 
无 论 在 哪里 发 生 账 目 往 来 ,所 得 到 的 状态 (比方 余额 数 ) 都 是 相同 的 .全 局 一 致 性 
问题 就 是 要 保证 所 有 进程 都 有 一 个 甘于 分布 式 系统 中 的 当前 全 局 状态 的 --- 致 认 


ій. 

将 分 布 系统 的 运行 看 成 是 事件 通过 状态 相互 作用 的 过 程 , 要 定义 一 个 全 局 状 
态 , 必 须 有 所 有 事件 的 一 个 全 序 . 在 上 述 银 行 侧 子 中 ,取款 星 一 事件 ,这 --- 事 忻 能 否 
发 生 取 决 于 余额 ,还 取 关 于 当前 是 否 有 存款 {又 一 事件 ) ERE. EA FAE 
递 模型 中 ,不 存在 一 个 自然 的 事件 全 序 ,只 有 偏 序 , 即 如 果 < 和 上 $ 之 间 有 信息 流 使 
得 a 影响 &, 则 事件 a 被 认为 在 事 忻 5 之 前 .要 定 习 一 个 全 局 状态 ,就 要 将 这 种 偏 序 
谋 人 到 某 个 全 序 中 ,这 样 一 来 ,全 局 一 致 性 问题 就 可 以 被 化 简 为 保证 所 有 进程 都 取 
相同 的 事件 全 序 的 问题 ,从 而 就 有 了 一 个 关于 系统 全 局 状态 的 一 个 公共 定义 .获得 
这 种 公共 全 序 的 方法 之 一 是 通过 所 谓 逻 辑 时 钟 (logical clock) . 它 是 每 个 进程 维护 
的 一 个 计数 器 ,如 果 事 件 * 应 该 发 生 在 上 之 前 , 则 的 逻辑 时 间 就 在 5 的 前 面 , ЖЕЕ 
时 钟 由 时 标 ({timestamp) 来 实现 , 它 是 发 送 者 附着 在 每 个 消息 上 的 逻辑 时 钟 值 . 

除了 消息 传递 和 变量 共享 的 区 草 外 ,对 分 布 式 计 算 模型 的 另 一 种 主要 划分 是 
同步 (synchronous} 和 异步 (asynchronous) .正如 前 面 提 到 的 .“ 同 步 "一 词 是 多 义 的 . 
这 里 ,同步 意味 着 " 齐 步 走 ,系统 中 的 进程 步调 一 致 地 进行 计算 和 通信 . ЇЇ" 
+ 并 不 是 讲 进程 之 间 没 有 关系 ,只 是 强调 进程 之 间 的 通信 在 时 间 上 事先 不 可 知 . 
下 面 给 出 几 个 常见 的 模型 ， 


211 间 步 网 络 系 统 模型 


这 是 关于 分 布 式 系统 最 简单 的 一 个 模型 .系统 被 看 成 外 一 个 进程 的 网 络 ,两 个 
进程 在 网 络 中 相 邻 ,表示 它们 的 通信 可 以 直接 发 生 . 在 操作 方式 上 ,所 有 进程 都 按 
一 种 统一 的 步 进 方 式 向 前 推进 .一 个 同步 网 络 系统 在 结构 上 可 以 形式 化 地 表示 为 
一 个 有 向 图 G = СИ, Е) ,节点 集 了 由 被 称 为 进程 的 计算 元 祭 组 成 , 边 集 E 连接 这 
ЈЕВ АТЕНЕ, GATERA S: 
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nin = | FLARA 6 中 的 节点 总 数 ; 
out-nbrs; :进程 i 的 出 向 邻居 ,有 妈 从 让 到 out-nbrs; 的 每 个 节点 均 有 一 -条 有 上 周 


in-nbrs, :进程 ;的 人 向 邻居 , 即 从 in-nbrs; 的 每 一 个 节点 到 i 均 有 一 条 有 向 边 ; 

nbrs, : 当 G 为 无 向 图 时 ,nbrs; 用 来 表示 进程 i 的 邻居 ; 

istanceti, 门 :从 进程 i 到 进程 j 的 量 短 有 向 路 径 的 长 度 .如果 不 存在 这 样 一 条 
路 径 , 则 distancei j) = œ; 

Фіат: Ё С 的 直径 , 即 最 大 的 distance +, p 值 (对 图 中 所 有 的 (i, 站 对 而 言 ); 

睹 :进程 之 间 交 换 的 消息 所 组 成 的 集合 ,null 表示 空 消息 . 

对 局 中 每 个 节点 i € FF, 对 应 的 是 含有 如 下 工分 的 进程 ;: 

states. :状态 集合 ,十 一定 是 有 穷 集 合 ; 

start; :起 始 状态 或 初始 状态 ,是 states, 的 非 空 子 集 ; 

msg; : 消息 产生 函数 ,将 states, x out-nbrs, ВЕЗА UJ indl}. 其 作用 是 为 进程 i 
的 每 一 个 状态 产生 一 个 节点 发 给 每 个 出 向 邻居 的 消息 {如果 有 的 话 ); 

trans; : 状态 转移 函数 ,将 states; 和 由 于 UJ inal! 的 元 素 组 成 的 向 量 { LI in-abrs, 
为 索引 ) MATE states;. 其 作用 是 说 明 每 个 状态 在 收 到 从 人 问 邻 居 来 的 消息 时 将 转 
移 到 什么 新 状态 . 

和 G 中 的 每 条 边 相 对 应 的 是 一 条 通道 (channel) ,或 称 为 链 路 (link) , 它 可 看 作 
是 一 个 用 于 存放 НЕ АРТ 2018 РЕВЕ 6 15 ЕТЕЛ — ЯНВ. 

МРТАВ, ТВ ЖЕРШЕ РЕ ЕА К, ВТВ ЖБ. ЖИЙ 
47/6 ВАЕ аа Нфт РЭБ АЕРА ЈАРЕ IL S 
《例如 ,唯一 的 状态 转移 是 自 环 ,并且 不 能 产生 任何 新 消息 的 状态 ): 

步 1 将 消息 产生 函数 应 用 在 当前 状态 上 ,产生 将 要 送 往 所 有 出 向 分居 的 消 
息 ,并 特 这 些 消息 置 入 相应 的 通道 中 ， 

步 2 将 状态 转移 沙 数 应 用 在 当前 状态 和 接收 到 的 消 以 上 ,获得 新 状态 .将 所 
有 的 消息 从 相应 的 通道 中 取出 . 

上 述 两 个 步 又 合 起 来 称 伐 模 副 执行 的 一 轮 (round) .注意 ,对 msg 和 trans 的 复杂 
性 没 敌 企 何 限制 ,不 同 的 进程 当然 可 能 有 不 同 的 消息 产生 隔 数 和 不 同 的 状态 转移 
函数 .所 谓 “ 同 步 " 址 现在 所 有 的 进程 一 起 按 上 述 的 轮 次 向 前 推进 . 

为 刻画 进程 的 MO, 可 将 进程 的 起 始 状态 看 成 是 由 某 些 变量 的 集合 所 决定 的 
(变量 取 值 的 不 同 组 合 对 应 不 同 的 状态 ) ,这 个 集 人 台中 含有 -- 些 和 输 大 对 应 的 变量 
由 于 进程 可 能 用 个 办 人 ,在 定义 中 允许 束 个 起 始 状 态 是 有 意义 的 .也 就 是 说 ,这 
样 就 可 以 用 进程 的 起 始 状态 来 表达 输 人 .输出 用 指定 的 输出 变量 表示 ,输出 变量 只 
记录 第 一 次 对 它 进行 写 操作 的 值 ( 即 它 是 一 次 写 变量 }, 但 是 吕 以 读 密 次 ， 

系统 的 状态 赋值 (state assignment) 是 指 为 给 系统 中 的 每 个 进程 赋 于 一 个 状态 
值 ,消息 赋值 (message assignment) 是 指 为 每 个 通道 赋予 一 个 消息 {包括 ml). RR 
的 一 个 执行 (execution) 定义 为 一 个 无 穷 序列 : 

бе, М,. Mia С, ‚Му, №, Ga... 
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其 中 C 是 状态 赋值 ,代表 r 轮 后 系统 的 状态 ,C 常常 被 称 做 时 间 r 时 的 状态 赋值 ， 
M N, 是 消息 赋值 ,分别 代 表 т 轮 时 系统 发 送 和 接收 的 消息 . 如果 进程 i 在 两 个 系 
统 执行 Me 中 有 相同 的 状态 序列 ,相同 的 出 向 消息 序列 和 大 向 消息 序列 , 则 称 < 
和 a 对 进程 i 而 言 不 可 区 分 (indistinguishable). 

进一步 地 ,如 果 进 程 1 在 a 和 a’ 中 直到 r 轮 都 有 相同 的 状态 序列 ,相同 的 出 向 消 
息 序 列 和 人 向 消息 序列 , 则 称 z 和 ea 对 进程 ;而 言 经 过 r 轮 无 区 别 . 无 区 别 的 定义 可 
以 扩展 到 两 个 不 同 同步 系统 的 比较 ， 

有 时 ,不 同 的 进程 执行 开始 的 时 间 不 同 .为 了 表示 同步 系统 中 进程 可 能 在 不 同 
的 轮 次 中 开始 乓 行 ,下 在 网 络 图 中 引 和 一 个 特殊 的 节点 环境 节点 (environment 
Node) .环境 进程 的 任务 是 向 所 有 其 它 节 点 发 送 特殊 的 唤 旧 消息 (wakeup) . 每 个 其 
它 节点 的 开始 状态 为 休眠 状态 , 即 它 只 能 在 收 到 环境 进 税 发 来 的 唤醒 消息 或 者 从 
其 它 进程 收 到 非 空 消息 的 情况 下 , 才 可 以 转 称 到 其 它 不 出 状 态 . 

在 此 模型 中 ,考虑 两 种 类 型 的 失败 ;进程 失 由 (process failure) 和 链 路 失败 (link 
failure) .进程 失败 又 分 两 种 情况 :停止 失败 (stopping failure} 进程 在 执行 的 过 程 
中 失败 ,这 可 以 在 执行 步 双 1 或 步骤 2 的 革 些 实例 之 前 或 之 后 ,或 者 在 执行 步骤 1 
的 过 程 中 (这 时 只 有 -部 分 消息 被 置 人 通道 中 ) ;拜占庭 失败 (Byzantine failure) 一 一 
进程 可 产生 任何 消息 及 可 进行 任何 状态 转移 ,而 不 一 定 避 守 消 息 产 生 函 数 和 状态 
转移 函数 规定 的 规则 . 链 政 失败 由 链 路 丢失 消息 引起 .进程 试图 在 步骤 1 中 向 通道 
中 放置 消息 ,但 是 出 错 的 链 踏 并 不 记录 消息 . 

上 述 定义 的 同步 网 络 模 型 是 确定 性 的 (deterministic) ,因为 消息 产生 函数 和 状 
态 转移 本 数 都 是 单 值 函 数 .如果 给 定 一 组 起 始 状态 ,计算 便 会 以 唯一 的 方式 展开 . 
但 是 ,有 时 人 允许 进程 以 某 种 概率 分 布 进行 随机 选择 是 有 用 的 .因为 基本 的 同步 系统 
模型 不 允许 随机 性 ,在 消息 产生 函数 和 状态 转移 函数 之 外 增加 一 个 新 的 随机 函数 ， 
以 代表 随机 选择 .对 于 每 一 个 节点 i, 增 加 一 个 元 素 and, 对 于 每 个 状态 з, rand,(s) 
是 在 states; 子 集 上 的 概率 分 布 .在 执行 的 每 一 轮 , 随 机 了 晴 数 тапа, 首先 用 来 选择 新 状 
Ах. АЛ msg, 和 trans; 函数 青 像 通常 那样 在 新 状态 上 应 用 .这样 , 系 统 的 一 个 执行 全 
表示 为 这 样 一 个 无 穷 序 列 : 

Cis Di „Му, N. 3 Ci D, Ma, Na, Cs, D, M, Nyo G p 
其 中 c, Жїр, ERER, M, MN, 是 消息 赋值 D, 表示 7 轮 随机 选择 后 新 的 进程 状 
态 . 随 机 系统 的 计算 结果 往往 是 用 概率 分 布 来 表示 的 ,这 种 概率 性 结果 应 该 在 所 有 
输 和 人 所 有 系统 失败 模式 下 都 成 立 , 为 了 表示 输 人 和 失败 模式 ,通常 使 用 一 个 虚拟 
的 实体 MF адуегзагу) 来 控制 输 人 的 选 掺 和 朱 败 的 发 生 .概率 性 的 结果 保证 
系统 在 任何 允许 的 融 手 存在 的 情况 下 都 能够 正常 运行 . 

对 于 一 个 符合 同步 网 络 模 型 的 同步 分 布 式 算法 ,常常 考虑 两 种 算法 复杂 度 : 时 
间 复 杂 放 和 通信 复杂 度 . 时 间 复 杂 度 用 得 到 所 有 输出 或 使 所 有 进程 停止 需要 的 轮 
数 来 度量 .如果 系 统 允 许可 变 的 起 始 时 间 ,时 间 复 杂 度 从 唤醒 消 息 第 一 次 出 现时 算 
起 .通信 息 杂 度 用 发 送 的 所 有 非 宅 消 息 数 来 度量 .有 时 也 . 兽 虚 消息 中 前 位 数 .对 所 
有 分 布 式 算法 (不 仅 是 同步 网 络 ) 而 言 ,时 间 复 杂 性 在 实践 中 比 通 信人 复 杂 性 更 重 
要 . 当 网 络 通 信 量 足够 大 ,造成 了 系统 阻塞 ,降低 了 处 理 速度 时 ,通信 复杂 性 就 显得 
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重要 起 来 .但 男 一 方面 ,网 络 带 宽 是 由 多 个 算法 共享 的 ,如 由 一 个 算法 产生 的 消息 
造成 了 网络 的 所 塞 , 其 它 算 法 的 执行 也 都 会 受到 影响 .要 其 化 这 种 相互 和 的 影响 是 和 祖 
困难 的 ,于 是 大 们 通常 做 简单 处 理 : 尽 量 减 小 算法 本 身 的 通信 复杂 度 ， 


2.1.2 LO 自动 机 模型 


从 这 里 开始 ,下 面 两 个 模 斑 是 有 关 蜡 步 系统 的 .如 辐 癌 步 模 型 , 异 砂 模型 的 描 
述 本 身 通 党 也 是 址 困难 的 .费解 之 处 主要 发 生 在 讨论 所 谓 活 茎 (lveness) 条 忻 时 ， 
即 考虑 如 和 何 能 保证 系统 的 各 个 部 分 都 能 不 断 得 到 运行 的 机 会. 然而 ,和 局 步 模型 相 
比 , 由 于 在 事件 次 序 上 的 不 确定 性 ,异步 模型 编程 较 困难 . 不 过 ,由 于 异步 模型 对 时 
序 的 假设 要 低 于 典型 分 布 式 系统 实际 能 保证 的 ,针对 异步 槛 型 设计 的 算法 通常 具 
有 一 般 性 和 可 移植 性 一 一 它们 在 有 任何 时 施行 为 的 网 络 中 都 能 正确 运行 ， 

输入 7” 输出 自动 机 (inputoutput automaton) ,后 面 简称 LD 自动 机 ,是 一 -个 针对 
异步 计算 的 形式 化 模型 . 它 是 构成 其 它 异 步 模型 的 -- 种 基础 . 

这 个 模型 具有 很 强 的 通用 性 ,几乎 可 以 用 来 描述 任何 异步 并 发 系统 ,包括 后 面 
将 要 介绍 的 异步 共享 存储 系统 .就 它 自己 而 言 ,ZO 自动 机 模型 不 含 什么 结构 信 
息 ,这 使 得 它 可 以 被 用 来 作为 许多 不 同类 型 分 布 式 系统 模型 的 基础 .这 个 模型 提供 
了 一 种 精确 的 方式 来 描述 和 推理 系统 中 相互 作用 并 以 任意 相对 速度 运行 的 部 件 
(例如 ,进程 或 通信 通道 ) 的 行为 ， 

从 LO 自动 机 的 定义 和 它 的 执行 机 制 开始 , 然后 定义 一 种 合成 操作 
(composition operation) ,通过 会 成 ,名 个 LO 自动 机 能 够 组 合 形 成 一 个 更 太 的 自动 机 
来 表示 一 个 并 发 系统 ,以 下 将 展示 这 种 合成 操作 所 具有 的 --- 些 漆 亮 性 质 , 类 后 介绍 
公平 性 (faimess) 的 概念 , 它 追 求 在 一 个 系统 中 的 所 有 部 件 应 该 得 到 “公平 的 ”机 会 
来 间 前 推进 。 

LO 自动 机 可 以 作为 分 布 式 系统 部 件 的 一 种 模型 ,这 些 部 件 能 和 系统 中 其 它 
章 部 忻 相 互 作用 ;同时 它 也 能 作为 整个 系统 的 模型 (如 后 面 将 看 到 的 异步 共 侠 存储 
系统 ).LO 自动 机 是 一 种 简单 的 状态 机 , 其 中 状态 的 转移 和 有 具名 的 动作 (named 
action) 相 联 .动作 被 分 类 为 输入 ,输出 或 内 部 的 . 输 人 和 输出 用 于 和 自动 机 的 环境 
交流 ,内 部 动作 只 为 自动 机 自己 可 见 . 假 定 输 人 动作 不 受 自 动机 的 控制 一 一 它们 
只 是 从 外 部 到 来 ,而 自动 机 自己 来 决定 完成 什么 输出 和 内 部 动作 . 

VO 自动 机 的 一 个 典型 例子 是 异步 分 布 式 系统 中 的 … 个 进程 . 一 个 典型 进程 
自动 机 的 接口 和 它 的 环境 如 图 2-1 所 示 . 

如 图 2-1(a) ,自动 机 Р, 画 成 一 个 贺 圈 ,入 向 篆 涉 由 输入 动作 标识 ,出 向 第 头 由 
输出 动作 标识 ,内 部 动作 不 画册 来 .所 画 的 自动 机 从 外 界 接收 形 如 init(v); 的 输入 ， 
CERRAH > 的 接收 , 它 送出 形 如 decidev( v), 的 输出 ,表示 基于 v 的 一 个 判断 . 
为 了 达到 一 -个 判断 ,进程 P. 可 能 需要 通过 一 个 消息 系统 和 此 它 进程 通信 . 它 对 消 
息 系 统 的 接口 由 形 如 send( ле): 的 输出 和 形 如 receivet m), ; 的 输入 动作 标识 { 注 
意 下 标 次 序 ) ,分别 表示 进程 P 送 一 个 内 容 为 m 的 消息 给 进 各 PP, 进程 Р, УЛКЕЙЕ Р, 
接收 一 -个 内 容 为 m 的 消息 . 当 自 动机 做 任何 上 述 指 定 动作 时 (或 任何 内 部 动作 )， 
它 也 可 能 改变 自己 的 状态 ， 
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init ( г), 


k с ушт ч): 


(а) 进程 70 自动 机 (b) 201 170 自动 机 
图 2-1 
典型 LO 自动 机 的 男 一 个 例 于 是 FIFO 消息 通道 .图 2.1(b) 世 男 出 了 一 个 典型 
的 通道 LO 自动 机 . 它 的 输入 动作 形 如 send( m>,, ,输出 动作 形 如 receive( т}, ;. Œ 
意 , 通 道 的 send 套 味 着 它 接 收 革 个 进程 的 发 送 .这 种 标注 方式 适 于 自动 机 的 合成 操 
fE .通常 ,用 Lo 自动 机 描述 一 个 分 布 式 系统 时 ,人们 将 一 组 进程 自动 机 和 一 组 通 
道 自动 机 人 台 成 起 来 ,让 一 全 自动 机 的 输出 和 另 一 个 自动 机 同名 的 输 和 人 匹配. 这样 ， 
ЖЕЕ Р, PERRI send;,; 输 出 和 通道 C. ;的 输入 send,,; 连接 起 来 .在 这 里 ,异步 性 体现 
在 各 种 动作 -次 县 履 一 个 ,但 其 次 序 是 不 可 预知 的 . 这 和 撞 步 系统 不 同 ,在 那里 所 
有 进程 依照 计算 过 程 的 轮 次 ,同时 发 送 消息 ,然后 同时 接收 消息 . 
形式 上 讲 ,L0 自动 机 首先 要 说 明 的 是 其 特征 要 案 (signature), 它 是 其 输入 、 输 
出 和 内 部 动作 的 一 种 描述 ,假设 存在 那么 一 个 动作 的 总 体 集 合 , 特 征 要 素 5 是 一 个 
合 三 个 不 相交 动作 集合 的 三 元 组 :输入 动作 imt 5), 输 出 动作 outt 5), 以 及 内 部 动作 
ип 5) .定义 外 部 动作 ext( S) 57 in S U oui 5S); 由 本 地 控制 的 动作 local( 5) 为 
out( S) U imti S);acts( S) 为 所 有 动作 , 外 部 特征 要 素 extsigt5) 定义 为 {in(5)， 
out( 5) ,2 和 .人 们 经 常 称 外 部 特征 要 素 为 外 部 接口 .有 了 这 些 术语 的 准备 ,LO 自动 
Юн УШТ. 
LO 自动 机 4, 有 时 也 葡 单 地 称 为 自动 机 ,由 五 个 部 分 构成 : 
е sig(4) 一 个 特征 要 素 . 
е states(4) -~ 个 状态 集 , 不 一 定 有 限 ， 
= stail A) states( A) 的 一 个 非 室 子 集 , 称 为 起 始 状 态 或 初始 状态 . 
e trans(4) 状态 转移 关系 ,trans(A) aB F siars A) x acta(sig( A)) x 
states( А) 之 中 .具有 性 质 : 对 每 一 状态 s 和 输入 动作 ,都 有 -个 转移 (Cy ,r,s ) 属于 


transl А). 


etasks(4) 任务 划分 ,local(sig(4)) 上 的 一 个 等 信 尖 系 ,最 多 有 可 数 个 等 


sendi т); receivel m); ; 


IS. 
用 acts А) 来 简单 表示 actstsig( A)) Æ infa), $ $. В УИЛЛ НЕ А. 
即 int A) = О, ДРУ 4 是 封闭 的 . 
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这 个 定义 看 起 来 和 同步 网 络 模型 中 的 进程 相似 . 然 向 ,特征 要 素 允 许 更 一 般 的 
动作 ,而 不 只 是 如 间 同 步 情 形 的 消息 的 发 送 和 接收 .如 同 冉 步 网 络 模型 中 的 进程 状 
态 集 合 一 样 ,这 里 的 状态 集 世 不 一 定 是 有 限 的 .这 种 一 般 性 是 重要 的 ,因为 它 使 我 
们 能 够 为 有 无 界 数据 结构 的 系统 建立 模型 ,例如 计数 器 和 丘 限 长 队列 .也 和 同步 模 
型 一 样 ,允许 才 个 起 始 状态 ,这 样 就 能 将 某 些 输 人 信息 包含 在 起 始 状态 中 

称 trans( 4}) 的 一 个 元 素 (s ,x,s') 为 4 的 一 个 转移 或 入 执行 的 一 步 ,取决 于 x 是 
输入 动作 还 是 输出 动作 ,转移 (s ,r,s') 被 相应 地 称 为 输入 转移 或 输出 转移 .和 同步 
模型 不 同 ,转移 不 一 定 非 得 和 消息 的 接收 联系 在 一 起 , 它 丰 可 以 和 任意 动作 相 联 . 

如 时 对 于 一 个 特别 的 状态 和 动作 ,4 有 革 个 形 如 fs ,ms 的 转移 , 则 称 在 
s 上 有 效 { 妇 x 可 以 引起 自动 机 从 | 状态 转移 到 另 一 个 状态 ) .由 于 定义 中 特别 要 求 
每 个 输 人 动作 都 要 在 每 个 状态 上 有 效 , 自动 机 也 就 说 成 是 输 人 见效 的 (input 
enabled) .输入 见效 番 设 意味 着 自动 机 不 能 阻塞 输入 动作 的 发 生 , 妈 当 消 息 到 来 时 ， 
一 个 进程 必 席 要 有 准备 对 付 任何 消息 的 值 .如果 状态 s 兵 吓 当 输 人 动作 发 生 时 才 
发 生 转 移 , 则 说 状态 ; 是 体 眠 的 ， 

输 人 见效 性质 有 两 个 好 处 .首先 ,在 开发 系统 部 件 中 ， -个 严重 的 错误 来 源 是 
不 能 指明 在 面 对 意 外 输入 时 部 件 司 什么 事情 .用 一 个 要 发 :5 虚 任 意 输入 的 模型 ,对 
消除 这 种 错误 有 帮助 ,第 二 , 输 人 见效 要 求 使 本 模型 的 基本 埋 褒 能 够 很 好 地 成 为 一 
体 ; 有 些 重要 的 定理 只 是 在 这 个 性 质 下 才能 成 立 . 

LO 自动 机 定义 的 第 五 个 成 分 ,任务 划分 tastag4) ,可 有 百 作 是 自动 机 内 ”任务 ” 
或 者 "控制 线索 ”的 抽象 描述 .这 个 划分 用 来 定义 自动 机 执行 的 公平 性 条 忻 . 这 种 
条 件 使 得 自动 机 在 它 的 执行 期 间 给 与 它 徇 任务 以 公平 的 机 会 向 前 推 进 .对 于 那些 
从 事 多 项 工作 的 系统 部 件 , 这 是 有 用 的 .例如 , 某 个 进程 :片面 参与 一 个 正在 进行 
的 算法 ,同时 周期 件 地 向 环境 报告 状态 信息 , 另 -一 方面 , 当 多 个 自动 机 合成 起 来 成 
为 一 个 较 天 的 自动 机 ,以 表示 某 个 完整 系统 时 ,这 也 基 有 用 的 ,任务 划分 此 时 用 来 
说 明说 合成 的 自动 机 都 继续 在 侣 成 的 系统 中 推进 .任务 划分 的 另 一 个 用 途 是 为 异 
步 共享 存储 算法 建立 模型 .通常 一 个 任务 划分 类 被 简单 地 称 为 任务 .如 果 任 务 С 
某 个 动作 在 ;上 见效 ,有 时 也 称 任务 CERS.: 上 见效 . 

下 面 给 出 两 个 简单 LO 自动 机 的 例子 .在 关于 LO0 自动 机 的 太 儿 数 描 述 中 , 转 
称 关 系 的 措 述 表现 汐 -- 种 “先决 条 恬 - 浆 果 "” (precondition-elfeet) 的 风格 .这 种 克 格 
将 所 有 涉及 每 个 特别 类 型 的 动作 的 转移 组 织 在 一 个 代码 块 中 ,通过 前 置 状 态 ;上 
的 一 个 谓词 ,来 说 明 动 作 多 许 发 生 的 荣 首 .然后 它 描述 由 :于 动作 发 生 所 产生 的 变 
化 .这 个 描述 形 如 一 个 简单 的 程序 ,应 用 于 s MERS .作为 单个 转移 , 整 块 代码 不 
可 分 地 得 到 执行 .因为 涉及 每 个 动作 的 转移 通常 只 涉及 - -小 部 分 状态 ,将 转移 按照 
它们 的 动作 组 织 在 一 起 有 利于 产生 简明 的 代码 

写成 “先决 条 件 - 效 果 ” 风格 的 程序 一 般 只 用 到 很 简单 的 控制 结构 . 这 便于 从 
EFA ro 自动 机 的 转换 ,也 使 得 关于 自动 机 的 形式 化 推理 比较 容易 . 

#1 通道 10 自动 机 ， 

作为 LO 自动 机 的 一 个 例子 ,考虑 一 个 表示 通信 的 通道 自动 机 Cy M A- 
国定 的 消息 字符 集 , 首先 给 出 特征 要 素 sig( 6;,;) .下 面 将 用 如 下 惯例 :如 果 不 提 到 
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特征 要 亲 的 某 个 组 成 部 分 (通常 ,内 部 动作 ) ,那么 相应 的 动作 集 就 是 空 . 


FERR: 
输入 : 输出 : 
send( т), pm C М, receive( т), „т € М. 


和 同步 系统 的 情形 一 样 ,描述 状态 states( C, ,) 和 起 始 状 态 stant С, ,) 景 方便 的 方式 
是 力 一 个 状态 变量 表 和 它们 的 初 值 . 


状态 : 
queue, 一 个 M 中 元 率 的 FIFO 队列 ,初始 为 空 . 
C 的 转移 由 下 面 的 代码 表达 : 
EH: 
sendí т), гесеіуе( т); ; 
效果 : 先决 条 件 : 
将 m 加 到 queue 里 m 是 quen 的 第 一 个 元 来 
效果 


移 走 queue Ч Е 
这 眉 代 码 应 该 是 自我 解释 得 很 清楚 的 :send 动作 允许 并 任何 时 候 发 生 ( 即 通道 


基 无 限 长 的 ), 且 有 将 消息 加 到 队列 末尾 的 效果 ,而 receive 动作 只 是 当 所 论 消 息 处 
于 队列 的 头 部 才能 发 生 ,效果 是 将 它 移 走 . 


任务 划分 taskat C; 站 ,将 所 有 receive 动作 收集 到 一 个 任务 中 , 即 接 收 消息 (对 


通道 来 说 是 向 外 投递 ) 的 工作 被 春 作 是 一 项 任务 . 


任务 : 

|тесеіуе(т), | m € M| 

例 2 进程 LO 自动 机 ， 

作为 IO 自动 机 的 第 二 个 例子 ,考虑 进程 自动 机 P, .这 个 自动 机 有 如 下 上 所 述 的 


外 部 接口 .这 里 ** 荐 一 个 固定 的 值 的 集合 ,nl 是 一 个 特殊 的 不 在 W 中 的 值 ,f 是 一 


Е: Р — V. 
FER: 
BA: 输出 : 
шц») o E V десіде(е),, > € V 


null. 


receivel r) pv € У, «јал, з í зею), ее V. = j= n,j* š 
状态 : 
val, 一 个 由 11.2, , пі 索引 的 向 量 , 其 中 的 元 京 属于 WU inal, HAHA 


HE.: 
inite); s € V receive( р); :. € V 
ЖЖ: ЖЖ; 
vall i}: = t val( j): = p 


send( +); о € V decide( р) „ә € V 
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先决 条 件 : 先决 条 件 : 
valti} = + ral j | = ¿= n 
ЖЖЖ. чаі = null 
none о = Fixa l), , valt n)) 
ЖЖ. 
none 


这 样 ,初始 动作 引起 Р, ЖЕ E ВАЗА ЖЛЕ val PJ {КЖ {У BL Ill receive 动作 
引起 它 读 充 另外 的 位 置 . 多 次 init 和 receive 动作 使 这 些 值 能 被 更 新 任意 多 次 P 被 
允许 在 任何 通道 上 发 送 它 自己 的 值 任意 多 次 .基于 在 它 的 向 量 上 的 部 行 结 果 , PP 
还 被 允许 做 任意 次 判断 . 

任务 划分 tasks( PER п {ЖЖ :所 有 send, jj 5 і. Г fE3 , PA decide 
动作 也 对 应 - -个 任务 .这 样 ,在 一 个 通道 上 的 发 送 被 看 作 是 -个 尾 务 ,报告 判断 也 
是 如 此 

任务 : 

for every 了 天 上 

fsend o); ; | 6 € V| 
|[decide( r); | $ E V| 
现在 描述 LO 自动 机 А 的 执行 机 制 .4 的 一 个 执行 片段 (execulion fragment) 或 


m, š, ВН А BREMA ELEGA, AA k > О, EIPHIT Sk, Akats 5441) 
是 À BJ- 86838 TE, St Bp ЭА, ШЕ АЕК АА АЕ. HAEE 
开头 的 执行 片段 称 为 一 次 执行 .用 exeef4) ERE А ФАА А 的 -个 状态 
称 为 是 可 达 的 (reachable) ,如 果 它 是 4 的 革 个 有 限 执行 的 终止 状态 . 

如 果 a 是 4 的 一 个 有 限 执行 片段 ,ae' 是 从 a 的 最 后 一 个 状态 开始 的 男 一 个 执行 
片段 ,那么 记 aa 为 它们 的 拼接 {除去 交界 处 因 重 复 多 出 的 那个 状态 ). 显然 ， 
аа 也 是 起 的 一 个 执行 片段 ， 

有 时 只 观察 一 个 LO 自动 机 的 外 部 行为 .这 祥 ,4 的 次 执行 a 的 轨迹 , 记 收 
tracefa) ,是 c 的 包含 外 部 动作 的 子 序列 , 如果 是 4 的 某 个 块 行 的 轨迹 , 则 称 8 是 
А 的 一 个 轨迹 .4 RETA PURDI traces A). 

Жїз 执行 . 

F 面 是 例子 1 所 措 述 的 自动 机 С, , 的 3 个 执行 (假定 消息 字符 集 М 等 于 集合 
i1,2 站 ,其 中 状态 由 将 队列 中 的 字符 序列 训 在 方 插 强 中 来 表示 (a 表示 空 序列 ). 

[4],send(1);,;, [1], receive( 1); [A ],send(2); ,,[2],eeceive(2); [A] 

[a ],send(1); j, [! 1, гесеіме( 1); [A ],send(2); , [21 

ГА 1,send(1), j, [1] вепат), p [11], send}; [111], 
注意 ,后 面 两 个 执行 尽管 含有 发 送 了 但 不 会 被 收 到 的 消息 ,这 种 情况 是 允许 的 .这 
主因 为 到 目前 为 止 对 执行 设 有 任何 限制 ,没有 规定 见效 的 动作 必须 出 现 . 

如 上 所 定义 的 LO 自动 机 可 以 用 来 对 应 分 布 式 系 统 的 释 基 本 组 成 部 分 , 为 了 
建立 -个 复杂 分 布 式 系统 的 模型 ,有 可 能 需要 将 多 个 这 样 的 自动 机 连接 起 来 .这 通 
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过 所 谓 LA0 自动 机 的 合成 操作 {composition) 来 实现 .合成 操作 的 基本 思路 是 将 代表 
不 同 部 件 的 自动 机 中 相同 名 字 的 动作 等 同 起 来 , 当 和 任何 部 件 自 动机 完成 涉 皮 动作 
fr 的 一 步 , 所 有 在 其 特征 要 素 中 有 的 部 件 自动 机 也 都 完成 一 步 ， 

我 们 给 参与 人 台 成 的 自动 机 强加 某 些 限 制 .首先 ,由 于 白 动 机 А 的 内 部 动作 意 在 
不 被 任何 其 它 自动 机 8 观察 到 ,和 如果 4 的 内 部 动作 和 上 8 的 动作 有 相交 , 则 不 允许 4 
和 BB 合成 (否则 ,4 进行 一 个 内 部 动作 要 引起 8 推进 ). 再 省 ,为 了 重合 成 操作 可 能 
满足 一 些 好 的 性 质 , 建 立 一 个 惯例 ;最 多 一 个 部 件 自动 机 "控制 ”任何 纵 定 动作 的 
进行 . 这样, 如果 А 和 如 的 输出 动作 交集 不 为 空 , 则 不 允许 А ЖИВ 的 合成 .第 三 ,不 
排除 合成 无 穷 但 可 数 个 自动 机 的 可 能 性 ,但 要 求 在 这 种 情况 下 每 个 动作 必须 只 是 
有 限 个 自动 机 的 动作 . 

为 什么 我 们 不 简单 地 排除 合成 无 限 多 个 自动 机 的 可 能 性 ?说 到 底 , 实 际 的 计算 
直系 统 兵 是 由 有 撒 多 个 部 件 ( 计 算 机 , 消息 通道 等 ) 构成 的 ,这 里 的 理由 是 ;LO 自 
动机 可 以 用 来 既 为 物理 系统 建立 模型 ,也 为 逻辑 系统 建立 模型 КОЈ # bt nT 
能 由 大 量 的 逻辑 部 件 构成 ,但 却 在 一 个 只 有 较 少 部 件 的 物理 系统 上 实现 .事实 上 ， 
其 些 还 辑 系统 多 许 部 件 在 执行 期 间 动态 创建 (例如 ,数据 库 系 统 能 允许 系统 往 执 行 
寺 多 | 建新 的 交易 实例 ). 用 WO 自动 机 为 部 件 的 动态 创建 建立 模型 的 方式 是 想像 所 
有 可 能 被 创建 的 部 件 实际 上 从 一 开始 就 存在 ,但 需 特别 的 噶 醒 动作 ,在 它们 妫 定 被 
创建 时 吹 醒 .用 这 种 建 模 的 技巧 ,普通 合成 操作 就 足以 来 描述 动态 创建 的 部 件 和 条 
统 中 其 它 部 分 的 交互 方式 .但 这 就 有 必要 允许 无 穷 砂 部 件 的 组 合 . 

形式 化 地 讲 ,一 个 特征 要 束 的 可 数 集 合 151.e ; 称 为 相 容 的 , 如果 对 所 有 i\j C 
d,i æ j, FERS: 

1° int S.) П acts S.) = (2); 

2° out( S;) П out $) = j; 

3 没有 动作 包含 在 无 限 包 个 集合 acts S.) F. 

称 一 个 自动 机 集合 是 相 容 的 ,如果 其 中 自动 机 的 特征 要 素 是 相 容 的 . 

当 将 若干 自 动机 合成 起 来 时 ,那些 自动 机 称 为 全 成 的 部 件 ,部 件 的 输出 动作 残 
为 合成 的 输出 动作 ,部 件 的 内 部 动作 成 为 合成 的 内 部 动作 ,那些 基 某 些 部 人 忻 的 输入 
动作 但 不 是 任何 部 件 的 输出 动作 成 为 合成 的 输入 动作 .于 述 这 些 描述 的 形式 化 表 


示 为 :可 数 个 相 容 特征 要 素 1 5.i ;ej 的 合成 5 = Hs 具有 特征 要 素 
+ out( 5) = U ont s:) 
eint(S) = | Jim(s;) 


i&d 


Ф mS) = UJ iní 8;) 一 (J анс) 
ET 


1 
现在 可 以 定义 可 数 个 相 容 的 VO 自 动机 i141(ie г 的 合成 4 = 二 4 了- 它 是 如 下 
Т 
定义 的 自动 机 . | 
e sig(A) = П вел. 
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estatesf A) = | | states( 4i)， 
Е 4 

° star(4) = [| яанСА,), 
iE? 


© trans( А) 是 元 素 形 如 三 元 组 (sa ) 的 集 各 .其 中 对 所 有 iE r. ШЖ <€ 
асіз( A}, Mi s,m, s) Є transi 4;) ;否则 ç = £, 
e tasks(A) = |) inskst 4.). 


这 样 ,合成 自 动机 的 状态 和 起 始 状态 分 别 是 部 件 自动 机 状态 和 起 始 状态 的 问 量 .上 
述 合 成 的 转移 的 定义 讲 的 是 , 拷 有 含有 动作 «的 部 人 忻 自动 机 间 时 参与 合成 自动 机 
中 涉及 到 x 的 执行 步 ,而 其 它 部 件 自动 机 什么 也 不 做 ,合成 的 局 部 控制 动作 的 任务 
划分 由 部 件 任 务 划分 的 并 形成 , 即 每 个 部 件 自动 机 的 每 个 等 价 类 成 为 合成 的 一 个 
等 价 类 .这 意味 着 , 当 部 件 被 各 成 时 ,单个 部 件 的 任务 结构 般 保 持 .注意 ,由 于 目 动 
机 А; 基 输 入 见效 的 ,它们 的 合成 也 是 如 此 .综合 起 来 ,这 意味 着 合成 也 是 一 个 CO 
自动 机 

当 于 是 有 限 集 时 ,有 时 用 中 位 操作 符 “x "来 表示 合成 ,例如 ,如 果 了 上 = 11,2, 
nl, ARE А = Пл; жа x Аух ' x А. 


注意 ,如 此 一 个 部 件 的 输出 动作 x 还 是 男 -个 部 忻 的 输入 ,那么 它 被 归 类 为 合 
成 的 输出 动作 ,而 不 是 内 部 动作 .这 是 由 于 要 允许 用 x 作 进 一 步 通 信 的 可 能 性 . N 
ШИ, ӘН ДИЛ 4 有 输出 动作 r ,而 自动 机 8 和 CC 都 有 输入 动作 x ,这 样 ,x 在 合成 A 
x Bx C0 中 就 是 一 个 从 4 PIJ B ñi C 的 广播 动作 .希望 能 用 -种 模块 化 的 方式 来 考虑 
这 种 会 成 ,首先 构造 a x 8, 然 后 将 结果 与 C 合 咸 .按照 定义 合 咸 的 方式 , 4x Bx C 
和 {A x B) x C 实际 上 是 同 构 的 .但 如 果 xz EA x 8 中 被 分 类 为 内 部 的 ,那么 就 不 
能 有 这 种 模块 性 :合成 4 x B 蕉 至 不 能 和 CC 再 合成 ,这 是 因为 第 一 相 容 条 件 不 再 满 


Ҹа ПИ 
考虑 索引 集合 f= ;1,2,…,n|, 让 A EA? 
О 中 所 有 进程 自动 机 PGE Р НЯ 1 中 所 有 通道 
自动 机 C. (i EE 站 的 合成 .为 了 合成 它们 , 必 
须 假 定 通 道 自动 机 的 消息 字符 兹 M 包 售 进程 自 
1 动机 的 戎 集 Y. 图 2-2 示 意 了 当 m = 3 时 进程 自动 
°. 4 机 和 通道 自动 机 的 合成 . 合成 结果 是 代表 一 个 分 
布 式 系统 的 单个 自动 机 . 系统 的 状态 :每 个 进程 
一 -个 状态 ( 值 向 量 ), 加 上 每 个 通道 一 个 状态 { 消 


Од U В) .系统 的 每 个 转移 涉及 如 下 情况 之 一: 
(1) inite); А SHE, 283068 Р, val( i) WK 
< 一 个 值 ,valf iY. 
2-2 (2) send( е), /输出 动作 ,进程 P, ҤЙ val( i); 
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被 送 给 通道 C，，， 

(3) receive( v) ,输出 动作 ,通道 С, 的 第 个 消息 被 移 友 ,同时 放 到 进程 P, 

的 变节 хаг), P. 

(4) decide( ғ), 输出 动作 ,进程 Р, 通报 它 当 前 算得 的 值 . 

当 = 2, 设 是 整数 NN 是 加 操作 ,可 得 这 个 合成 的 -一 个 轨迹 如 下 ;: 
init(2)1, ini(1),, send(f2) 2. receivet 2), 5, зепб(1))|, 
receivet l)ag, imúu(d4),, ina0),, десійеќ 5}. decide(2),. 

在 从 这 个 轨迹 能 到 达 的 唯一 的 系统 状态 里 , P, 有 v 引 向 斌 (4,1)，P 有 val 向 基 (2， 
小 ,两 个 通道 都 为 空 , 当然, 这 个 合成 系统 的 执行 还 可 能 有 省 名 其 它 轨迹 . 

河 以 看 到 ,如 上 所 定义 的 LO 人 严密 的 形式 化 系统 ,因此 
有 可 能 异 出 -- 些 有 用 的 性 质 .例如 可 以 将 一 个 合成 的 执行 和 轨 放 与 其 部 件 自动 机 
的 执行 和 轨迹 联系 起 来 ， 下 面 就 是 这 样 的 3 个 结果 第 - .个 结果 讲台 成 的 一 个 执行 
或 轨迹 能 “投影 ” 产生 部 件 自动 机 的 执行 和 轨迹 . 给 定 4 的 一 个 执行 ,a = sm, 
и е 本 表示 从 中 删除 和 4 的 动作 无 关 的 元 .s. 并 用 (5,); ERRE Hs, Bi 
得 到 的 序列 ((5,); 即 为 状态 s, АУА, 部分). 另外 ,给 定 4 的 个 轨迹 以 更 一 般 地 ,是 
任何 一 个 动作 序 判 ), 广 1 А, ж лр H А, АЕН) TIFA. 

定理 1 1А, 1, 为 相 容 自 动机 的 -- 个 集合 , 且 4 = [а 

iÉ # 


1° 如果 a € execs( 4); 则 对 每 一 个 EE hal A Є ехесз(А,). 

2 Ж 6 Є iraces( 本 ), 则 对 每 一 个 iE I.A 1 А; Є traces(A,). 

另外 两 个 是 这 个 定理 的 道 定理 ,下 一 个 定理 讲 在 一 定 的 条 件 下 ,部 件 自 动机 的 
执行 能 够 “粘贴 起 来 ” 形成 全 成 的 一 个 执行 - 

定理 2 Plab iE 7 为 相 窜 自动 机 的 一 个 集合 ,日 4 = Па. 对 和 拇 一 个 i € 


1 ,如 果 a E A. 的 -个 执行 , 且 对 于 ext( A) 中 的 动作 序列 a, HBI А, = Irace{ ai)， 
出 存在 А Ата, Е B = trace(a) 且 对 于 每 -一 个 1 = a = a! A, 
最 后 -- 个 定理 讲 的 是 部 件 自动 机 的 轨迹 也 能 精 点 起 来 形成 合成 的 轨迹 . 


定理 3 Rjal E 7 为 相 容 自 动机 的 一 个 集合 .日 4 = ЈА. Ва 
ЗЕ Г 
ехҥ А) 中 的 一 个 动作 序列 . iW E XT ap i € BIA, Є traces A), EM 8 € 


tracesf A). 

这 个 定理 告诉 我 们 ,为 了 说 明 一 个 序列 是 某 个 系统 的 轨迹 ,只 要 说 明 它 在 每 单 
个 系统 部 件 上 的 投影 是 部 件 的 轨迹 就 够 了 . 

在 分 布 式 系 统 中 ,通常 只 对 那些 所 有 部 件 都 能 得 到 公 半 的 机 会 的 执行 感 兴趣 . 
这 里 ,定义 适用 于 CO 自动 机 的 一 种 公平 性 概念 . 

ШИИТ ,每 个 ID 自动 机 有 一 个 它 局 部 控制 动作 的 划分 ;其 中 的 每 个 等 价 类 
代表 自动 机 村 完成 的 某 个 任务 .这 里 的 公平 性 概念 着 在 要 求 每 个 任务 都 能 得 到 无 
穷 多 的 执行 机 会 . 

形式 化 地 讲 , 若 下 列 条 件 对 taska A) 中 的 每 个 类 C 成 立 , 则 称 IO 目 动机 4 的 
执行 片段 а 是 公平 的 . 
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1° # a 是 有 限 的 , 则 CC 不 在 a 的 终结 状态 上 有 有效 ， 

2° 车 a 是 无 穷 的 , 则 要么 包 浊 来 自 于 忆 的 无 窃 针 个 再 件 , 或 无 窃 名 个 СЕҢ 
上 无 效 的 状态 . 

这 里 ,用 事件 这 个 词 来 代表 某 个 动作 在 一 个 序列 中 的 出 现 . 

可 以 理解 这 个 定义 的 含义 即 蚌 要 每 个 尾 务 {等 价 类 }) 人 邦 得 到 无 穷 多 次 执行 的 
栅 会 .只 要 满足 这 个 条 件 ,要 么 “ 避 的 某 个 动作 得 到 执行 ,或 者 由 于 没有 动作 是 有 效 
的 ,因此 C 中 不 可 能 有 动作 会 得 到 执行 .对 于 有 限 执行 片段 的 情形 ,可 以 认为 在 -- 
个 会 平 执行 结束 时 , 自动 机 以 一 种 轮流 的 方式 不 断 给 与 每 个 任务 以 执行 机 会 ,但 由 
FRAJERA RGL LERA AN, TERTA SHERE. 

用 fairexees( A) 表示 А 的 公平 执行 的 集合 .如 果 月 是 4 的 某 个 公平 执行 的 轨迹 ， 
则 称 8 为 4 的 一 个 公平 轨迹 . 

以 例 3 中 的 三 个 执行 为 例 , 第 一 个 执行 是 公平 的 ,第 :个 是 不 公平 的 ,第 三 个 
也是 不 公平 的 ,这 是 因为 在 第 一 个 执行 中 没有 receive 动 作 在 它 的 终结 状态 上 有 效 ; 
第 二 个 为 一 有 限 执行 片段 ,receive 动作 在 其 终结 状态 上 是 大 效 的 ;第 三 个 为 无 穷 执 
行 片段 ,不 包 售 receive 事件 ,但 在 第 一 步 后 的 每 一 点 receive 都 是 有 效 的 . 


2.1.3 ЖЕЛИ 


如 前 面 所 提 到 过 的 ,同步 /异步 ”和 "共享 存储 /7 消息 传递 ”是 区 别 分 布 式 系 
统 模型 的 两 大 正 交 的 特性 .同样 ,在 开始 介绍 ГО 自动 机 模 郑 时 提 和 到 过 ,CO 自动 机 
是 摘 述 各 种 异步 系统 的 一 个 基础 性 模型 ,因此 ,本 节 的 目的 有 两 个 ,一 是 介绍 一 种 
异步 共享 存储 模型 ,二 是 介绍 IO 自动 机 的 一 个 应 用 , 换 人 句 话 说 ,我 们 要 讨论 的 是 
用 ID 自动 机 来 建立 一 个 异步 共享 存储 系统 模型 .特别 要 指出 的 是 ,建立 异步 共享 
存 赃 系统 的 模型 ,不 一 定 非得 用 OQ 自 动机 ;同样 是 用 LO 自动 机 ,模型 也 可 能 建立 
得 不 一 样 ,这 里 提供 的 只 是 一 个 实例 ， 

如 同 网 络 系 统一 样 , 共 屯 存 情 系统 也 是 由 一 组 
相互 通信 的 进程 构成 .但 此 时 进程 的 通信 通过 对 共 
享 挛 量 逝 作 来 实现 ,而 不 是 通过 通信 通道 发 送 和 接 
收 消 息 .一般 来 讲 , 异 其 共享 存 赃 系统 由 一 个 进程 的 
有 穷 集 人 台 构 成 ,它们 通过 一 个 有 穷 共 六 变量 集合 来 
相互 作用 .这些 变 量 进程 内 部 打 能 有 其 它 状态 变量 ， 
只 是 用 来 支持 系统 中 进程 的 通信 .另外 ,由 于 外 部 世 
界 应 该 能 和 共享 存储 系统 相互 作用 , 帮 还 仍 定 每 个 
进程 有 一 个 端口 (pont) ,通过 它 用 输 人 输出 动作 和 外 
部 扯 界 交流 .典型 的 情形 如 图 2-3 所 示 ({ 蜡 步 共 享 存 
储 系 统 示意 图 ) , 

Во 自动 机 建立 共享 存储 系统 的 模型 ,一 种 看 

图 2-3 起 来 很 自然 的 方法 是 让 每 个 进程 对 应 一 个 自动 机 ， 
让 每 个 共享 变量 也 对 应 一 个 自动 机 ,然后 再 考虑 某 
种 形式 的 合成 ,但 那 将 会 导致 某 些 复杂 的 情形 .这 里 的 做 法 是 直接 用 一 个 “大 "LO 
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自动 机 4 来 作为 整个 共享 存储 系统 的 模型 .这 里 的 任务 有 两 个 方面 ,一 昨 轩 对 这 个 
系统 给 出 LIAO 自动 机 定义 的 五 个 要 素 , 二 是 要 表达 出 系统 的 结构 信息 .对 于 后 者 ， 
这 里 的 做 法 是 通过 给 系统 的 事件 加 上 某 些 局 部 性 限制 求实 现 ， 

如 同 同 步 网 络 系统 ,用 1,2.…,# 来 标记 系统 中 的 进程 . 设 每 个 进程 上 5 有 一 个 相 
关 的 状态 集 states; ,其 中 某 些 被 认定 为 起 始 状 态 start; .还 设 每 个 共享 变量 x 有 一 个 
RERS values, ,其 中 某 些 被 认定 为 初 什 initial. .于 是 ,statest А) ЖЕЕ 5: E BU s 
个 状态 包含 states; 的 一 个 状态 (对 所 有 站 ,加 上 values, 的 一 个 值 ( 对 所 有 x) .相应 
地 ,start{ А) 的 每 个 状态 包 售 stan, 的 一 个 状态 {对 所 有 i), WE initial, 的 一 个 值 (对 
所 有 x}. 

让 acts( А) 的 每 个 动作 都 和 某 个 进程 联系 在 一 起 . 除 此 以 外 ,ink4+ 中 的 某 些 
内 部 动作 可 能 和 某 个 共享 变量 联系 起 来 . 利 进程 i 相 联 的 输入 和 输出 动作 被 用 来 
对 应 进程 i 和 外 部 己 界 的 相互 作用 , 称 它 科 发 生 在 端口 .进程 前 内 部 动作 如 果 利 
共享 变量 没什么 关系 , 则 用 来 参与 局 部 计算 ;车 和 共享 朗 其 x 有 关系 , 则 用 来 完成 
在 x 上 的 操作 ， 

为 了 刻画 系统 的 进程 和 共享 变量 形成 的 结构 ,给 转 佬 的 集合 transl A) 加 上 一 
些 局 部 性 限制 ,首先 考虑 一 个 和 进程 :相关 ,但 不 和 任何 变量 相关 的 动作 .那么 如 
前 所 述 ,< 用 来 做 局 部 计算 , 它 只 影响 进程 i 的 状态 .于 是 .r 的 转移 集合 就 能 够 从 元 
KEW ns O 的 革 个 集合 产生 ,其 中 s.s" Є atatesi. 产 生 的 方式 可 以 是 给 + 和 s 
附着 其 它 进程 状态 和 共享 变量 的 任意 组 合 . 

另 一 方面 ,考虑 一 个 既 和 进程 上 相关 ,也 和 某 个 变 和 时 x 相关 的 动作 x; 如 前 所 
述 ,进程 用 x 来 在 x* 上 施行 某 种 操作 .那么 只 是 i 的 状态 和 x 的 值 和 x 有 关 . 于 是 ， 
zx 的 转 称 集 合 就 能 够 从 元 秦 形 如 (fs ,5) ,x,(s' ,5')) 的 某 个 集合 产生 ,其 中 ;. Є 
states; 0, t € values ,产生 的 方式 可 以 有 是 给 。 和 ?附着 其 它 进 程 状态 和 其 它 共享 
变量 的 任意 给 合 .这 里 有 一 个 技术 网 节 : 奶 果 x 和 进程 i 与 变量 * 相关 ,是 和 理 产生 
效果 只 取决 于 进程 i 的 状态 .x 的 值 只 影响 所 产生 的 变化 .也 就 是 说 ,x 在 进程 i 处 
于 状态 s MER RE. 时 有 效 , 它 对 于 s 和 zx 的 另 一 取 值 wr 也 是 有 就 的 . 

任务 的 划分 tasks( А) ,必须 和 进程 结构 一 致 : 即 每 个 等 价 类 (任务 ) 应 该 只 包 售 
一 个 进程 的 局 部 控制 动作 . 下 面 看 一 个 例子 . 

例 5 共享 存储 系统 . 

ië V 为 一 个 值 的 集合 .考虑 含有 п 个 进程 和 一 个 共 . 字 变量 x 的 共享 存储 系统 
4. 进 程 用 1,2.…,n 编号 ,zx RAFY U lunknownl, Ж] 025 unknown, . $ AE 80 
іп), HP o € V, i 为 进程 标识 .输出 形 如 decide(z); .内 部 动作 形 如 accessi. 所 
有 带 有 下 标 : 的 动作 和 进程 ;i 相关 . 除 此 以 外 access 动作 和 变量 x ME. 

当 进 可 i 接收 到 -一 个 либ»), SW А, CWA *, 如 果 它 发 现 x = unknown, 它 就 将 
其 o 值 写 进 * 并 形成 上 的 一 个 判断 .如 果 * = o, € ,那么 它 就 不 同 每 任何 
东西 ,而 形成 在 w 上 的 一 个 判断 . 

这 里 ,每 个 集合 states, 由 局 部 变量 组 成 . 

slates of i; 

status € lidle, access, decide, done! ,初始 为 idle 
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три € V [J (unknown! ,初始 为 unknown 
output Є V LJ iunknown|l ,初始 为 unknown 
Transilions of 1: 


initf v), decide( у}, 
效果 : 先决 条 件 : 
input; = v stalus = devide 
if status = idle then nutput = v 
status: = access ЖЕ: 
status; = done 
access: 
先决 条 件 : 
status = асбевз 
ЖЖ: 
х = unknown then x: = input 
output: = x 


stalus; = decide 
每 个 进程 有 -个 任务 , 它 包含 其 所 有 access 和 decide 动作 
不 难看 到 ,在 4 的 每 一 个 公平 执行 中 ,任何 接收 了 一 个 init 输 入 的 进程 最 续 总 
会 做 decide 输出 .进而 ,每 个 执行 都 满足 所 谓 “ 同 -一 性质" , 即 没 有 两 个 进程 在 不 同 
的 秆 .上 作 判 断 , 还 有 “有 效 性 性 质 ”, 即 每 个 判断 的 值 都 是 某 个 进程 的 初 值 . 


2.1.4 ”部 分 同步 模型 


在 同步 模型 和 和 异步 模型 之 间 , 人 人们 还 研究 了 所 请 部 分 同步 机 型 [partial 
synchronous system) .在 部 分 同步 系统 中 ,每 个 元 素 有 .一 部 分 关于 时 间 的 信息 ,但 这 
些 信息 可 能 并 不 精确 .例如 ,一 个 部 分 同步 系统 中 的 进程 可 以 访问 淮 同步 的 时 钟 ， 
可 以 知 遵 所 有 进程 执行 步 长 时 间或 消息 递交 时 间 的 上 界 等 等 . 部 分 同步 系统 很 可 
能 比 完全 的 同步 系统 和 完全 的 蜡 步 系 统 更 接近 于 实际 系统 ,因为 实际 系统 往往 拥 
有 部 分 时 间 信 息 .但 基部 分 同步 系统 理论 不 像 同步 系统 和 畦 步 系统 那样 成 熟 和 完 
善 , 算 法 也 不 多 ,所 以 只 在 此 简单 介绍 商 个 比较 公认 的 部 分 辕 步 系统 的 模型 : MMT 
时 限 自 动机 (MMT Timed Automaton) 模型 和 通才 时 限 自 动机 (General Timed 
Automation, СТА) 模型 .其 中 ,MMT 是 GTA 的 -一 种 特 傅 ,可 以 映射 到 СТА. ММТ 是 该 
异型 := 个 创立 者 和 名字 的 头 -- 个 字母 ， 

1. MMT 时 限 自动 机 模型 

MMT 时 限 自动 机 模型 是 将 170 自动 机 中 的 公平 性 ,用 时 间 的 上 界 和 下 界 人 代替 
而 得 到 的 ,MMT 时限 自动 机 8 = (А,Б), A 是 一 个 只 有 有 限 多 个 任务 的 WO 自动 
机 ,是 4 的 界限 映像 fboundmap) .界限 映像 规定 所 有 任务 的 下 界 和 上 界 由 两 个 映 
像 (lIower 和 upper) 组 成 .对 每 个 任务 C 而 言 ,界限 映像 必须 满足 下 列 条 忻 ; 

Ü < lower( e) < œ, 0 < ипрре(с) = ©, lower( c) = upper( e). 

MMT 自动 机 B = (А,Ь) 的 时 限 执行 {timed execution) Я: 239—8 ЭНЕ Ж: 
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а = sam бр), 50. (m бр), CN) Se 
н ГОЛЕ: 
а = Зо» Ста, у, (m, n). (m 6) а 
其 中 ;; 是 LO 自动 机 4 的 状态 ,r А 的 动作 ,1 ЗЕТ ЗЕЕ (ЕЕ R 0). 
НЕ: золу, з ЕА Й ТАТ, а 中 的 连续 时 间 上 不正 小 并 且 满 足 界限 映像 上 规 
定 的 上 界 种 下 界 . 8 的 时 限 执 行 集合 表示 为 terca В). 如 果 一 个 状态 是 B 的 某 些 
时 限 执行 的 最 终 状 态 , 则 称 该 状态 可 达 {reachable) 

一 个 任务 的 初始 替 引 (inaitial index) r 定义 为 ; 

CES 状态 时 是 沿 活 的 ,并 县 下 述 条 件 之 一 成 立 : 

1° ғ = 0; 

2 СЕ з, ВАЕ; 

Fr, Є С. 

补 始 索引 表示 开始 度量 时 限 的 时 刻 . 

一 个 任务 C 被 称 为 满足 界限 瞎 像 ,如 果 C 的 所 有 初始 索引 满足 下 述 两 个 条 
件 : 

e° 上 界 ;如 果 存 在 > rst > f + upper( C), MUFE k > r.te < t, + 
upper C) ny € С CES ERMA. 

° FR: PEE k > r, < t, + lower( C) ФВ я, € С. 

如 果 一 个 时 限 执行 满足 下 述 条 件 , 则 称 其 为 可 接受 的 : 

ө 可 接受 性 :如 果 a 是 无 限 序 列 , 则 动作 的 时 间 趋 十 < ;如 果 а 是 有 限 序列 ， 
那么 在 a 的 最 终 状 态 激活 的 任务 CC, 有 upper( C) = о (UWR В AA ESR THE 
要 做 时 ,进程 不 会 停止 ). 

B 的 可 接受 时 眼 执 行 集合 表示 为 atexecs( В). 

上 界 和 下 界 帮 8 的 安全 性 质 (safety properties) ,可 接受 性 是 B 的 基本 活 肤 特性 
(liveness property). 

六 了 描述 MMT 和 动机 的 外 部 行为 , 引 人 时 限 软 迹 (Timed Traces). B 的 一 个 时 
та 的 时 限 轨 迹 是 包含 所 有 8B 的 外 部 动作 (每 个 动作 有 一 个 关联 时 间 ) 的 = 的 
子 序 列 ,表示 为 acele). B 的 可 接受 时 限 轨迹 是 B 的 串 接受 时 限 执行 的 时 限 胃 
迹 , 表 示 为 attrace{ В). 

MMT 自动 机 模型 可 用 来 摘 述 部 分 同步 系统 中 的 很 多 元 素 , 尤 其 适用 于 为 低层 
移 计 算 机 系统 建立 模型 ,但是 不 坟 适 用 于 描述 高 层 的 计算 机 系统 . 

2. ЖЮН ВИИ 

MMT ВАН ЕН F 3 RA y BJ RTB] dt-+ В, š РЕТИ Н ЫЛ 50 
则 把 时 间 限 制 与 自动 机 的 状态 及 状态 转移 直接 联系 起 来 ,这 种 方法 的 优点 是 便于 
使 用 基于 状态 证 明 方法 (如 不 变 世 言 法 和 模 所 关系 法 ) 证 明 时 上限 系统 的 正确 性 和 
ај Е. 

为 了 定义 СТА 模型 ,首先 区 别 几 类 动作 : 
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时 间 段 动作 (time-passage аспопь) (4), € Е" :表示 长 压 为 上 的 时 间 段 办 的 动 
Е; 


时 限 特 征 要 素 (timed signature)5: 是 一 个 由 输 人 动作 ints). $R 5 Е ous), 
内 部 动作 jntts) 和 时 间 眉 动作 等 四 组 不 同 的 动作 集合 组 成 的 四 元 组 .定义 ; 

° 可 见 动作 (visible actions) vis(s):vis(s) = in(s) U out(s), 

. ARE extemal actions) extis) = vis( +s) U Jolo leE Rtl. 

° 离散 动作 {diserete actions) dise( s): = vists) U intis), 

е 本 她 控制 动作 {locally controlled actions) locals): = out( +) LJ ints). 


е acsi S): S 的 所 有 动作 ， 
— СТА А 由 四 部 分 组 成 : 
* sig( 4 一 个 时 艰 特 征 要 素 ， 
Ф states( 4 一 组 状态 . 
° sanl 4) :一 个 起 始 状态 或 初始 状态 集 ,是 states( A) 的 非 空子 集 . 
ө Irana( 4): 一 个 状态 转移 关系 ,是 states( A) x actsfsigf A)) x states( А) 的 子 
Ж. 
ЕЁ: УТО 自动 机 和 ММТ 自动 机 不 同 ,GTA 没有 tasks( A) ЖЖ. РКИ 
一 样 ,actksigf A ABAN atsl AJ insig AiD 简写 为 intA4)， 
站 必须 满足 下 述 两 个 简单 的 公理 
ACRES VOJ, SO RCS, Vr), S") 在 trans(4) 中 , 则 (5, VE + r), S") 
亦 在 uans( A) 中 
А: Ш ( 5, Fir, S) Є trans( A), ЗЕН 0 < [4 < 1; 则 存在 一 个 状态 S*,(S, 
V(r),S”) ACS", Vr г), S) 都 在 trans(A) P. 
СТА À 的 一 个 时 限 执行 片段 (imed execution fragment) 定义 为 一 个 有 限 序列 : 
а = Spis р, Лу, РЗА 
或 者 一 个 无 限 序列 ; 
а = Spis Dp A Np Dp G 
其 中 5 是 4 的 状态 ,x E А RAHE AASE iE, РИБ #Е НН] [Н] E: sh 
ФЕ), Ста St 是 4 的 转移 ,以 一 个 起 始 状 态 开始 的 时 限 执行 片段 称 为 一 个 寺 
限 执行 . 
如 果 a ЕТЕТ ИТ А E, к, 是 a 中 的 任何 离散 动作 , 那 笃 称 =, 的 出 现时 间 
是 a 中 ,前 所 有 时 间 占 动作 的 时 间 杆 之 和 .如 果 о 中 所 有 时 间 眉 动作 的 时 间 之 和 
为 上 MP ¿ 为 可 接受 的 时 限 执 行 片段 ,A 的 所 有 可 接受 时 限 执行 的 集合 表示 为 
atexecal 4 ) .我 们 主要 考虑 可 接受 时 限 执行 ,偶尔 考虑 有 限 序 列 的 时 限 执行 .如 果 А 
中 的 一 个 状态 是 某 个 有 限时 限 执行 的 最 终 状 态 РРА Sy Е n ТЕГ). 
一 个 时 限 执行 片段 a 的 时 限 轨 迹 是 a 中 可 见 事件 的 序 询 (每 个 事件 带 有 它 的 
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出 现时 间 ). 4 的 可 接受 时 根 轨 迹 是 4 的 可 接受 时 限 执 行 的 时 限 轨 迹 , 表示 为 
attrace( A} .无 限 的 可 接受 时 限 执行 的 attracef A) EJ fet ARAI. 

如 果 两 个 时 限 执行 片段 ee ,除了 a 中 的 某 些 时 间 段 步 最 可 以 用 ce" 中 有 限 的 
时 间 段 步 对 序列 蔡 换 而 保持 相同 的 起 始 状 态 、 最 终 状 态 及 时 间 段 总 长 度 不 变 之 外 
完全 一 样 , 则 称 a 是 a' 的 时 间 眉 求 精 (time-passage refinement) . 如果 两 个 时 限 执 行 
片段 有 租 同 的 时 间 笑 求 精 , 则 称 a 和 o 时 间 段 相等 (time-passage equivalent). 

部 分 同步 系统 和 算法 的 正确 性 和 性 能 在 很 大 程度 上 依 贺 于 时 间 假 设 , 尾 何 时 
间 上 小 的 变化 都 可 能 极 太 地 改变 系统 的 行为 . 为 了 分 析 序 分 同步 系统 对 时 间 的 依 
HRR ,必须 使 用 系统 的 证 明 方 法 .和 同步 系统 .异步 系统 -- 样 ,证 明 的 基本 方法 仍 
然 是 不 变 肠 言 法 和 模拟 关系 法 ,但 需要 司 一 些 适应 性 奸 理 ,并 要 引信 ~ 一些 新 特性 ， 
如 时 限 轨迹 特性 (timed trace property) 等 等 . 


22 典型 算法 


古人 浊 绍 了 与 模型 和 方法 有 关 的 概念 后 ,本 节 缩 出 - - 些 典 型 的 算法 , 判 在 使 读者 
能 对 分 布 式 计算 领域 的 问题 描述 和 算法 设计 和 分 析 风 格 有 些 感 性 罕 识 .选择 同步 
网 络 作为 算法 的 檬 型 ,所 要 讨论 的 算法 分 两 类 ,针对 两 个 不 同 的 典型 问题 :领袖 推 
选 {leader election) 问题 和 一 狂人 性 问题 ， 
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算法 一 ”LCR 算法 

问题 棋 述 :在 一 个 £5 个 节点 { 顾 时 针 方 向 标识 为 0.1.…,n — 1) НУН ЕЧ 
络 中 ,每 个 节点 沿 顺 时 针 方 向 传递 消息 , 每 个 节点 都 有 ”个 与 其 它 节点 不 同 的 标识 
# UKUD 局 于 一 个 有 疗 和 集 ), 没 有 节点 事先 知道 其 它 节点 的 UID, 也 不 知道 环 N 
有 和 多少 个 节点 ,但 每 个 节点 可 以 根据 相对 位 置 识别 顺 时 什 方 向 的 邻居 和 逆 时 针 方 
向 的 邻居 ,节点 可 以 对 UID 进行 比较 操作 ,要 求解 的 问题 是 :mn 个 节点 最 终 推选 出 
一 个 唯一 的 领袖 ,该 节点 输出 自己 是 领袖 的 判断 . 

算法 的 形式 化 描述 : 

有 向 图 G hna TTAR HAERA E iE A e) 组 成 ,消息 集 
M Æi UID 组 成 的 集 舍 ， 

对 于 每 一 个 Estate, 由 下 述 变量 组 成 ， 

4 一 个 UP, 初始 值 为 二 的 WUID. 

send, 一 个 UID 或 者 mull, 初 始 值 为 i 的 UID. 

status, 在 集合 |unknown ,leader| 中 取 值 ,初始 值 为 опон. 

起 始 状 态 集 start, 由 唯一 的 一 个 状态 组 成 ,该 状态 ! 时 儿 素 值 为 如 上 定 父 的 初始 


对 于 每 一 个 工 ,消息 生成 函数 тер, 定义 为 : 
将 send 变量 的 值 发 往 进程 :+ | 
tie lA i EIEEE 
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A” 如 果 gend = mall, 则 тар, 实际 上 并 不 发 送 作 何 消息 "7 
对 于 每 -- 个 г, РЕА ВАЎ Irans; EXN: 
send: = null ”清除 上 次 消息 传送 的 结果 ”7 
ПОВЕ ЗЈАЧА В, о) then 
у > u:send; = v 
v < и: АЖИ 
v = stalus; = leader 
endcase 
该 算法 的 主要 思想 是 :每 个 进程 在 环 上 发 送 自 己 的 UID. 当 一 个 进程 接收 到 一 
个 UID 时 ,由 自己 的 UID 与 其 比较 .如 果 访 UID 比 自己 的 大 , 则 继续 传送 该 UID; 如 
果 比 自己 的 小 , 则 丢弃 该 UD; 如果 与 自己 的 相等 ,该 进程 便 福 称 自 己 是 锁 袖 .结果 
E UD 最 大 的 进程 咸 为 唯 -一 的 镍 袖 . 
ЕИ LCR 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(n), 通 信息 厅 度 为 Oln). 
#Ж— HS 算法 
间 题 撒 述 :该 算法 的 问题 和 LCR 算法 的 问题 类 似 , 唯 - -的 不 同 是 HS Wie g 
环 是 双向 的 , 即 每 个 节点 可 以 谨 顺 时 针 和 道 时 针 邻 居 发 送 消 息 . 
算法 的 形式 化 描述 : 
消息 集 MM 是 三 元 组 (UID, flag,hop-count) 的 集合 ,其 中 Пар HARARE lout, 
in} , hop-count 是 一 个 正 整 数 . 
对 于 每 一 个 i,state; 由 下 述 变 量 组 成 ; 
4, 一 个 UDP. 初 始 值 为 ;的 UID 
send + :为 M 中 的 一 个 元 素 或 者 null, pJ $S dH (i 的 CID,out,1) 
send 一 ;为 M 中 的 一 个 元 素 或 者 noll, 初 始 秆 为 (i 的 UID,out,1) 
status ,在 集合 funknown,leader|l 中 取信 ,初始 值 为 unknown 
phase: 一 -个 非 负 整数 ,初始 值 为 0 
起 始 状 态 集 san 由 唯一 的 一 个 状态 组 成 ,该 状态 的 元 素 值 为 如 上 定义 的 初始 


对 于 每 一 个 i, 消息 生成 函数 msg; 定义 为 ; 
将 send + 变量 的 值 发 往 进 程 j+1 ¿"i+ 1 为 i 的 大 时 针 邻 居 */ 
将 send - 变量 的 第 发 往 和 进程 i- 1 /A*i- 1 为 i 的 逆 时 针 邻 居 */ 
对 于 每 -- 个 i, 状态 转 挽 尔 数 trans 定义 为 ; 


send +: = null 
aend —: = null 
ИСЛ i- 1 收 到 的 消息 是 (vonau ) then 
сазе 
v > u and h > send +: = (у,ош,һ- 1) 
v > uand h = l:send -: = (v,im,1) 


y = u:stlatus: = leader 
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endcase 

ИСМ i+ ЕГИ Biv out, h)) then 

case 

v> uandh > [:send +: = 

v > uandh = l:send ~: = 

v = u:status: = leader 
endcase 

ICM i- 1 收 到 的 消息 是 (vy,in, Dandy < u) then 

` send +: = (v,in,1) 

IM i+ ТИН Е (У, in, land v < u) then 

send —: = (v,im,l1) 

议 从 ii 和 ji-1 收 到 的 消息 都 是 (vin,1)) then 

phase: = phase + 1; 
send +: = (< u,out,2F e) 
send —: = fin owt, 2} 

流 符 法 的 叫 想 是 :等 全 进 种 了 在 阶段 0,1,2,… НЕННЕ EB TE EE L 进程 i 
EA Дш 32 i bas A G UID 的 令 牌 .这 些 令 牌 在 环 上 传输 2 步 ( 幅 同 ) ,然后 折 向 
传输 回 考评) ,如果 两 个 令 牌 都 能 安全 地 喇 到 库 点 , 则 进程 了 继续 下 Buz А9 
号 出 向 上 的 等 个 进程 ER EGH UDa, WR и, < a WERGE < ШЖ и, > 
и, W йи; ШИЖ a = 本 , 则 意味 着 进程 /在 令 牌 转 雪 之 前 就 收 到 了 了 月 乌 的 UID, 
PELA j МЕА A G АРАН. DER РЕ Ә.Е TEE A MA hp. BARA ЖЕДЕ, ИТР ik K Р 
进程 成 为 叭 .的 领袖 . 

Хае: НӘ 算法 的 时 间 复 杂 度 为 On) BARREN O(n ibr} 

算法 三 HooqMax 算法 

问题 描述 :该 算法 的 问题 和 LCR 算法 的 问题 类 筷 ,人 惟一 的 不 同 是 有 问 黎 6 = 
(V.E) 不 担 是 环形 拓扑 ,而 是 任意 的 . 强 连 接 的 网 络 有 有 加 图 ,并 且 每 个 进程 都 事先 
知道 网 络 的 查 答 或 直径 的 上 界 .问题 的 要 求 变 为 :每 个 进程 最 终 都 要 决定 自己 是 否 
领袖 . 

算法 的 形式 化 壤 述 : 

消息 集合 由 进程 标 说 符 组 成 . 

slates; fH КУЛЖ: 

u,a UD, mittally 1 s UID 
max-uid,a UID, initially i's UID 
status € { unknown, leader, non-leader} , initially unknown 
rounds, ап imeger, initially Ü 
msg: 
if rounds < diam then 


(v,out,h — 1) 
Ív in, 1) 


send max-uid іо all j Є out-nbrs 
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irang : 
rounds: = rounds + 1 
let U be the set of UlDs that arrive [rom processes in in-nbrs 
max-uid: = maxi] max-uid! U U| 
if rounds = diam then 
if тпах-ш = u then status: = leader 
else status: = non-leader 
该 算法 的 主要 思想 是 :每 个 进程 记录 到 目前 为 止 上 自己 所 看 到 的 最 大 UID( 初 值 
为 自己 的 UID) .在 每 一 轮 ,每 个 进程 把 这 个 最 大 的 UID 在 自己 所 有 的 出 向 边 上 传 
HE. diam 轮 后 ,如果 某 个 进程 看 到 的 最 大 UID 人 和 自己 的 UID 相等 , 则 选举 自己 为 
领袖 ,否则 自己 为 非 领袖 .算法 的 结果 是 UID 值 最 大 的 进程 当选 为 领 抽 . 
复杂 度 : FloodMax 算法 的 时 间 复 杂 度 为 diam, 通 入 复杂 度 = diam] El. 
为 了 减 小 通信 复杂 性 ,可 以 改进 FloodMax 算 法; 发送 max-uid 值 时 ,没有 必要 每 
轮 都 发 送 , 只 需要 在 该 值 第 一 次 改变 时 发 送 芭 可 ,这 种 算法 出 做 OptFloodMax 算法 . 
其 形式 化 描述 可 以 改写 为 : 
states; 另外 增加 一 个 元 素 : 
пем-іпѓо, а Boolean, initially true 
msg: 
Г rounds < diam and new-info = true then 
send max-uid to all j Є out-nbrs 
trang; : 
rounds: = rounds + 1 
let U be the set of UIDs that arrive from processes in in-nbrs 
if max( U) > max-uis then new-info: = true else new-info; = false 
max-uid: = maxi] max-uidi I} U] 
if rounds = diam then 
if max-uid = u then status: = leader 
else status: = non-leader 


OpFloodMax 的 正确 性 可 以 通过 证 明 其 与 FloodMax 的 模拟 关系 而 得 到 证 明 , 

2.2.2 分 布 式 的 一 致 性 问题 算法 

1. HERR A E A {coordinated attack problem] 

问题 描述 :在 一 个 任意 哲 扑 的 无 向 图 中 ,有 5 个 编号 (索引 ) 1,2,5, 的 进 
程 , 每 个 进程 都 知道 整个 图 结构 以 及 所 有 其 它 进程 的 编号 . 每 个 进程 的 初始 状态 中 
有 一 个 值 为 D 或 1 的 输 人 变量 ,网 络 链 路 可 能 发 生 和 失败 而 于 和 失 消 息 . 问题 的 求解 目 
标 是 ;所 有 进程 都 必须 做 出 边 出 0 或 者 1 的 一 致 判断 ;所 有 进程 的 判断 必须 符合 下 
Ж: 

s 一 致 性 ”证 有 两 个 进程 有 不 同 的 判断 值 . 
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1° 如 果 所 有 进程 以 0 开始 ,那么 0 是 唯一 可 能 的 判断 值 . 
2° 如 果 所 有 进程 以 1 开始 并 且 所 有 入 息 被 递交 ,那么 1 是 唯一 可 能 的 判断 值 . 


өе HHE ”所 有 进程 要 在 固定 的 r > 1 轮 内 做 出 判断 . 


假设 消息 丢失 是 由 一 些 融 手 ({advyersary) 闫 定 的 ,为 了 说 明 敌 手 的 作用 ,引信 通 
信和 模式 {communication pattern) 这 一 概念 .一 个 通信 和 模式 ; 是 下 述 集 合 的 任意 一 个 
+; 
Gj kh G, D REFR, k > 1}. 
如 果 对 和 任 一 元 素 人 ,六 KE У.Ё єт. y РУНО ТРАЕ WRU, j, 
k) € 7 ,那么 说 明 由 工 送 往 六 的 一 个 销 息 在 第 大 轮 递 交 成 功 . 
敌手 的 作用 是 任意 选择 一 个 好 通信 模式 ,六 为 所 有 进程 选择 输入 值 .对 任何 特 
定 的 融 手 击 害 ,进程 所 机 的 随机 选择 集合 将 类 定 崔 一 的 - -次 执行 .也 就 是 说 ,进程 
的 随机 选择 在 执行 集合 上 引入 了 一 个 概率 分 布 ,用 这 种 概率 分 布 , 可 以 表示 所 有 进 
程 司 出 一 致 选择 的 概率 .为 了 突出 融 手 的 作用 ,我 们 使 用 Р# ERAF B БРАН 
RAN. 
带 随 机 性 的 一 致 性 判断 的 一 致 性 可 用 概率 形式 表示 如 下 : 
# 一 致 性 HEDRE B, PE 有 些 进 程 判断 值 为 0, 有 些 进程 判断 值 汐 1] 


= e, Но = є = 1. 

联合 攻击 问题 算法 RandomAttack 的 形式 化 描述 : 

消息 集 由 形 如 { 虐 ,V,*) 的 三 元 组 构成 ,其 中 工 是 -一 个 向 量 , 每 个 向 基 元 素 对 
应 一 个 进程 索引 , 取 值 为 [0,r] 中 的 一 个 整数 ;VY 也 是 一 个 向 量 ,每 个 向 量 元 素 对 应 
一 个 进程 索引 , 取 值 为 集合 10.1,undefined} 中 的 一 个 值 ;+ 或 者 是 [1,+] 范围 内 的 
整数 ,或 者 为 undefined. 

states;: 

round, € NCN 为 正 整数 集 ) initially 0 

decision Є funknown, 0, 1}, initially unknown 

key € [1,r] |) undefined, initially undefined 

for every jl = j = n, 

val(j> Є 10,1,undefined{ ;initially val(i) is i's initial value and 

уай(}} = underfined for all j з і 
levelt € [— 1,r];initially level{i} = 0 амі level(j) = – l for all j # i 

гап; : 

ifi = 1 and rounds = © then кеу: = random /* 第 -一 个 进程 为 所 有 进程 随机 选择 
一 个 用 于 决定 判断 值 的 随机 数 key" Z 

ms 各 

send (Ъ,У,Кеу) to all j, where F is the level vector and V is the val vector 

trans;: 


，868 + ЖЖ ЯТЫР ЕВ У 与 锌 法 


rounds: = rounds + 1 
la (L, V, kj) be the message [rom j, for each j [rom which a message агпуев 
il зоте kj > undefined then key: = kj; 
før all j # i do 
iÉ some V; (j) = undefined then val(j): = У,{(}) 
if some Le (j) = undefined then level(j}: = тах! ls (tj) 
level{i): = L+ minllevel(j):j < ü 
if rounds = r then 
if key = undefined and levelli) > key and val(j) = ! for all j then decision: 


e[se decision: = Ü 
可 地 证 明 , 联 侣 攻击 问题 算法 RandomAttack 解决 联合 攻击 问题 的 概率 为 < = 
tr, 即 对 每 个 融 手 8, 所 [ 有 些 进程 判断 值 为 6, 有些 进程 糙 断 值 为 1] = Ur. 
2. 有 进程 失败 前 分 布 式 一 致 性 问题 
问 要 描述 :个 连通 的 无 向 图 G 有 nn 个 节点 1,2,…,n, 字 点 上 的 每 个 进程 都 知 
道 这 个 图 的 信息 .每 个 进程 有 维 … 的 一 个 取 自 集合 YY 中 的 输入 什 . 殷 设 通 信和 链 路 完 
全 可 苯 好 所 有 发 再 的 消息 都 被 正确 递交 ). 进 套 可 能 发 生态 止 失败 或 者 拜占庭 淡 
K ,但 是 假定 最 多 有 个 进程 失败 ,问题 的 自 标 古 :进程 输出 -个 取 自 集合 Y 的 判 
ИҢ „ЕТ ЕЁ ЖОНЕ ЖЕ: 
ТЕЎ IF K Mk EER: 
s 一 致 性 {РТТ ЛЕНИН. 
° 有 效 性 ”如果 所 在 进 穆 开 始 的 初始 值 都 为 wE VEA о EE- пев 
ий. 
° 可 终止 性 ”所 有 未 发 生 失 败 的 进程 最 终 都 做 出 判 斯. 
在 拜占庭 失败 发 生 时 ( 称 为 拜占庭 ~ 致 性 癌 题 ): 
о 一致 性 “” 没 存 两 个 未 发 生 失 败 的 进程 最 终 决定 不 局 的 值 . 


* 有 效 性 ”如 果 所 有 未 发 生 失 败 的 进程 的 韧 始 值 为 "那么 是 唯一 可 能 


(W J Hi. 
* 可 终止 性 [|]. 
EIEEE.: 


假定 vo ARMAR V PREI, bE И HA- T rh S Bia МС 
LR: 

算法 一 Fioodset 算法 

Ж ИЖ: 

Жа ER VFI. 


states;: 
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round, Є МОМ 为 正 整数 集 ) ,initially 0 
decision € V |) {unknown} ,initially unknown 
W is suhšet of V initially the sigleton set consisting of i` s initial value 


mag; : 
if rounds = f then send W io all processes 


trans, : 
rounds: = rounds + Í 
jet X; be the message from j, for each j from which a message arrives 


W: = wU (Ux) 


1 
if rounds = f + 1 then 
ifl [= 1 then decision; = v, where W = |y} 
else decision: = vo 


该 外 法 的 思想 是 :每 个 进程 维护 -个 变量 下 ,下 包含 FF 的 一 个 子 集 .在 进程 i 
中 ,多 的 初始 值 为 上 的 输 人 值 .在 总 共 了 + 上 轮 的 每 一 轮 中 ,每 个 进程 都 广播 W. 3E H 
将 收 到 的 所 有 集合 中 的 元 素 加 到 Е.т 轮 之 后 ,如 果 多 员 包 售 1 个 元 素 ,期 i 
的 判断 值 为 罗 中 的 元 素 ,否则 的 判断 值 为 缺 省 佬 . 

复杂 度 :Floodset 算 法 的 时 间 复 杂 度 为 /+ 1 轮 , 通 信 复 杂 度 为 OCCfF+ 1) 2) lU 
位 表示 的 通信 位 复杂 度 为 ОСС + rb). 

算法 二 。 指数 以 息 收集 [exponentia] information gathering) 算法 EIGStep 

首先 定义 带 标记 的 EIGH T = T. у: 

HARO) 到 叶 (f+ 1), 了 有 /+ 2 级 .在 级 上 0 二 二 六 每 个 结 点 有 – k T L, 
子 . 了 中 的 每 一 个 结 点 由 一 个 进程 索引 串 标 记 : 根 节点 用 空 串 A 标记 ,标记 为 
h, АМТ HARE п – Коа іЫ Л, Н j = 11,2,..., n! 一 INI 
hi .从 根 节 点 开始 的 ~ 条 路 径 表 示 传 播 初 始 输 人 值 的 一 条 进程 链 . 每 个 进程 都 有 
— H EIG 树 ， 

算法 描述 : 

对 进程 ;的 EIC 树 了 上 的 每 个 结 点 标记 x, 设置 一 个 变量 valK x) 记录 i 在 x 对 
应 早点 上 的 设置 值 . 根 关 点 的 谍 量 值 valla) 为 进程 的 初始 输入 值 .标识 irei, 
l< kafli HRR о 的 会 六 是 :在 第 大 轮 二 告诉 5 在 第 -1 轮 告 诉 点 ， 
ARET 告诉 iz, {| 的 初始 值 为 ,如果 下 h 的 设置 值 为 null, 则 席 , 明 通信 链 і 
ЖЮ Т. 

H1, 

进程 i 首先 将 val( A) AAMAR aH i 自己 ). 然后 记录 接受 到 的 信 


В; 
(1) WEED o E V PIE A BAET W уа): = е. 
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(2) 如 果 没 有 从 у; ЯНЕ, Ш vaj): = null. 

ЖОКЕ О < k = / +1}: 

进程 ;广播 所 有 的 对 (x,v) ,其 中 必 ATHE- Iba ЖОӘ iv = 
vax), s € ,然后 记录 接受 到 的 信息 : 

(1) 如 果 过 是 了 的 第 上 缓 结 点 标识 {x* 是 一 个 进程 索引 ' 恨 ,了 是 单个 索引 ) Л у 
ШГ а(х, u) M vall): = >. 

(2) ШЖ x ТАУ R An, BRAAM НЕ] val( з): = null. 在 
BRRR E AFAR: W 为 所 有 非 пын 这 里 值 的 集合 ,如果 w 
只 包含 .个 元 素 , 则 守 的 判断 值 即 为 该 元 素 , 否 则 的 苦 断 值 A vo- 

复杂 度 :EICStop 算 法 的 时 则 复杂 度 为 上 + 1 HERRA О((/+1)л?), {ч 
表示 的 消息 复杂 度 是 nP 8). 

算法 三 ”拜占庭 一 致 性 问题 的 EIC 算法 FIGByz 

所 有 进程 像 ElPstop 算法 中 那样 传播 上 + те B {ШШ КШ: 

(1) MEHE ;从 进程 ; 收 到 了 一 条 消息 ,但 该 消息 不 符合 正确 的 形式 { 如 完全 
是 垃圾 ,中 的 同一 个 结 点 有 重复 值 ], 则 说 明 / 发 生 了 拜占庭 失败 ,进程 {ЕТКЕН 
息 ,并 当 作 没有 从 了 收 到 消息 . 

(2) 在 第 f+ | 轮 结尾 ,进程 i 将 所 有 的 null 值 用 缺 省 伯 m 代替 . 

(D 判断 规则 改 为 :i 为 经 过 第 2 CFR BIG 树 中 的 每 个 结 点 设置 另外 一 个 
设置 值 newval, 并 从 叶 结 点 开始 ,依次 向 上 进行 如 下 赋值 :对 所 有 的 叶 结 点 ,x: 
newval( x); = val( x); 对 标记 为 x 的 非 叶 结 点 ,newval x) 为 其 所 有 儿子 中 严格 多 数 
(strict majority) 儿子 所 具有 的 newval. 即 如 果 标 记 形 式 为 x; 的 所 有 结 点 中 ,严格 多 
数 结 点 的 newval 3 v, B) newval(x): = o,o Є И. ШАН КТЕ, 
newval( x): = то. 进程 i ПОА НТА У newval( a). 

复杂 度 :EICByz 算法 的 复杂 度 同 EIGStop, 但 该 算法 的 前 过 是 п > 3f, 即 进程 树 
大于 最 大 可 能 失败 数 的 3 售 . 

3. k — 0 ( k-agreement) 算法 FloodMin: 

Шы : 

一 致 性 问题 与 发 生 停止 失败 的 分 布 式 一 致 性 问题 森森 相同, 只是 正确 性 条 
ЖЕ. 

。 _- 致 件 ;存在 了 的 子 集 久 ,| W (= 上 所 有 的 判断 信 岂 在 W d. 
* 有 效 性 :任何 进程 的 兰 断 值 是 某 些 进程 的 初始 值 . 
е 可 统 引 性 :所 有 未 失败 的 进程 最 终 要 做 出 判断 . 


算法 的 形式 化 描述 : 

HERE V. 

states; : 

round, € МОМ 为 证 整数 集 ) initially Ü 


decision Є V U Funknownt ,initially unknown 
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min-val Є V initially i's imtial value 


msg; : 


if rounds = [Lk], then send min-val to all processes 


trang : 

rounds: = rounds + ] 

let m; be the message from j, for each j irom which a message arrives 
minval: = mint {min-val (7 }п;} = il) 

if rounds = [frk] + 1 then decision; = min- val 


算法 的 主要 思想 是 :每 个 进程 维护 一 个 变量 minvat, AAH i AIER. E 


[fr&] + 1 轮 中 的 每 一 轮 ,所 有 进程 都 广播 自己 的 min-val, 然后 每 个 进程 将 min-val 
设置 为 老 的 minval 和 所 有 接受 到 的 消息 的 最 小 值 . 进程 的 判断 值 为 最 后 的 


min-val. 


复杂 度 : FloodMin 算法 的 时 间 复 杂 度 为 [fAk] + 1 轮 , 通 信 复 杂 度 为 ([. 产 中 + 


Unz, 用 位 表示 的 通信 复杂 度 为 ([ /上 ] + D л?5. 
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现代 科技 的 发 展 ,特别 是 汽车 ,航空 等 现代 工业 的 发 展 , 需 要 用 计算 机 技术 设 
计 直 示 复 杂 的 物体 外 形 曲 面 ,这 类 曲面 难以 用 传统 的 几何 学 来 研究 .传统 的 解析 几 
何 主要 研究 二 次 曲线 . 曲 曾 ,微分 几何 昌 热 也 讨论 一 些 具体 的 曲线 ,曲面 ,但 更 多 地 
研究 正则 曲线 ,曲面 的 内 在 的 几何 性 质 . 构 造物 体 复杂 外 形 的 研究 已 发 展 成 为 一 门 
称 汶 计算 机 辅助 几何 设计 (CACD) 的 新 兴 交 驴 学 科 . 

法 国 雷 诺 { Renaui 由 汽车 公司 的 贝 齐 尔 {Bezier) 和 和 法国 雪铁龙 {Cibmoen) 汽 车 公司 
的 德 卡 斯 特 里 奥 (de Casteljau) , Е 20 Нап 印 年 代 初 期 由 于 汽车 外 形 设计 的 需要 分 
别 独 立 研 究 出 用 控制 名 边 形 和 控制 网 格 定 闵 曲线 和 曲面 的 方法 ,并 提出 了 一 种 几 
何 直 观 性 很 强 的 递 推算 法 . 1964 年 美国 麻 省 理工 学 院 (MIT) 的 孔 斯 {Coons) 用 四 亲 
边界 定义 一 块 曲 面 ,提出 了 一 种 重要 的 插值 方法 .1974 年 ,美国 通用 汽车 公司 的 成 
登 (Comlon) 和 里 森 费 尔 德 (Riesenfeld) 将 B 样 条 理论 用 于 形状 描述 ,提出 了 对 样 条 曲 
钱 与 曲面 .20 址 纪 80 年 代 后 期 ,美国 的 皮 梅 尔 ( Psee1) 9125 #0) (Tiller) 38 8 B В 样 条 
发 展 成 非 均匀 有 理 了 B 样 条 (NURHBS) 方 法 ,并 已 或 为 当前 自由 曲线 和 曲面 撒 述 中 最 
为 流行 的 技术 。 用 NURBS 可 统 -- 表 示 初 等 解析 曲线 ,曲面 以 及 有 理 与 非 有 理 贝 齐 
尔 曲 线 . 曲 面 和 非 有 理 B 样 条 曲线 .曲面 等 .国内 如 苏 步 青 等 人 人 在 加 世纪 70 年 代 
初期 由 于 造船 工业 的 需要 也 开始 了 这 方面 的 研究 ,我 国学 者 在 参数 曲线 前 仿 射 不 
变性 .曲线 曲面 的 拼接 条 件 等 领域 也 有 出 色 的 研究 成 果 ， 


1 曲线 ,曲面 基础 


1.1 曲线 .曲面 的 表示 


1.1.1 ВЯ. БЕХ. АА 


在 几何 设计 或 计算 机 图 形 学 中 ,大 部 分 曲线 ,曲面 主要 表示 为 两 各 形式 :一 种 
是 作为 实 和 多 项 式 的 零点 集 的 隐 式 定义 , 另 一 种 是 有 理 参 数 形式 定 儿 , 其 中 用 有 理 参 
数 形 式 定 义 的 山 线 .曲面 更 为 常见 . 

设 六 x,y) 是 二 元 实 系数 多 项 式 , 在 R: 中 隐 式 方程 

fixy) = Ü (1-1) 
给 出 的 图 形 称 为 实 代 数 曲 线 , С у) 的 次 数 称 为 该 代数 明 线 的 次 数 .常见 的 实 代 
AAA AA .图 、 椭 阅 、. 双 曲线 .抛物 线 等 .对 于 三 元 m 次 裤 多 项 式 扩 xyyzy ,相应 
的 隐 式 方程 

Jx. у.х) = 0 (1-2) 
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定义 的 曲面 称 为 п 次 实 代 数 曲 面 ,两 个 代数 项 曾 的 交 ， 
[Kera = ü (1-3) 
g(x,y,z) = Ü 
是 一 条 空间 曲线 , #F 2 [a] СШ £ АН PH 38 ПУ as 22 N ЛНВ (1-1) .曲面 
(E2) Й ЖК Ёз. A-1) 可 表示 成 
y = fix), (1-4) 
(1-2) 让 可 表示 成 
z= х,у). {1-5} 
则 称 !1-4)( 或 (1-5)) 式 为 曲线 (或 曲面 ) HERRER. 
若 (1-1)、(1-2) 式 分 别 可 表示 成 


[* = x(t), 


= (u, n), 
y = уб). У y 


z= zlu, v), 
WERO- D .向 耐 (1-2) 可 表示 成 参数 形式 . 

在 曲线 .此 面前 表示 .上 ,参数 表示 与 降 式 表示 各 有 所 拉 . ЯЛЕ УІ: 

(1) 参数 形式 有 更 大 的 自由 讼 来 控制 曲线 曲面 前 底 状 . 

(2) ЧЕ ОГАЕ л E. mair E, a é, a EA AA 
IO р Л. ЛЕ; П е Ko AAR ,曲面 可 对 其 参数 方程 直接 进行 几何 变换 
(ЖЖ, ДЖ). ЫИ ӨАИ ОЕК. 

(3) EFRR e S P i КЕӨ, ЯФЕТ ШЕЛЕР ИТ Ж. 

(4) SAAP ALA LIP IX: Pa М ДЕЛ l p ИИ. ИП H WO + 
ARR ADAE J-l p Kes ii ЧИ Ж, Ин ШП 8 sj y ах рар 2. ph p ty 
离 的 特点 使 我 们 可 以 用 数学 公式 去 处 理 几 何人 分 贡 , 如 调 了 本 六 数 就 县 有 此 特点 . 

(5) Wiki ЧЕ р [0,1], 使 其 和 应 的 几 人 分 只 是 有 和 界 的 ,而 不 必用 男 
外 的 套数 去 定义 基 边 界 .参数 表示 易于 产 持 曲 钱 上 的 且 点 询 和 曲面 上 的 有 序 网 
格 点 ,而 隐 式 表示 则 无 此 特点 . 

(6) 上 于 用 矢 报 利息 阵 表示 几何 分 量 ,简化 了 计算 . 

(т) 用 参数 形 武 汕 计 或 表示 形状 更 直观 , ҮК 2538 K E МЕЛЕ ЯП ЇН P Hi iH 
( Bernstein) 基 录 数 和 昌 样 条 陋 数 , 具 有 明显 韵 儿 何 意义 ,HI 此 得 到 的 算法 更 十 观 稳 


х 


Е = snt), 


同时 隆 式 表示 也 有 长 处 : 
(8) 用 障 式 表示 更 作 易 表示 曲 刹 的 等 值 线 .另外 在 曲线 或 曲面 的 求 交 中 ,通过 
隐 式 方程 容易 判断 茶点 是 否 沙 在 曲线 或 曲面 上 ,而 参数 表示 则 无 此 优点 . 
(9) 参数 形式 有 时 涡 竖 处 理 与 几何 形状 无关 的 参数 异常 点 ,例如 单位 球面 的 
极点 .从 事实 上 ,极点 与 球面 上 其 它 点 并 无 区 别 ， 
(10) 曲 误 上 参数 表示 并 不 能 描述 曲面 间 的 相互 位 加 ,找到 它们 之 间 的 整体 关 
系 很 朵 难 ,而 隆 式 表示 则 较为 方便 - 
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1.1.2 ЖЯ ЖИА de LATE X. 


一 条 三 次 参数 曲线 的 代数 形式 是 
хб!) = азы? + ay? + a + do» 
[xo = азм? + ar? + ay + agys z € [0.1]. 

z( t) = вз? + а? + ар + а, 
从 а,, Э] ао, 这 12 个 系数 ,确定 了 一 条 参数 曲线 的 形状 和 人 位置. 上述 代数 式 写 成 其 
最 形式 是 

РО) = a ia + at+a, tE [0,1], (1-6) 

рО) on hš EIL. дуй ЫШ, R yI T É fit АИК, 
Gps f, d 和 as 是 代数 系数 矢量 . 

HFEA, MTERA ARRA зд АВЕ . 切 矢量 ИН 3 
163825. 例如 对 于 (1-6) 式 , 用 两 个 端点 р(0) (1) 以 及 对 应 的 切 和 泉 量 p' (0) = 
dp(9)/dr,p'(1) = dp(1)/de, lO pa = р(0), ри = р(1), р". = pO ,p= p (1), 
则 可 得 到 下 列 形式 : 

РО) = BP -3 + 1)р + (200 + З) + 
(12-20 + t)p'ot (5-1). (€ [0.4], (1-7?) 

全 

Fa = 2 S 30 + 11, Е = - 20 +3, 

G =Ë 2 +4, @ = Š - Ë; 
重 写 (1-7) 式 有 

plt) = Fopo + Ер + CoP'o t CE (1-8) 
(1-8) ҖИ ЛЕЙ Uje рори. рор", 为 其 几何 系数 ,( Fo Fi Со, Су) 为 
ЖЕЛЕ ЖФ(Непапе) WRAN. 


(1-6) зары, 
р = ТА, (1-9) 
其 中 了 = [P fil], A = [m a, a, 1]. (1-8) 式 可 写成 
Р = ЕВ, (1-10) 


ИФ F = (Е, Е, Co COB = [рор рор]. A RRG RUGER, B EJLA RA 
矩阵 或 边界 条 件 矩 阵 . 用 和 抵 阵 运算 可 推导 出 代 救 形式 和 几何 形式 之 间 的 关系 . 
BA F = (26 — 32 + 1, 243 人 -2 本 + 有 一 让 ,也 可 将 此 式 与 成 ; 


2 -2 1 1 0 0 O 1 
-3 3 —2 | l 1 1 1 
3 _ -1 
F = Inrt1] о O о M, M = рото!" 
1 0 Ü 0 3 2 1 Ü 


(1-10) 式 可 重 写成 :p = TMB, 则 有 
А = MB, В = M'A. 
土 曾 两 式 反 映 了 参数 曲线 代数 形式 和 几何 形式 之 间 的 变 模 关系 . (1-10) ЖЮ 
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由 端点 及 其 切 矢 量 定义 的 三 次 大 数 有 曲线 ,也 称 为 埃 尔 米 特 曲 线 或 弗格森 (Fergusonl 
曲线 . 


1.2 数据 捉 列 的 参数 化 


确定 -一 条 插值 于 n+ 个 点 pi = 0,1,…, n) ЙЕН НЩ УЕ ,必须 先 给 数据 
点 记 赋 于 相应 的 参数 值 刀 ,使 其 形成 一 个 严格 递增 移 订 到 Ан: uo < u < v < ús 
АФЕТ НЕКУ У (као) 或 分 割 点 .这 … 过 程 称 为 关于 的 一 个 参数 分 制 ， 
由 此 决定 了 曲线 上 点 与 参数 域内 相应 点 之 间 的 对 应 关系 . 对 一 组 有 序数 据点 决定 
-一 个 参数 序列 分 割 称 之 为 对 这 些 数据 实行 参数 化 (paramelerization). 同一 组 数据 ， 
即便 采用 同样 的 插值 方法 , 若 数 据点 的 参数 化 不 同 ,将 可 获得 不 同 的 揪 值 曲线 . Ж 
用 的 参数 化 方法 如 下 : 

1. 均匀 参数 化 [又 称 等 距 参 数 化 ) 法 

使 每 个 英 点 区 疗 长 度 ( 用 岗 前 善 分 表示 Ja = wa-a = 正常 数 ,i = 0,1,…， 
п -【, 即 节点 在 参数 轴 上 呈 等 中 分布 . 为 外 理 方便 起 见 , 常 下 成 整数 序列 

u; = і, £=0Ü,l, n. 

І titiy а TARS Su Ф (аА ) 接近 相等 的 场合 . 

2. 累加 弦 长 参数 化 { 或 简称 纹 长 参数 化 ) 法 

uo = б, 
l: = Wi +! Ар; 1 і, 

Н Ар, ПЫЗ 2 А, An = ру, - p ЁВОН iX h 23 it T ЧА 
К ЕЛ ЛБ. 5 ТЕРЕ E л BJ 88 А i Ж ТЕ ЖЕ ЕР ЖЕЛЕ Lal ЕЛ bl BJ) 
Е о Б НЕТ В {у Б. 

3. I) Db {КЖ 


£ = l,2,"" в, 


W = 0), 

u = m +i Ар, у |, { = l,2Z. o,a. 

GREKSA p| E sk S o RARI, АК У ВОЗР ЛЕК. 
4. 收 正 弦 长 参数 化 法 


[° = Ü, 
m; = шщ t K Y) Ap; 1, i= 1,2..…,n, 
_ 3 (a Apli _ ) 
Др k = 1+ 5 | Ар; ›1+1Ар; | ТД [+ 1 Ap; | ? 
й, = min( x — рар) ` lap. | = | Ар, | = 0. 


可 见 这 里 采用 了 修正 茧 长 ,修正 系数 k > 1. УВЕ УКЕ 1 Ад 31 及 1 Api 1 
HEEZE | Apa 1 越 小 , 且 与 前 .后 邻 纺 线 夹 角 的 外 角 0,1. СТР т/2 时 ) 
越 大 , 则 修正 系数 点 就 越 大 ,因而 修正 弦 长 即 参 数 区 间 A... = k! Ap... | tB wakas 
大 . 当 该 岗 线 段 绝 对 曲率 偏 大 时 ,这 一 方法 对 实际 东 长 比 蜡 长 偏 短 的 情况 起 到 了 覆 
EFH. ВЕКЕ EFEMER. 
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图 1-1 


图 1-1 显示 了 用 局 一 组 数据 点 ,采用 不 同 参数 化 法 生成 不 同 的 参数 多 项 式 搬 
值 曲线 (虚线 . 实 线 、 点 划 线 与 双 点 划 线 分 别 表示 用 均 可 参数 化 、 纺 长 参数 化 .向 心 
参数 化 与 修正 交 长 参数 北 法 )， 


1.3 МА ЕЖ 


ОЕ ЯКОЕ ВЕ ИН 696 Р ЖЕЛЕ ТУ РЕЛЕ, w Eb SE ВА СРК 2 El 
о. ШКЕ А Е оа (А АНЗ AA BEREGN E 
外 ,还 有 拉 格 朗 日 (Lapgrange) ЖП ЖЕСЕ. 

1.3.1 埃 尔 米 特 基 呈 数 


在 1.1.2 节 中 ,ft-3) Дор FGU = 0,1) 就 是 三 次 埃 尔 米 特 调配 函数 ， 
Буй) = 1- 362 +20. 


F Ut) = 442 -2p = 1- Falt), 
бб) = t0- e), 


GÐ =-(1-)=- бүр 
它们 具有 如 下 形式 ; 2 AN 
+ troe l, { = j» 2+ Z — N, 
Е = GD = à = {0 ji ў, i; = 0,1. — G€ 
ЕС) = GD = 0. 图 1-2 

如 (1-8) ARR, F,. G 都 具有 明确 的 几何 意义 {如 图 1-2), 这 
在 曲线 . 盟 面 捅 值 合用 中 方便 直观 . 

1.3.2 45 EL XY3e X й 

伯 斩 斯 坦 基 函数 的 形式 如 下 


В, „(ї) = GP-a, = 01е, п.е а 1. 
图 1-3 нА ВТР ПУ КЁ. 1Н ИТИН ЖЕ РӨ Ж Ят; 
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= 0, £ = 0.1. 


> 0, í € (0,1),` = | n - 1, 


(D Bal 


Во..(1) = В, .(0) = 0, 
0 < Boalt), В.) < 1, t€ (0,1). 


(2) 权 性 SIB. (O = 1,1 € (0,1). 
i= 
(3) 对 称 性 В; 。 (t) = Biatl 一 t, 


(= Ü,l, n. 


(4) ЖК В, Ó, t) = (1 — 1) В, .- (t) + iB. (t), ¿= 01,7, в. 


{ ¿+ 1 
В, att) = (1 一 п 十 DB... (t) + n + ОХ 


Гао = В,.„(1) = 1, 


i = Ü.1," в. 


(5) 最 大 值 BaCi) 在 := 二 处 达到 最 大 值 


(6) 分 制品 (et) = >Н, „()В, (с). 
taj 


! 1 
(7) 积分 КО: = ҮЙ: 


| r Ci 
£ = y! TER ait), 
2 св 


(8) RENER 、 
Вб) = 2,(- Dci. 


1.3.3 BA 2 b t 


B 样 条 基 函 数 是 样 条 函数 空间 中 具有 最 小 支承 的 --. 组 基 , 也 称 为 基本 样 条 
(basic spline) ,B 样 条 基 消 数 有 多 种 定义 形式 ,例如 有 积分 A „ЖЕП. N. 58 
推 形式 等 ,理论 上 较 多 采用 截断 备 函 数 的 差 商 定义 ,但 实际 工程 计算 则 更 几 采 用 
de Boor-Cox 递 推 公式 定义 B 样 条 基 应 数 .这样 不 仅 便于 计算 分 析 基 应 数 的 性 质 , 而 
且 也 简明 直观 ,具有 明显 的 几何 特征 . 

EXI RU = (upi wm) :| 是 单调 递增 的 实数 序列 , 即 u < ali 
= 0,1, ‚т ~ 1), w RAT s (knot), U 称 为 节点 矢量 .第 i Бр KR p 1 阶 )B 
жж айпа М, (u) XMF: 


l, ü = u < ый 


N; = | 1-11 

ow) = 10， җар а-а 
_ 7 ша ©рт і y 

N; Uu) 一 三 + 一 Wp- Eu) + Шр 一 ш, pale, 


并 且 规定 :0 = 0. 
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В FE Ж ЖАПЕ ЕЧ E УШ 1-4 所 示 . 


B 样 条 基 消 数 的 性 质 ; 
O 局 部 支撑 性 和 第 负 性 NeCa 


0 u€ lu, sl, 
= 0, 其 它 . 

(2) 任意 绽 定 节点 区 间 [ ы, ш.) RERA Р + } 个 Nip EP; Noppen, 
Ni (u) ЗЕ. 


(3) ЖН IFE u E Гаа), PDN (a) = У №, (а) = 1. 


(4) йр ОЖ, М, (u) 存在 一 个 最 大 值 
(5) 在 节点 区 间 内 部 ,NW „(С и) 任意 阶 可 导 ,而 在 节点 处 М, (u) 是 p -次 可 
导 ,其 中 上 是 该 节点 的 重 数 .因此 升 阶 可 增加 连续 性 :降低 节点 重 数 ,也 可 增加 连续 
性 . 
(6) BRERA, N. „Си) W k BFAR ARA 
Mio } ( [一 we Кина] 
гри, EAP Шур — Н; Е Шур 一 yi | 


对 于 以 下 形式 的 非 局 期 节点 矢量 ; 


U = (a, a s pela "уН p< l * b, 5), (1-12) 
p+1 p+l 
其 B 样 条 苦 函 数 有 下 列 性 质 : 


(7) Wr K T 992 m + 1, WB n+l CERAR RE n= m - p - 1, Na, (а) 
= 和 Nb) = 1. 
(8) 若 节 点 矢量 是 如 下 形式 ; 
U = (0,0, ,0,1,1,*.,1) 
Mt 


p+] p+1 
则 М; (u) 变 成 了 产 次 伯 愿 斯 坦 基 范 数 .由 此 可 见 , 伯 奥 斯 志 基 画 数 是 p КЁ 3 A 
数 的 特例 . 
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1.3.4 AREAK 
1. 硝 理 怕 恩 斯 坦 基 和 函数 


В, „( u) - wB; aiis) 


У) в.„(и)ш 
它 基 有 与 伯 思 斯 坦 基 函数 В, (и) 相似 的 性 质 : 
(1) RA aiu) > 0. 
(2) АИЯ >К (ш) = 1. 


(3) 端点 搬 值 А (0) = В„ (1) = 1. 

(4) Ку (u) 存在 最 大 值 . 

(5) 对 任意 jw = | | Rinku) = В; „(ыи). 

2. AH ВЯ 

{Бу T BEREAN НАЙ: РЕЖ i,w > 0, 


Е; (u) = М (а) ， u € 10,1]. (1-14) 


ЭМ „С ш) ш; 
相应 于 定义 (1-11) АЖ КИНЕ. 
(1) ЗЕЕ 。 对 于 任 一 ¿pK Є [0,1], R. (u) > 0. 


(2) ju yad yug [0,1], У), Cu) = 1. 


(3) Ro pO) = Roll) = 1. 
(4) 对 p > 0, 所 有 А. plu) 在 [0,1] 上 存在 一 最 大 值 . 


(5) 局 部 支承 性 R (0) = OXFT a €C [i шщ, ра), AER IE W ACI], 
RERA p+ 14 R plu) IEKA, [uu 中 只 有 Rip (u). Ri Си) ЗЕ 
Ф). 

(6) 在 节点 区 间 内 部 ,中 .Cs) 是 任意 阶 可 微 ,在 节点 处 ,总 ,,(4) 是 次 连续 
可 微 的 ,这 里 上 是 该 节点 的 重 数 . 

(7) 对 于 所 有 ‚Йө, = 1,0) R. (а) = N. Cu) EN N, Кын) ЖК, (чм) 819 
例 . 


1.3.5 ЖЕЖВЖЕА 3 


ЖОМ, (u). N (56) 是 两 个 她 (1-11) тле УСА ЛЕ п В PE ЖЕЕ. AB u 69 
节点 矢量 分 别 为 
U = (0,0, ---,0, Earl Му pela 1,1) * 
—  — — 
p+l p+! 
V = (0,0 pigat ge 0. 
—— ——_ 
gel q+1 


u € [0,1]. w; > 0. (1-13) 
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О Ңк+р+1 CRA. VAs +g TA, ШЕТЕН Edi М, (u) N, (e) 称 
次 张 量 积 的 BEREAN. CRA FHER: 

(1) JET tE Nipt) NiO >= 0D 对 所 有 р.р. о АВАЗ. 

(2) {ШИ ле е-е р- |, те -1, 对 有 所有 (u,v) Є (0,1) x 10, 
1], 


У Улм. (ам, р) = 1. 


(3) Ж п= p.m = q,U = (0,-- 0.1, 1. V СО, т, 7, 0) ДАТ 
ij Ni pC N (e) = Binak) В, ,Ce), EI BEERE R y EEUE A É ЯТАН ЖЕН 
HHRH: 

(4) Ж(и,0) E [uu рн) x Горада) Ж Ni (а) N. (e) = 0. 

(5) 对 任 一 逢 形 域 [4 шл) x Геро) RERE o + 1)(4 + D 388 
3E2E. МШ i-p < i= iojo- q £ Јо Ni. (u)N (6) = 0. 

(6) 若 p.q > 0, 则 N OON, (6) 存在 最 大 值 ， 

ERR MON „(») 是 双 变 量 允 项 式 , 它 的 所 有 坊 导 数 都 存在 ,对 于 一 节点 
(相应 地 ,节点 b), ETE 相应 地 ,vw) 方向 是 p - kiA, g- k) ИСЕТ, ХЕШ k 
Еўка. 


1.4 ”曲线 .曲面 间 的 几何 连续 性 


复杂 的 几何 外 形 设计 对 曲线 、 曲 面 的 操作 通常 税 要 三 个 步骤 :曲线 .曲面 的 构 
造 , 曲 线 、 曲 面 间 的 拼接 以 及 曲线 .曲面 的 政 改 . 因此 ,曲线 .曲面 间 的 拼接 问题 是 曲 
线 , 曲 面 研 究 的 重要 内 容 . 


1.4.1 参数 曲线 间 的 连续 性 条 件 


曲线 向 的 连续 性 条 件 有 三 种 形式 ; 参数 连续 (parameiric continuity) А 几何 连续 
(geometric continuity) 和 各 弗 朗 内 标 架 连续 {Frenet frame continuity}. 
1. 参数 连续 性 
参数 连续 就 是 通常 意义 下 的 连续 ,与 参数 选择 有 关 . 
定义 2 参数 曲线 C(t) E nit m MPRE СТ), SHARH C( :) 的 每 
一 个 分 量 函 数 在 如 处 是 С“ 连续 的 , 即 
lim CP) = limu), i= 0,--.m, 


с i 
其 中 cCOo) Жк Ера ВО г БТЕ. 
车 对 所 有 的 Є la, Б], Н CO) 都 满足 参数 连续 条 件 ,那么 C(r)(a = 1 < 
b) E-— В T 的 参数 光滑 曲线 , 即 С" 曲线 . 在 构造 组 合 曲线 时 ,每 一 段 曲线 通常 
是 按照 局 部 参数 定义 的 С" 曲线 段 ,因此 要 得 到 满足 参数 和 连 纺 性 条 忻 的 组 合 曲 线 ， 
实质 是 要 找 一 个 合适 的 整体 参数 ,使 得 曲线 关于 它 是 整体 光滑 的 ， 
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2. 几何 连续 性 

儿 何 连续 性 是 参数 连续 手 的 推广 ,其 实质 是 局 部 再 参数 化 的 存在 性 . 

Жиз 对 于 正则 曲线 段 C (и). Citu C lab], t [с, а], MHE: = 
to и = u 处 相 接 ,车 存 在 一 -个 参数 变换 (Cm ТАНЕ) е: Га, 51 — Сс, «1,118 
Ca Clp l u) 在 相 接 处 是 С” 的 , 则 称 它 们 的 连接 是 G" СС”) 连续 的 ， 

儿 何 连续 性 有 老 种 等 价 定义 ,也 可 称 为 "连续 性 条 人 . 

ШЕУ, T C (a) PUER u = иб). HERH РАН ы) = ш(л,), 
dH C (u) 55 Сб) Ж РЕ qh С" ЖБЕК ЖИ A R C (u) ДЕ Сог) 的 左 侧 ) 
Сус 0) = Clip + 0). 


C' (uo - 0) = SEE Cto +0), 


C" Ü uo = 0) = ас tp 十 0) + (Че єн И + 0). 


A p deg Фи _ g" 
x В = dt B 一 dÉ Pa = di" WA 
С; 1 C: 
C'i 0 £ C, 
cb 1-10 p Æ ch |, (1-15) 
Сі") 0 B. ¿ak аз» К єс 


其 中 8, > 由 上 述 一 组 关系 称 为 贝塔 [Betaj HR, A 5815 3); 3 REER, EE 
-个 下 三 角 阵 .由 此 可 得 

条 人 忻 一 ”两 曲线 段 在 拼 线 处 具有 С" 连续 性 的 充 要 条 作 是 ,存在 一 组 实数 所 ， 
i= 1.2. п, ВФ Ё > 0, ER ARREDRE СУ: fi) ае PL 8820 
ЖЇР (1-15). 

AAMER эй pha a 5 Bi зру НВР ЕК Ez — Е Di Fc hk ВНОС ВОИН 
线形 状 ,所 以 8 BER AREG. ЭЧ] БРИ ИН 6 0 С" 连续 性 ,存在 m TERS 
W. ЕРКЕСИ ИЕ. Ж 另外 , 述 可 以 由 此 构造 由 
塔 样 条 曲线 . 

条 件 二 商 曲 线段 在 公共 连接 处 具有 ЄС" Шу ЛЕГЕ R PS dh ЕЛУ ТЕНИ 
长 参数 化 在 拼接 处 具有 С” 连续 性 . 

它 表明 ,在 弛 长 参数 化 下 ,几何 连续 性 与 套数 连续 性 是 :至 的 .条 件 一 中 曲线 
间 关 于 弧 长 参数 是 C 连续 的 ,与 微分 几何 中 的 阶 根 触 是 … 致 的 ,而 且 利 用 宰 接 
处 的 泰 鞠 (Taylor 展开 ,由 n ИГЫ дї aE R P n #58 (1-15). Pi yt, 
可 得 下 列 等 价 条 件 : 

条 性 三 ШЕНЕ ЕА с" 连续 或 是 如 HEERE, MRE E 
RAA ГЫМ. 


1 曲线 .曲面 基础 . 885 - 


3. 弗 朗 内 标 架 连续 性 

弗 遍 内 栋 架 连续 是 几何 连续 的 一 种 形式 , 它 蚌 基于 高 纵 宝 间 中 广 闵 曲率 概念 
及 弗 庆 内 标 架 的 连续 性 来 定义 的 ,也 是 一 种 几何 不 变量 . 

设 p(s) 是 4d 维 空间 的 一 条 以 弧 长 ; 为 参数 的 曲线 , 则 它 的 弗 朗 内 标 架 ( 正 交 撩 
у, (6), в), 556, роз) 及 其 高 阶 曲 率 可 控 如 下 递 推 地 定义 : 


v (+) = p 5). 
Коз) = 0, 

#';(з5) + Куз) + watas) (1-16) 
ә; Üs) = — a 


此 处 KC) ВУЗУ ws 具有 单位 长 度 . 在 三 维 空 条 中 ,天 《3 与 КС) 分 别 
是 曲线 的 曲率 与 挠 率 或 二 阶 曲 率 . 各 阶 曲 率 都 是 曲线 的 几何 不 变量 . 弗 朗 内 标 架 连 
续 性 定义 如 下 : 

一 条 曲线 是 n 阶 弗 朗 内 标 架 连续 的 ( 记 为 F) SESEK eA 
朗 内 标 架 矢量 和 广义 曲率 是 连续 的 ， 

弗 朗 内 标 架 连续 性 和 前 述 几 何 连续 性 对 于 -一 阶 与 二 阶 来 说 ,两 者 是 一 各 的. 当 
n > 284, Е ЕЕЗ НУВ, АПАЕ ЈЕ ТЫ СЕИ АУ. ЛЕТЕ Е, а НЕЕ АВА ЗЕЯ 
的 曲线 ,通常 也 是 РЧ pd o 连续 的 .因此 , "连续 性 仪 仅 在 曲线 的 维 数 d > n 
时 才 有 意义 . 


1.4.2 # # db E i 69) £ Sk Pt A 


X H ТЕ ala ЖЕРЕ ЖЇР. ЖЯ ЕЕ S hp ЕЕ МОЛ. [ХЕ . 
“а р(и, 0) Ж (о, о) RE E. m 阶 参 数 连 续 ( 记 为 0") 的 充 要 条 件 是 
Dpi u, в) ТЕС uo, to) АРЕ, ЧН 


a _ F>: 
D%p(u,2) = 了 | 22 р(и,о)). 
а= jiao [al= a+ a, < mÜ = а.а <l al. 


如 果 一 个 曲面 片 plur) 在 区 域 0 PRR д ВРЕ ("的 , ЖЕШИН piu, 
oien) € Q) HFS u, о) Ж С" YN B. 

一 个 关 面 片 piu, т) Eln оо) 处 С ERRIRE RIE, p n.n) 在 其 某 个 
邻 域内 存在 с & # к. 下面 给 出 严格 的 定义 . 

设 A 和 入, 是 平面 上 的 两 个 区 域 ,BE(s), ЕСУ) ЈА Д 和 A 的 边界 .定义 
Els) 到 Ets) 的 参数 变换 如 下 : 

Q oE Y E E, 的 某 一 个 孝 城 上 的 -: 个 ep: Urio 全 Ёз, ФО Ё\(5)) 
= E,( s), ЖН ФИЛ, KARR A, 的 外 点 ,其 中 ， Urina Ж Еү(5) P, Ук Ж 
Els) АА Л 和 A, 是 两 个 С“ ШЫН ‚ру: А,— Вр: Л, — R) {ЕК Е. 
E, 处 G" ЖИНЕП ЖЛЕ RIE, ТЕМ E 8) E, ЇЙ С" ЖЖ ГӘ Ф.Ш ЇН p, 
Р. Ó fE. E (s) ERAR m MARRY 5:5, ЕП 
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0° | leco = DEP ` Ф) lg s Є 10, 1], Іа | = 0, 1, ==.. Mt. (1- 17) 
显然 通过 参数 变 搞 更 {FATRA ШЕЕ E, (s) 的 革 一 个 部 域 上 的 С" 参数 表示 : 


(x) [= с 
хх) = 
Р pz ` Ф(х), x € ду,Ф(х) Є А». 

从 以 上 的 定义 不 难看 出 ,曲线 的 几何 连续 是 它 的 特殊 情形 ,如 果 AA ЖК! 
中 的 区 间 , 则 相应 得 到 由 线 的 几何 连续 条 件 . 显然 曲面 的 几何 连续 同 参数 选取 无 
美 , 是 一 个 仿 射 不 变 草 . 


1.43 有理 曲线 的 连续 性 条 件 


对 于 有 理 参 数 昌 线 , 如 用 齐 次 坐标 表示 的 非 有 理 曲 线 游 足 有 关连 续 性 约束 , 那 
色 它 的 投影 印 有 理 曲 线 也 同样 共有 相应 的 连续 性 ,但 反 过 来 址 成立. 如 果 有 理 曲线 
具有 这 些 连 续 性 , 则 相应 它 的 齐 次 曲线 并 非 一 定 要 满足 这 些 约束 ,和 邵 这 些 约束 是 充 
分 而 非 必 要 的 . 

АНЕ p( u) 是 齐 次 曲线 P(u) = Cwl Р(и), w u) fE w = 1 超 平面 上 
的 投影 , 且 有 理 曲 线 p(u) 由 在 по PARES IPT REAR. ЖИ E REEE 
条 忻 , 可 以 得 到 齐 次 有 曲线 豚 间 的 约束 关系 . 

1. ЯЗ EBE RK EE ЕЕЕ SP 

齐 次 曲线 Pu) PRERADA p) 在 参数 值 ú Sie С" 连续 的 , 当 存 在 
ai, = 人 ,na 合 得 下 列 约 东 条 件 成 立 : 


pš (u) = 22 баур (u), #=0,1с®›л. 


写成 矩阵 形式 为 
Р. аб P- 
P. di do F- 
Pj=] а; 201 an р". |. 
р^“ Са, Сала Cian- ee Caro p” 


2. 有 理 几 何 连 续 性 约束 
几何 连续 性 的 贝塔 约 来 (1-15) 可 号 成 形式 


р‘? (и) = XA jp) (u), ¿= 0,1, 


利用 它 可 导出 当 有 理 曲线 plu) 是 G" 连续 财 ИЛЭ Р(и) pa aE 
约束 条 件 是 ; 齐 次 曲线 P(u) ВОВЕ ER p(u) 是 G' 连续 的 , 即 存在 两 组 实数 o, 与 
B, „РУСА ЗЯ: 


pi? (u) = Scia, A pt (ш), i = D, m, 
Жүр G 是 组 合 数 ,ao = 0, 


Зиму Кы 


1 ЕВ НЕА ` 887 ` 


p. 90 P- 
p. «| ао р. 
р | [аз аобз + 2018, вой Р | 


Р. йз tofs + За Ë, + Заз} Slaf + «1 + oo ) ГДЕ 

(1-18) 

E ao = 1, 其 余 所 有 а; = О, WA RJL EE НЕА t 29 ЕЕ ЭРК, ЯВ, = 

LERTA B; = 0 ШАЛАН АТАН НАРО НЕ. (1-18) 式 

АЧИТ ЈЕНС РЕ Е (0-15) 和 {1-17) Ез Р ЖЕР РЕА КАШИ TE 
ің. 


15 ”有理 参数 多 项 式 曲 线 与 齐 次 坐标 


采用 有 尘 参 数 雪 项 式 构造 曲线 ,曲面 ,有 两 条 优点 :其 -是 有 理 参 数 多 项 式 具 
有 此 柯 和 和 透视 投影 二 变性 ;其 二 是 可 以 精确 表示 加 锥 曲线 、 -次 曲面 ,在 几何 造型 
系统 中 ,使 于 统一 出厂 .曲面 前 数 据 结 构 和 几何 算法 . 

利用 齐 次 堂 标 系 可 以 把 n 维 空间 中 的 有 理 曲 线 表示 成 4 + 1 维 空 间 中 的 名 项 
式 曲 线 . 

Ë P = (x,y,z) € R, MHARI (wr, wy, uz, w) = (Х.У, 2.1) 为 四 维 齐 次 
空间 中 点 P* 的 齐 次 举 标 (Cw 关 如 ,下 点 可 以 通过 中 心 在 原点 的 透视 变换 , 抠 Р" 
影 到 о = 1 的 超 平面 二 得 到 , 记 透 视 变换 为 H.H 


Р = HKP“) = H((X.V,Z,w)) = (2, Н 12). 


车 w= 人 0, 风 (YX, 了 ,Z,0) 表示 杷 中 一 个 泡 穷 远 点 , 它 代 表 卫 以 (x,Y,*) 为 方向 的 所 
有 平行 直线 的 公共 点 . 
对 于 任意 的 х.у,2, W Мз» р > 0,8 
НР“) = Hil wx, wy, t z, mO) = (х, р.г) 
= НО (озу, мру. шог, Wr) ) = НР). 
mi 三 次 参数 名 项 式 相 应 的 有 理 多 项 式 如 下 : 
а, 


а, 
b b bh b 
(зок, у, шс, 0) = (гё, г, N " 


ы 


d 


Ф 2 
++ 
кы š 
让 


展开 有 
в? + ba) + ca + d, 
xit) = а? + М? + сы + а,’ 
вы? + bt + сув, 


уб) = a + b 2 + сы а 
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И) = at + bA + ea + а, 
a, + bA y сы + da 
хб), усе), 200) MASKS RARA ЯН ЖОЙ OK. 
对 于 几何 式 
Р = ТМВ, 
其 齐 次 坐标 形式 为 
Po = TMB,, 
其 中 
B, = ( t Pos ti р > Ú wipo) „(атри y). 
由 上 面 代 歼 式 的 讨论 可 知 ,z ESH: НОРА 9, БЕ 
B, = ( wopos tipi, Wopo + Wopo wip + wpa), 
这 就 是 埃 尔 米 特 参数 曲线 几何 式 的 有 理 形 式 . 
类 仅 地 ,也 可 构造 其 它 参 数 曲 线 .曲面 的 有 理 形 式 ， 


1.6 ”参数 曲线 .曲面 的 重新 参数 化 


1.6.1 参数 曲线 的 重新 参数 化 


参数 曲线 的 重新 参数 化 ,就 是 重新 确定 曲线 上 点 与 银 娄 域内 的 点 之 癌 的 对 应 
关系 .对 一 条 曲线 的 重新 参数 化 ,是 为 改变 生成 这 条 曲线 的 参数 间隔 ,并 不 改变 曲 
线 的 形状 和 位 置 . 

设 给 定 - - 止 则 曲线 p = p,a € [ugo ш]. ВИТ u € (ио, ш], EA 


ЧЁ 0. и = u WEY и 0, Blonlalu u] W p = р(и(0)), 
СЄ Liot 称 为 对 曲线 P(u) 的 重新 参数 化 ,wu = ul) 为 对 曲线 进行 的 参数 变换 
нер „ ЧР du ma yde > 0, 曲 线 取 向 不 变 ;车 昌 < 0, 则 取向 相反 .参数 变 


dt 7 du dt 
кайн MAR E AISAT dt 的 正人 决定 . 92 392 的 模 长 
相差 党 t. 


常用 的 参数 变换 是 线性 变换 .给 定 曲 线段 p = plu), а € [10,1], 改 变 其 参数 
RAE [4,tz], 则 可 作 参 数 变 换 x(1) = ТЕ, є <. 反 过 来 , 若 将 参数 大 


u Є [а,в] ЖИ, Cc [0,1], 则 作 变 换 u(t) = (l-u t tu;,0 = t = 1. 
曲线 的 重新 参数 北 可 用 来 重新 界定 曲线 ,如 把 曲线 化 成 标准 型 ， ПРА 
У Саро) ERY (trimming) . 
车 u(t) ЗЕТЕ, Шу 
Фр - Ёр Ta( du)’ N dp Фи 
d ` di ` 
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训 见 对 新 参数 的 一 阶 导 冬 引 8 与 对 原 参数 的 一 阶 导 撩 和 号 相 比 , 不 仅 方向 发 生 


改变 ,而 且 模 长 也 发 生 了 改变 . Оу: 关系 也 发 生 了 改变 . 

用 不 同方 程 描述 同一 条 曲线 ,其 间 差 别 在 于 曲线 上 的 点 与 参数 域内 的 点 的 对 
应 关系 不 同 . 非 线性 变换 会 使 曲线 的 次 数 升 高 . 

曲线 取 直 身 的 驱 长 为 参数 , 称 为 绰 长 参数 化 . 取 弧 长 为 参数 的 曲线 上 尾 一 点 ， 
其 切 矢 为 单位 矢量 .由 此 可 简化 计算 和 会 式 推导 , 弧 长 参数 化 及 以 弧 长 的 线性 函数 
为 参数 的 曲线 参数 化 都 是 均匀 的 曲线 参数 化 , 即 参数 域内 均匀 分 布 的 点 对 应 曲线 
上 河曲 线 缉 长 均匀 分 布 的 点 .值得 注意 的 是 ,单一 或 分 段 的 多 次 式 曲线 及 有 理 志 项 
式 曲 线 ,不 可 能 取 自 身 绪 长 为 参数 ， 


1.6.2 # hhh ИЛЬ 


参数 曲面 的 重新 参数 化 ,是 确定 曲面 上 的 点 与 参数 平面 上 参数 域内 的 点 之 间 
的 一 种 对 应 关系 . 
给 定 一 正则 曲面 p = pluv) (uv) Є RS 
[s= ка, (2,0) Є Ж. 
满足 雅 可 比 (Jaccobi) 行列 式 不 为 零 : 
. Ju Ju 
alu, v) Ju дъ 
ao) = |a aÚ | 9 
ðu Әр 
刚 得 到 一 个 以 .5 为 参数 的 曲面 p = plalu,v)) ole, olu, Є 中}. 这 一 过 程 
称 为 出 面 的 重新 参数 化 . 
雅 可 比 行 列 式 不 为 零 , 悍 证 对 曲面 的 变 挽 是 人 正则 到 正则 的 .曲面 的 法 笑 为 
Р, х р, = SEEE p, x Pe 
用 不 同 的 方程 描述 同一 张 曲面 ,其 差别 在 于 曲面 上 的 点 与 参数 域内 的 点 的 对 
应 关系 不 同 , 非 线 性 的 参数 变换 也 将 使 曲面 的 次 数 升 高 . 
利用 参数 变换 ,可 以 对 曲面 作 分 割 , 或 者 界定 其 中 某 一 子 曲面 片 . 


1.7 ”曲线 .曲面 的 光 顺 性 


ҖЕ Б CADACAM 和 几何 造型 系统 中 十 分 重要 的 功能 .关于 光 顺 问题 ,主要 集 
中 在 三 个 方面 :中 * 光 顺 ” 概念 的 界定 , 即 如 何 给 出 造型 划 线 .曲面 是 否 “ 光 顺 ” 的 准 
则 .这 一 点 需要 具体 的 物理 和 几何 背景 ,或 者 满足 一 定 的 :博学 ”准则 ,并 且 人 恒 于 数 
学 上 的 描述 和 计算 机 的 实现 ;加 构造 快速 实用 的 光 顺 算法 ; 转 ЖЕН Ж. ИШЕ. 
1.7.1 光 顺 准则 的 定义 


已 有 的 光 项 准则 一 般 可 分 为 两 种 类 型 : 
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(1) 整体 能 量 型 准则 此 类 准则 是 由 物理 和 几何 背 丸 出 发 而 定义 某 种 “能 
Ë” ,来 表征 要 光 顺 曲线 ,曲面 的 整体 性 质 . 在 数学 上 是 一 个 泛 函 问题 ,并 认为 使 这 
-省 函 达到 极 小 的 曲线 .曲面 是 光 顺 的 ， 

(2) 坏 点 判别 准则 。 此 类 准则 都 是 从 局 部 到 整体 , 即 对 曲线 .曲面 上 的 点 ,给 
出 一 个 判断 “好 ”与 “不 好 ” 的 度量 ,同时 给 出 一 个 相关 整体 好 坏 的 度量 . ЖИЕ [ЕН 
标 是 使 "不 好 ”的 点 尽 可 能 少 ,同时 使 整体 度量 变 小 . 

对 于 平面 赐 线 的 光 顺 性 定义 ,已 有 较 成 熟 的 光 顺 准则 ,下 列 几 条 光 顺 性 定义 是 
常用 的 . 

жуа 凡 满 足下 列 三 条 准则 的 平面 曲线 叫做 光 顺 曲线 ; 

I° 曲线 C? 连续 . 

> 没有 多 余 扣 点 . 

> 期 率 变化 较 均匀 . 

定义 5 一 条 曲线 是 光 顺 的 , 若 其 曲率 是 连续 的 , 变 续 次数 较 少 ,而 且 尽 可 能 
近似 于 -- 个 段 数 尽 可 能 少 的 分 段 单调 函数 ， 

定义 6 -条 曲线 是 光 顺 的 , 若 其 在 满足 给 定 插值 要 求 的 同时 使 得 曲率 平方 
对 缴 长 的 积分 达到 极 小 , 即 满足 min| 6245. 

在 几何 外 形 设计 和 构造 中 ,在 许多 情况 下 几何 外 形 信息 是 由 型 值 点 列 ( 阵 ) 给 
出 ,尤其 在 离散 造型 中 ,考察 的 大 多 数 是 数据 点 ( 阵 ) 或 控制 网 格 等 ,因此 需要 考虑 
光 顺 的 型 值 点 列 . 

定义 了 ”对 于 平面 上 给 定 的 一 组 型 值 点 列 { 严 }" ，, 若 至 少 能 找到 一 条 光 顺 的 
插值 曲线 КСР, АЬЛИ. 
一 种 曲面 光 顺 准则 是 下 列 能 量 泛 函 ， 


пај ( ki + k2)do, 


AP kk 为 曲面 的 主 曲率 ,de 为 单位 面积 元 . 

一 般 地 , 光 顺 诬 量 的 界定 和 光 顺 准则 的 选择 ,取决 于 几何 外 形 的 造型 需要 和 曲 
线 曲 面 的 儿 何 性 态 .J. Koulier 等 人 提出 一 种 沧 顺 准则 的 构造 方法 . 

(1) 选择 光 顺 趋势 (平坦 .图 滑 等 等 ). 

(2) 由 要 光 顺 的 曲线 .曲面 得 出 诱 时 曲线 .曲面 ,诱导 方法 是 来 自 于 (4 所 选 定 
的 趋势. 

(3) 使 诱导 曲线 .曲面 的 弧 长 或 面积 达到 极 小 ,此 时 的 由 绩 .曲面 是 光大 的 . 

这 种 想法 的 特点 在 于 构造 出 了 一 族 光 硕 准 则 ,以 满足 不 同 的 造型 罩 求 ,比如 : 
对 曲面 来 说 ,常用 以 下 几 种 度量 : 

(1) 平坦 度量 (flattening metric} 

С(и,ъ) = K(u,u)m(u,n). 
(2) AAE 8 (rounding metric) 
C(u,s) = ru, o) + [HO v) Kiu, о) ябы, v). 
(3) Rolling 度量 
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Clust) = [Klu + Ва, в) |а, о). 

光 顺 的 目标 是 使 Ciu, ») 的 面积 达到 极 小 . 

一 种 班 而 的 光 顺 方法 是 光 顺 其 相应 的 网 格 线 , 与 曲 绕 情 形 类 亿 的 盎 面 光 顺 淮 
Шр 

СТ) 关键 曲线 光 顺 ,如 疙 机 或 轮船 的 骨架 线 . 

(2) БИЛИН 32 ЛЕ НЫЧ). 

(3) Р 39600. 

需要 指出 的 是 ,曲线 .曲面 边界 条 忻 的 确定 ,对 曲线 ,出面 的 光 硕 社 也 有 较 关 的 
E. 


1.7.2 见 种 常用 的 光 顺 方法 


光 顺 的 方法 也 可 分 为 两 大 类 : 蓝 体 化 方法 Wise y. 

1. 整体 化 方法 

此 类 方法 主要 针对 "能 量 ” ҢЕЛ, 采用 各 种 优化 的 方法 来 解 光 顺 问 题 , 如 董 光 
昌 等 提出 的 参数 优化 法 .加 弹 法 能 量 法 .最 小 二 乘法 等 . 

整 停 化 方法 的 共同 点 是 :人 恢 贺 于 优化 算法 的 好 坏 TTS НОВЕ ik Sr ВЕ А: 
够 快 .整体 光 顺 并 不 一 定 能 保证 局 部 也 是 最 佳 的 ,还 可 能 出 现 “ 光 肆 型 值 ” 点 振荡 
的 情况 . 

(1) Atit 已 知 插值 点 列 { P 7 ERAH р, = 1,2,…,m,;, 和 上 次 
B 样 条 的 节点 序列 {uj}, < ig m+ kel E к,г = 1,2,…, 避 ,满足 


по E Uks im = Umb ш С h < анро 206 ба т 1, (1-19) 
从 而 存在 唯一 的 控制 点 列 d,i = 1,2, т, 1 
CUD = Dy dN (6), i = 1.2... m (1-20) 
{=1 


这 里 N. (0) 为 以 [ul 为 节点 的 B 样 条 基 . 

参数 60i = 1,2,…,m) 的 选取 会 直接 影响 最 终 得 到 的 B 样 条 曲线 CO) 的 形 
状 ,为 了 得 到 满意 的 插值 曲线 ,还 必须 对 参数 值 (4 = 1.2,…,m) 进行 优化 ,为 此 
引信 衡量 曲 线 光 顺 性 的 能 量 画 教 ， 


KE. (Wb stm) = Ñ |! C(e) H di (1-21) 


作为 参数 优化 的 目标 阵 数 . 求 得 满足 条 件 (1-21) 的 totta EIR А, ss tn) 取 
极 小 值 ,从 而 由 (1- 加 ) 唯一 求 得 B 样 条 曲线 СОг) 便 是 光 顺 插值 曲线 .利用 最 速 下 
降 法 ,可 以 求 得 ЕС, ta) 的 极 小 值 ,其 中 每 一 步 的 下 降 方 向 为 
дЕ, 2E, 
r=- (o, дь а) 

如 果 在 某 型 值 点 姓 加 上 切 矢 р, 和 二 阶 导 矢 p"i,i Є Soim TEA 
EHRE ,那么 对 于 取 定 的 参数 节点 а, =< j= n+ k + 1,n = m+ mi + по, 
及 对 应 每 个 型 值 点 的 参数 和 值 6,1 =< is< 庆 ,插值 8B 样 荣 的 控制 点 由 = 1,2，……,m， 
应 由 下 面 的 方程 组 唯一 确定 
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Эа) = р, 1жіж от, 
` (I _ ғ + 
2140) = арі, іЄ 8, 


узами) = api iE S23 


Жр о JER, iE 5, n S 类 似 地 ,可 以 又 前 面 定 久 的 能 莽 函 数 (1-21) 作为 目标 
K$, 1.1. | al 作为 变量 ,通过 迁 代 法 求 得 自 标 函 数 的 极 小 和 值 ,从 而 达到 光 须 拟 
合 的 目的 ， 

(2) 回 强 法 ” 回 弹 法 是 手工 放样 中 的 “两 异 蛋 , 自 然 放 ”的 一 种 数学 模拟 , 通 
过 新 老 两 组 型 值 点 交 圭 固定 和 回 弹 ,使 样 条 的 能 量 渐 次 减少 ,以 达到 光 颇 的 目的 . 

当 平 面 上 税 定 一 组 型 值 点 P(x ,yD = 0,1,…,n) 以 及 适当 的 边界 条 忻 后 ， 
回 弹 法 的 计算 步骤 如 下 所 述 ; 

步 1 对 于 给 定 的 分 割 

Аа = xo < яр < ° < xm, = Б 

及 型 秆 点 | P(x; ,Yi)1 ,人 必 播 值 三 次 样 条 曲线 Sr). 

步 2 取 相 邻 两 个 节点 的 中 点 


ё; = J (x + ma) (i = 0,1,*" n — t), 


W a= a = b, MHIE 508). 

步 3 对 于 另 一 分 割 

AY";:a = É. < && < > Ёр < & = Ё 

RASIO, SIDIG = 0,1，……a) ,同样 作 播 值 三 次 样 条 曲线 S"(x). 

步 4 PIa, S DDG = 0,1,…,n) 为 经 过 一 次 回 弹 的 新 型 值 点 . 

步 5 如 此 重复 ,直到 某 一 次 问 弹 前 后 的 节点 和 处 的 郴 数 值 之 差 小 于 定 值 e 为 
ЗЕ. ВП 

|5*(9;) – S(x)| < є {i = 0,7", n). 

Жн WARA) Rë X Е НСА ВЕК ВЕ ЭДИ RS dB x ЭЕ Ц Ж. 在 船体 
数学 放样 中 ,一般 取 e = 3mm. 

当 构 造 插值 三 次 样 条 曲线 S(x) 和 5'(х) 时 ,它们 的 过 界 条 件 在 回 弹 过 程 中 
不 变 . 第 2 步 的 播 节点 可 以 改 成 加 权 平 均 形 式 

Ë; = ак + (1 — а}%,\ (i = Ü," , n - l}, 


其 中 权 因子 a, € (0, D ,选择 原则 是 使 得 [一 与 样 条 SC(x) H а, уж, 两 节点 处 的 


剪 力 既 度 成 比例 . 

直观 地 看 ,经 过 回 弹 , 样 条 的 能 量 逐 次 减少 ,曲线 也 就 赵 向 光 顺 , 回 弹 法 可 以 看 
成 一 种 选 代 逼 近 的 能 量 法 .但 是 ,如 果 迭 代 次 数 过 多 的 话 , 可 能 出 现 光 顺 型 值 点 与 
原型 值 点 偏离 过 大 的 问题 ,而 年 ,对 平 直 眉 小 波动 往往 难以 消除 ,这 是 整体 光 顺 法 
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的 通病 . 
(3) B =i “在 平面 上 给 定 了 一 组 用 坐标 表示 的 型 值 点 Pili = 0,1, 
п} ,关于 型 值 点 的 一 种 参数 化 分 割 为 
Аа = (Q < Hí < `” < t = b, 


ЕЛЕ А 上 的 三 次 样 条 曲线 为 
800) = Sas + УРО), tE lab), (1-22) 


式 中 ， F(x) 是 定义 在 分 割 A 上 的 样 条 基 函 数 ， 取 截 断 震 级 数 表 示 :(x - 为 及 或 者 取 
B 样 条 基 画 数 等 .rn +3 个 系数 1a! 和 | 唯一 地 决定 下 述 目标 函数 /的 极 小 ,从 而 
得 到 一 条 通 近 地 通过 原型 值 点 | P| 的 三 次 样 条 S). SC 站 所 代表 的 曲线 称 为 最 小 
IRH, A Pn SG = 0,зз,п) AMEA. 

一 种 目标 函数 是 


= Dals) - р] + Spei, (1-23) 


AP 2п TERAN Toli = 0, 1, -ROMALE = 0, R ‚п - 1) 是 事先 于 以 给 定 的 . 
1° 当 取 所 有 的 8 = 0,0; = om, 所 有 光 顺 的 型 值 点 1P | 合同 于 原型 值 点 
Р. 
r 当 取 所 有 的 um = 0,8, = 0 时 ， (1-22) йу СЕЖЕ, 


S(t) = У) аи, 


S(t) 在 各 内 节点 г, ДЕНО ЕКЕ b. 253. 按照 样 条 的 力学 模型 ,前 力 跃 度 b. 
代表 样 条 在 型 值 点 严 处 的 回 弹 力 , 所 以 这 时 的 样 条 S(:) 表示 了 一 条 最 光 顺 的 则 
26. 

Wal RAAR, ЕМИЛ НОНА РГ! 与 原型 值 点 1 P| 的 偏离 就 很 小 ,劳力 
PEIE | bl 也 就 很 小 ,曲线 也 就 光 顺 ,但 500) 与 Р, 的 偏离 或 许 会 较 多 ,以 致 曲线 的 通 
HERZ. ПНЕ, ial JAAR, 9,1 AEI. ЛУН РЕЖ 了 的 问题 归结 为 
п 4+3 个 未 知 数 go,… ,a3;51,… ,者 -1 的 线 代 数 方 程 组 求解 , 即 

52 =0 (i= 0,.,3), 
al (1-24) 
ab, =0 (j= 1,8-1). 

可 以 证 明 ,方程 组 {1-24) 的 解 叭 一 存在 . 车 三 次 样 条 函数 到 截断 各 级 数 为 基 
ЖЕ оң n 增 太 时 ,方程 组 (1-24) 的 系数 矩阵 的 病态 程度 将 急剧 增加 ,引起 计算 的 不 
稳定 , 车 取 三 次 8 样 条 函数 作为 基底 , 便 不 会 出 现 这 个 问题 , 而 且 , 这 时 方程 组 
(1-24) 的 系数 矩阵 呈现 七 对 角 的 带 状 结构 ,求解 简单 

(4) 能 量 法 ”由 日 本 学 者 币 板 卫 提出 , 根 设 拟 合 曲线 是 局 部 小 挠 度 的 , 它 偶 于 
曲线 上 弧 长 和 曲率 计算 的 线性 化 处 理 . 它 的 基本 思想 辐 最 小 二 宗法 一 样 ,是 偏离 各 
光 顺 两 部 分 的 加 权 综 合 .不 同 之 处 在 于 : 
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1° 采用 累加 纱 长 三 次 参数 样 条 作为 氮 合 曲线 . 
> 目标 函数 中 的 剪 力 了 和 度 部 分 改 成 样 条 的 能 量 积分 . 
在 空间 给 定 一 组 鞋 光 顺 的 型 值 点 QG = 9,…' ,8). 过 光 顺 后 的 型 值 点 Р,(4 = 
1," л) 作 一 条 插值 的 弹性 线 , 而 且 在 PP 与 Q; 两 点 间 挂 : -条 弹性 系数 为 ai 的 小 
弹 赞 .这 样 ,包括 弹性 线 和 小 阐 筑 在 内 的 豆 个 系统 的 内 能 


u= Ya (P, - 0) + 1р eas, (1-25) 


式 中 常数 EI 为 弹性 线 的 刚度 . 

能 基 法 容易 推广 到 二 维 网 格 的 光 上 顺和 问题 . 

2. 选 点 修改 法 

这 是 当前 比较 流行 的 方法 , 即 按 照 光 左 准 则 判别 局 部 最 " 坏 ” 的 点 ,加 以 由 正 、 
选 代 .反复 调理 ,以 达到 由 局 部 禾 改 而 带动 整体 光 顺 的 效果 , 此 类 方法 的 优点 是 相 
改 能 力 强 . 政 伍 速度 快 ,并 且 容 易 将 方法 局 部 化 . 选 点 蜂 改 法 的 基 珊 是 ,承认 要 大 才 
ЗГЕ ез а. А БЕ АЕО, Е ы ЕВА Е АОЗТ Я Р х" ВЕН Э 
个 于 以 修正 . 

选 点 修改 法 的 优点 是 :中 坏 点 挑 得 淮 , 好 点 椒 受 损 ,修改 的 型 值 点 少 .名 严格 
满足 三 条 光 顺 准 划 , 阅 满 解 天 了 平 直 段 小 波动 问题 . 命 修改 能 力 强 ， 

选 点 烽 改 法 的 缺点 是 ; 当 连 续 出 现 包 个 坏 点 时 ,往往 不 容易 她 理 好 .虽然 也 能 
ҖӘ КЕЛЕ Т. 

К. ЕРИ РЕ 27 PH МЕНЕ НҢ Л.{ ЕЕ ВС ЖДИ Гар А, 是 因为 在 这 类 问题 中 有 
ERSA. MEARS AR, ITP D ЖЕ ЯП ЖЕ 56 be ЭЕ JE р], tE 
ЯҢ ДЕУ ТЮК н, H TAE, ЗР РВ Е ЕЗИ EAA. 

G. Farin 等 人 针对 三 次 BB 样 条 曲线 提出 自动 光顾 算法 : 

(1) 坏 点 判别 准则 KRE K 最 大 的 点 ,天 表示 曲线 的 曲率 ; 

(2) Жн “采用 日 样 条 的 节点 称 去 算法 ,使 总 从 不 连续 到 和 连续; 


(3) 整体 光 顺 度量 SIK,- KEN 
复 昌 大 学 数学 系 和 江南 造船 厂 提出 的 基 样 条 法 与 山东 大 学 和 沪 东 造船 厂 提 出 


的 圈 率 法 都 是 选 点 修改 法 ， 
(1) 基 样 条 法 ”利用 曲线 光 顺 性 定 习 的 三 条 准则 , 基 样 ЖЫ ЖИНИ F: 
步 ] 对 于 给 定 的 原始 型 值 点 P.,(x,,y (i = 01, 和 边界 导数 Yo 


А KERAN SCx). 

#2 计算 S(x) 在 每 全 节点 x; АВО МГ М, = "(а ), HERS НУ 
fsign( M;)] .在 点 列 中 , 凡 使 符号 序列 连续 变 号 的 点 称 为 坏 点 . 光 磊 的 目标 是 使 得 
符号 序列 无 连续 变 号 .这 一 步 称 为 初 光 顺 , 它 具 有 消除 才 余 措 点 的 功能 . 

步 3 ORIRE AM, = М, – Mia ИӘ АРУН siga AM)! ЕЦ, 
几 使 差分 符号 序列 连续 变 号 的 点 称 为 坏 点 ,光大 的 目标 是 使 得 差分 符号 序列 无 连 
续 变 号 .这 一 步 称 为 精光 顺 , 它 具有 均匀 化 曲线 曲率 变动 的 功能 ， 

一 般 好 , 设 Р(х,у) ЖЕК як, ‚ПИ Н.Ж ЙЫ Л Р (аур + pe). 现 仅 改动 第 
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k TA Р, 而 保持 其 余 各 点 不 变 , 记 所 得 的 插值 三 次 样 条 为 S"(*) ,那么 ,成立 关 系 
式 : 


S"(r) = Six) + рих) (1-26) 

AP ф(х) ЕЕЕ ЖОН. 

在 基 样 条 法 中 所 希望 的 是 ,和 修改 后 的 样 条 5° (х) BU H ЖЕН И» 1 的 平方 和 
取 极 小 . 

光 顺 的 过 程 就 是 对 挑 出 的 全 部 坏 点 过 点 进行 由 改 . 先 进行 扔 光 顺 ,然后 ,等 到 
开 值 点 序列 全 部 满足 光 顺 条 件 (2) ,再 进行 光 顺 ,使 之 满足 光 顺 条 件 (3). 

基 样 条 法 可 以 推广 到 蝎 画 情形 . 

(2) 于 率 法 ”图 率 法 也 是 一 种 选 点 收 改 法 , 它 不 需要 捅 值 曲线 ,而 从 离散 型 值 
点 分 布 的 几何 仓 置 出 发 直接 判断 型 值 点 列 的 光 顺 性 ,进而 挑 出 坏 点 给 以 光 顺 个 改 ， 

在 平面 上 给 定 了 型 值 点 列 PG = 0,1,…,n) 和 两 边界 急 向 mom ARE 
点 Р; | “P,Pi, 所 作 图 的 相对 曲率 K. FAHER P; ЗГ ЖЕ. [рл P; PiP: E 
癌 为 逆 时 针 时 ,天 ЖОЕ ЕЕ, ГЕП E. RA Po 处 的 贺 率 K, 则 以 过 两 点 
Po. P, 和 Po 处 的 切 向 mo ВТРЕВО ЕЕ, К, 亦 然 , 这 村 , 便 得 到 对 应 于 型 值 点 列 
{Р.А 的 圆 率 序 列 | K}. 

圆 率 法 可 分 成 初 光 顺 和 精光 有 顺 两 部 分 : 

CXE ”在 符号 序列 |sign( 扣 站 中 , 凡 使 连续 变 号 的 点 为 坏 点 . 初 光 顺 的 日 
标 是 要 达到 圆 率 符 号 序列 无 连续 变 号 . 

2 精光 顺 ТЕА ЗАР ЛК, = Ki- Ka РР PF 23 sigi А; ) 中 ,此 使 连续 
蛮 号 的 点 为 坏 点 .精光 顺 的 目标 是 要 达到 夯 率 差分 符号 序列 无 连续 变 号 

圆 率 法 采用 圆 率 的 二 次 差 变 成 最 小 作为 光 顺 目标 . 

定义 3 PF, 点 处 回 率 的 二 次 差 是 指 

D, = АК + Ku К, 

起 中 


|, L = 
А; = аът = L + mm = Р. Рі. 

E Р, 是 初 光 顺 中 的 坏 点 ,那么 圆 率 К, 1 与 K. 为 同 号 ,而 与 К, 异 号 .因此 
1 D, | 较 大 .这 样 , 圆 率 的 二 次 差 的 绝对 值 | D; | 是 能 相对 地 反映 出 Р, 点 邻近 的 光 
顺 程 度 的 ， 

将 坏 点 Р, КЕРЛЕ А PY ВУЗЕ ЕЕЕ НИНА АУН P; 替代 
只 ,而 保持 其 余 各 点 不 变 , 记 新 型 值 点 列 的 园 率 序列 为 1K? 1. 不 改 的 原则 是 使 得 
IK; 在 P 处 加 率 的 一 次 差 

D; = 0 

圆 率 法 的 实质 在 于 :通过 对 网 率 二 次 差 器 的 减少 而 起 到 碱 少 剪 力 牙 度 上 的 作 
Н. БАЛЕ: R. ЭЛИНЕ ШЕЕ. 

平生 曲线 的 光 顺 性 ,常用 曲率 半径 线 来 检查 ， 

利用 曲面 的 测 地 线 .曲率 线 .等 高 线 等 的 绘制 { 如 高 光 法 (highlight)) ,或 用 曲面 
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的 高 斯 曲率 的 郑 色 值 绘制 ( 称 汶 上 色 法 ) ,分 析 曲 面 的 形状 和 光大 性 ,以 利于 曲面 光 
MTER Z н В. 


1.8 ЖЕРЕ 


设 三 维 欧 氏 空间 中 的 曲面 表示 为 
Siar) = (ж(а, в), yiu v) zu 0), 
参数 (u,v) Є 了 ,了 是 由 ww 构成 的 平面 参数 域 .参数 曲 面 有 多 种 袁 示 形式 ,其 中 最 
简单 的 .应 用 量 广 泛 的 表示 形式 是 张 旱 积 (tensor product) 形式 . 
张 量 积 形 式 是 关于 us 的 双 变 量 函 数 , 它 是 两 个 简单 变量 基 苛 数 的 霖 积 ,几何 
系数 是 双向 排列 的 n x 六 网络 点 .从 而 张 量 积 曲 面 的 表示 形式 为 


Stu,a) = > О О (1-27) 


式 中 ， b; = (xo, уу» 24), 0 = uvel, 参数 域 (u,v) 是 矩形 城 Su, o) 也 可 以 写成 
ERER 
S(u,s) = [f.Cu)]'[5;][ g; (s) ] 
APOGOJ ÆT х (n+ 山行 向 量 ,[ gy(v)] 是 (m+ 1) x1 列 问 量 ,[ д] Ж(л +1) 
x (m +1) 三 维 点 阵 . 
92 短 基 曲面 表示 如 下 ; 
S(u,v) = >) Pay = = [ear], (1-8) 


ҤНҤ О=шн.,.ъ=1./(и) = a i (o) = = w. 
03 ГАЕТЕ XZ In] Ж ЕРЕ ТТУ Pt dt АО 1П КАЙН ЖУК тї, у ЖН! 
组 合 而 成 : 


S(u,s) = > > pB: „б и)В, би), Og ural, (1-29) 
固定 参数 4 = uo ü 


C(e) la = Se) = У YO PaB al to) Bo) 
SUS poB (uo) Bints) 
}=б г=0 


- D Ouo) В») 


RP Ql) = Уруй. „чо, ў = 0.1, m. CCo) 1。 是 曲面 上 的 贝 齐 尔 曲 线 ,是 


参数 曲线 ВЕК 8. ЖН и R C(u) 1, ,两 参数 线 C(u) 1, 和 Со») 1„ EF 
面 上 一 点 SC о, 00). 
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2 常用 的 参数 曲线 、 曲 面 


2.1 三 次 参数 样 条 曲线 .项 面 


在 参数 样 条 葛 线 中 ,三 次 样 条 曲线 最 带 用 ,这 是 因为 中 这 是 次 数 最 项 的 С? Ж 
样 条 ,可 满足 大 多 数 工 程 和 数学 物理 的 需要 , 次 数 低 则 带 来 计算 的 简 帮 和 稳定 ; 
D 是 木 样 条 的 线性 近 朴 ， 
2.1.1 三 次 参数 曲线 段 
设 曲 线 的 表示 为 
p(t) = ш + pit + ри? + + рур, z € [0,1], (2-1) 


则 称 它 为 三 次 参数 曲线 段 ,可 以 证 明 ,参数 e ОГАЕ НААУ СЕС sk. 
三 次 参数 曲线 段 上 可 能 出 现 多 作 的 的 点 和 冶 点 .下面 考 蹇 平面 三 次 参数 曲线 
的 仿 射 不 变量 ,对 于 曲线 (2-10), 设 р; = (asb), = 0,1,2,3, 它 的 分 量 形式 是 


x = oo + att а + азб, 
y = b, + bit + 12,2 + Тз, 
2 6 ` 
i 
Gy “3 


b, b 


03 Ф| 


b б 


di t 
h b; 


4 = + = 


方程 
六 pz -e+r=n 


称 为 曲线 (2-1) 的 拐点 方程 ， 
定理 1 设 平 面 三 次 参数 曲线 的 方程 是 (2-1) 式 ,4 和 中. 当 p=fN 时 , 它 没有 二 
HARRA, НА TRA; p 二 由 时 ,按照 22 - 2pr 的 符号 分 成 三 种 情形 ， 
q {41-2рг 
е Ëg ~ 2рг > 0, 它 仅 有 两 个 实 拐点 ,t: = 一 taj — 
p р 
2 ËF - 2pr = ОДИНА, = t, 


p 
3° Eg ~ 2рг < 0,{Я F U Rr ‚ШЕН ЖИЗА. 
ЖЕНЕ ЖЕ БЕЛД а 59238, пр (2-1) эу ЛЕ УИНН 8. 
设 (0). (1). (0), Р (1) 分 别 表示 人 -1) 式 两 端点 的 位 置 值 和 切 撩 , 则 
(2.1) 式 可 以 写成 如 下 形式 : 
PEO = 和) 二) 本 2 
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其 中 FROGO = 0,1) 为 三 次 埃 尔 米 特 调配 函数 , (2-2) 式 也 称 为 曲线 (2-1) 
的 埃 尔 米 特 插 信 形式 . 


2.1.2 ЖАНН, 


EX1 已 知 空 闻 中 有 赂 的 п + 1 个 点 Po, Pon, Р, MERSER 
相 邻 两 点 ,如果 由 这 几 段 曲线 役 组 成 的 曲 钱 在 各 正则 点 的 二 线 和 曲率 向 量 都 是 连 
续 的 , 则 称 这 条 曲线 为 一 般 的 三 次 参数 样 条 曲线 ， 

HER Ан : ш < m < … < 由 确定 后 ,三 次 参数 样 条 曲线 就 由 n+ 个 
数据 点 P.,i = 0,1,…,n 及 两 个 边界 条 件 完全 定义 ,因此 总 体 上 共有 nn +3 个 自由 
度 . 三 次 参数 样 条 曲线 的 各 个 坐标 分 量 都 是 定义 在 同一 参数 分 割 Au 上 的 三 次 样 
条 函数 ,在 分 割 As 上 的 三 次 样 条 函数 的 全 体 构 成 a + 3 维 线性 空间 ,其 中 任 一 组 * 
+ 3 个 线性 无 关 的 三 次 样 条 函数 都 可 和 作为 一 组 基 , 因此 根据 所 数 的 不 所 形式 ,可 以 
均 造 不 司 表示 形式 的 三 次 参数 样 条 曲线 ,例如 : 埃 尔 米 特 基 冰 数 (2-2) E X... Ж 
形式 HEREA II ELI EJE C B 样 条 基 形 式 等 ,其 中 此 为 常用 的 是 后 两 种 ， 
但 它们 不 是 播 值 而 是 逼近 形式 ,主要 应 用 于 几何 外 形 设计 . 

三 次 样 条 曲线 的 形状 还 取决 于 对 捅 值 数 据点 的 参数 化 方法 , 即 参 数 分 割 方 式 
的 选择 .参数 分 着 通常 有 了 以 下 几 种 类 型 :均匀 参数 、 累 加 弦 长 参数 .同心 参数 . 夏 正 
纺 长 参数 等 几 种 形式 ,其 中 累加 纹 长 参数 形式 最 为 常见 ,常用 于 对 大 挠 度 曲 线 的 拟 
A 


QO- 


2.1.3 累加 弦 长 三 次 参数 样 条 曲线 
设 在 相 邹 两 个 型 值 点 P fll P, 27185 2 E? HH 2 Jp Fë 33 


РЇ!) = Fo + Fri + в, Шаш! tf, (2-3) 


Hpi і; = Р, P, , 290 ЕА 


t= У G= 1,2,:-,а). 
HATRA BEREA P 处 保持 一 阶 和 二 界 导 和 拓 连 续 ,并 分 别 记 为 m AM: 
[ра -0 рбие = т 
pt -0) = рб +0) = M.. 
利用 各 型 值 点 P. ЖЕЕ —Ё 36 m, MEFR М, 之 间 前 关系 式 
ПМ, =- 203 - m, = 2т), 
LAM, = 2(Зе,, - 2т,—- ту}, 


得 刘 m 连续 方程 
Ai + 2m; + иңү = ЗА + p) Galoa- 1), (2-4) 
ha і, 1 = 
式 中 А; = ЖИЫ: = L. + Lu = 1. (Р, 一 PO ЖНА А P; ЖР, 
所 到 弦 方 向 土 的 单位 向 量 . 


相应 地 有 М 连续 方程 
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nM,- (+ 2M; + АА = 6717 (i= 1,2659, 10). (2-5) 
连续 性 方程 (2-4) sk (2-5) W ID T 38 34859 2 Ж A PF иа. 可 完全 确定 m, 或 
М: = 12 ,下 下. 解 线性 方程 组 可 利用 追赶 法 ,系数 定 阵 是 严格 对 角 占 优 的 ， 


利用 方程 (2-4) 或 (2-5) ,可 以 构造 三 次 参数 样 条 曲线 ,例如 (2-2) 式 可 写成 


pt) = юл ү!) + pP (S z5) + 
b. СЕТЕР 


ERREA: 切 欠条 件 或 B 由 端点 ( 零 曲 率 ) 条 件 或 抛物 线条 件 等 . 
2.1.4 各 种 连接 条 件 下 的 三 决 参 教 样 条 曲线 


定理 2 ”相连 接 的 两 条 三 次 参数 曲线 段 p1(t) 和 py(1),tE СО, І], ТЕВЕ ЩА 
的 切 向 和 曲率 都 连续 的 充 要 条 件 是 ,在 在 常数 ef > 0) A ñ, 使 得 
pii) = p.,(0), 
(нз = ар',(0), (2-6) 
р") = a?2p",(0) + 2р'(0). 
(2-6) 式 表 明 ,具有 性 连 续 条 伴 的 最 一 般 参 数 样 条 曲线 并 不 唯一 确定 ,只 要 适 
当 调 节 两 个 自由 度 a、8, 便 可 构造 出 通 合 各 种 需要 的 样 条 曲线 . 
(1) 取 所 有 的 а = 1,2 = 0, 所 得 的 是 弗格森 形式 的 三 次 参数 样 条 有 曲线 . 


(2) Жа, ы В = 0(i = 1,2,…,n - 1), 便 是 累加 弦 长 三 次 参数 样 条 曲线 . 


(3) Жо, = = 让 L B 作为 张力 参数 (i = 1,2,…,n - 1), 得 适合 大 挠 度 情形 下 С 
连续 的 张力 样 条 曲线 . 

另外 ,利用 аа 可 构造 梨 形 插值 样 条 则 线 和 规范 样 条 曲线 等 . 

2.1.5 参数 样 条 曲面 


参数 曲面 常用 的 是 双 三 次 曲面 ,常见 的 参数 曲面 有 埃 尔 米 特 参 数 曲 面 , 孔 斯 曲 
面 ,常见 的 参数 样 条 曲面 是 张 量 积 的 贝 齐 尔 曲面 ,了 B 样 条 曲面 和 NURBS 曲面 等 
双 三 次 参数 曲面 片 的 代数 形式 是 


plu,w) = 2, Уаш, u, € [0,1]. 
其 矩阵 表示 为 
p = VAW" (2-7) 
此 处 


U = [u` u° u 1], 
W = [ww w 1), 
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tm äu ёр а 

Tto Ga di: ё; 

ÀA = . 
йз än ёр а» 
Яу Ча ёр da 


Кеа О Лар РАКОТ ЯЛ АРЕ. 如 图 2-1 所 示 ， 


Ё 2-1 
НЧ АА АА А RA ЖОМЕ y| p. ру. ру, pi ij = 0,1. 
кена АЖА ТРЕ ВЕЗЕТ 


Ро Pu po РЯ Fo( to) 

pilu, ,w) = [Folu) Filu) Golu) Cika] po Ри Po ph Fili) 
| ° pb ph РЇ РЕ | | GO) 
pu Pi 210 PY Cil to) 


= F(u)BF (u), 
其 中 Flu) = [F (u) Fi) G (u) Сиби) ЖЕЛ ЖАР ОРЫ. 
& Flu) = UM,F(u) = WM, 则 三 次 参数 曲面 片 的 几何 表示 的 矩阵 式 是 
p= ЫМЕМ" МП, u,w € [0,1], (2-8) 
ША U = [aut ud], W = Do w? 1]7, 


2 -2 1 1 
М = з 3 i -! . 
Iı о о 0 
Ш (2-8) Е S W XN AA BH IB) V. FF 2 29 P: F ЖОН bi aki ЭБИ ЖЕШ ИШ. 基于 
(2-7) 和 (2-8) ВЕЈН ИКЕСЕ К ЛАЭС Ж: 


А = MBMT, 
通常 情况 王 构 造 参数 曲面 的 主要 任务 就 是 构造 它 的 几何 系数 矩阵 B. 
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22 ДШ 
2.21 MÄRKA £ 3. ЖЕ 
п У ВЕЕ Ху 
plu) = Dobb; (а). Ü < нє 1, (2-9) 


РВ, „(и)1 Ж n КЇН зин. В 称 为 控制 项 点 ,依次 连接 5 构成 的 多 
WE , 称 为 控制 包 边 形 或 特征 儿 边 形 . FRR EIE EHEN E EBE . 
由 伯 恩 斯坦 基 荡 数 的 性 奈 , 可 得 内 齐 尔 曲 线 的 下 列 性 质 ; 
(1) 瑞 点 性 质 。 p(t0) = &.р(1) = b ,并且 在 首 未 端点 处 的 上 阶 导 矢 分 别 与 
控制 多 边 形 的 首 末 不 条 边 有 关 , 与 其 它 边 无 关 . 
(2) 几何 不 变性 与 仿 射 不 变性 ” 贝 齐 尔 曲 线 的 这 种 去 示 形式 不 依赖 于 坐标 系 
的 选取 ,在 仿 射 变换 于 ,曲线 (2-9) 的 像 曲线 是 151 的 像 所 决定 的 贝 齐 尔 曲 线 . 
(3) 对 称 性 БГ = bili = 0,1,…,n), 由 此 生成 的 新 的 内 齐 尔 曲 线 


p'(u) = X 15 (а) = 2758, (I - u) = р(1- u). 
i =Ü аф 


(4) МЕ Ж ”对 于 we [0,1],p(a) = УЬ, „б ш) E 7, 这 里 7 为 15! 的 
nita, 


Т = [Saa] Sa = 1,4; >= 0,5 = oea}, 
(5) 变 差 缩减 性 (variation diminishing) 除 包 含 整个 控制 和 多边 形 的 平面 外 , 任 
一 平面 与 中 齐 尔 曲 线 的 实 点 数 不 超过 它 与 榨 制 和 多边 形 的 次 点 数 , 由 此 可 得 平面 贝 
ЛКЕН КЕНЕ: ЕЗЕШ К. РИ ЖН ЬЕ JE Vu И, ШНА ЖАШ КЬ ДА 
ИНИ. 
(6) E3 п 次 贝 齐 尔 曲线 (2-9) ЮЖ у TERES ЉУТИ F Ж у s = 


+ 的 那个 点 p( 二 ) 发 生 最 大 影响 . 


2.2.2 几何 作 图 法 —— #k-F 344 W 3 Н 


对 于 给 定 的 控制 点 页 ( = 0,1.- п), AE (€ [0,1], i В (г) = bi = 0, 
рол. EZ РО) ( 线段 的 上 取 一 点 Бе) ,使 得 
BDC) = (1 еВ) + АС), 
从 而 得 到 5 个 点 BG = 0,1,…,n -1 再 在 以 В? O 为 顶点 的 密 边 形 上 进行 如 
LARIE, MIRR a - 工 个 点 Bt = 0,1,7, -2); 这 样 下 去 ,第 r 次 得 上 -Fr+ 
1 个 点 : 


- 902 · 第 加 篇 计算 几何 


BEN) = A- BEO Ce) + ba), i= 0,10. r. (2-10) 
当 = п, RAFTA bé” (ry NI aY) 3 n КШ ЕЛШЕ ТЕ: 处 的 点 . 
2-2 即 为 mn = 3, = 1 时 的 几何 作 图 过 程 ` 
对 任意 给 定 的 六 (01 = 0,1,…,n) 及 固定 的 :< [0,1] ,按照 递 推 公式 (2-10) , 当 
r = n E} 


Ьб) = BC) = Xis, „О. 


кын 
КС “Уы 
—— У. 
М" 
к, A 
, 
(а) (h) 
В 2-2 
(a) ЛЕРА R 28 (п = 3,: = 1⁄4), (b) ЖИ УЖЕШ ЕЕЕ 
22.3 MFARRKA 
由 齐 尔 曲 线 (2-9) 的 一 阶 导 和 汞 可 按 下 列 公 式 计算 : 
р'() = P 2 адб), 
其 中 
q(t) = tpo) = 人 ab 160). (2-11) 


如 图 2-3 所 示 , 其 中 差分 矢量 Ab = ba - b 控制 多 边 形 的 过 矢量 w,i. 把 
(2-11) 式 中 的 n 条 边 矢量 的 起 点 置 于 原点 ,矢量 的 末端 就 成 为 控制 顶点 . 曲线 
4С) 称 为 一 阶 速 端 曲 线 . 

员 齐 尔 曲线 的 商 阶 导 矢 公式 

рб) = Ta “D12225... ali). 
其 中 高 阶 向 前 差分 矢量 
АФ, = 和 
= е 1 Бл. 
SFM: = 0,t = 1,1 КИКА Ук ФА 


2 常用 的 参数 曲线 .曲面 - 903 - 


p (0) = Tr Hibo, 


"i 
pP) = CIA, k. 


н FEP E 22 9 
n! _ 0 


Hp діре ot 3 а [В] ПА ра, nok ... р-у ШҮ АҺ 
ж}. 
п 次 贝 齐 尔 曲线 在 首 未 端点 处 的 曲率 公式 为 图 2-3 
п- 1 | Ab x Ab, | 
KO) = — АБУ ° 
n - 1 |b 2. x b, | 
n | Ab, 1 


К(1) = 


2.2.4 贝 齐 东 的 升 阶 


在 对 贝 齐 尔 曲 线 作 修 改 时 ,有 时 通过 增加 控制 点 提高 对 曲线 的 灵活 控制 ,而 不 
改变 原来 曲线 的 形状 . 为 了 实现 此 目的 ,对 原 有 的 贝 齐 尔 曲线 进行 升 阶 是 一 种 最 
简洁 的 方法 .如 图 2-4 所 示 , 原 来 由 4 个 控制 点 B50, ,5;,b; 定 义 的 曲线 变 为 5 个 点 
DS) bI) Bi., СА РА LIL SAN: POT: E pus wis 


b= É h >, Ch - Os" 
j=% 


n+] 
„анн?! ed i, 


ALZEAR + (1 09) ,通过 比较 等 式 两 边 
ПТ 项 的 系数 ,得 到 

E уь 
ы Қ В) = а т” 


} = 0,1,7, п + 1. 
82-4 此 式 说 明 : 


(1) 新 的 控制 点 Б! 是 对 原来 特征 多 边 形 在 参数 j( + 1) 处 进行 线性 插值 的 


(2) 升 阶 后 的 新 的 特征 多边 形 在 原来 特征 才 边 形 的 凸 包 内 . 
(3) 升 阶 后 的 特征 多 边 形 更 掌 近 贝 齐 尔 曲线 . 


2.2.5 ЖАД 99-0] 


给 定 控制 顶点 bi = 0,1,…,n ASR" C [0,1], 由 德 卡 斯 特 里 奥 算法 
FEREENA RAR- 上 一 点 P(t* ) ,该 点 把 曲线 (2-9) 分 成 两 段 : pit), 
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СЄ [0,:" рг), E [:* ,1j, 出 图 2-2 知 ,顶点 Б, б), ,如 为 定义 在 1 € (0, 
1" ] 上 那个 子 曲 线段 的 贝 齐 尔 点 ,顶点 66,511... al 为 定义 在 i € [二 ,1] 上 那个 
子 曲 线段 的 贝 齐 尔 点 . 由 这 两 组 顶点 可 分 别 写 出 定义 在 各 和 白 局 部 参数 域 [0,1] 上 
的 两 子 则 线段 的 贝 齐 尔 山 线 表示 形式 {2-9) ,这 就 是 贝 齐 尔 遇 线 在 上“ ЙОЛА. 


2.26 贝 齐 条 曲线 间 的 连续 拼接 


1. 贝 章 尔 曲 线 间 的 参数 连续 性 


设 给 定 两 条 内 齐 尔 曲线 的 控制 点 列 
Pai = 0,1,7. п На = Р-Р, 90, 
į = D, 1,7, m, E. b; = Q; 一 Q. 如 图 
2-5 所 示 . 设 pie) .q( t) 表示 两 条 贝 齐 尔 
Ш, ЗЕН рб) 的 终点 P. Mgl 的 始点 


图 2-5 Q 重合 , 即 已 达到 如 连续 . 
要 使 它们 达到 С! 连续 的 充 要 条 件 是 , 疡 -小 玫 = O Оз TARR, R 
b, = can (0). 


要 使 它们 达到 С? 连续 的 充 要 条 忻 是 ,在 С! 连续 的 前 所 下 青 增加 两 个 条 件 , 即 
Q 密切 平面 重合 ,一 法 线 矢 量 同 向 ;@@ 曲率 相等 . 
由 贝 齐 尔 曲线 的 端点 性 质 可 知 ,中 с) 在 终点 的 副 法 线 兴 量 是 : 
yp(1) = n? (a ~ 1)(а, x a,); 
абз) 在 始点 的 副 法 线 矢 量 
vg(0) = m°(m - 1}(ф,у x b). 
根据 条 件 G) 必须 导致 四 个 矢量 aad n Р, EE ЕЕ БВ b, = оа, HAFF, W 
fi: b, = – Ве, + Ya, ,B > 0,Y 为 任意 数 .根据 2.2.3 小 季 中 的 端点 处 曲率 计算 公 


式 ,从 上 述 结论 及 条 件 四 ,可 得 到 8 = HEN, 

2. 贝 齐 尔 曲线 间 的 几何 连续 性 

设 BC) = D BiBi alt), B) = S D?B aC) 10,1], З ат 
次 的 贝 齐 尔 曲线 . | 

(1) 0 拼接 的 充 要 条 件 MERILE DHE FPS ЛЕ, ВС) B) 是 С° 
拼接 的 充 要 条 件 是 

B1(1) = В,(0), ВІ Б, = bç. 
(2) С 光滑 拼接 的 充 要 条 件 ЕО, И BO) = 48700), а > 0, 即 
n(b, ~ 6,1) = ат( Бү — bo), 

Б.Р. 共 线 .图 2-6 是 С' 光滑 拼接 图 形 , 

(3) C 光滑 拼接 的 充 要 条 件 п ПКА В, 与 m 次 贝 齐 尔 曲线 
Bt) G? 光滑 拼接 的 充 要 条 件 是 
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Ё 2-6 
b, = bo., 
p, = ==, a > 0 
mim- 1) А А 
Fa- =- nin ay + Wis’ 


HEaP yv, = h- biic nolnivi = 6 - b; -bJ = 1,2; 
т т\т 1) 
= a te 7 (7 为 任意 实数 )， 


b(i= 0,1,7, пв) (а 0,1,5, л) А ВС) В.(о) 的 控制 顶点 .图 2-7 是 
C 光滑 拼接 图 形 . 


227 有理 贝 齐 汞 曲线 
ХТА ЯЕ НОЕ ФОА B; Ho, 


У, alt) 

RG) = 到 一 一 一 一 = J bR), t€ 10,1] (2-12) 
Ув, lt) («0 
гиў 


миа FF Bh £b Н w 0,1 = 0. У = 1 ,为 有 理 贝 齐 尔 明 线 


的 权 系数 ( 若 22 uw = wl TG ш = # БЕЙ а” = i); B, уп 次 的 伯 思 
10.9; akt) 


REAR, Ra (1) = Ж na KANAR WRBA, Е = 0,1,2, 


У? wiB, (4) 
гаф 


(2-12) Ku BS EE P Ч (ub, шщ),4 = 0,1, +, n EAIA BB D] Эг 
尔 曲 线 在 w = 1 超 平 面 上 的 投影 ,车 и, = i= 0,1,0. n), AAIR EE a ОЛ 
RhE. 

引信 权 因 隆 的 作用 是 为 了 更 好 地 控制 曲线 的 形状 . 当 w > w B. ш > w 
时 ,就 把 曲线 拉 向 p. 点 .如 图 2-8 所 示 ,wo = шу = w, = 1;2 шу = 12,1.2 时 , 曲 


，906 > ЖЮ ЯЛА | 


ERER IENE b. i. 
控制 点 B, = (эң, у, a) 可 用 齐 次 坐标 表示 


diwi =1) ЖЬ = (wx, wyi oss m)l. = 0,107, n, 
ВА (2-12) 可 用 齐 次 举 慰 表示 成 
t x 

D В, „(1) 


i В,С) = H{ SIBB, (D) = +" 
= 


of tm = 1) ип ту S wB, „(ї) 
= = 
Бб) 称 点 в (12) 为 有 理 贝 齐 尔 曲线 的 朋 点 . 
8 2-8 ХН РАЯ n (1) 的 性 质 , EEN 
齐 尔 曲线 有 下 列 性 质 : 
(1) Gat. 
(2) 几何 不 变 竹 . 
(3) TEAR. 
(4) 端点 性 质 品 (0) = bo, RO) = ӧ,, 
к'„(0) = 22106, – Бо), RO) = TEC — Б,.1). 
wo Wg 
(5) 对 于 任意 上 € [01 
bn, t = 0, 
lm К„{г) = үч гє (0,1), 
т" b... t = 1. 


2.2.8 有 理 贝 齐 尔 曲线 的 递 推 荐 法 


对 于 n 次 有 理 贝 齐 尔 曲线 ,可 以 建立 类 似 于 ”次 非 有 型 贝 齐 尔 曲线 的 递 推算 
法 . 


8 1900) = УЛ, 8, (0) А LAOR A OEA E 

жй: И 
mt) (i) = (1 г) во оО), Ф=0,1,зе,п—-т, (2-13) 
若 设 中 间 点 DPO): 
D imi b, B; (1) 
r — j= ПНА 
ы?) = wie) 

则 由 (2-13) ATERI BOC) DOC) ft Б; 之 间 有 如 下 关系 式 成 立 : 


{r-l} {r-i} 
BPO = а-и) pO) + ND, ге 0н, 
于 是 “次 有 理 贝 齐 尔 曲线 可 写成 下 面 的 形式 ; 
R(:) = bits), 


2 AAKER а . 907 - 


2.2.9 Җ# ЮЙ % 0306 Ж.К HAH 


1. ЖУНИ 

与 中 齐 尔 曲线 一 样 , 当 控 制 点 较 多 时 ,构造 一 条 有 理 贝 齐 尔 曲线 通常 是 不 方 恒 
的 ,实际 上 ,一 般 的 做 法 是 构造 若干 个 低 次 有 理 贝 齐 汞 曲线 ,然后 再 根据 光谱 性 要 
求 ,将 它们 光滑 地 拼接 成 一 条 样 条 曲线 .下 面 考虑 两 条 有 理 愉 齐 尔 曲线 的 光滑 拼接 
ЖАР. 


УВ (O Delhi B 0) 
RU) = 29 WRG) = - 是 两 条 有 理 贝 齐 尔 曲 
УВ, alt) Уе: В, ыб!) 


线 ,考虑 它们 在 R. 1) 和 R..(0) 处 的 光 清 拼 接 条 件 . 
(1) 由 有 理 贝 齐 尔 基线 的 端点 性 质 可 知 , RR, 0) 和 R. (1) 相等 的 充 要 条 件 是 
b, = Ву. (2-14) 
(2) К, (D) 5 RC TE RCD = R (0) 处 是 如 的 ,除了 要 具有 上 式 外 ,还 
应 有 
К'„\0) = аК'„{1). 


将 端点 处 切 拓 表示 式 代 人 上 式 得 
下 (四 ~ ba = (Фф - ). (2-15) 
Wa ibp 


AH., Eti RG) 5 RID EERIE C ИНЕШ), ЖЕ ЖҮКЕ (2-14) 和 (2-15) 
ARY. (2-15) AER Б, 1-Б, = bç bi E— RARE. 
(3) R01) 5з Rat) ТЕ R,(0) = А,(1) 处 是 С ЕЕЕ, 
1° 它们 是 连续 的 ; 
2 副 法 向 量 
nin- L} tb 1 ton -3 
В„(1) = w? (6..1 一 bn-2) x id,- ba-1)] 


与 
2 w н 
В„(0) = mine eE сы - b¿)x (bz - br)] 


ЖНА); 
PR 和 RE) ТЕ R.(0) = RCL) 处 的 曲率 相同 . 
H 1° 129 ОЈ, babda, = bç .br Ёё; 是 共 面 的 ,加 上 条 件 (2-15), 则 有 
b; — br =- Plb,- 6,2) + mb, - $a) 
其 中 8 > 0,.7 为 任意 常数 .在 R0) = К„(1) 处 两 曲线 的 曲率 分 别 为 
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1) аә | Cbn- — Ena) х (ё, 二 名- De 


K.G) = Eta- 


пи? І b, _ f. 1 (3 
(т — Dwo юу) KC ~ b7) x Cho zr) l 
Ka(0) = mwr? TAT 
可 把 K.C0) 表示 成 
o ommo Dez wap 1 СБ bna) x (b, — Bai) 1 
Ka (0) = w {wr Pa 1 ёф. – Р„1? , 


由 条 件 节 :后 (0) = К(1).1В 
nin — lu, zwo (wr Ja? 
ё = mim 一 1) о wa 
上 面 所 用 的 B.(0).B.00) Ж Ka DAER RO RID Ее = Ог 1 
处 的 副 法 向 量 和 曲率 . 


2.3 B 样 条 曲线 .负面 


2.3.1 B 样 条 曲线 的 定义 和 性 质 
B 样 条 曲线 方程 可 写 为 
С(и) = Dy PN, (и), uwEfa,b), (2-16) 


Я P, i = 0,1,…,n，, 为 控制 顶点 的 天 径 ， Р, М ЖК de Bonr 点 . 顺 订 连 成 的 折线 称 
为 B 样 条 控制 多 边 形 ， №, lu), i s 0,1,7, п PRA k A BEREAN, H a = 0, Б 
= 1 堵 ,B 样 条 基 函 数 称 为 是 规范 的 . 它 由 称 为 节点 矢量 的 参数 & WIERF P а = 
ше ш 77 6 паа = b MRE. 

B FE 3 I БИ ЛЕШ К, ЗЕТ: 

(1) ЯЛ ЛЕШ ‚ЖЕ НКИК ТЕЕ ЛИТЕ ДЖ Aha 1. 对 于 B 样 条 曲线 , 基 
函数 的 次 数 此 与 控制 质点 数 无 关 . 

(2) ПРИЕ ВЧ ОВЧА Ялна аа ра ВАК АЗЕ А 
ЕВН Ел. 

(3) DI 2 HH£R R ВРЕЛ ВО ЖИК ИҢ Ж. В ЕЖЕ £b да — ph 
特 跌 表 示 形 式 的 参数 样 条 曲线 . 

(4) 贝 齐 尔 曲 线 缺 乏 局 部 性 质 ,B 样 条 曲线 具有 局 部 性 质 ,局 部 性 质 是 BER 
曲线 的 最 重要 的 性 质 之 一 ， 

n + 1 个 控制 借 点 的 次 B 样 条 曲线 的 定义 域 为 点 忆 ш, u, a a], RA n-k 
+ 1 个 节点 区 间 ( 包 括 零 长 度 的 节点 区 间 ), 若 其 中 不 舍 重 节点 , 则 B 样 条 曲线 包含 
n -上 大 +1 和 中 .次 日 样 条 曲线 方程 (2-16) 可 改写 成 为 分 盘 表 示 : 


Clu) = PIPAS (u), u € [wo wa]. (2-17) 
jk 


2 常用 的 参数 曲线 .曲面 - 909 - 
ЖН BERERA N. ,( u) ВОВЕ, B HERRA F 列 性 质 : 
(1) Жоп = k H ЧИ K U = (0, 0.1, DR C( u) ЖЛ ЛЕШ. 
(2) C(u) 是 分 段 包 项 式 曲 线 , 次 数 下 ,控制 顶点 数 n + 1 和 节点 数 m + 18 F 
列 关 系 { 考 虑 重 节 点 情形):mm = n+ k + 1 如 图 2-9 所 示 ， 


图 2-9 


(3) 端点 性 质 。 С(0) = Со, С(1) = e. 

(4) 仿 射 不 变性 . 

(4) 强 凸 包 性 质 ”有 着 比 贝 齐 尔 曲线 更 强 的 凸 包 性 原 . 

(5) ЖИРЕН kk BRRR EBA uE [uu a l Йй Б k + 【个 控制 
顶点 PU = í- 让 有关 ,与 其 它 控 制 顶点 无 关 ( 考 虑 重 节点 情形 ) ;移动 该 曲 
线 的 第 [个 控制 顶点 P; 只 影响 到 定义 在 [ ,st 上 那 部 分 曲线 的 形状 ,对 曲线 
的 其 余部 分 不 发 生 影 响 . 

(6) 控制 狠 边 形 表 示 对 曲线 的 分 段 线性 逼近 .在 相同 的 控制 多 边 形 和 相同 的 
节点 矢 荐 下 , 册 线 次 数 越 低 , 曲 线 越 草 近 控制 案 边 形 . 因 此 上 样 条 曲线 具有 记 光 性 
质 .B 样 条 曲线 随 善 次 数 升 高 , 越 来 越 光滑 ,如 图 2-10. 

(7) 曲线 从 i = uo 到 tt = pakele Wj аеш) 的 作用 如 - -个 开关 , 当 и 通过 一 个 
节点 时 ,一 个 基 困 数 不 起 作用 ( = 儿 , 下 一 个 基 函 数 起 作用 ( = 0). 

(8) 可 微 性 或 参数 连续 性 8B 样 条 曲线 在 每 一 曲线 自 内 部 是 无 限 次 可 微 的 
CC”), 在 对 应 节点 的 曲线 段 端点 椒 是 下 -rr 次 可 微 (C0-"),r 是 该 节点 的 重复 度 ， 

(9) 变 差 缩减 性 质 ( 与 贝 齐 尔 曲线 类 位) . 
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Р, Р, 
ЕЁ 2-10 
2.3.2 重 节点 与 重 顶 点 对 卫 样 条 曲线 的 影响 


1. 重 节点 的 影响 

节点 矢量 的 节点 分 布 闫 定 B 样 条 基 的 几何 形状 和 数 自 ,而 BEREAN 
作用 ,相当 于 对 控制 案 边 形 的 磨 光 . 

(1) 在 吕 样 条 曲线 定义 域内 的 内 重 节 点 ,重复 度 每 增加 1, ARRA tE 
曲线 在 该 重 节点 处 的 可 微 性 或 参数 连续 阶 降 1. 因 此 ,上 次 B 样 条 曲线 在 重复 度 为 r 
的 节点 处 是 驻 -连续 的 .一 条 位 置 连续 的 曲线 , 其 内 节点 所 取 的 最 大 重复 麻 等 于 
曲 经 的 次 数 上 大, 端 节 点 的 最 大 重复 度 为 上 + 上 .依据 这 一 性 奈 ,可 以 在 了 样 条 有 曲 钱 内 
部 构造 尖 点 与 尖 角 (注意 与 重 顶 点 构造 尖 角 的 区 别 ). 甚 公 酚 条 或 这 条 分 离 的 8 样 
条 曲线 可 以 采用 一 个 统一 移 方 程 表 示 . 如 图 2-11. 


图 2-11 


(2)》 当 端 节 点 重复 度 为 上 和 时 ,上 次 记 样 条 曲线 的 端点 将 生 相 应 的 控制 儿 边 形 的 
端 顶 点 相 重 , 并 在 螨 点 处 与 控制 儿 边 形 相 切 ， 

(3) 当 在 有 曲线 定义 域内 有 重复 度 为 上 的 节点 时 ,次 B 样 条 曲线 插值 于 相应 的 
控制 顶点 ,与 设置 大 重 顶 点 达到 插值 项 点 不 同 之 处 在 于 ,不 至 引起 曲线 在 该 点 处 切 
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ЖМБ ,保持 曲线 的 正则 性 ， 

(4) ЧЕ У ЕТЕ, ВРАЊА АН Е И Э Н 
同 的 端点 几何 性 质 . 

(5) 入 次 B 样 条 曲线 若 在 定义 域内 相 邻 两 节点 都 具有 重复 度 卡 ,可 以 生成 定义 
在 该 节点 区 间 上 那 段 B 样 条 曲线 的 贝 齐 尔 点 ， 

(6) 若 端 节点 重复 度 为 + 1 的 次 B 样 条 曲线 的 定义 城 仅 有 一 个 非 零 节点 区 
间 , 则 所 定义 的 该 次 B 样 条 曲 线 就 是 次 贝 齐 尔 曲线 . 

2. 重 顶 点 的 影响 

УЙРЕ k + 工 个 顶点 共 线 时 ,由 该 上 + 1 个 项 d 
AE 3.59 k IK БЕЛЕШ ЕЮ A — ВЕ. IFF k + 
1 个 顶点 相 重 时 ,所 定义 的 那 一 上 曲线 段 就 退化 为 
那个 重合 点 ,而 前 后 邻 段 及 因 上 + 1 个 顶点 共 线 而 
形成 两 直线 ,从 而 在 退化 处 形成 尖 节 ,如 图 2-12 4 
所 示 . 对 于 参数 曲线 而 言 , 在 重 顶 点 处 , 曲线 是 。 
C-l 连续 的 ,但 曲线 在 该 点 姓 是 冶 点 上 码 + 1 重 , 该 d d 
点 处 若 矢 间断 . 由 此 可 见 , 在 非 正则 点 处 ,参数 连 
续 性 与 曲线 的 光滑 度 出 现 不 一 致 . 重 节 点 、 重 顶 图 2-12 
点 都 可 以 生成 曲线 上 的 尖 点 . 


2.3.3 B 样 条 曲线 的 类 型 划分 


设 第 定 控制 顶点 Р, = 上 0,1, RR, 次 数 为 k, rR 3: 3 U = (иу, шд, 
ка. ВЕЗА ТУ АЖ Et rh AR, B| Ж А К. 
(1) 均匀 B 样 条 曲线 节点 笑 量 各 节点 之 间 间 工 相 等, 即 Ац; = WZ Чү = 


(2) 准 均匀 8 样 条 曲线 ВУК Р ЕУ k + 1 重 节点 ,内 节点 间 等 距 ， 
(3) 非 均 名 B 样 条 曲线 ”节点 矢量 只 要 求 为 非 减 序列 .通常 两 问 节 点 取 天 + 1 
重点 ,使 昌 线 两 端 具 有 内 齐 尔 有 曲线 的 端点 性 质 . 

另外 ,B 样 条 晶 钱 可 以 按 端 点 连接 情形 分 为 周期 曲线 刁 非 周期 曲线 . 


23.4 下 样 条 曲线 的 分 割 和 节点 插入 算法 


1. de Boor 分 割 算 法 
大 侈 日 样 条 基 画 数 可 由 两 个 相 邻 的 上 -1 次 了 样 条 基 呆 数 线性 组 合 而 成 ,利用 
k 次 B 样 条 函数 的 性 质 , 可 用 de Boor 算 法 计算 曲线 段 C( ы) ВИН # u € Гиш], 
kajan Cla) = Ри) КВА: 
Р,, ғ = 0, 
ғ) = {——Чш Шш e~r- ЗЕД Hri) 
с (u) E Шрі T „© (a) t шщ. r 一 „Сз са), 


r = 1,2, k, = i- k,- 


常数 


上 式 亦 可 表示 成 
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Ciu) = | У P.N. p(n) = У) РЇ\М, palu) =... = PEN ц). 
求 曲线 上 点 的 递 推 过 程 可 以 表示 成 下 述 的 三 角形 ,其 几何 意义 如 图 2-13 所 示 . 


P: 


Ph. Pl- ina Р. ул 


Pear Pipa 


1 
Piser Pike 
РЇ, —P}. k+5 —#?_,, 


P Pp —PA +u pr 


了 


图 2-13 РА 


de Boor 分 割 算法 的 实质 是 用 РР, ARAU -1 骨 , 从 图 2-13 可见, 从 多 
WE P... P,- Р, ЕЗД St (k — D 层 的 切 角 , 最 后 得 到 下 + 1 层 上 的 点 
Pr 'l(u). 2-13 Эу ВЯ de Boor ЭЗЕЛ. Ж S. 

2. Oslo 节点 插入 算法 

假设 在 次 忆 样 条 曲线 的 节点 矢量 = (up upt tna) AAIR P; 5 
制 点 序列 为 Po P... Р, EPAR ш, mad F s Rh A r (газ < ks # 
示 и ЙИР кА. EAA PSE а, u.) 相关 的 天 + ТАЗЕ У: P... 
天 .经 过 节点 插 人 后 , 册 线 不 变 ,新 的 控制 点 为 


Qi, = o; Q, .-1 + (1 一 з, аел ` (2-18) 
其 中 
1, j<i-k+r-l, 
u 一 щ jok . . 
а; = — * t- +F = 时 一 $, 
r Шыг» — Ur < 2 
0, J> t— з +1. 


2.3.5 反 求 B 样 条 曲线 的 控制 点 及 其 端点 性 质 


所 谓 反 求 6 样 条 曲线 控制 点 ,是 指 已 知 一 组 空间 型 值 点 Q.(i = L,2,- 0), 
找 一 条 上 次 {这 里 以 常用 的 三 次 为 例 )B 样 条 曲线 CGC) 过 О; 点 , 亦 即 找 一 组 与 点 
列 对 应 的 B 样 条 特征 多 边 形 顶 点 P (j = 0,1,…,n+ 1). 对 于 均 条 的 三 次 B 样 条 
曲线 ,其 上 的 型 秆 点 和 控制 点 的 位 置 矢 量 之 间 有 关系 ; 

PO) = (Р, + 4P; + Pa/6 = 0, j= 1,2,7, в. (2-19) 

(2-19) RA л 个 方程 ,但 有 л + 2 个 未 知 数 ,需要 补充 两 个 边界 条 件 : 

1. 首 来 商 点 过 Q 和 Q, 的 非 周期 三 次 B 料 条 曲线 

此 时 应 有 P, = О.Р, = 0,, 于 是 求解 控制 点 Р, 的 线性 方程 组 为 
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1 4 1 Pi © 
Р, Q 
141 . : = 6| : 
1 4 1 а 0, _; 
6 п Q, 


JX — 4" + ӘД E RIER, kt Н HB ЖЕН PO = 1,2,0, л). NT 
使 其 线 的 首 末 两 点 过 Q, 和 @. ,需要 两 个 附加 项 点 Po P... НА m aE tF P, = 
2Р\- P, , P.A = 2Р, – PP,_i; 在 此 情况 下 所 生成 的 BB 样 条 曲线 两 端点 处 的 曲率 为 
零 , 即 曲线 首 末 端 分 别 与 P.P I 及 P.P. WH. 

2. 封闭 的 三 次 B 样 条 曲线 

为 保证 曲线 能 首尾 相 接 ,并 使 曲线 上 结 点 序号 与 特征 凶 边 形 顶 点 序号 相对 应 ， 
即 有 Po = Py Paai = P ,于 是 可 得 到 线性 方程 组 :; 


4 1 Р, о! 
1 4 1 Р, Š О. 
1 4 1 Р, р 0,1 | 
1 4 P, Q, 
3. 端点 有 二 重 控制 点 的 三 次 B 样 条 曲线 
此 时 应 有 :Po = Pi Pp = 杞 ;由 此 可 构成 线性 方程 出; 
6 -6 Po 0 
l 4 1 Р, О, 
`. : = 6| : 
14 1 | Pz 0, 
6 – 6-р Ü 


由 Р) = 全,1,2,… ,n,n+1) 控制 点 构造 航 三 次 B 样 条 曲线 过 Qi = 1,2,- 7 .n). 

4. 给 定 始 . 终 点 的 切 天 量 О.о", 

在 始点 ,由 于 О, = (P, — Р)/2, Q, = (Po + 4P, + Р,)/6,Җ Pa = Р,-2@/'\, 
2Р\/3 + Р,/3 = Q, + O13: 

在 终点 ,由 于 Q; = (Prsi - Po)/2,Q, = (Pri + 4P, + P,.,)/6, 9 Pai = 
Р, - 2@,. P. 173 + 2P,/3 = Q, - 03. 


把 上 述 结果 写成 线性 方程 组 ; 
4 2 Р, Q + Q' 5 
1 4 1 Р, Q- 
“ : = 6 : ` 
t 4 ІЦ Pai Q. _ 
2 4-LP, О. – ©'„/3 


解 得 P.(j = 1,2,…,n) 后 即 可 方便 地 求 得 Po 和 Р... 
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由 P.(j = 0,1,…,n + 1 控制 点 生成 的 三 次 B 样 条 有 曲线 即 满足 端点 切 关 语 为 
О. 和 Q', 的 条 件 . 
5. 给 定 始 .终点 的 二 阶 导数 矢量 R, 和 R. 
在 始点 处 ,由 于 民 = P, - 2P, + Pa il R, = 60 - 6Р Ë P, = 2P, - Р, + 
Ri,P = Q, - №6. 
在 终点 处 ,同样 有 Р, = 2P, - Prat Ra P, = @,- RR. 


由 上 述 条 件 构造 的 线性 方程 组 是 
6 Р, О, + R 6 
l 4 1 Р, ©, 
É : = 6 : 
1 4 1 Р, Q... 
6 P, 0, - R. 6 


求解 此 方程 组 得 到 PU = 1,2,…, п) ,再 用 上 述 条 件 即 可 求 得 Po 和 Puo 由 控制 
点 列 构造 的 三 次 B 样 条 有 曲线 过 Q (i = 1,2,…,n), 并 满足 端点 处 以 R. 和 R, 为 一 
Er TAR HERI. 


2.3.6 ВНЖ 
设 B 样 条 曲线 表示 为 
Clu) = >, (u) P;, 
PARE U = (Guntrip usos 10750). 由 于 B 样 条 曲线 的 导 矢 


C(u) 也 表示 一 条 也 样 条 曲线 ,利用 de Bor 算法 的 推 递 公式 ,可 写 出 导 矢 公式 如 
F: 


Clu) = Clu) = YM.» P, 


HI CUD(u) = SS Mas- PP, 
Pi, k=0 
式 中 是 人 = | к=к (ың 1) - РОЗ), k > 0, 
ut (0, о, ‚буш, име, 
可 见 ,p ВВА Е ИЧАК пр жел р — k k B 样 条 曲线 .其 中 ,曲线 端点 处 的 切 
RÄ: 


££ _ 
С'(0) = шс! Po». 


— В 
C (1) = Г а. СР, - Р. 1). 
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2.3.7 KË B 2 ЖЕ 


1. EXNER 
给 定 (rn + xfm+1l) 个 控制 项 点 有 1 = 0,1,…,m, 构 成 一 
张 控 制 网 格 ,又 说 前 点 矢量 5( 取 标 堆 型 ) 为 
U = (0,5-5,0, шро = (0000 0000 1 1), 
— —— —— 


Д рх а KIKER в ШЕУ Т: 
5(ы, ә) = > ALAR, w) Ni (6) Po, (2-20) 
其 中 节点 矢量 ИЖ r 1 个 节点 ,VY 有 s+ 【个 节点 ,并 且 有 


r=R+i+p+l 和 ;3= m+q+!. 

B 样 条 曲面 可 以 写 或 如 下 矩阵 形式 : 

$\ш„»ъ) = [Му p D] TT Pell N], ¿Cc p< k sc i, }/-ф=!=] 

(2-21) 

式 中 [NW,,(w)]" 是 lx (p+ 1) 1ТЕ, [Py] (p + 1) х (q + 1) 阶 控制 点 阵 ， 
[Nii l] 是 (gq + 1) x 1 列 向 量 . 

对 应 双 变 量 张 量 积 了 样 条 基 男 数 的 性 质 , 张 量 积 B 样 条 曲面 有 下 列 性 质 : 

(1)Жпа=р,т = q,U = (0,:-*,0,1,- DA YV = (0,-,,0,1,-,1), (и, 
s) BEAT ЖШН; 

(2) ЖАВ, 500,0) = Ро, 501,0) = Pao S(0.1) = Pom SLD = Pn; 
节点 矢量 U. VAAD р, а 重 节点 ,保证 角 点 插值 ; 

(3) 仿 射 丰 变性 ; 

(4) ЗА; 

(5) 控制 网 格 是 对 曲面 的 分 片 平面 片 逼近 ,与 基线 情形 娄 似 ,曲面 次 数 越 低 ， 
这 样 的 逼近 性 越 好 ; 

(6) 局 部 性 质 , 户 ЯЖ ДЖЕ и. u, х. 0. ow] 上 的 曲面 形状 ; 

(7) 可 徽 性 :Sa,v) 是 沿 e RÈ oe) 在 恒 数 是 上 的 节点 4( 或 v) 处 ,是 
PER qk) 阶 可 微 的 . 

以 上 性 质 都 基 B 样 条 有 曲线 相应 性 质 的 直接 推广 ,但 是 村 曲面 而 言 ,没有 变 差 缩 
减 性 质 . 

2. 日 样 条 曲面 的 学 数 

考察 (2-20) нан 

E Slo) = Уу эмма, 

ЭН В ЕЗИ ОК Sal A 


Suluo) = Ў УМ AN (PY, 
nË 


iab ү 


q+L | 


gu, 


其 中 
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НИ = (0,0,0, tpat t Цара 57710), 
і Me 


ДИ = F. 
类 做 也 有 
қ -! 
S ную) = >; дум, ‚Сим, g- PD, 
{=й j=% 
其 中 
рб) g Piin Fs 
Y tegel -= #1 ; 
ue) =- U, 
у) = (0,5,0, "вао 751). 
Ы 7 
n-l m-1! 
从 而 5.60.7) = да 22,108) Мало) Ру, 


DY _ рі! 
其 中 ро = q РО РҮ ую yO 如 上 所 定义 .一 般 地 有 


Yeg 一 ti 


a-b m-i 
go) = 24 гум, p(w М Ке) Р), 
4-1 4—1) 
其 中 PED = (q - 1) РИ — Р . 
3. B eS EB Nl bJ 5 3 
B 样 条 有 曲面 的 反 算 或 道 过 程 就 是 要 构造 一 张 p x q 次 B 样 条 曲面 插值 .给 定 呈 
БР РЕЗИ ИЧЕ Н, di = 0,1,…,m;j = 0,1,…,n, 数 据点 阵 中 每 一 排 数据 
点 都 位 于 曲面 的 一 条 等 参数 线 上 .曲面 反 算 问 题 虽然 也 能 像 曲 线 反 算 那 样 ,表达 为 
求解 未 知 控制 顶点 рї = Ө, m+ pli=0,1,.n+g—1 的 一 个 线性 
方程 组 ,但 当 ma 较 大 时 ,计算 较为 复杂 ,一 种 方法 是 表达 为 张 量 积 曲面 计算 的 逆 
过程, 它 把 曲面 的 反 算 问 题 化 解 为 两 阶段 的 曲线 反 算 问 题 . 设 待 求 的 B 样 条 插值 曲 
面 方程 可 写成 为 


Pegal = tjel 


8(ш,ь) = > Умам, (оу. 


ї=й J=0 


БЯ Р, 的 算法 如 下 : 

(1) 数据 点 阵 的 参数 化 ”一 种 方法 是 对 一 个 方向 的 每 - 排 数据 取 平 均值 ,再 
用 曲线 的 数据 参数 化 方法 (如 累加 弦 长 法 )， SIOE VIRE O BRAA. 8 u jil 
Зао. РЕХТ v 向 数据 作 参 数 化 ， ET 

(2) 求 gr 向 的 带 点 舌 量 UV m= tp = Оу па-ра =Z Ma = 1,щ,, 


LS, б.т - р, 
P pn 
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U = (0,0, прогна 1,775,100. 
1 +1 
рж Р 


HS V = (0, ,О, vger tts tg lata L); 
.— — — 


(3) М a I] m + 1 HRB I doi, = 0,…,m, 分 别 作 q É BERRE E 
成 曲线 Ci(v), 反 算 各 排 曲线 的 控制 顶点 和 RE 和 和， = O.-- m. 

以 也 为 带 点 矢量 ,对 每 一 上 = 0,… ,n+ 9g 一 1 对 т a ORRA R fE р 
次 BB 样 条 项 线 插值 , 反 算出 = + g 排 控制 硕 点 {PP} ,i = 0,…,m + p - 1, = 0, 
n +3-1. 此 控制 点 阵 , 即 为 所 求 的 p x yg 次 B 样 条 曲面 的 控制 顶点 点 阵 . 


2.4 NURBS 曲线 .湖面 


2.4.1 NURBS H #%& 


Mik .曲面 采用 NURBS 表示 ,有 下 列 优 点 : 

(1) 对 标准 的 此 面 { 如 夯 锥 曲面 .二 次 曲面 .回转 面 等 ! 和 自由 曲线 .曲面 提供 
了 统一 的 数学 天 示 ,便于 工程 数据 库 的 存 取 和 应 用 . 

(2) 可 通过 控制 点 和 权 因 子 来 灵活 地 改变 形状 ， 

(3) 对 插入 节点 .修改 .分割 . 几 何 插值 等 的 处 理工 具 比 较 有 力 ， 

(4) 具有 透视 投影 变换 和 护 射 变 接 的 不 变性 . 

(5) FEM BER ARSEN FRIE ЩАТ: NURBS 的 特例 表示 . 

但 是 ,月 前 应 用 NURBS 中 还 有 一 些 难以 解决 的 问题 ; 

(1) 比 一 般 的 曲线 .曲面 定义 万 法 更 慰 存 储 空间 和 处 理 时 间 . 

(2) 权 因 子 选 撞 不 当 会 造成 形状 栈 变 . 

(3) 对 措 接 . 重 释 形状 的 处 理 相当 麻烦 

(4) 像 点 的 映射 这 类 算法 在 NURBS 情况 下 会 变 得 不 .上 稳定 . 

1. 定 光 和 性 质 

(1) NURBS 有 曲线 的 定义 

NURBS fH $ HH BEREM ERAGE KI, Ait 


Dl wP Nalu) x 
Clu) = =- = Š PR, (u) (2-22) 
а, аби) ‘= 


其 中 Р, ЖАНЕ ЛЕТИ ТУШКА, М, ,( u) 是 朵 节点 矢量 


Ú = (a, G t l u ЖШ 
—x — 


к 1.1 
BERG k K BHRR RA, ш, ЕАН РЕТИ] А Р, 6942 T ЛУ A| BE дд m = 
n + Ёё + 1, п ФАК, k Эу B КЕЖЕ АТКА R (u) ЖЕНЕШЕ В РЕЖ ЕРЕ. 
在 实际 应 用 中 常 取 a = 0, = 1. 62-2) 式 和 节点 矢量 U ERW u C [0,1] 
区 间 上 的 整 条 NURBS 曲线 与 内 齐 尔 曲线 相似 , 即 曲 线 过 起 、 终 点 , 且 起 、 终 点 的 切 


， 918 · 第 加 篇 计算 几何 


矢量 是 控制 多 边 形 的 第 一 条 边 和 最 后 一 条 边 . 

(2) 在 齐 次 坐标 下 NURBS 的 几何 意义 

先 考虑 平面 NURBS 昌 线 的 情况 , 非 平 面 NURBS 曲 线 和 曲面 可 看 成 是 这 种 情况 
下 的 推广 ,如 图 之 14 所 示 ,在 oxyw 坐标 系 中 的 每 一 个 点 ,者 w #0, 可 表示 成 {xtw， 


№. 


(=), Tw 0, 


ф(х, y, w) = | 
取 (x,y) 的 方向 ,w = O. 
如 已 知 具 有 权 因 子 揭 控 制 点 集 ,构造 相应 的 NURBS 曲线 可 采取 下 述 步骤 : 


1) 构造 具有 入 因子 的 顶点 Pr = (wai toy, w), í = 0,1,5, т; 
2) 在 оло 坐标 系 下 得 到 -条 非 有 理 B 样 条 曲线 CO) = YPN (u); — 
170 
S PN, (u) 
3) 把 С" (u) 映射 到 w = (3EI_E,C(u) = Ф(С"(и)) = =$ - 
> m; б u) 
< 


上 述 讨 论 中 给 出 了 在 投影 平面 上 NURBS 的 几何 定义 ,C"(a) 是 在 三 维 欧 氏 空 
间 中 定义 的 NURBS 曲线 ,而 C( u) 是 在 二 维 欧 氏 空间 的 NURBS 曲线 ,NURBS 曲线 
的 三 维 横 型 的 建立 不 仅 对 显示 曲线 有 帮助 ,并 且 对 构造 NURBS 曲线 生成 算法 也 是 
必 不 可 少 的 . 

(3) 仿 射 、. 透 视 变 换 的 不 变性 

1° 仿 射 变换 ”对 一 个 点 天 排 仿 射 变换 , 即 为 4[P = МИР] + 了 .可 以 证 明 


NURBS 曲线 C(u) 在 仿 射 变换 下 是 不 变 的 ， 即 A[C(a)] = 27A[P,]R (s). 


NURBS 旭 线 在 仿 射 变 换 下 只 改变 榨 制 点 , 权 因 子 不 变 . 
2 透视 变换 ”车 投 影 中 心 为 PC, 透视 投影 平面 由 点 О КОРАКА Ш N E X, 


yw, w), Cx, y,0) 表示 оху 平面 上 的 无 穷 远 点 ,这 些 点 经 透视 变换 映射 到 ху 平面 后 


i < 
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ШЖ — s 天 的 透视 投影 变换 是 
л{Х)={({1-!)А+еС, е = 人 
而 对 NURBS 曲线 的 透视 投影 变换 是 
Уш л[Р;]В, st u? 
лх[С(ш)] = = 
> w; В, (u) 
Мн rl Р, Жл ie Е ВЛЕЕ ог = (P, - С) ОМ. 
上 式 表明 透视 投影 变换 只 改变 控制 点 和 权 因 子 . 并 不 邮 变 NURBS Ў. 
2. NURBS 曲线 的 民 矢 计算 
把 (2-22) 式 的 分 子 分 母 分 别 记 为 
Alu) = SoPN (u), иби) = Улам и), 


于 是 (2-227 式 可 写 为 
Ciu} = Alu) 


wiu)’ 
xL Аби) = u(u)C( u) 两边 求 导 得 
ci А' (ы) - wiu)Ciu) 
ц) = т 


wiu) 
从 而 有 
Au) — | сеи) 
А 1-0 o 
С“ ы) = жби) - 
TF БН, В К А75 30 
к w _ 
cC (0) = ш m P Po), 
cC (1) = 1 - u. ш, (P. — P. 1. 


3. ER NURBS 曲线 的 控制 点 

已 知 二 次 NURBS 曲 线 的 型 值 点 Q; 及 其 相应 的 权 因 re (i = 0,1 п) Н 
应 NURBS 曲线 的 控制 点 P 及 其 权 因 子 w? G = 0,1,…,n +2), 下 面 讨 论 如 何 求 wj 
利 Р,. 

(О 求 权 因子 w; K— 2 NURBS 曲线 w(u), У 


ш = wya) = SI Nala) ш ‚к= DE, (2-23) 


并 使 wy 非 负 . 为 此 构造 以 下 二 次 规划 问题 : 
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min/( w) = w! w, 
w = LEONI £ = 0,1,зз,л, (2-24) 
A 0.) = 0.1," n + 2. 

ERP w = (lw -u (wr -wo) Саа W) ш, = D m/n + 1); 在 


此 假定 w? EZY NURBS 曲线 w(u) ЕЙ. F Cw) 敌阵 是 正定 的 , 且 有 初 值 ， 
因此 可 得 到 (2-23) 和 (2-24) 式 的 最 优 解 . 
(DREMA 及。 由 于 三 次 NURBS MRIH 


Cin) = 5 BPN aD умо), O = аж 1, 
HRR RI HEC JAV о ,的 求法 ， 现在 只 需 将 型 值 点 代入 上 式 , 并 增加 两 个 边界 条 
件 , 即 可 唯一 地 确定 Р,. .对 于 给 定 的 型 值 点 ,可 以 找到 -- 条 三 次 NURBS 曲线 ,使 
得 它 在 参数 值 为 из 时 通过 @, , 即 有 


Rz __ 
= 22и), i = 0,1,5, n, (2-25) 


Җир x, = у P. R: = O; эр; N: aC u3) = Qan. (2- 25) APRA int 1 个 方程 ， 


但 有 (rn + 3) 个 变量 ， 需 补 充 两 个 边界 条 件 . п Я д КЕ, С (а) = 
С (ш) = T Н ЗАС C(u) = C'u) = 0; EWR, Сы) 
= (4 1) (Ру – Po) ea ЕВ (P, - Ро) = Towo 3 ERU, C Oniz) = 
T, = (4 Lionsi Paer- Pn) ин, ЯН w, (P... P...) = 73 由 始 、 未 
端 切 矢量 建立 的 二 个 方程 和 (2-25) 式 组 合 即 可 求 得 (na + 3) 个 控制 点 位 置 矢量 Р. 
反 求 控制 点 的 过 程 中 会 育 几 种 特殊 情况 ,需要 认真 处 理 . 
1° 权 因 子 很 小 .上 述 算 法 求 出 的 权 w 均 太 于 零 ,但 可 人 能 很 小 ,甚至 为 零 , 此 时 
ИТД (2-24) zü E| ФЕРЕ ИСЕТ A 


Жж) = Уш - ш„)?, (2-26) 


并 取 初 值 a = l,i = 0,1. .n+ 23 当 对 某 个 六 有 w < 时， 4-а, = 好, 并 用 
а’ 代替 (2-26) 式 中 的 а. 重新 解 此 二 次 规划 问题 ЖЕҢ k = 10,є = 10 (e 为 容 
2). 

2 二 重 节 点 ,用 向 心 模 型 计算 节点 矢量 , 当 相 分 两 个 型 值 点 相等 , 即 ({ Pao) = 
Руш, 会 出 现 二 重 节 点 ш, = www, 这样 ,(2-25) 式 中 袖 应 于 有 R; 和 RR 的 两 个 
方程 完全 相同 ,系数 矩阵 的 著 碱 少 1, 所 以 必须 在 方程 组 中 补充 一 个 方程 才能 使 其 
有 了 唯一 解 . 为 此 可 补充 一 售 在 二 重 节点 处 的 切 矢 量 方程 Ca) = Pi, 并 用 它 取 


代 原 线性 方程 组 中 的 尼 = >》) XN 3( ш). Р] 可 以 事先 给 定 ,也 可 根据 型 值 点 ， 
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利用 数值 微分 法 计算 出 来 . 

P ZEPA. uz = шщ, = 负 4tr2 时 即 出 现 三 重 节点 的 情况 .此 时 (2-25) 
式 的 秩 减 消 2, 曲 线 在 а, 处 为 C 连续 ,因此 可 补充 两 个 表示 该 点 处 左 导 教 和 在 导 
数 的 方程 : 

Р; = С\шщш - 0), Р = C (usr + 0), 
并 用 它们 取代 (2-25) 式 中 的 R, Ж К,,, 这 两 个 方程 ,使 (2-25) 满 秩 ,从 而 可 得 到 唯 
一 解 . 
4. 圆锥 曲线 的 NURBS Жл 
车 特征 包 边 形 的 硕 点 为 PP, Pao TAREA usie etis), Н а = 


三 三 gs: 则 用 二 次 NURBS 曲线 Ciu) = SPR) Ж 
示 圆 锥 曲线 的 充 要 条 人 忻 是 ， 


1° ГАК 一 ш „| + Саз — шу) 2.3] _ | Pi- Р, 1 
walt шз — i 2) + (ш 一 "WPWP 7 lAa- Рр 


> і EE 一 walt; — Сша р) 2] Pia + twa Ps 二 iu P, 1? 
| Pu- Р; 1 
= 4шю, ta а) (она щу;)/а, 

AP, a = (шз 一 tjap) W; + (щы — шъ) ин, = бш, — usa) + Сщаз = 
ПОСТЕ < zy 并且 有 心 画 锥 有 曲线 的 半径 为 

Га = z ИЕЛ! 的 +3 一 ша Wia 一 EDLE — m) | P- Р. 上 

0 БаР Р, іх Pua- Р. | " 
园 锥 曲线 的 形状 因子 


_ (щаз — шр) бщ - ща}, _ 
с = EEE 一 ш; 2ш; + (шз 一 шш] Сш ы 一 ЖОР + (шз 一 ща), 
М ey < 1, Ciu) ИСТА АТТ); с, = 1, Ciu) АМИ; ey > 1, Сш) 为 
双 曲 线 , 对 应 图 形 如 图 2-15 所 示 . 


图 2-15 图 2-16 
如 图 2-16 所 示 ,车 控制 和 多边形 为 正方 形 ,节点 矢量 为 (vo, и, us) ARAT 
wn t 和 tus 满足 : 
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(цз 一 ш} ua 一 и) _ 
(ta 一 ta 多 йу — ш) т 


щі _ 030 Bo шр р м-н NURBS 曲线 


Ы 
юу На Из M| Ma — иу 


2, 


2 2 
Chu) = УХ, N a) У зби), 
j= 让 j=0 
i = 0,1,2,3;u E [ us, ua] 


的 成: -个 精确 的 单位 圆 ,其 中 up == H < H < Ha < ly S H4; R: P; >= 4t, Р, = 
P, —-4. 


5. NURBS 曲线 的 修改 


NURBS 0 Д ERER, 常用 的 
HERAA f E Mr E И Н ЖП 1 NURBS 曲 
线 等 . 

(D WATR A HILAREN 


对 于 下 次 NURBS #6 Ciu) = Sip, 


К. (и), 为 了 保证 K. Cu) 非 负 , 则 要 求 权 因 

iz] 3.17 THART E,M R; í н) 可 见 权 因子 ш 的 变 北 

БЕЙИН (ш, шу) 节点 区 间 的 曲线 . 如 图 

2-17 ¥,§ = C(uyu;, = 0);М = Ciuyw = 1):;S = Сис Є [0,1 D, ЙА 
置换 得 


M = (1-0) + 0р, S = (1—%)5-+ sP,, 
其 中 
_ N; slu) 
Ур oN; (ш) + №, (и) 


I J =Ü 


po Hau) _ la). 


Улм, (u) 
¿=Ü 


EE SP; 直线 , P. Sa M.S 四 点 的 交叉 比例 是 外 二 全 t = = ш. 

1° i зо, 增加 ( 威 小 ) 时 ,ws 也 增加 (减少 ) ,曲线 被 拉 向 ( 拉 开 ) Р 点 . 

2 当 S, 移 动 , 即 产 生 一 条 过 Pi 点 的 直线 时 ,曲线 形状 沂 此 直线 变化 , 即 曲线 的 
变化 是 可 预见 的 . 

P 当 $ 靠近 PP 点 时 , 即 v 趋 于 1,w 趋 于 无 穷 ,此 时 要 防 北 w ER. EEREN, 
当 w = L00 时 ,曲线 5, ТЕЗЕ Р, WL ASP w ЖА. 

妖 改 过 程 是 拾取 有 明 线 上 一 点 5, 指 定 曲 线 变 化 方向 (如 以 P, 和 5; 的 连 线 为 变 
化 方向 ) ,同时 指定 曲线 的 变化 距离 d, WARED Sid = 1 S- Si 1, 现 在 要 求 


Li 
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1-:.1-ь> PM. PS, РМ. PS +4 


“as Сү ` СУ “SM ` 55, ° SM ` SS. + 4 ' 
AĦMAR w = „| {+ Ry ps ea] „ш; БР, 点 相应 的 可 因子 . 

Ea, hiti Р, ҢА” +” Б, НҢ БҮЛ P. ШИ 17, а Ра, Ёш, 
Bf, w ATER, R (u) 趋 于 堆 , 此 处 是 某 个 控制 点 作为 修 攻 方向 .车 不 是 以 某 个 
控制 点 ,而 是 曲线 上 的 某 个 点 , 则 需要 计算 修改 方向 .有 了 wi 代入 相应 的 公式 生 
成 新 的 曲线 , BIE R де IH P SE k. 

(2) 修改 控制 点 

对 于 曲线 (2-22) ,车 给 定 曲 钱 上 - -点 Q. sit e S XÍ s € [uiw в. 
ERAR v 以 到 修改 距离 了, 要求 计算 新 的 控制 顶点 Р.Ш 

Q = РЁ (u) +" + (P. + aV) Rala) а PR, Cu). 
4 
| VI Rala) 
得 a, 即 可 求 出 新 的 控制 点 位 置 和 所 最 ,Pi = P + ау. RH Р, F ER 的 选取 是 由 
R, Си) 取 最 大 值 点 的 参数 与 上 距离 最 近 而 定 ， 

更 好 的 方法 是 同时 考虑 二 处 相 邻 的 两 个 基 冰 数 对 = ПОСТ В д, ЈУЧЕ Е А 
曲线 形状 较为 对 称 . 当然 在 实际 庶 用 中 也 有 拾取 某 个 控制 心 Р, ЖЕТШЕ Р 的 
ВЕ WHR EAM P АР) ,对 此 不 必用 上 述 方 法 计算 . 

(3) NURBS 曲线 的 分 割 

对 此 相当 于 在 节点 & 和 本 ,之 间 择 人 .一 个 节点 xz* 333 ЛЕШ, ИШ RA 
IHF wx 和 控制 点 P* .从 前 几 节 的 介绍 可 推出 ， 

шр = Gñ + (г ар), 


ойо, Р; + (1 -- a} wh. 


Р! = P, p av, I PZ РЕ d= al V| КН (и). {к = 


F 


Pi = apy + О aij 
l, Ј=і- к, 
Ира; = ( <“ — ц) шж — u), i—- k+1= J“ i, 
Ü j > ¿+ 1. 


分 割 的 终止 条 件 一 般 取 在 u" ОЕ G 个 重 节点 .上 述 电 执行 -- 步 插入 节点 的 
2.4.2 非 均 避 有理 吕 样 条 (NURBS) 曲面 
1. NURBS 曲面 的 定义 
由 双人 参数 变 量 分 段 有 理 多 项 式 定义 的 NURBS fi ke 


У) У Wy №, Á t) Nigt t ) 


(а,в) = СЫС — (2-27) 
D S wN Са), (е), 


і=0 j=0 
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AF Р, 是 矩形 域 上 特征 网 烙 控制 点 列 , wj EARE КИЕ T, N ои) 和 
М, (е) 分 别 是 p 次 和 4 次 的 B 样 条 基 函 数 ,它们 是 在 节点 矢量 U = (шщ. 
mep) ВУ = Copt ba a) 上 定义 的 . 若 令 

Rylu, o) = — Na (uA (6) _ 
D D mo pu) №, (v) 
R;(u, v) 是 NURBS 曲面 的 分 段 有 理 划 函 数 . 
着 在 非 均匀 参数 轴 上 定义 的 节点 矢量 U. V 具有 下 述 形式 ， 
U = 《DO 1 1,1), 


p+I — 


V = (0,0,+—,0,, р, Ti 1, 1), 
— ү? 


则 由 U. VY 定义 的 几 面 的 边界 完全 由 顶点 和 权 因 于 决定 "通常 设 定 权 因 子 wa、 Won \ 
уул > О, шу О = 1.2, m - lj = 1,2,: n — D , FË ТШЕ АУ 
ЗЕ. АС, е) 的 定义 可 知 ө, 仅 影 响 区 间 [ ш, uipa) Г, 1) 范围 内 的 曲 
面 .节点 鼎 量 的 定义 对 曲面 的 定 必 和 由 改 也 起 到 重要 作用 , 定 尺 方法 可 参见 非 均 多 
有 理 B 样 条 曲线 的 介绍 . 
2. 播 入 控制 点 
若 原 来 定义 的 其 面 榨 制 点 网 格 是 Pl = 0,1 ,mi = 0, п), MAAS 
个 控制 点 8 及 其 权 因 子 w, 定 位 于 Р, HP... 之 闻 , 此 时 相当 于 在 u,v 两 个 方向 
土 插入 榨 制 点 , 即 有 
(1 — ewPy + аш, Р; 
©, = {1 人 二 ” 
wyl Q,- P; | _ 
TT w 1 Q- P; l+ wp Piaj- 0,1` 
Ж u Pj A BJ ЛЕ: uú = u + aliipa ша). 
类 似 地 可 得 到 o 向 插入 控制 点 的 公式 
(1 Я) Р + pwi ja Pija 
OB + Be 
и | Q, — Р„| 
Ë = wi Q,- P; I+ wiru | P. ya 0,1 
在 向 插入 的 节点 应 Ж: v= Шы + Во. 一 tel 1). 
车 没有 给 出 Q 点 相应 的 权 因 子 w, 可 以 通过 相 邻 的 w ЯП соет 线性 插值 得 到 ， 
3. 修改 校 因 子 
WAF sw ПОЕТА ОВ и ра) ху,» у) 短 形 区 域 上 的 曲面 ,sw E l, 
lippi) Є [u , b. 4 1), PE AE ш; 的 玫 何 意 立 和 修改 曲线 W; 的 几何 意义 相同 ,其 中 
їй S = Siu viw = OM = Stu,viw = 1); S; = S(u.uim; ays 0.1). М Al S; Н] 
表示 为 


М = (1- a)S + aP,; S; = (1- Б)5 + Pj, 
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其 中 
a N, uN Cv) 
-= т, л з 
24, Ds чый Lu) N. (0) + Nipt i) М, (e) 
b = шы, (u) М, Се) = Куби, р). 


2 Y wat (и) .et) 
Abami UA wy, 这 实际 上 是 四 点 Pys M, Sy 的 交叉 比 , 并 可 


知 : 
(1) 当 wi 增加 (减少 ) ,曲面 被 拉 向 ( 拉 开 ) Py 点. 
(2) S; 仅 沿 直线 РР, 移动 ,着 要 使 S; 的 向 Pj, 则 要 求 wy BARR. 
(3) 若 要 求 在 P. 点 把 曲面 沿 SP, 直线 拉 向 ( 拉 开 ) 指 慎 距离 #, 则 要 重新 计算 
RAT wj ,这 和 推导 NURBS 曲线 的 w; AA ATAN AN 


Wys «|. t аР - 可 | i 
其 中 s, Eh -a E p. 取 "+" G PRG, 

4. 个 改 控制 点 

与 曲线 情形 类 似 , 给 定 曲 面 上 点 Q, 要 计算 的 相应 参数 值 是 (rn,w) € 
[aep] ж Emp o AD EER RE T RREN а, ERE E h 
顶点 P; 的 新 位 置 Pj; . 因 I 

О = Робби, о) +t + (P, + aT) Куби, р) + + Р.К. (и.в), 
d 
Tas TETRI 
P; = Р, + aT. 

P, 的 下 标的 选取 是 由 Абы, о) 的 量 值 所 对 应 参数 1 8,$) 与 (u,v) 最 近 的 

Куб ww,t) MÆ. 


2.5 +#h RW Hh ii 


通常 意义 下 的 曲线 ,曲面 插值 ,都 是 插值 有 限 个 离散 点 ,而 孔 斯 (Coons) 曲面 是 
插值 围 成 封闭 区 域 的 四 条 边界 曲线 . 这 种 插值 方法 ,首先 由 孔 斯 提出 , 称 为 超 限 播 
值 法 . 它 在 有 限 元 分 析 , 偏 微 分 方程 数值 解 等 领域 有 重要 应 用. 


2.5.1 线性 孔 斯 曲面 


线性 乱 斯 曲面 ,也 称 之 为 简单 曲面 ,是 通过 四 条 边界 曲线 构成 的 曲面 . 设 二 元 
ра piu,w) E С[0,1:0.1),10 piu Op 1). pO, ш) рб, ш) 为 撼 形 域 [0,11] 


x [0,1] 上 给 定 的 四 条 边界 曲线 , 简 记 为 р. Par Pow Pie BINET „ р 
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fE = ТАНА ЗАА Уу 
Silu, w) = (1 -— и)ро + upi: 
fÉ w 向 进行 线性 插值 ,得 到 直 绞 面 汶 
Sw, = (1 - wPo + ирд: 
如 图 2-18 HR. 


Pa 


H 2-18 

ЯА ЧК KATA k 5, ш, ww) ,使 其 的 边界 正好 就 是 所 
不 需要 的 线 件 插值 边界 ,为 此 可 得 到 在 w 方向 上 进行 钱 性 插值 构造 S,(u,u) 的 公 
Җи 

$у(и,ю) = (1 -— m)[(1 ш) ро + ир] + wll - spo + щру] 
= (1 一 и)(1 一 w) Ро) + ef 一 ю)р\у) + (1 一 пури + инр, 
HW ЕНЕН УНЕ us dH 500, ш) = Silu.) + Sa 如) 一 Saiu, w) 可 写成 
Siusw) = [1 - n J|] [ Puo pa)[' С "| 一 


Po P | 一 w 
EN am 


ЕН, i u= 0O,u = 1,ю = 0, = BT. ЖШ A VAIR BD ES М pua, 
Puts Pin Pie: (2-28) AM HHR РА АЕ ы(1-ь), б: — юз, НЕНУЕ ҮЕ 
{ЙЕ ДЕП. (2-28) 趟 改写 成 矩阵 式 ; 


О Pa Pal i 
5{а.0) =-[-1 u -ul Pou рю Po w |, ww C [0,1]. 


Pis Po Pu l- 对 
{2-29) 


2.5.2 Ф. 3 jJU M 818 


35 LE ШИ А АРЕН ИШ 0 pd ДЕШ S IR hit Fara u РЕЖЕ x 
种 曲面 和 第 一 具 孔 斯 曲 而 一 样 +n Ж fE CERN MA ГГ PH S Сато) t Salu, ш) 


2 常用 的 参数 曲线 .曲面 - 927 ` 
- (ww). 若 已 知 该 曲面 的 四 条 边界 р. ра Ро, Pie HA E B St K W py p| E: 
ро Ва pa Pi, BA ЕКЕН ДЕРИ Ж,Б ро, .pi DEER, ра, Piu 为 边 
界 切 矢 , 得 曲面 Siw, 车 以 poda AER. po pa 为 边界 切 矢 , 得 曲面 
Salu ш), 3 5100,10) 和 SC и, ш) 三 加 后 多 余 了 边界 信息 和 边界 切 矢 ,由 多 余 信 
息 构 造 张 量 积 曲面 Satu,t), 则 满足 已 知 边界 和 边界 切 矢 的 曲面 为 
0 po Ра Po Ри 


Pos Po Po Pe PQ 
S(u,w) = -[- 1 Ғы) Filu) G (u) б.а) Pis Рю Pa Po Pal 
00. Ро РШ РЕ Ри 
Рі. Ph Ph Ph DH 
-l 
Faite) 
Е.) |, u,v € [0,1}. (2-30) 
Соба) 
Giliw) 
w 
Рю Pua Рю PQ 
В - Рю Pn Ph ph (2-31) 
Ро Ра Рю РО 
po ph P PÚÓÚ 
ВШ ВЕРЕ 它 可 以 分 为 四 个 子 块 
角 点 型 值 解 点 姓 tw 向 切 向 值 


角 点 处 u 向 切 向 值 АЛЕНА 
通常 所 指 的 孔 斯 曲面 就 是 指 上 述 双 三 次 孔 斯 曲面 .上 述 C Е, 是 三 次 埃 尔 米 特 调 
MARU = 0,1) ,其 中 后 混合 切 矢 度量 了 曲面 S(ua,o) 在 “向 的 切 矢 沿 w 向 的 变 
化 ,也 是 曲面 扭曲 程度 的 一 种 度量 .着 р” E u ЖШ» KER РК, ШЫ р” = ре, ре 
也 常 称 之 汶 扭 矢 .经 直 楼 验证 可 知 5Cw,w) 在 单位 正方 形 的 四 条 边 上 桶 值 pf u, ш) 
及 其 法 向 导数 的 充 要 条 件 是 ,协调 条 件 ( 或 称 相 容 杂 件 ): 
p _ р 
дидф — Jwdu 
在 单位 方 域 的 四 个 项 点 成 立 ， 
在 实际 问题 中 ,常常 仅 知 道 了 及 p 的 一 阶 导数 值 ,至 于 p 的 其 它 性 质 ( 恕 扭 矢 ) 
较 难 掌握 , 因此 ,yp 在 四 个 角 项 的 协 镁 性 是 必须 验证 的 , 鉴 了 此 ,人 们 引进 了 各 种 禾 
正 的 孔 斯 揪 值 昌 面 ,它们 无 需 检查 协调 条 件 . 
下 面 介绍 几 种 常用 的 修正 的 插值 曲面 . 
1. 格 利 哥 里 曲面 
在 信息 矩阵 (2-31) 中 ,用 如 下 的 变形 扭转 子 块 
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upi + tp 党 -upi + (ою – Dp 
и + w 一 下 十 如 一 上 
D = (2-32) 
(1-п)рй + ир} Cu- Dpi +(e- Opi 
L — + m u + w — 2 


普 代 {2-31) 中 的 扫 转 子 块 , 可 得 格 利 再 里 (Gregor) ИШ]: 
(нуш) = S(u, w) - wu- 1) ww 1) | pm ри) 


и + H: 
2 2 2 
sees Diete DI p- pm - 
2f u — ww — 1) 
i wru] lpi – 001 — 
uC аи 1) [ pS- р] ; (2-33) 


t + w 


其 中 Stn,w) 为 (2-31) 式 ， 

格 利 哥 里 曲面 是 属于 С! 的 光滑 曲面 ,车 plu, w) 在 标准 正方 形 的 四 个 顶点 
处 满足 协调 条 件 , 则 格 利 音 里 曲面 就 是 孔 斯 册 面 . 

2, 布朗 {Brown}) 曲面 

注意 到 第 二 类 了 筷 斯 曲面 的 不 相 容 性 起 因 于 张 量 积 曲 曾 (5,w) ,布朗 直接 用 
situ,w) 和 5.0, 的 凸 组 合 构 造 孔 斯 曲面 而 不 用 S. 布朗 曲面 由 下 式 表 示 ; 

S(u,w) = a(u,w)ŠS (u,) + Ru w) Аб ц, ш), 

其 中 


alu,w) = (1-ю)? и{1- н)? 
' uil- ú)? util w’ 
alu, w) Pu. al 起 着 调配 画 数 的 作用 . 
Siu. w) EEJ EREA A БАБЕ р 和 它 的 法 问 导 数值 ,不 难 验证 S u, w) 为 

冯 次 多 次 式 ，， | 


Ё(и,ю) = — — 


wl + ш (1- ш)? 


2.5.3 НЕН АЖ 


(б, w) 如 图 2-19 所 示 ， 两 张 孔 斯 曲面 
——51( 0, к) 15,0 0,0) 拼接 ,要 求 在 公共 
边界 处 达到 Co C 连续 的 条 件 是 ; C1 连续 要 
求 两 面 片 公共 边界 重 县 , ЕҢ 5,(0, а) = 
Si(1,w) ;达到 C! 连续 则 要 求 $2(0, 0) 的 切 


БЫ 


Sl u, м) 


i 平面 和 S (O, ш) 的 切 平 面 共 面 , 且 其 法 矢 的 
2-19 方向 保持 一 致 . 设 (ш) 为 正 的 标量 函数 , 则 


有 8500,00) х SS(O,e) = (о) (1, x Sw), uw € [0,1]; 因 C ER, A 
5%(0,ю) = il, w). 车 设 (о) 为 任意 标量 陋 数 , 则 存 

5500, 0) = нш) 5101,0) + riw) РСТ, w). 
ЖАУ ДЖ 56, EH Solu, w) Ж ú PIB) UJ 5160, w) 位 于 曲面 片 5, (а, w) 


2 ”常用 的 参数 曲线 HII ，929 + 
在 同一 边界 处 的 平面 上 .对 于 特殊 情况 r(w) = 0, 则 C! 连续 的 条 件 为 : 胰 (0. 如 ) = 
(ww) SY(1,w), 由 上 述 可 知 两 张 孔 斯 曲面 片 在 公共 边界 Sw) = 5161,0) 上 实 
M С! 连续 的 充 要 条 件 是 5500, о) S, w) x SY(1,w)) = 0. 


2.5.4 X,# U m 


ЖЖ { Gordon) 曲面 是 孔 斯 曲面 的 推广 ,是 双向 曲线 阿 格 的 插值 . 

欲 构造 一 张 实用 的 曲面 仅仅 用 四 条 边界 曲线 往往 是 不 能 的 ,给 定 由 两 组 曲线 
交织 成 的 曲线 网 格 , 如 图 2-20. 构造 一 张 曲 面 gCu,v) 搬 舍 所 有 这 些 曲线 ,并且 给 
定 曲线 为 曲面 的 两 族 等 参数 钱 (шю). = 0,1,7, т еба, в), = 0.1... n. 
术 造 龙 登 曲面 的 思想 a TUNU Pr Hd. 


图 2-20 


HRE u 与 v ИТТИ А, : uo < шү < ° и, Авро < `` < w E 
ЗИН УНЕ ПО) ЯН ERE: 
glu), í = 0.1, , m 55 оф, J = 0,41... n, 
使 满足 于 
ОП, j=i, 
(ш) = pily) = був N іт 
HEMA v 线 的 曲面 
и.о) = Х1в(ш,0) (и). 
又 构造 播 值 一 族 “ 线 的 曲面 
rlu) = 2 е(и, о) gle), 
120 
РЕЧ А A РЕДУ E R h 
Sius) = D 1 (а) ф( ш) фу\ 0). 
120 }а0 
艺 登 曲面 为 
gluv) = 本) 二 au) 


= (wm + Zele дуб») - 


J= 


， 930 + Жов 计算 几何 


> 2 (бщ, о) (8) v), 
i=0 j= 


或 可 改写 为 
gluv) =- [— l polun) фи) 


0 Еби.) “e абш, е.) г - 1 
Eug) giup) с" көмө 

Сш) gw 人 ёш, т) Palo) 
在 实 奈 应 用 中 , 当 тул 较 小 时 ,可 选用 伯 恩 斯 坦 基 或 拉 格 朗 日 基 等 . m п 较 大 时 ， 
A RÆ. R, H m = n = 1 时 ， 


ш = w = Ош = w = l gofu} = 1- u, pilu) = u, фобо) = L- v, glo} = v, 


Ж ТАЯ ARTER A FLH H mH. 
2.6 ”等 距 曲 线 和 上 曲面 


2.6.1 等 距 曲 线 
在 曲面 造型 .数控 加 工 中 的 刀 路 计算 和 机 器 人 行进 路 径 规 划 等 问题 中 都 需求 
等 距 曲 级 . 


对 于 -一般 的 平面 正则 有 曲线 (г) АУРЕ КУЙШЕ. 
ЖУ 2 r WAER enr o Е 
гб) = r(t) + dam(t),: € [0,1], 
AP лн) Æ ra) ЕТЕ -点 的 单位 法 线 向 量 , q 是 偏 移 有 应 上 想 离 ,利用 d 的 正 负 性 
可 以 确定 等 距 线 的 正 向 或 负 向 偶 移 . 
ЖУЗ 和 (在 上 处 有 尖 点 , 若 原 曲 线 r) ВВВ KU) = - ТАВ КО) 
5 О. CHIH E (0.1), KCO -1 时 , 则 等 距 线 rot1) 称 为 是 非 退 化 的 ， 
定义 4 FER no 在 1 点 处 有 异常 点 
{ extraordinary point) , 若 该 点 处 Кїл) = - 134 Н (и) 
= 0,6“ (0.) 52 0. 109 2-21. Б k Er 的 曲率 . 
ROS r (i) 的 几何 量 有 上 下列 关 系 : 
B tnk RE ra) 的 单位 切 矢 .单位 法 矢 和 曲 


率 , 则 
p= thd , molhi ia 
° р1+4417 ”1+ 超 1， 
Ё 
ko = TT} б 
图 2-21 是 гог) БТЛУ РАБО EIR .单位 法 矢 和 曲率 ， 


ENS 距离 函数 20р, С) 定义 为 一 点 p 和 一 正 


2 常用 的 参数 曲线 ,曲面 ， 931 ` 


则 参数 曲线 忆 = jr) € [0.1]1 27181878 85. 
2(р,С) = int 1р— r(D 1. 
定理 3 FERREA r (z) 和 原 曲 线 С = trit) 1 1 [0,1]! БШ 
inir), С) 满足 如 下 条 件 之 一 : 
&ё(лбт), С) sidl, 
(r r), C) <l d |, 
r€ (ва) &1.1& О, Nr o 上 出现 自 变 点 的 有 序 参 数列 .其 中 如 = 
О, = 1. 
НЭН Оде Ў ЕНЕ FERT ERAEN ВЮ ЈЕ 
ЗЕРНЕ, РЕ: Ph NURBS 曲线 的 等 上 距 线 求 法 , 仍 用 NURBS 曲线 表示 ， 
Ër k IK NURBS ИЩ E 5 A 
Clu) = Da wP R, Хи), 
其 中 只 ,区 ao) 是 大 次 有 理 日 样 条 基 函 数 , 它 由 节点 矢量 U = (шошу) Ж 
定 . 记 Ciu) HA HARER d 的 等 距 曲 线 为 Cotw), 仍 用 NURBS 表示 ,并 且 
C(u) 5 Си) 具有 相同 的 节点 矢量 和 权 因 子 , 求 Ole) 玫 示 式 的 一 种 方法 是 直 
接 对 С(и) ЙЕН РР, IERE: P? = P. + An. A 是 待定 系数 ,机 是 Cu 上 
某 一 点 的 单位 法 向 ,从 而 问题 转化 为 确定 A. 和 n. 
(1) 结 点 和 控制 结 点 HAEA: 
š = у j= бее, 
РАЛА, ЕШ Г о Е B ДК. C EER, (о) ВА ТУРЛЕ 
数 习 最 近 的 参数 值 .控制 结 点 定义 为 
y = 161 Є(ш}- P, |= тіп, ч € [ш.н 
бај A КЕЛТИ АНХА РРА РВЕ ЕРЕ, 
К „ СО) CP СО) 
f CO 
р L Ў Си) Bi {Ш Е, ЕНЕ НИНЕ y, Вр 27 = К. 
(2) 控制 顶点 Р©, 
РЁ = P; + Ani g) 
А; = d(l+ КЕР, – Cly) 1) 
式 中 n( y) 表示 С(и) 上 参数 值 为 y 处 的 曲线 的 单位 法 天 , 乓 是 曲线 上 六 处 的 曲 
率 ,显然 当 CO) 为 直线 或 辕 强 时 ,这 样 取 д, 可 精确 求 出 等 中 线 . 

(3) 误差 分 析 ЕЕЕ АИИ, Cotw) 只 能 近似 表示 C( ш) ,逼近 程度 的 
误差 界定 有 多 种 形式 ,一 种 方式 是 取 N 个 样本 点 检查 .在 [ui,,1] 中 取 入 个 点 , 令 
Lt = i AEN +a 1), ¿i= 1.2. N. 

给 定 选 代 初 值 ua = ы, BETIE ¿fE CC) DAR Си) AA Сы и,°) 的 局 部 最 


· 932 ， 第 加 得 计算 几何 
近 点 .对 每 个 о На, = | Сеш) + dal) - Colu) 1, 车 所 有 的 d. Aeh FRA 
定 的 精度 e , 则 认为 C (u) 满足 需求 .反之 ,对 过 个 满足 机 > e byi, Н t.p tE 
得 t; = f, < Шш ,并 将 и = (u; + m AEA U PA 38 A. 21 节点 矢量 р, ЖШ 
С и) 的 表达 式 . 如 有 名 个 Е ш; = f < Шу, M “只 插 人 一 次 ,并 重新 计算 
Суы). 


2.6.2 FEH 


1 ЖУ 
ЗУН, B Hi iim 69 ЗЕ ТАТЕ У л ГРИЗЕ ТНУ ЛАГЕР, 
RAEE. 
EX6 SEEMS НЕ S = Siu, r), 5 ASEE 
5000,9) = Su, v) + dafu, ， 


RP aluo) = туу ү ЭИЙШ 5 EAC, о) 的 单位 法 矢 ,d 为 等 降 面 的 偏 移 


E,d HEMRA FREA Pl SE TB IF) hA A. 
H РАЛ В RI FEART, 只 要 把 曲面 的 内 在 几 柯 量 计 算出 来 ， 
则 可 以 不 必 写 出 等 距 面 的 表达 式 , 也 可 作 有 关 等 距 面 的 运算 ,如 在 则 面 求 交 等 操作 
中 .对 于 正 再 曲面 r = riun RETAS.: 
E F. 
с у, 
为 曲面 的 第 一 基本 和 矩阵 ,于 是 1 G 1 = | F. x r, 2, ^а 
D- ka "` re] 
дег ВР. 
ВНАУ EPERE HHI ВОЕНЕН K 和 中 曲率 定义 为 
z-i, (m - ra)(n : r.) — (n - r, P 
` GI ` | z, x r, |? i 
H-Z в Pod ' F.) + (n aR + т) + (n ° R тг) 


2 | Fr, x r, 1 


从 而 等 距 面 相应 的 凡 何 量 为 


К 
Ko = КЁ -2Н4+1' 
H - H + Kd 
° KË - 2Hd + U 
НН ЈЕ 25 pt, R] ЫШ е fE — x E ЭКСЕ ВН [ñi E iya yE PE. 
与 曲线 情形 一 样 , 在 几何 造型 中 常常 需要 用 与 原 曲 面 问 类 型 的 曲面 表示 等 路 
面 ,由 定义 知 , 除 平 面 , 球 面 . 贺 环 面 . 回 柱 面 等 几 种 曲面 外 ,有 理 曲 面 的 等 别 面 一 般 
不 青 是 有 型 的 ,因此 ,工程 上 常用 通 近 方法 表示 等 距 面 . 下 省 的 算法 用 于 计算 和 构 
ЖЭ 8. 
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2. 计算 等 距 面 的 过 程 

没 参 数 曲 面 的 定义 域 是 [ wo, sw] x [am 初始 化 为 Am 万 及 控制 精度 5. 

(1) 固定 ,计算 曲面 上 的 点 坐标 Уб ш, о) RIER п(а, о) 以 及 相应 等 距 
面 上 的 点 Solu, e). 

(2) 计算 等 距 面 上 的 新 点 Solu + Au, ву). 

(3) ТИЯК Solu, u) 5б и, + Ausb) 通 近 相 应 曲线 的 误差 8 ,车 e < G, 则 Au 
= 1.382 х Au; Bf, Au = Аы х 0.618: = ú + Ан: u < u, (2), ИЕ 
(4). 

(4) Жу > т, MAR; ТД ТЕ и, ARABAR E ш, шс. ш 五 点 ， 
Н. ш = а, 50, 0) SC о; + Ae) BIEBER Se НИЖЕ e, k = 0,1,…， 
4; 若 es > 6,Av = 0,618 x Ае. ЙЫ ЕТЕ, Ж е < б, ШИС). 

(5) 对 上 述 五 个 采样 点 排序 找 出 其 中 误 关 最 大 者 sw。 及 其 左右 两 点 sw - 1 和 和 
Emn + l-Em lsnx 和 e+ji 三 点 将 形成 单 峰 区 域 , 用 数值 规划 法 不 难 求 出 极 太 
值 处 的 и; A u; 对 应 的 Av {ЕЗ o 向 的 步 长 ,并 取 о, = u + До, #01). 

等 距 面 的 离散 点 列 生 成 后 ,可 以 用 等 参 折 线 集 或 三 角 面 片 的 形式 输出 该 面 . 


2.7 三 角 域 上 的 曲面 表示 


2.7.1 面积 坐标 和 重心 坐标 b 
三 角形 eb 所 在 平面 上 的 一 点 p{ 如 图 2-22) 
ARA „ 


p = иа + ub + we 

其 中 w+a+tz= 1, ию 就 是 p 点 关于 三 角形 
ађе 的 重心 坐标 ， 

当 p 点 在 平行 于 ie 边 的 直线 上 移动 时 „ЙО 图 2.22 
坐标 不 变 , 类 侯 地 , 当 P 点 分 别 沿 ca Mab 边 
移动 时 ,分 别 有 о 坐标 与 w 坐标 不 变 . 

重心 坐标 与 面积 坐标 是 一 致 的 , 即 有 

Sa SA 52, 

бла 表示 Aab 的 有 向 面积 , 按 项 点 字母 顺序 ИНК Е 29 ТЕ, АЛЕ РЕЛЕ ОЗ 
负 . 其 它 ,如 Sap ,的 记号 也 如 此 ， 

2.7.2 Z= #59 Lt 6546 8. 38 Je AA 

EXET ERREEN n ИЧА ЛАС + v + w) 的 展 开 式 各 
项 组 成 . 

(uú + b + ш)" = 2) 有 
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(ан ж 

Bj sats) = түрүн, Осие 1, 
Еф, ++ п, В.о 0 А, Е пиана T 
Са + 1) (п + 2) А НИЧКИ ЯН CFF п 阶 方 阵 的 下 三 角 中 所 入 
元 素 个 数 ,例如 п = 2 与 4 = 3 时 分 别 如 图 2-23、 图 2-24 所 示 , 其 中 位 于 同一 条 线 


上 的 那些 基 两 数 实际 都 是 单 变 其 的 . 
Bi = ш? 
Bin = 2 ne Bia = 2 ue 


МУМ 


Bü = wt) - В = 200 - Piw = u° 


E 2-23 图 2-24 
三 角 域 按 怕 恩 斯 坦 基 范 数 的 三 角 阵 列 相 应 划分 成 子 三 和 角 域 ,其 中 诸 直 线 交 点 
FATA. 节点 与 基 函 数 一 一 对 应 .每 个 节点 也 用 三 个 指标 确定 . 它们 分 别 与 三 参 
数 ue ш 相 联 系 .例如 n= 3 时 ,下 标号 如 图 2-25 所 示 . 
三 角 域 上 的 伯 思 斯 担 基 函数 同样 具有 规范 性 . 非 负 性 与 递 推 性 .其 递 推 关 系 为 


Bh (u, n, te) = uB) раб t, w) + vB] (0,0, w} + ВС (uD ш). 


2.7.3 ih D j Y р h ë 3 


一 张 m 次 三 边 贝 齐 尔 曲面 片 由 构成 三 角 阵 列 的 二 (na + 1D)(n + 2) 个 控制 顶点 
Башы, + р = в, о ОЕ. ВЕТА АОВ 
В'({ ци, т,ш) = 22 в. „В? кбир), Т:0 = ue, 1. (2-34) 


按 下 标 顺 序 用 直线 连接 控制 项 点 ， 就 形成 了 曲面 的 控制 网 格 , 它 由 三 角形 给 成 ,网 
格 顶 点 与 三 角 域 的 节点 一 一 对 应 .图 2-236 给 出 3 次 三 边 员 章 尔 曲面 片 的 一 个 例子 . 

当 固 定 三 套数 之 一 时 ,将 得 到 曲面 片上 一 条 等 参数 线 , 例如, 当 „йт, ай 
立地 变化 , 则 得 一 条 线 : 若 让 ，* 独 立地 变化 , 则 得 w 线 ,两 者 实际 是 同一 条 曲线 ,二 
此 ,曲面 上 有 三 族 等 参数 线 . 当 三 参数 之 一 为 零 时 , 则 得 曲 疝 片 的 一 条 边界 曲线 , 它 
由 框 应 那 排 边 界 项 点 定义 ,就 是 非 有 理 的 次 贝 齐 尔 基线 . 当 三 参数 之 一 等 于 1 
时 , 则 得 三 边 昌 面 片 的 一 个 角 点 ,就 是 控制 网 格 三 角 顶 点 之 -可见 ,三 边 贝 齐 尔 曲 
面 片 有 与 下边 贝 齐 尔 曲 面 片 类 要 的 人 性 策 . 

与 定 兴 在 矩形 域 上 的 四 边 贝 齐 尔 曲面 片 的 差别 在 于 :GD E X Ар: 控制 
网 格 不 同 ,后 者 由 旦 矩形 阵列 的 控制 顶点 构成 ;@@ 同样 是 两 个 独立 的 参数 ,但 最 高 
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2-25 图 2-26 


次 数 不 同 ,后 者 两 个 参数 的 最 高 次 数 是 互相 独立 的 ,可 以 不 同 , 而 三 边 贝 齐 尔 曲面 
片 的 三 个 参数 的 最 高 次 数 都 是 一 致 和 的 ;中 四边 曲面 片 是 米 量 积 曲面 ,三 边 贝 齐 尔 
曲面 片 是 非 张 量 积 则 面 , 这 是 本 质 差别 . 


2.7.4 和 芋 卡 斯 特 里 奥 算 法 


任意 给 定 P = 《utip) 允 了 ,现在 用 几何 作 图 法 来 计算 三角 曲面 上 的 对 应 点 ， 
给 定 曲 而 的 控制 点 页 ,e+ + k = n), 
bPa = B, jt (же ЕЕ n). (2-35) 
再 定义 
Б = ийт + bill + eb, (2-36) 
[= 1,2,- n + у+ К+ I = n, 
В^(ш,т, 0) = bó o. 
由 (2-34) 与 (2-35) 式 所 定义 的 算法 称 为 德 卡 斯 特 里 奥 算 
法 ,简称 递 推 算法 ,如 图 2-27. 由 递 推 算法 最 后 得 到 的 那个 
点 bigo 正 是 三 角 曲 面 上 对 应 于 户 = (u,v, w) 的 点 ;三 点 
кр 06 ‚Бау 所 张 成 的 平面 是 曲面 在 点 Б) 处 的 
切 平面 . 
2.7.5 HKK 


给 定 参数 u、v、w, 由 德 卡 斯 特 里 奥 算 法 求 出 曲面 片 1 
一 点 ,同时 可 得 到 该 点 对 曲面 片 进行 分 市 的 数据 .三 参数 次 
定 了 三 角 域 内 一 点 ,该 点 与 三 顶点 的 连 线 把 三 角 域 划分 为 图 2.27 
三 个 子 三 角 域 .这 三 个 子 三 角 域 所 映射 的 三 个 子 曲 面 片上 
的 榨 制 顶 点 已 由 执行 德 卡 斯 特 里 奥 算法 求 曲面 片 该 点 的 同时 得 到 ,如 图 2.28 所 
P. 
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2.7.6 FHAR 


НЧ -3É 8 KIRF 2 33 Him, 总 可 以 形式 地 表 汐 n+ 1 K ñi di m. Æ 
(2-34) 式 中 , 伯 恩 斯 组 系数 是 56,460 ,i +у+ k = n JB(234) ЖЕО +v 
+ ш) 得 到 

BCP) = 2; БВ АР), 
其 中 新 的 伯 恩 斯 进 系 数 为 
bija = E + Ж; р-а + kb; i + + š = n + LEARE 


п+ 1 


ЗАЧ НЕД BJ РЫН} k — Di РУ 5 ИН ДЕ. 

新 的 伯 慰 斯坦 系数 确定 了 了 上 的 一 张 B- 网 , 称 为 升 阶 В- 网 , 它 与 原来 的 B- 网 
定义 着 -- 张 三 角 曲 面 ,一 般 来 说 , 升 阶 B- 网 更 加 贴近 三 角 曲 面 ; 升 阶 之 后 ,控制 点 
增多 了 ,增加 了 修改 曲面 的 灵活 性 . 

升 阶 过 程 可 以 一 次 又 一 次 地 进行 下 去 ,由 此 得 到 -~ 个 升 阶 B- 网 序列 . 

定理 4 ”当天 阶 的 过 程 无 限制 地 进行 下 去 时 , 升 阶 B- 网 序列 在 T 上 收 襄 到 它 
们 所 定义 的 贝 齐 尔 三 戎 曲面 片 . 


2.8 ”常用 参数 曲线 .曲面 的 等 价 表示 


参数 曲线 曲面 的 不 同 表示 ,在 于 所 选 函 数 空间 中 的 基 函 数 的 不 同 , 从 而 使 排 所 
表示 的 曲线 上 曲面 具有 不 同 的 几何 特性 . 但 是 它们 都 基 参 数 多 项 式 ( 样 条 / 曲线 曲 
面 , 国 此 相互 之 间 可 以 等 价 表示 .这 一 点 有 时 便于 讨 竺 几何 坛 ,例如 午 基 形式 通 合 
于 求 导 的 计算 等 . 


2.81 常用 参数 曲线 的 等 价 表 示 


前 面 介 绍 了 过 次 埃 尔 米 特 ( 即 Forguson) 曲线 、 贝 齐 尔 曲线 和 8B 样 条 曲线 .在 实 
际 应 用 中 常 需 要 对 这 三 种 非 有 班 参 数 表 示 式 进行 相互 转 氏 ,好 对 于 同 条 曲线 ,已 
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知 这 三 种 表示 的 一 种 形式 ,可 以 推导 出 其 它 两 种 形式 ,这 .三 种 参数 曲线 的 表示 形式 
可 统一 写成 P(O = TMB 的 形式 ,其 中 ,了 = (0,2,0, ФИЛЕ 


Pait) = TM;#B;, 
2 -2 1 1 
| 5 5 чилге 
1 Ü 0 0 
三 次 贝 齐 尔 曲线 为 
Pit) = ТМУШН, 


_ 1 3 -3 1 
3 -ő 3 O 
TE 3 0 ] B; = (P;, Pp Par РУ)! 
1 Ü о 0 
三 次 均匀 8 样 人 条 曲线 为 


Poir) = ТАВ, 


-1 3 -3 1 
1 3 -6 3 0 
Ms = Ç „Bg = B; 


I 4 I 0 
(1) ЕЖ Ma, Вк, Bz, Bg, Bz = MIMBA, Be = M; Myy- 
(2) 已 知 M, By , 求 Br, Br, By = MMB, В, = М®\М;В;. 
(3) E Mg. 8; By, Bz, By = МуМьВь, By = ММВ. 
上 述 三 种 情况 中 ,所 用 到 的 М! М My 存在 , 故 上 式 成 立 . 


2.8.2 常用 双 三 次 参数 曲面 的 等 价 表示 


— nx т KAR E piu, о) 可 有 多 种 表示 形式 ,例如 桂 基 形式 .由 齐 尔 形 
式 . 孔 斯 形式 .B 样 条 形式 等 ,它们 可 看 作 是 在 不 同 的 基底 fwvt， 
Bvt 下 的 不 间 表 示 . 
已 知 双 三 次 埃 尔 米 特 弗 格 森 、 风 齐 尔 、( 均 名 )8 样 条 的 矩阵 表达 式 是 
5308,0) = UM IB MW", 
КА. = UM;B M ， 
500,0) = UMoBAM DW, 
其 中 Ma, Mz ,Ms 是 上 一 节 参 数 曲 线 情 形 . 对 于 一 张 曲面 ,车 已 知 上 述 三 种 表示 形 
式 的 一 种 ,如 何 求 得 其 它 两 种 ， 
(DO 已 知 贝 齐 尔 表示 , 求 埃 尔 米 特 和 B 样 条 表示 的 By 和 Be: 
对 同一 张 曲 面 有 : M IB MT = MBM? МЫВ»Му = MBM}, 
则 Bn = MIM;B,MI(MI , Be = Ma MBM M3)". 
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(2) 已 知 埃 尔 米 特 表示 , 求 贝 齐 尔 和 B 样 条 表示 的 By Fü B. : 

B; = Ms'M IB MIO M3) Bg = Mi MBM MY. 
(3) 已 知 了 B 样 条 表示 , 求 贝 齐 尔 和 埃 尔 米 特 表 示 的 B; fil By. 

By = MM, B aMI(My')T, Би = Му М»ВЬМ (М T, 


2.9 扫描 曲面 


2.9.1 Ыш 


КЕЕ! sweep, ЗЕ) 曲面 生成 的 基本 思想 是 曲线 运 动 生 成 曲 Е. 这 一 造型 
方法 在 曲面 生成 和 设计 中 方便 灵活 ,应 用 广泛 . 

决定 扫描 曲面 生成 的 因素 有 三 个 : 截 线 , 兰 线 (或 称 路 径 ) 和 扫描 规则 , 截 线 决 
定 曲面 的 横 截面 形状 , 准 线 决定 曲面 的 纵向 走向 ,而 扫描 规则 决定 截 钱 运动 时 在 峭 
线 土 的 定位 方式 以 及 截 线 运 动 时 的 连续 形变 方式 .因此 ,要 棍 曲 面 可 看 作 初 始 截 线 
作 刚 体 运 动 和 局 部 连续 形变 的 合成 而 生成 的 曲面 . 截 线 的 运动 方式 称 为 扫描 运动 
(或 扫 掠 运动 ). 

扫 措 面 的 生成 方法 灵活 名 样 , 按 截 线 沿 管 线 的 运动 方式 分 类 ,有 平移 ,旋转 、 环 
іт. РЕЈ Е ЕЕК АЕ АЕМ Аан 
线 .多 截 线 单 背 线 .多 截 线 多 背 线 等 . 

目前 ,扫描 面 的 构造 方式 主要 有 以 下 几 种 : 

(1) 示 动 和 变换 的 矩阵 表示 . $R BI ER TE PF ER S u Е E BJ R RE РЕВО 36 40 

(2) 局 部 标 架 方式 . 脊 线 上 每 一 点 确定 一 个 局 部 标 架 . 截 钱 在 将 线 上 的 定位 和 
形变 用 局 部 标 架 来 表示 .这 种 方式 简单 、. 直 观 , 截 线 定位 较 易 掌握 , 采用 的 标 架 有 : 
弗 朗 内 标 架 .最 小 旋转 标 架 及 广义 平移 标 架 等 . 

(3) ЕЕ Сове!) 方式 ,将 堆 线 的 形变 和 定位 看 作 是 单位 圆周 前 变 半径 等 腥 
曲线 ,或 者 把 曲面 的 纵向 轮廓 线 看 作 是 峭 线 的 变 半 径 等 距 线 ， 

以 上 三 种 方式 者 可 以 用 表达 式 精 确 表 示 扫 描 面 .有 的 造型 系统 把 扫描 体 作 为 
CSG 的 基本 体 案 , 这 种 体 素 表示 的 主要 优点 之 一 蚌 减 少 了 体 素 和 布尔 运算 的 数目 ， 
缩短 了 CSG 的 深度 ,由 于 扫描 面 { 体 ) 的 生成 特点 ,造型 中 常用 的 两 种 体 康 ; 拉 伸 体 
和 回转 体 , 都 可 以 看 作 是 扫描 体 的 特例 ,但 一 般 扫 描 体 的 求 冯 和 显示 都 有 其 自身 特 
点 .另外 造型 系统 的 数据 结构 也 会 随 加 入 扫描 体 囊 而 有 所 改变 ,也 有 有 许 几 造型 系统 
并 不 把 一 般 扫 描 体 作为 基本 体 束 .因此 ,对 于 基于 边界 表示 的 造型 系统 ,扫描 体 需 
要 作 从 精确 表示 到 边界 表示 的 近似 转换 .常用 的 转换 方式 是 用 上 述 (2)、(3) 两 种 方 
武生 成 一 族 边 界 曲 线 , 再 用 蒙 皮 (Skinning) HEER BEL ТИИИШ. 


2.9.2 á BABKE 


EL .运动 表示 
S(u,s) = Ё(з) + ВС) Ка) + Н(/%и).5), (2-37) 
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AP ё&:[0,11-= В, 8:(0,1] — GL (3) 都 是 光滑 映照 , 自 0) = 0,800) = LHA 
及 de( B) > 0,2(5) ERFAR, (и) КЕНЕ, Ну), 5) 是 曲线 了 Ya) 的 
连续 形变 的 非 线 性 项 . 
Щщ u Мо, о, 1, БОСО, 2] 时 ,上 式 表示 由 初始 截 线 在 时 刻 [0,7] 内 运动 
生成 的 扫 摘 曲 画 ， 
2. 局 部 标 架 表示 
设 沿 605) 取 局 部 坐标 系 为 E|E(s);e/(s),e,(s),e,(s)1, Ü 205) КАУ: 
记 为 fn,s), 在 此 局 部 坐标 系 下 的 天 示 为 (ff sh pus) ,有 Cu,5)), 则 
S(u,s) = 8(s) + fi(u,s)e, + flu,s)e + Plu,s) ey (2-38) 
(2-37) 式 表 示 扫 描 曲 面 的 运动 表示 形式 ,(2-38) 式 表 示 #] 描 曲面 在 局 部 标 架 下 的 
表示 形式 .下 式 是 两 种 表示 之 间 的 关系 ， 
f(u,s) = ATB(s)f lu) + ATH(P Ou), s) (2-39) 
AP ATB ЖЕЕ ИАР FHIR, ATHS з) 表示 在 局 部 标 架 下 的 形变 的 非 
线性 项 ,4 З 605) 上 的 局 部 标 架 到 世界 坐标 系 下 的 坐标 变换 ,所以 上 式 甫 示 初 
始 截 线 在 局 部 标 架 上 的 零点 转 定 的 一 般 形变 ,也 表示 (2-37) (2-38) 两 种 表示 之 间 
的 关系 式 ， 
下 面 是 一 些 特定 的 扫 掠 运动 : 
(1) 车 扫 掠 运动 是 线 福 形 变 , 妈 (2-39) 中 态 = 0,ATB = D(:),D(s) 表 示 只 在 
局 部 标 架 EE 的 三 个 坐标 轴 方 向 的 伸缩 形变 阵 , 则 (2-38) 式 中 写成 ， 
S(u,s) = (s) + fKu)di(s)ei + fW u)d,(s)e, + Кы) аз (з) ез, (2-40) 
它 表 示 {2-38) 式 中 的 A х) BPP KMI P ЗЕРНЕ = 1,2,3) 
(2) 若 初始 截 线 是 平 画 戴 线 , 且 连 续 形 变 基 平面 仿 映 形变 , WARA e, 
ез) ЧАРТ, 9102-40) 式 可 写成 : 
S(a,s) = (з) + ба, si) es + 0н. 5)ез. (2-41} 
ЕНЕ ЕЖОВ Ж H JE ЗЕ И ЖЕ ЕКИ E O ЖОЕ НИЕ. ТЕЛИ ТРЕ u 9 tH 
定 截 线 的 形变 方式 ,人 @ ЖКТЕ. ААА SE — Н! В ЈЕ ЖЕ ( А А-ТЕ ЛЕ. ЖЕЛИ ЁК EJE 
ХЕ) 插值 多 截 线 ЗЕРЕ СЕР ЕТА ЕН АЗ E). 形变 方式 的 
确定 是 扫描 面 设 计 中 最 灵活 的 手段 之 一 . 
(2-38) 式 中 的 局 部 标 架 的 确定 灵活 多 样 , 宵 线 上 任 -点 可 以 定义 嘱 种 局 部 标 
架 形式 ,下 列 几 种 方式 较为 常用 : 
(O RAGE АНН — BERERE C ЖЕЕ, ПП НИШ А) 
时 易 引 起 标 架 位 置 的 窒 变 ,定位 不 易 掌 担 . et ЛЕ BS 3b HIERAR оГ Zb hA 358 Ж ЛЕ o 
题 . 
(2) 最 小 旋转 标 奥 “目的 是 为 了 销 除 脊 线 上 局 部 标 架 的 不 必要 的 旋转 , 它 是 
通过 一 个 微分 方程 组 来 定 兴 的 : 
=- (r”(s),q(s))r (s) l r (a) Г, 
miis) =- СС) тб) (s)/Z 1 (s) 12, 
若 选取 初 值 为 q(0) = фо. 00) = m EIE r (0) .go .mo 是 三 个 相互 垂直 的 单位 


《2-42) 
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向 量 , 则 在 兰 线 上 任 一 点 ,由 (2-42) j WW E WJ B ÉS gts),mts) 和 单位 切 向 
rs Z| r (s) 1 一 起 构成 背 线 上 一 点 的 正 交 标 架 .这 里 < r".q > 表示 两 矢量 的 
内 积 . 

容易 找 册 上述 两 种 标 架 之 间 的 转换 关系 .也 可 以 利用 弗 关 内 标 架 和 这 种 转换 
关系 ,直接 得 到 最 小 旋转 标 架 的 表示 形式 .最 小 旋转 标 架 有 如 下 性 质 ， 

当 且 仅 当 冰 线 是 平面 曲线 , 旦 曲线 上 无 曲率 为 和 的 点 时 ,对 于 3D В 2р 
线 ,选取 这 两 种 标 架 生成 的 扫 撒 面 是 一 致 的 . 

(3) 广义 平移 标 架 “这 种 标 架 比 前 述 两 种 方法 更 易 计 算 , 对 将 线 的 连续 性 要 
RRE G! ER. RERA r = rls) = (rfs) rals) nfl se [0,1) 是 连续 的 
空间 曲线 ,为 方便 计 , 设 痛 线 是 一 阶 光滑 曲线 , 且 至 少 在 一 点 处 是 有 二 阶 导 数 , 不 妨 
设 这 样 的 点 是 疹 线 的 初始 点 x* = r(0), 则 在 rf = (О) 处 可 定义 弗 毅 内 标 架 | ^(0); 
Т? N°, B9| .在 着 线 的 任 一 点 r = r(s) 处 , 记 这 一 点 单位 切 向 为 {,Ж ЕХ n = 
суз) В х# В = хп, сүз) = 1 B° xt [t (e п, 5) ШЛЕТ. 显然 有 


£ = 1, 
|» = с|(з) . Вх É, 
b = с\(з)( В? - (B. 4), 
AP ols) =] В0 х t1-1, 这 就 是 定义 在 rf = ris) Ef£— ПКР AFE 
йв ,n b EH r = rts) 一 点 的 法 平面 上 .由 标 架 前 定义 可 若 ,# 总 是 平行 于 初始 
тар то № 张 成 的 平面 .这 里 琴 也 可 以 取 作 某 一 固定 矢量 .例如 取 世 界 坐 标 系 中 
的 一 坐标 方向 等 
БАРЕ БЕЧ, Эе РААН Ар ЕЛЕЕ. 下面 是 这 一 标 架 与 弗 记 内 
标 架 的 关系 ; 
对 于 зо fk 2р 截 线 ,选取 弗 妆 内 标 架 和 广义 平移 标 架 生成 的 扫描 面 是 一 
致 的 , 当 且 仅 当 状 线 是 定 炳 曲线 . 
造型 中 常用 的 方法 是 用 上 述 标 架 在 背 线 上 各 点 定位 截 线 ,再 用 网 皮 方 法 表示 
扫 擅 曲面 . 利用 局 部 标 架 ,容易 实现 对 裁 线 作 扭转 形变 等 操作 :. 


2.10 ”基于 三 维 散 乱 数 据 的 曲面 拟 合 


2.10.1 曲面 的 构造 


在 地 质 涡 探 . 气 象 预报 等 领域 ,常会 遇 到 利用 二 元 函数 Р(х,у) 对 平面 区 域 OQ 
上 随机 分 布 的 散乱 点 (入 ,六 ) 处 的 观测 值 г = 1;2,…, 玉 ,进行 曲面 拟 合 的 问题 ， 
即 求 区 域 {2 上 的 函数 F(x,y) ,使 得 
Fixy) = fii = 1,2,= N. 
或 者 求 Fix, y), EI 


N 
min УСЕ, у) - Д0. 
кк L 
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如 果 能 确定 F(x ,y) 所 在 的 函数 空间 ,并 能 形式 地 表示 出 来 ,那么 用 最 小 二 乘 
法 求解 是 很 方便 的 . 比如 把 区 域 如 用 矩形 轩 格 分 割 { 或 用 算 形 网 格 覆盖 ) ,将 Р(х, 
7) 取 为 乘积 型 B 样 条 隆 数 ,利用 最 小 二 乘法 反 求 出 B 样 条 函数 的 控制 硕 点 .但 有 时 
最 小 二 各 法 不 能 够 满足 要 求 .有 些 问 题 是 需要 所 求 函数 对 原 妈 数据 进行 插值 的 ,在 
这 种 情况 下 .利用 各 种 前 分 下 的 曲面 插值 格式 进行 曲面 拟 会 是 必要 的 ， 


3D 散乱 数据 的 光 请 搬 值 一 般 可 银 述 为 :已 给 一 组 3D 数据 (x,, y; z y. = 1.2, 
,构造 一 个 具有 所 需 光 光度 的 曲面 zs = S(x,y) ,使 之 插值 于 这 些 数据 , 即 满足 
S(x;, yi) = 2,1 = 1.2, N HRES y 要 求 瑟 未 重合 且 不 共 线 . 


对 于 较 规则 的 四 边 形 网 格 分 布 的 数据 ,可 以 利用 张 旗 积 曲面 插值 ,问题 归结 为 
曲面 的 反 算 问 题 ,但 许 包 情形 下 , 纵 定 二 三 维 数据 是 不 规则 的 ,在 三 角 域 上 椅 造 出 
面 更 为 送 宜 .最 常见 的 曲面 拟 合 是 ,在 三 角 剖 分 下 ,利用 .元 样 条 函数 进行 光滑 插 
值 .用 样 条 隆 数 进行 曲 画 所 会 的 拢 点 是 次 数 较 婚 , 局 部 性 好 , k t TU B HHB. 
Powell-Sabin 格式 .Hsieh Clough-Tocher 略 式 等 .由 于 散乱 数据 的 曲面 氢 合 对 光滑 性 
衷 求 不 是 很 高 .一 般 注 一 阶 ,二 阶 光滑 ,因此 在 实际 应 用 中 , 普 浪 来 用 低 次 样 条 曲 
面 ,常见 的 有 双 三 次 筷 斯 曲面 .二 次 CiPowelt-Sabin 格式 .次 C HOT 格式 .三 角 域 
上 的 超 跟 播 值 格式 等 . 

下 面 导 出 分 片 三 角 曲 夯 的 拉 格 朗 日 插值 公式 . 

RIS HHI SEXE ЖАИ ЕКЕН? (х,у) € n, i= 1,2,6. А.У, = 
(х,у) 作为 顶点 ,对 区 域 人 2 ЕЕ fra i = f ЕКА РАЎ 5(х,у). Ж 
望 插值 曲面 共存 C 连续 性 , 即 它 的 切 平面 连续 变化 .对 a F im БЕЖ = fh T, Th 
点 为 Fia У 、 Vs. Y 是 平面 上 任 一 点 图 2- 29а), APEN r 相对 于 了 的 重心 上 坐标 


(шшщ), TÆ V= > ш. N OR kamuta 0-3 HUKS O ДЕЕ 10 


个 插值 条 件 才能 确定 ， Et T EE 1 2.26( b) 所 示 的 10 个 标记 点 的 数据 , 即 z = 
Siw), E = 1,2,. ,10, 则 可 以 确定 播 值 曲面 S(<x,v) 为 


: ! V. Is i 
(a) 重心 坐标 定义 СЪР ОНА ка CIE АЦЕ 


ЁЗ 2-20 
10 


S(x,y) = 2 мее, у), 


其 中 уубу. у) 属于 双 三 次 多 项 式 函数 类 ,日 满足 дб) = ôi j= 1,2,+.10. 
此 不 难 导出 用 重心 坐标 表示 的 双 三 次 拉 格 朗 日 插值 函数 
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pi = Fula- Ga- 3), ф, = Sml- L) 2) 
p= uu 5) 0а 4), ф = Zula - 1) 

Ps = uulu- зу), ps = 2 шш(ш ~ 1), 

Ф = Fuman- 1), pe = F malis - зу), 

Фу =Z umul- F), Фю = 27 ш шид. 


可 以 证 明 上 式 具 有 仿 射 不 变性 ,用 县 有 С 连续 性 ,适合 用 于 三 维 图 形 的 表示 ， 
28 ңа ,对 双 二 次 插值 曲面 有 !6 个 未 知 系 数 ) ,车 已 知 T EAR = 50р), 
i= 1,…,6， 如 图 2-33(c) АТ, ДОНА АН У СА а 


6 


S(z,y) = У\20;(х,у), 


HP, Q = ш (24 ~ 19,05 = ш (20 - 1), Qy = us(2uy – 1), Qa = 4ши, Qs = 
duru Ов = Аии), ИСИНА ИН H МАТУ = НИН F E С! 连续 的 ,但 在 分 
片 曲 面 连 接 处 可 能 有 切 向 跳跃 , 达 不 到 全 局 C Ж}. 

利用 拉 格 朗 日 插值 不 需要 插值 点 处 的 微 商 信息 ,但 这 一 .方法 不 具有 局 部 性 质 . 
利用 样 条 函数 的 插值 格式 ,虽然 具有 许多 优点 ,但 党 要 在 插 舍 点 寻 计 算 或 给 定 -一 阶 
或 二 阶 篇 导数 等 几何 插值 信息 . 

利用 样 条 函数 进行 散乱 数据 曲面 播 值 通常 需要 三 个 步骤 : 心 JE RR н, 
妇 以 散乱 点 为 剖 分 网 点 ,把 定义 域 痢 分 成 若干 个 三 角形 区 域 ;四 偏 微 商 信息 的 计 
9.0) 构造 播 值 样 条 曲面 . 


2.10.2 三 角 副 分 及 其 优化 


已 知 平面 区 域 2 上 的 散乱 点 WV = (а, у), = 1,277, ЖЕЗ Q 的 边界 是 由 

某 些 散乱 点 连 成 的 儿 边 形 ,如果 下 面 移 网 点 集合 (或 项 点 集合 ) 
V = Ка, y) l i= 1,2,. NI, 

网 线 集合 (或 边 的 集合 ) 

E = fe(V, V) l i j, V, V € VERSI, 
以 及 网 面 集合 {或 三 角形 集合 ) 

T = fral Vo V, V.) Wh PRR ECV, WE El 
构成 的 并 集 A WK Ж1Ё: 

1° 如 果 一 个 三 角形 属于 请 , 则 它 的 所 有 边 和 项 点 都 属于 А; 

2 WEBA = 1.2) ERE SS € AA, 那么 5, П 5, 3А ЕУ, EAEE 
们 的 公共 边 或 顶点 , 且 是 A 中 小 于 i 维 的 单 形 ; 

3 Ui = í}; 


LET 


2 常用 的 参数 曲线 .曲面 + 943 ， 


ША 0 EKA AILA Koi = 1.2... N BZAR A e € EET EAS 
TARRAA, MER e ЭУР, ЖЕЛЕЗИН ҮН. 忆 界 网 线 的 顶 上 称 为 边界 
网 点 . 

对 于 散乱 数据 , 先 形成 三 角 放 分 ,然后 再 应 用 三 角 前 分 上 的 曲面 格式 进行 曲面 
持 信 或 逼近. 形成 注 角 前 分 实际 上 是 构造 С? 插 值 .但 对 :1 大 多数 散乱 数据 来 讲 , 相 
应 的 三 角 前 分 不 是 唯 - -的 ,因此 ,应 根据 实际 需要 在 诸多 小 找 出 最 优 的 剖 分 ,这 
讨 程 叫做 三 剖 部 分 的 优化 .现在 ,关于 三 角 剖 分 下 其 优化 的 方法 很 多 ,下 面 是 06 
彰 分 优化 的 方法 . 

对 于 任意 内 网 线 oj € EA еу KARARKA | 
角形 记 为 tal Vo И. А 和 гы Vis A И). 如 果园 边 形 i ” 
(V... V. 1.) WAAK, H К, ИА и PEREN 
不 共 线 ， МИРЕ СИ, Vi» Vj, V0) 存在 另 一 种 三 角 部 分 
(如 图 2-30). 壤 . 中 表示 第 二 种 剂 分 对 应 的 两 个 - 
角形 ,相应 的 新 的 内 网 线 记 为 eg. REE ја], EAEN 
种 襄 分 中 ,应 勤 柯 选 出 其 中 最 合适 的 前 分 呢 ? 为 此 , 引 1. 
人 衡量 以 上 凸 四 边 形 之 三 角 剖 分 的 正则 性 的 参量 5, 01 
ЖЕ sCias tg) < Сд ta), MIRA R C еде) 的 正则 
ТИШНЕ Са, ta) BERTERIMA yk RHAH O h ta 正则 性 ; 有 不 同 
的 定妆 方法 ,常见 的 有 

(1} sC ta) 等 于 ty iA 的 最 小 内 角 ; 


(2) s(t ta) = nifA E 其 中 Аж HE HIE r. 面积 ， La 314 的 周 长 ; 


图 2-30 


(3) starty) 
半径 . 

总 之 ,三 骨 旗 分 优化 的 原则 是 使 每 个 小 三 角形 尽 可 能 “ 觅 ” ,避免 出 现 狭长 的 = 
鲁 形 . 训 分 优化 的 过 程 是 所 有 内 网 线 的 相 邻 两 个 三 骨 形 者 要 拿 优 化 准则 (1) 、(2) 或 
(3) 来 判断 是 否 收 疏 , 直 至 所 有 内 网 线 不 能 夏收 为 止 , 误 分 达到 最 优 . 

对 于 二 维 空间 中 的 任意 散乱 点 进行 三 角 剖 分 .日 摧 六 碟 较 好 的 方法 ， 


2.10.3 ЖАБАЛ W. 65 1k Tà 


HEERE ЛЗ ТЕЕ R A И ТАТА 8. ТТЕ АСЕ ПЛ ДЕ РЕ (Ni ñi 
的 形状 ,所 以 如 何 处 理 好 这 一 问题 ,使 得 满足 -… 定 的 要 求 : 例 如 , 保 真 度 ) 是 很 重要 
的 . 

在 三 角 剂 分 下 ,网 点 处 微 商 信息 的 居 值 方法 如 十; 

{1} 此 组 侣 方法 “实际 上 这 种 方法 是 通过 与 某 一 点 内 邻 的 三 角形 或 全 体 二 角 
形 { 空 间 ) ВРИЕ IE X: RAAE Baru dl fr kap bu E V sa B 35 X: ( uk IN TA 
FH y. 例如 


[8 E IUE ra DEA ta 的 内 切 加 半径 ,Ra NIHAN 
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„1 =- . . + 
АСНА: У) W;(i,j,k) 
сы Юе М, GAM w. 
5,02) = —,S,(s) = алло 
Wi У) Wa 
U. bE М, (hL kE N 


其 中 N, Ж W 有 不 同 的 给 法 .例如 Akima F, N (Л) 1] = k V V Ez V, В 
邻 点 | Wag = созбу) + Sx, 其 中 Sa EAEL СУД). | 面积 , ya 
为 出 上 三 角形 所 在 平面 的 法 天 与 : НАЗЕ. 
(2) FHR Lile) HE MIG Jk) 1 КМ И AR САЖ, 
| 
Fa = Ti G A L ° 
其 中 | 1, 1 表示 VW 的 长 度 . 
(3) 节点 函数 法 Е (А, у) 对 应 一 个 结 点 函数 О,(х,у), Ох, у) 为 
ВАЎ. 
О. (х,у) = £ + a,(x - z.) + by y;) + e,( x — х) + 
{х 一 х) у 一 у;) + e;( y 一 y. 
显然 О,(х;. y;) = 所 ,通过 加 权 最 小 平方 拟 合 ,可 以 求 得 参数 a. b... е; RBA 
HES 006438 ,最 后 求 得 
БСУ} = Gí, S, V;) = $, S. ( V;) = 2e;, S, Ç Wi) = žes Sal V.) = d 


(4) 最 小 能 量 法 存在 唯一 的 函数 /使 得 | [2] ds 二 小 .其 中 £ з= 
分 中 所 有 三 角形 边 的 集合 . 由 此 可 以 得 到 AA 即 为 所 估计 值 的 仿 导 数值， 
或 者 是 通过 解 | (/3+ /ds 最 小 而 得 到 /的 信 ， 


(5) 方程 求解 法 一 种 全 局 性 的 信和 值 方法 ,这 种 方法 行 .有 效 , 姓 理 方 法 同 二 
次 样 条 的 累加 纹 长 的 连续 性 方程 组 . 

对 于 空间 三 角 齐 分 了 , 没 M 表示 顶点 w PARR: Т, KOREA V, ATARE 
间 三 角形 集合 ;为 村 的 维 数 ;nn 代表 上 外 曲面 的 法 和 拓 ; МУ, b= fi Є T, 的 法 
天 , 则 有 下 式 : 


km + Dan = (k + D 2 М, i = 12.,N, 
FE Н. LE T. 
"i F 1 


其 中 
ҮҮ, (4;) 5 
aj = КЗ B; = Sy 5 S(p) 一 三 角 此 о 的 面积 


EM 67, 


以 上 将 产生 一 个 N 阶 的 对 角 占 优 的 方程 组 ， ТАЯ ОКИ m. 
2.10.4 JU# d f 1-5 ЖЖ 


1,Shepard 方法 
针对 散乱 分 布 的 数据 ,shepard IE iH 7 0 FAA EBR IH ШЇЇ: 


2 常用 的 参数 曲线 ШИШ ` 945 ， 


и N 
Doff Pel ri), 

Р(х,у) ={ „ <0 (2-43) 
Í r; = Ü 


HEP alr) = ra > Or = [(x а) + (y — y 2112. 

曲面 (2-43) 是 基于 插 人 过 数据 (x%;, y D 的 全 局 插值 曲面 . 当 (> ,y) PEFC, 
ў). = 12 ,到 了 时 ,xy 是 所 有 函数 值 (+ = 1,2.…,n) 的 加 权 平 均 , 权 因 
子 wln) 与 (x,Y) 到 各 插值 点 距离 有 关 , /, 的 校 系数 可 写成 


ү A N N 
Filx, y) = wlr КРЛ. = И NIEs, 
{= ў ial 1 :上 i=l 


} = lee, N.O < a< t, 
ERE 
Ж (х,у) = биир = LRC’ N. 
Shepard A MARKEE, 02 АУ НЕЕ НЕК. RA PRAE; RIUS 
是 算法 简单 ,曲面 光滑 , 酝 值 灵活 . 为 了 克服 全 局 性 的 缺点 ,Shepard 本 人 提出 一 个 
MPRI ESAF R > 0, KIKIN T 
17 ri， 0 < r. = 
27 r; 
on) = Св D, Renga, 
Ü, 


这 个 权 因 子 是 连续 可 微 的 ,并 且 支 集 是 有 界 的 . 
如 果 给 出 在 插值 点 (x у) 处 的 一 阶 偏 导数 A, 7, 那么 插值 曲面 


N 
F(xz,y) = У (х,у + (x = xf. + (y — 2,1. 
і= 1 


R 
3 Ы 


r; > R, 


满足 
Бъ) = f РО) = fo GEN) = fy 

2. 29837 

为 了 构造 散乱 数据 的 氢 会 曲面 ,又 不 需要 过 多 的 计算 量 ,L.L.Schumaker 提出 
了 上 册 辣 所 合 的 二 步 通 近 法 . 二 步 通 这 法 的 主要 思想 是 :第 一 步 分 片 构造 散乱 数据 的 
氢 合 曲面 (例如 晤 小 二 葬 巾 面 ), 各 片 之 间 可 以 是 不 连 统 的 ,第 二 步 重新 规则 插值 点 
(ж, у) ,并 通过 分 片 氢 合 曲面 计算 出 该 点 的 函数 秆 {或 偏 导 值 ), 枸 造 光 滑 的 拟 合 
曲面 , 二 步 副 近 法 用 起 来 可 以 灵活 多 襟 ,一 般 地 第 一 步 多 采用 简单 的 低 次 的 曲面 拟 
合 方 法 ,而 第 二 步 则 采用 较 规 则 的 光滑 曲面 插值 格式 (如 孔 斯 曲面 等 ). 

3. MER B- 样 条 曲面 片 拟 合 散乱 数据 

首先 将 区 域 = [ah x [ed] 剖 分 成 规则 的 矩形 网 恪 , 即 根据 散乱 点 ( 台 , Y.) 
的 分 布 ,用 直线 x = t y = mn PERN 划分 为 若干 个 小 矩形 D, = [шүн] x 


”946 > 第 加 篇 计算 几何 
[u_ 5], = 1,2,7", тј = 1,2,…,n. 如 果 分 别 取 ыо 为 x,y ARY В- RA 
数 的 参数 节点 ， 相应 的 双 三 次 5 样 条 函数 为 


Е(х,у) = эрэр збх) А зб у), 
Я с 由 最 小 二 -乘法 求解 而 得 ， 即 由 方程 组 


эе FN Pn) -RY ] = 0, 
y k= 


i = 0.1, тушту = 0l, 
J ТШМ EBE Ef ДЕК ЕКИ, Ар JBL S ЙЕЛ kuka ER А ВИЕЙ, 
利用 非 均 匀 B- PES ИНИ КАТАА 048. 
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引 


1975 年 ,在 钞 莫 斯 (Shamos Michael Ian) 的 文章 中 出 现 了 “计算 几何 "这 一 名 称 ， 
从 此 计算 几何 诞生 了 (为 了 与 其 它 亦 称 为 * 计 算 几 何 " 的 党 于 不 混 漠 , 本 往 称 为 3 计 
算 风 人 向 或 者 几 向 算法 ). 自 那 时 以 来 该 研究 领域 取得 了 辉 炊 的 成 果 , 使 得 S$ 计 算 几 
何 成 为 理论 计算 机 科学 领域 中 -个 新 的 极 有 生命 力 的 子 领 域 ,并 且 该 子 领域 中 的 
研究 成 果 已 在 计算 机 图 形 学 .化 学 .统计 分 析 ,模式 识别 .地理 数据 库 以 及 其 它 许 事 
领域 中 得 到 了 广泛 的 应 用 . 

$ 计 算 几 何 研 究 的 典型 问题 由 几何 茹 元 (geometnie primitives) .几何 查找 、 几 何 
优化 等 问题 类 组 成 .几何 基 元 包括 凸 党 、 沃 罗 诺 (Voronoi) 芝 | . 雪 边 形 的 三 角 谢 分 . 划 
分 间 题 与 相交 问题 等 ;几何 查找 包括 点 定位 ,可视化 ,区域 和 眶 找 等 间 题 ,计算 机 图 形 
学 ,数据 库 中 的 区 域 查找 .地 理 图 形 中 的 点 及 点 集 定位 等 都 是 上 儿 何 查 找 中 的 典型 例 
子 ; 几 何 优 化 包 括 参 数 查 找 和 线性 规划 . 

此 外 ,S 计算 几何 中 各 种 问题 的 下 界 的 确定 ,推导 下 界 的 方法 以 及 求解 各 种 几 
何 问 题 算法 的 复杂 性 分 析 等 也 是 $ 计 算 几 何 研究 的 重要 内 容 ， 

s 计 算 几 何 的 新 近 发 展 包 揪 几何 抽样 理论 Т SK VEL] TPE HF. ie sh 
规划 ,并行 计算 几何 ,随机 几何 算法 设计 与 分 析 ,结构 和 掺 形 , 网 络 生 成 ,计算 机 视 
觉 中 的 几何 问题 ,等 等 . 

本 篇 主要 介绍 几何 查找 , 针 边 形 及 名 边 形 的 划分 , 凸 党 , 沃 罗 诺 图 ,几何 体 的 
交 , 儿 何 栖 的 排列 , 甜 形 几 何 , 算 法 的 运动 规划 等 . 


Ji} 


1 几何 查找 


几何 查找 或 称 几何 检索 是 指 届 性 相间 的 一 批 儿 何 对 象 (比如 点 .直线 段 . 圈 . 才 
边 形 .多 面体 等 ) 中 定位 某 个 指定 的 几何 对 象 ,或 者 在 基 个 特定 的 域 中 寻找 该 域 所 
包 售 的 具有 某 种 属性 的 所 有 几何 对 象 . 

几何 查找 的 耗费 包括 询问 时 间 { 回答 一 次 海 问 所 要 的 时 间 ) ,存储 空间 (数据 结 
构 占 用 的 内 存 ), 预 处 理 时 间 ( 组 织 数据 或 某 种 结构 的 时 间 ) ,修改 时 所 (指定 几何 对 
象 所 对 应 的 数据 插入 数据 结构 或 从 数据 结构 中 删 去 所 而 党 的 时 间 ). 询问 时 间 , 存 
侍 和 预 处 理 时 间 之 间 可 以 进行 折衷. 


т 点 定位 问题 


点 定位 问题 ( 即 点 p 位 于 区 域 站 中 ) SARS PA KE R Pit S Ap) 98 
义 是 相同 的 ,这 类 问题 的 求解 主要 依赖 于 空间 的 划分 . 在 十 茄 情况 下 ,考虑 直 线段 


耐 分 绍 两 个 问题 及 求解 它们 的 算法 . 

问题 1 HERPE P K A q ME PERUA Ay AA EAE PA? 

设 简单 多 迪 形 P 的 项 点 序列 为 pi ;ps2,… ,ps ;求解 问题 的 一 种 方法 基 过 点 4 作 
水平 射线 ¿BE 1 与 P 的 边界 不 相交 , 则 点 # 在 PP 的 外 部 . 如果! 和 PP 的 边界 相交 ， 
计数 交点 数 并 依据 交点 数 的 奇 伸 性 可 志 判 定点 g 是 否 在 P 泡 内 部 .具体 地 说 ,交点 
数 为 奇偶 ) 数 时 ,点 ç E P 的 内 (外 } 部 .由 于 这 里 的 多 边 开 不 一 定 是 凸 的 ,所 以 上 
述 的 判断 方法 对 某 些 特殊 情况 是 不 适合 的 ,要 注意 区 分 这 此 特殊 情况 ,有关 这 些 情 
б, М,Н 1-1. 

图 1-t 中 a) 是 正常 情况 ,有 一 个 交点 ,图 {b) 中 有 三 个 安 点 ,这 两 种 情况 均 表 
明 点 在 多 边 形 内 部 .图 (ce) 度 该 看 成 有 一 个 交点 ,图 {d) 看 成 没有 交点 ,图 te) 和 图 
(让 有 入 个 交点 . 我 们 需 想 办 法 把 这 些 情况 区 分 开 , 为 此 引 人 两 个 申 数 , BH 
interseet( i , h) #0 опіпе(, р). 4834 LU A 1, 383 0 H SA о EF ,interseet( HI, 
УЖЕ. ЦА p El ЕВ, online, р) FAA. MER pli] H pli +214 16A, 
则 是 图 1-1fe) 的 情况 .如 果 plil M pli t2) RA, BHEE 1- 104) 的 情况 . 如 
果 pfi] 和 pi+3l 在 :的 两 侧 { 或 同人 删 ) , 则 是 图 1-1fe)( 或 () 的 情况 . 


(a) (b) 
42 i {92 
-nm id 
i i | 
EY Ç) 

(e) i 


(d) 


图 1-1 


下 面 是 计算 опіпе 消 数 和 判断 一 个 点 是 否 在 多 边 形 内 部 的 程序 ( 设 多 边 形 有 nn 
个 顶点 }. 
Маг р:атау[1..п + 1]of point; 
function online С: line; p: point) z boolean; 
Var dx, dy, dx sdy; treal; 
begin 
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d< l... - I. pn. x 
4&=+=1.р;.у-1.р.у 
dy = р.х — р.х 
dy < р.у - Lpy 
online < dx * dy; — dy* dy = 0 and 
(dx, * (dx, — dx) < О or dy, * (ду ~ dy) < 0) 
end; 
function inside (q: point) ; boolean 
Var ¢,i: integer 
,,Ь: пе 
begin 
cei 
h.p = q 
h.q 
li - pz. x — тахіпі 
fr i=1 to n 中 
begin 
b.p = pli] 
b.p рії + 1] 
if interseetfl ,Lb 2) or onlinetl pfi + 1]) and [not online(1, ,p[i + 2]) and 
not same 1 (h,pli],pli + 2]) or online (1,,p[i + 2]) and not same 1 
(h,p[il,pfi + 3])] 
Шеп cecel 
end 
inside =— (c mod 2 < > 0) 
end 
ЖФ same 1 为 
same 1 = (dx * dy, — dy * dx) * (dx ж dy, — dy * dx>) > 0. 
由 于 P Ж n 5, ЖИ) h S ty AX, Pr U E WT ЛЫ B] А у 
O(n). 
现 假设 P En JÉ, кд z ТЕР BJP BE, ЛА z H ЖЕЗ Р Ti ИИК k ЖЕЛ} 
线 将 平面 划分 成 n 个 袖 形 (图 1-2), P 的 每 条 边 又 将 相应 换 形 分 为 两 部 分 :三 的 内 
部 与 P 的 外 部 .以 z 为 学 标 原 点 ,射线 以 角 次 序 出 现 , 可 以 用 对 分 查找 判定 点 9 所 在 
的 视 形 ,然后 再 判定 4 位 于 相应 哺 边 的 哪 一 侧 , 便 可 确定 ç 是 否 在 忆 内 .这 种 方法 的 
预 处 理 包括 寻找 P 的 内 点 :, 以 及 组 织 数据 司 适 合 于 对 分 查找 .由 于 事先 给 定 了 序 
列 pi,p2s 一 pa; 所 以 用 Dtn) 时 间 能 建立 适 于 对 分 查找 的 二 及 柑 . 具 林 查找 4 是 否 
在 PP 内 只 需要 Odbn) 时 间 . 
为 了 能 进行 对 分 查找 ,天 的 顶点 一 定 要 关于 点 上 按 硕 序 出 现 . 当 p ЯНЕ Л 
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形 时 ,如 图 1-2 所 站 ,关键 是 要 找到 点 z, 使 得 
mi = 1.2... n) EAE P 4.09 ; A 
的 集合 称 为 品 的 核 . 可 以 证 明 ,在 线性 时 间 内 
п] ЫЕ ЖЛЕ PP 的 核 (着 非 空 }. 这 样 ,选择 
> 点 并 产生 抠 形 的 时 间 限 异 不 会 超过 线性 时 
ia ВА, Н Olba) 肝 间 和 O( n) 空间 能 问 
Жоп UTM m BU E JE SAEK ДА HR, H Hi 
处 理 时 间 为 Оба). 
图 1-2 эм р 是 任意 尝 单 多 边 形 时 ,可 以 先 将 P 

PRAETTE КАА БЕ Ж ИШЕНЕ А lal Bi. 

问题 2 确定 点 9 在 平面 便 分 中 的 位 置 . 

平面 图 总 可 以 能 人 平面 , 它 的 边 册 射 到 直线 段 , 这 种 碾 人 的 图 称 为 平面 直线 
图 , 记 为 6G. 平面 直线 疼 4 确定 平 测 的 一 种 齐全 ,车 台 的 基点 度数 不 小 于 2, 风 该 图 
的 有 界 区 域 是 简单 多边 找 . 假 设 G 是 连 通 的 . 

对 平面 毅 分 中 的 每 个 子 忆 城 焉 一 挫 查 ,可 以 确定 点 у 所在 的 子 区 域 ,但 这 种 方 
法 耗费 的 夺 闻 多 ,不 可 最 .次 了 锅 快 查找 定 徽 点 9 MER., ,种 有 效 的 方法 是 将 平 
АЕ СЕА Н Ы ,然后 进行 . 导 分 查找 , 现 有 韦 种 方法 
将 上 的 有 界 区 域 组 织 成 二 又 树 结构 ,下 面 仅 以 水 平 长 条 上 方法 为 出 说 明 ， 

给 定 平面 直线 图 8, 通过 它 的 每 个 顶 
点 茵 一 条 水 平 浅 , 恕 果 6 5 л 个 顶点 并 且 
ТЕЛ Н у ЖЛЕ]. BD ЗР И] 1 wi 
分 成 n+ КАКЕ, В 1-3. ЕТА 
的 y ЖЕК 3 ЖЕ УУ 
分 查找 ,耗费 Oban) APREA ЕГШ АЙ E X 
4 ИТТЕК ЕТЕ Ж. 

每 个 水 平 长 条 均 被 四 的 某 些 边 划 分 成 
樟 形 或 三 角形, 这些 边 可 以 从 左 至 右 排序 ， 
也 就 是 说 ,位 干 同一 水 平 长 条 中 的 梯形 或 
三 角形 可 以 从 左 至 右 排 席 , 然 后 利用 对 分 
A EA ОСЬа) 查找 时 了 间 可 以 确定 点 4 
所 在 的 梯形 .这 种 方法 所 需 村 的 预 处 理 时 间 是 ОС а) ЕВА у O( nt). 


1.2 ”范围 查找 问题 


范围 盗 找 问 题 是 点 定位 问题 的 对 侦 问 题 .指定 d 维 空 包 中 一 个 域 上 D, 称 为 询问 
域 , 范围 向 问 是 报告 包含 在 口中 点 集 5 的 子 集 8 ,或 者 计数 位 于 品 内 点 集 5' 中 的 点 
数 .前 者 使 用 集合 并 运算 而 后 者 使 用 加 法 运算 . 

d 维 室 间 中 的 每 一 个 维 表示 与 该 室 间 中 点 关联 的 一 种 信息 ,a > 28, 6 D 
HEREA d 重 查 找 .化 如 查找 某 单位 年 龄 在 25 岁 至 35 岁 之 闻 , 工 资 在 1000 元 至 
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2 000 元 之 间 的 人 员 名 单 , 便 是 2 重 查找 ， 

光 问 域 玉 是 根据 询问 的 性 质 来 确定 的 ,大 儿 数 询问 域 是 矩形 域 , 超 抑 形 域 ( 即 
不 同 坐 标 办 上 区 间 的 笛 卡 尔 乘 积 , 又 称 为 正 交 询 问 ) 或 者 回 域 . D 为 风 域 时 ,使 用 
了 邻近 概念 .为 了 回答 范围 询问 ,必须 要 建立 4 维 空间 中 点 集 S 的 查找 数据 结构 ， 
这 种 数据 结构 分 为 静态 的 {一 旦 建立 起 便 不 再 修改 ) 和 动态 的 {对 项 可 以 删除 或 插 
A) 两 种 .建立 这 种 数据 结构 将 要 耗费 预 处 理 时 间 和 存 鱼 空间 , 此 外 ,询问 时 间 也 
是 一 种 要 考虑 的 时 间 开 销 . 当 静 态 的 查找 数据 结构 建立 之 后 .主要 考虑 询问 时 间 和 
存储 空间 . 因此 用 耗费 对 (存储 空间 .询问 时 间 ) 来 描述 范围 查找 方法 的 特征 . 对 于 
实际 问题 的 不 同 要 求 ,可 以 选择 相 异 的 查找 方法 ,使 其 在 存储 空间 和 询问 时 间 之 间 
HITRA. 

下 面 介绍 两 个 范围 查找 算法 .范围 查找 的 最 简单 实例 起 一 维 范 围 查 找 问题 : 假 
设 = 个 点 分 布 在 * 轴 上 ,询问 范围 是 区 间 [a ,与 ( 称 为 x 范围 ). 利 用 对 分 查找 方法 
《 即 平分 被 查找 的 有 序 集 ) 可 以 有 效 地 进行 查找 .这 种 方法 采用 均衡 二 叉 树 的 数据 
结构 .该 方法 的 询问 时 间 名 了 bm + k) 和 存储 空间 Сл) 都 是 最 优 的 . 

另外 ,考虑 多 维 二 叉 树 tk-D 树 } 的 方法 . 

给 定 平面 上 个 点 的 点 集 5, 交 替 使 用 平行 于 x 轴 或 y 铀 的 直线 将 平面 平分 或 
两 个 矩形 (有 界 的 或 者 无 界 的 ) ,这 些 直线 过 5 中 的 点 ,并 日 使 直线 两 侧 内 3 点 的 数 
目 近似 相等 .这 里 的 矩形 是 x KAL, z] 和 yy 区 间 [ у, у; ] #0) Ж-ЕЛКЖЕВ ху. 2) 
х iyoy b Ж ayl 1,2) 可 以 为 - оо, + 名. 显 热 ,这 是 利用 分 治 思想 设计 的 
“种 方法 . 

上 上述 划 分 平面 的 过 程 可 以 与 一 要 二 维 二 叉 树 了 联系 起 来 .开始 时 ,定义 了 的 根 
并 设置 КОБ) 为 整个 平面 ,5( 根 ) = $5; 然后 确定 点 p EE 5 使 x(p} 是 SOR) 的 点 的 
x 轴 举 标的 中 值 .过 点 р 的 直线 (平行 于 y 轴 } 把 5 分 为 两 个 大 小 近似 相等 的 集合 
《平面 被 平分 为 两 个 半 平 面 ,用 Rl 和 R, 表示 ), RI 和 RR 被 赋 给 根 的 两 个 子 结 点 . 继 
续 分 割 下 去 , 当 该 过 程 达到 一 个 不 包 会 任何 点 的 矩形 时 . 终 让 该 分 割 过程 , 对 应 的 


(a) ihi 
图 1-4 
дв T ЙИН. КЖ Е ЫЛ — t — S Ti 即 2-D 树 》 如 图 1-4 PF 
FR. 
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Ж 1.4 中 ,nm = 11, 二 及 树 中 有 三 种 不 同类 型 和 的 结 点 : 圆 形 结 点 表示 垂直 切割 
线 的 非 叶 铺 点 ;方形 结 点 表示 水 平 切割 线 的 非 叶 结 点 ;而 实心 结 点 表示 叶 结 点 . 
范围 查找 中 2-D 树 的 用 法 如 下 ; 当 关 联 于 了 的 结 点 + 的 矩形 域 R(v) 和 矩形 范 
Bd DD 的 交 非 室 时 ,过 p(s) 的 直线 o 把 R) 分 割 为 两 个 矩形 АА, 0 П 
Ri) 整个 包 售 在 RU = 1,2) 中 , 则 继续 查找 一 个 (区 域 , 范 围 》 对 { RR, D). 9—27 
Ш. 106) ОГ) R) X BH 100) A DRIF АТУ D BPB S p (x) AE, 
首先 要 测试 p(v) EBE D BJP АЁ. WRT DAR HE E ik A 3 3 3k S ,然后 继 
续 查 找 两 个 { 区 域 , 范 围 ) (К,Р) 和 ({ R,, D). 若 查 找 工作 达到 叶 结 点 , 则 终止 范 
围 查找 .了 的 结 点 带 有 三 个 参数 {pfa) О»), MOD ЕНН р(») CRE, h 
网 个 参数 共同 确定 直线 Kr), Pe) 表明 100) 是 水 平 的 或 者 三 直 的 ,而且 在 第 一 
HRF. 100) 是 直线 y = М(о) ,而 在 第 二 种 情况 下 ,以 bo) 是 直线 x = Mi) Я 
ЭДЕ АО ЖЕТЕ ЖЕ UPIEN VAE). D = [和 ,xz] x [ yi, уз ] 表示 询 了 癌 范 围 ， 
查找 算法 描述 如 下 : 
procedure SEARCH( v, D) 
begin 
if (v) = 垂直 的 then [lr] [x] 
else [Ї,г] = Гуе] 
if læ Miv = г then 
if p(v) Є D then Шшшр(+); 
if væ IA then 
if le M(v) then SEARCH(L зоп[ у], 0); 
if M(v) < r then SEARCH(R son[v],D). 


end 


对 图 1-4 所 示例 子 的 查找 过 程 如 图 1-5 所 示 ,其 图 (ay 中 虚线 表示 询问 范围 D， 


图 1-5 
1-5(b) 中 虚线 表示 查找 算法 执行 的 了 的 结 点 的 访问 .在 查找 访问 分 久 的 结 点 时 
《比如 ре, рз, ро Ра, рю» Рт, pa) ;要 进行 点 基 否 包含 在 D 内 的 测试 . 星 号 x 标记 的 
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za кДНК к. HERRAS. РАЕВА | рз. Pas pal. 
该 方法 的 预 处 理 时 间 为 ОС піл), АЕА О д? ) , 存 铺 耗费 为 0( n). 


1.3 ” 兰 定 把 集 是 否 在 多 边 形 内 


本 节 将 询问 域 已 扩展 为 简单 案 边 形 己 ,判定 点 集 $ 中 哪些 点 落 人 密 边 形 户 内 ， 
下 面 介绍 周 培 德 提出 的 一 个 算法 ,该 算法 不 需 判 断 S 中 的 得 个 点 是 否 在 多 边 形 P 
fi 内 部 ,其 基本 思想 是 :反复 求 剩 余 点 集 的 凸 壳 CC, 只 要 判断 凸 壳 C 的 顶点 是 否 在 
P 内 及 P HDA m 个 点 ) EEE C 外 , 便 可 确定 S НА ЕА РЕ Р EA 
Ж. 
ЯЕ ЖЖ TESE ARE: 
А: а (q go q.) BRR S ERIE Р, ТИЕ ра, рг, 
ч. 
输出 :点 1.9577. (Е = n) fu р Р A. 
步 1 ie], 5 5,6, Co Q, C”, — 07%. 
#2 求 点 集 8; AGE С, 1% Ci = l girs йаз qa t. 
步 3 Ии PP 的 所 有 顶点 在 GC 的 外 部 A CG; 的 所 有 顶点 在 P 内 
then 输出 “CC C, 0,5: Æ P A”, Z |Ë 
ele if 中 的 所 有 项 点 在 Ci 的 外 部 A C, ВЧЕРА ТЕ л EP RIA AP 的 边 与 
С, 的 边 不 相交 
then H“ C", С", C'ap S ЖОР”, E 
else goto Е 4 
步 4 设 C = (фа) 在 PP 内 ,0 < ¿< й, ОВ, С, = @. EE 
С.С", = Ci 一 C'i- 
步 5 5.1 SG iw itl EAF 2,3,4 WAR S 为 空 集 - 
步 6 输出 “|， 人 在 PP 内", 总 上 上 . 
该 算法 在 最 坏 情 况 下 的 复杂 性 为 maxf Olm n), O(Iniba)] 次 比较 和 O( In) KE 
法 ,其 中 i 是 点 集 5 ЈЕ. 


2 = № 形 


儿 边 形 分 为 同 多 边 形 与 任意 多 边 形 , 这 里 所 说 的 多 边 形 是 指 简单 多边 形 . 本 章 
将 首先 介绍 凸 才 亡 形 МБАЛ ЖЕЕ ОИЕ) 以 及 多 边 形 的 三 角 剂 分 
和 凹 划分 (划分 成 同 多 边 形 》. 


21 B 2 ij 6 
凸 老 按 形 是 -一 种 转 殊 的 多 边 形 , 它 具 有 许 允 特性 ,比如 凸 狗 边 形 的 所 有 顶点 均 
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在 任 --- 条 边 的 同一 侧 等 ,因此 在 许多 问题 中 常常 将 少 边 形 分 割 成 凸 多 边 形 , 特 别 是 
分 割 成 三 角形 .本 节 介 绍 与 凸 锡 边 形 有 关 的 问题 的 结果 ,包括 判定 点 是 否 在 凸 多 边 
形 的 内 部 ,确定 线 与 凸 多 边 形 的 交 , 判 定 两 个 凸 多 边 形 是 天 相交 以 及 确定 两 个 凸 多 
边 形 的 交 等 . 

定 炙 1 由 平面 上 若干 条 线段 pip2, P27;,… :Pnp1 转 成 的 封闭 有 界 域 称 为 多 边 
№. R RE pp = 1,2,…,n,parl = pi) 称 为 多 边 形 的 边 , 相 邻 的 两 条 边 仅 在 
端点 相交 ,其 交点 р, 称 为 多边 形 的 顶点 ,2P 表示 多 边 形 РИШ. 

定义 2 多边形 中 具有 共同 端点 的 边 称 为 相 邻 的 边 , 比如 pi-1p; 与 pm 是 两 条 
相 邻 的 边 .车 多 边 形 中 不 相 邻 的 边 不 相交 , 则 称 该 多 边 形 为 简单 多 边 形 . 

定义 3 与 同一 顶点 р, 关联 的 两 条 边 p;_1pi pp CARATERE ARRA 
Z pi-i PiP 称 为 多 边 形 的 内 骨 . 

定义 4 ЖШШЕ P 的 顶点 序列 pi, proti ,ps 按 道 时 计 方 向 排列 ,并 且 点 pi 
Epp ECK) M, WERA p; 为 凸 (四) 点 .以 本 {四} 点 为 大 点 的 内 角 小 于 或 等 于 
wi > п). 

先 求 出 凸 多 边 形 各 顶点 у 坐标 最 小 值 所 对 应 的 顶点 R popi 必 为 凸 点 .如 
EL p. Epin 的 左 ( 右 ) М, ЯКА О Ж ИРЕТИ ТЕ ЭЙ (NN) 时 针 方向 排列 .对 
ТЖ ЛӨ ЖОЕ ,将 上 述 方 法 稍 作 趟 改 , 便 可 确定 简单 多 边 彤 顶点 序列 是 北 时 针 排 
列 还 是 顺 时 针 排 列 。 

唔 康 边 形 或 多 边 形 用 其 顶点 序列 popr ,pa( 道 时 外 方向 排列 ) Ж kon. 5) 
外 ,还 可 用 均衡 分 层 树 的 结构 表示 凸 多 边 形 ,在 这 种 表示 下 可 得 到 一 些 重要 结果 ， 

SS WẸ 

е P, K: 5 55 4 个 顶点 的 多边 形 . 

r P, = P. 

> WEP 的 某 些 顶点 可 以 得 到 号 -， 

则 和 多边形 序列 РЬ, Р, P Жл ДИЕ P 的 均衡 分 层 表 
Дм. 

Ей 2-1 8 Н АЧ ЈЕО НИВ ЈЕ о, ЖОЛ 
ЖР, 由 8 个 顶点 组 成 ,从 Pl 中 删 寺 硕 点 2,3,5,7,8 得 到 多 
边 形 Po BI P, 由 顶点 1,4,6 组 成 . 

如 果 把 凸 族 边 形 边 的 序列 存储 在 均衡 笃 的 叶 中 , 即 -- 
个 叶 存 储 一 条 边 ,那么 树 的 每 一 级 村 应 分 层 表 示 中 的 -一 个 
多 边 形 , 如 图 2-2 所 示 . 图 中 根 结 点 是 多 边 形 P. = 11,5], 
深度 为 1 的 结 点 表示 名 边 形 Р, = 11,3,5,7,1| ,其 根 结 点 的 

图 2-1 左 子 结 点 表示 用 边 链 (] ,3) (3,5) 168 Po 的 边 (1,5) , 右 子 
结 点 表示 用 边 链 (5,7)、(7,1) 代替 P, 的 边 (1,5). 依次 类 
推 .均衡 树 中 所 有 内 结 点 ( 叶 除外 ) 所 表示 的 多 边 形 恰好 越 广 多 边 形 Р 的 一 种 划 
分 . 
利用 上 述 凸 多 边 形 的 均衡 分 层 表 示 可 以 证 明 下 述 结 论 . 
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2-2 


引 理 1 (1) 在 时 间 О(л) РАИЛӘ) Југ, ЖР п Eh 
ЖӘНЕ Р 的 顶点 数 ; 

(2) 如 果 Ро, Piatta Ру 是 P 的 均衡 分 层 表 示 , 那 么 k = Oi iba). 

定理 1 = ЛЖ 户 的 均衡 分 层 表 示 及 王 的 内 点 9 和 任意 点 *, 在 时 间 
Oba) 内 可 以 确定 x ESEP A EP n&r 的 顶点 数 . 

定理 2 HEG n ME P 的 均衡 分 层 表 示 和 直线 上 ,在 O(lbn) 时 间 内 可 以 确 
定 上 与 P 是 否 相 交 并 确定 上 与 的 交 . 

定理 3 HED n HE P JY y E DRE s. MER Oba) 内 可 
LUGHA PA 5:0) A p; 则 在 时 间 Oba) AT LSE p E SE РЕЧ. 

定理 4 HED n WE PAG m AE 0 的 均衡 分 层 表示 , 则 在 ОПЬ\л + m)) 
时 间 内 可 以 判定 P 与 9 2. 

EES 设 P 与 0 Ал, ДЕ О(л) 时 间 内 而 以 计算 PN 门 О. 

定理 1 至 定理 5 均 可 用 构造 方法 证 明 . 


2.2 多 边 Ж 


多 边 形 是 $ 计算 儿 何 研究 的 对 象 之 一 ,本 节 介 绍 与 多边 形 有 关 的 某 此 问题 ， 
问题 1 设 某 建筑 物 的 平面 图 如 图 2-3 所 示 {12 个 项 点 

的 狠 边 形 ), 问 蛙 少 要 安装 密 少 只 监 帘 器 才能 监视 整 座 建 

H. 
ЖШ RAE ЖР ҢЫ E, Б Н E ЕЛЕ ЛА Л A la] p] A 

A П — EES, Е ОГЕЛЕ ЕЗ ЛЕ 2= 监视 其 周围 环境 . 

图 3 中 4 个 较 点 表示 4 只 监视 莫 的 位 置 . 
设 点 х,у 位 于 多 边 形 P 内 ,从 点 x 可 以 看 见 点 x( 或 者 

№ у п АЖИ х) SRA МЕН EL y 完全 位 于 凶 边 形 P 

的 内 部 :xy с P. RE ху 称 为 可 视线 ， 2.3 
—H WW 45 Aa ЖЖЖ 中 中 每 个 点 与 一 组 

监 宰 器 中 至 少 -- 只 监视 器 所 在 位 置 的 点 的 连 线 是 可 视线 .那么 称 该 组 监视 器 赴 盖 
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FWE Р. TAER, 9 25 12 个 顶点 的 性 意 多 边 形 舌 要 监视 突 的 晤 大 数 恰好 是 4. 
HAPO 是 覆盖 有 个 顶点 的 任意 密 边 形 P. 所 天 监视 器 的 最 小 数 
JC P.) = min | 1515р, 
其 中 5 是 点 集 , 1 5 1 表示 Sri By Sk. DR F n) 表示 所 有 n TTE A P, 
EAX /( P.) 的 最 大 值 
Е(п) = max f( Ph). 


定理 6 Fin) = [n/3]. 

问题 2 ”确定 任意 密 边 形 的 核 ， 

下 面 是 周 培 德 提 出 的 一 种 算法 ,该 算法 只 扫描 并 处 理 Р ДШ д, ЯЯ] T Р A 
点 则 不 作 什么 处 理 ,因而 节省 了 计算 时 间 . 

确定 多 边 形 核 的 算法 (部 分 描述 ) : 

WA ЖУЛ 叫 的 顶点 序列 让 ,pz "р, (ЕЛВЕ ЕНЕ). 

输出 ;多边 形 P BE КОР) 的 项 点 序列 ， 

步 1 йй = ЛЬ 天 的 凸凹 顶点 . 

步 2 if pli = 1,2,7, в) Буйу then K(P) = Р 

ese ЖШ 呈 的 凸 点 ,并 重新 编号 止 点 :9 gz， 各， 

步 3 i<—L1,P, = P. 

Жа 处 理 凹 点 g RS q 关联 的 两 条 边 和 上 P, 边 的 交点 ,确定 Р,,,( ЖАЛ 
AZA P. 的 项 点 „ҖЕ к АДАН Ж ЛЕ.) 

#5 i+ i+l, SH 4, HE = ml WEHE Р, 即 所 求 的 核 . 

该 算法 的 耗费 为 OU л) ЯВ, Нг Н. 


2.3 39600 жй 


AEREE Ж ЛЖ ЕИТЕ——1-=3з АИ, ЖУ ЛЫ #0 Ж) = fli 
剖 分 的 算法 . 

定义 6 ФО P 有 nn 个 顶点 pi,p2,… popp 是 六 的 对 角 线 ,并 且 不 与 P 
的 顶点 及 边 相 交 , 它 划分 P 为 两 部 分 .对 РРЛ, В PRN 
部 全 部 被 划分 成 三 角形 ,这 样 的 划分 称 为 多 边 形 的 三 角 剂 分， 

定义 7 pnp p. ЖЕМЮ 疡 的 三 个 连续 顶点 ЗЕН р, p. Ж РИЎ—Ж 
х8 ,那么 Pi-I y Pi v Pit Fa R P 的 一 个 耳 ,P， FAHER. 

利用 不 断 切 去 一 个 耳 的 方法 可 以 将 凸 光 边 形 三 角 剂 分 .下 面 介绍 周 培 德 提出 
的 任意 简单 多 边 形 三 角 剖 分 的 一 种 算法 ,该 算法 的 基本 想 活 是 先 将 任意 简单 多 边 
形 划分 成 若 于 个 召 多边形 ,然后 对 每 个 心 多 边 形 进行 三 戎 剂 分 . 

凸 多 边 形 三 角 剖 分 的 算法 СРТА: 

输入 : Dh EHE Р, 的 顶点 序列 Pi P2’ рь: 

яш: P, 的 三 角 剂 分 序列 рурур;. pa pip, Dips арх. 

步 1 计算 Pi 的 直径 , 设 直径 的 两 个 端点 为 р; 与 p. 
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#2 比较 pi_2pis pi-ipis1: Pipis 的 长 度 , 取 较 短 者 作为 对 角 线 , 暮 去 相应 的 项 
点 ( 耳 尖 ), 并 输出 相应 的 三 角形 ( 耳 ). 对 р, la ab gn. 

步 3 Pe P. - (ра Ú p; U pup Qpa U pt pr) 

步 4 对 产 , 重 复 步 1 至 步 4, 直 至 P, 被 分 割 完毕 . 

该 算法 的 耗费 为 Do ,可 以 达到 O( n). 

任 章 多 边 形 三 角 放 分 的 算法 АРТА: 

步 1 分 割 多边形 РЫР Y P, Past P 

步 2 对 Pili = 1,2, k) 执行 СРТА 算法 . 

该 算法 的 复 林 性 可 以 达到 Ola). 


24 多 进 形 的 凸 划分 


本 节 介 绍 简单 光 边 形 划 分 成 凸 多 边 形 { 简 浆 凸 划分 ] 的 算法 .划分 多 边 形 成 后 
才 边 形 有 两 个 目标 :中 划分 多 边 形 成 尽 可 能 少 的 凸 多 边 形 ,四 尽 可 能 快 地 完成 划 
分 工作 , 即 设计 时 间 复 杂 性 低 的 算法 ， 

用 来 划分 才 边 形 的 线 县 有 两 种 :多边形 的 对 角 线 ;端点 在 2P 上 并 位 于 PP 内 部 
的 线 眉 .线段 划分 较 对 角 线 划分 更 复杂 些 , 凸 多 边 形 的 数目 与 四 点 的 数目 有 下 列 关 
Ж. 

定理 7 НИЕ ЖАЛДА ИЙЫН, ТИН т TARER 


形 , 则 有 [ltl< Mer+l. 


寻找 最 优 凸 多 边 形 数目 的 划分 比 寻 找 次 最 优 费 时 得 多 .1983 年 ,格林 (Greene) 
设计 出 最 优 凸 划分 的 一 种 算法 , 时 间 复 杂 性 为 Of nD).1985 年 ,Keil 改进 到 
Опа). НЕР 1997 年 提出 了 一 种 划分 才 边 形成 西 多 边 形 的 算法 .其 时 间 复 
杂 性 是 O(n). 

ESS ”如果 p ESEP HEA, рур. рф. 是 与 p 关联 的 两 条 边 ， 
Panl pp) WEKE S ppu (pp) 所 夹 的 角 域 称 为 p. Їй АСС) Bl; pip: 的 延 
长 线 与 p,,ip; 的 延长 线 所 夹 的 角 域 称 为 pi 的 BB 域 . 狼 2-4 中 已 示 出 四 点 pz 的 A.B. 
C 域 ,顶点 mm DAIA ACIR, A paspop: AA. 吕 域 .利用 三 阶 行列 式 的 值 
可 忆 判 断 点 落 入 哪个 域 . 

周 培 德 提出 的 算法 思想 如 下 :首先 找 出 儿 边 形 
5 的 凸 . 凹 顶点 ,然后 逐个 处 理 止 点 , 即 把 凹 点 变 成 
DA MATER R A E E A DENEN B бу. 处 
HUA gq 的 方法 是 :划分 д, ВОЈА ЗА. В. САЙ, 
依据 多 边 形 其 它 项 点 藩 人 不 同 域 将 作 不 同 处 理 , 例 
如 , 问 点 q A qi ИЗ В ЁЗЕН q A q BJ B Ж, ад, 
不 与 多边 形 边 相交 ,那么 9i9; БЛ Ж 
WEP, 与 P, HAE Р, Pa 内 g. q PREMA. H 
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要 连 线 位 于 某 问 点 的 8 域内 ,那么 该 四 点 使 吕 失 四 性 而 变 成 呈 点 ,如 果 和 多边形 四 点 
q; 的 B 域 中 无 儿 边 形 顶 点 并 且 P 的 边 p'p" 的 两 端点 分 别 太 于 gq А.С, ШЕ 
两 条 连 线 ,多边 形 产 被 分 割 成 -- 个 三 角形 和 两 个 驳 边 形 己 与 PHE P 15 P, 
内 不 再 是 半点 ,直至 消去 所 有 四 点 才 终 止 . 


з Д Pë 


Fu ТА JU h А in REEN ЈЕ ia t ARAE RTE, 
而 且 它 还 是 构造 其 它 所 和 何 形体 的 有 效 工 具 . 在 应 用 中 ,许多 实际 问题 可 以 好 结 为 凸 
霸 问 题 .本 章 介绍 山 壳 移 基 本 概念 及 计算 凸 党 的 算法 . 


3.1 止 壳 的 基本 概念 


设 SREK PHAR, HCHO 表示 点 售 SB) e M BCH S) 表示 3 的 
HRA. 

EX1 958581 БАЗЕ, р.р 是 5 PIERRA. WRA 

P= ip + (1 - t)p; 

属于 5, 其 中 0 < : g1 ШК s EOE. 
这 就 是 说 ,如 果 s 中 任意 两 点 所 连 线段 全 部 位 于 3 之 中 ,那么 s EAR. 

EX2 平面 点 集 SHOR CHO S) RRA 5 的 最 小 四 集 ， 

定 党 3 FHAS 3 的 凸 高 边 界 BCH 5) 是 一 凸 率 边 形 ,其 顶点 为 Ну. 

BCH( S) 是 包围 $ 的 最 小 凸 多 按 形 呈 , 部 不 存在 煞 边 形 Р MWB P > P' > S JÑ, 
立 ， 

利用 吴 壳 的 概念 可 以 简化 许多 问题 的 求解 . 例如 ,点 р DARE 5 的 距离 可 以 用 
点 p 到 CH( S) 的 上 距离 来 代替 ;点 集 S, 与 S, 的 上 距离 可 用 CH( S.) 与 CH( S,) AEN 
代替 ;5 中 最 远 两 点 的 虐 离 即 $ 的 直径 以 CH S) ШНА; AE 5, 与 s, REN 
交 , 可 由 CH( S) У CH( S,) 有 是否 相 交 来 决定 . 

BCH(S) 是 一 凸 多 边 形 ,其 顶点 数目 mk) 和 点 上 集中 点 的 数目 n 有 下 列 关 系 : 

(1) 当 п = w 时 ,上 维 球体 中 均 名 独立 地 随机 分 布 上 个 点 ,其 凸 壳 顶点 数 

m(k) = Qir, 

当天 = 2( 平 面 情况 ) 时 ,im(2) = O(n3). 

当 上 = 3( 空 间 情 况 ) 时 ,m(3) = O(n2). 

(2) п = o H s fE RHEE EEA h , 则 点 焦 凸 过 的 顶点 数 

т(&) = Olba) tn), 
(3) 当 n 一 wm 时 ,者 上 维 空间 中 4 个 点 的 分 量 是 独立 地 从 任何 连续 分 布 的 集合 


中 随机 选取 , 则 其 思索 的 顶点 数 
m(k) = O((Ibz)*-!), 
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总 之 ,有 im О „ 0, 这 表明 凸 壳 硕 点 数 大 大 少 于 点 集中 的 点 数 . 如 用 凸 过 
Кв ,那么 不 仅 使 得 问题 变 得 简单 ,而且 可 以 节省 存 傅 空间 ， 

计算 平面 点 集 S ОЖ ,就 是 按 道 时 针 方向 计算 边界 项 点 当 8 是 平面 上 任意 
a 个 点 的 点 集 时 ,计算 CH( 5) 至 少 耗 费 O(nlbn ) 时 间 . 如 果 3 是 平面 上 任意 多 边 形 
顶点 序列 ,那么 耗费 线性 时 间 便 可 计算 CHC S). 当 S 中 的 点 实时 增加 或 减少 时 ,新 
费 OCE? n) 时 间 可 以 求 得 CH( 5)( 即 保持 后 壳 ). 


3.2 ЖИЕН РЕС Я) 


本 节 介 绍 寻求 平面 点 集 凸 壳 的 算法 ,包括 卷 包 果 法 .格雷 厄 姆 (Graham) 方法 、 
分 治 算法 等 

卷 包 果 法 是 由 Chand 和 Kapur F 1990 年 提出 的 ,其 基本 思想 如 下 :首先 过 у Ж 
标 最 小 的 点 p B- KFAR 上 显然 该 点 是 百 壳 的 一 个 项 点 .然后 二 绕 P КЫЙЫР 
方向 旋转 , 碰 到 5 中 的 第 2 个 点 疡 时 ,直线 ! 改 绕 户 按 逆 时 针 方 向 旋转 而 在 p, 与 
ро 之 间 留 下 一 线段 ,该 线 恤 为 凸 壳 的 一 条 边 . 继续 旋转 下 去 ,最 后 直线 ! 旋转 36p 
BS) pi. WDN RERAN. 

直线 ! 绕 点 pi 的 旋转 是 通过 以 下 方法 实现 的 :首先 连接 pi 与 非 凸 党 顶点 pj,j = 
i++ 2 pa 得 到 线 衣 pw, 然后 求 这 些 线段 与 世 即 记 |p.) 的 夹 前 ,组 成 最 小 来 
角 的 另 一 顶点 р; MARMA. 

卷 包 果 法 的 时 间 复 杂 性 为 On). 

1972 年 ,格雷 龙 姆 提出 一 种 求 平面 点 集 凸 过 的 方法 . PF 248 38 p 30 yk. 其 步 
ЖШТ: 

(1) 设 点 集中 у ЕРЕ ЛК КАУ р, р, 同 点 集中 其 它 各 点 用 线段 连接 ,并 计 
算 这 些 线 身 与 水 平 线 的 夹 第 .然后 按 夹 角 大 小 及 到 p, 的 距离 进行 词典 式 分 类 ,得 
到 一 序列 Pi Py Pn? RERBA, EREHE. ri 点 是 凸 壳 边 界 的 起 点 ， 
p. У p ip tsi. pa = рі. В-ГА НО Е: РА (а) ЕЙ 
角 的 大 小 分 类 .图 (b) 按 贤 库 连 线 成 一 窗 边 形 . 图 (ce)5 = 4, DEAE, р 与 p. ТЕ 
Pr- P; -2 两 侧 ,所 以 Рз PEAR t. ME P3- 图 { 山 原 РА 成 为 Рэ. PI 和 Pa ФЕ р, 1 ръ-2 
БМ, рз 暂时 在 边界 上 ,继续 查 下 去 ,图 {e) RERNE 6 TSA. 

(2) WE р.р." ;p_i 中 不 是 止 志 顶点 的 点 ,方法 旭 下 


.上 二 4 
‚052 
. 疾 _pi 和 ps 分 别 在 pe- jwipr-; 两 侧 
then 后 继 顶 点 编号 碱 1,E 一 -1,j 一 /1 
ebe pi BADRA, IER 
4. j— j+ 1,goto 3, 直 至 i = 上 -1 
5. 大 <- 天 +1,goto 2,B3 k = n+1 


š 
чч t — =: 


end 

(3) 顺序 输出 凸 壳 项 点 . 

格雷 厄 姆 方法 的 时 间 复 杂 性 为 O( аа). 

Preparata 和 Hong( 1977 年 ) 把 分 治 技术 首先 应 用 于 凸 过 问题 .把 点 集 5 分 成 两 
个 大 小 近似 相等 的 子 集 S. 和 吕 , 然 后 分 别 递归 地 寻求 CHICS ) 和 СН(5,) ,这 是 两 
个 西 多 边 形 , 设 为 P APR RRR Р, U 严 的 凸 壳 .这 便 是 分 党 算 法 求 点 售 S ВГА 
壳 的 基本 思路 ,算法 描述 如 下 : 

步 1 把 $ 中 的 点 按 x 坐标 分 类 . 


步 2 分 3 成 两 个 子 集 S 和 SS 和 5, 分别 包 含 [了 了 1 和 | AR. 


步 3 分 别 计算 P = CH(S,) A P, = CH(S,). 
Ба 合并 CH) M CHIS), ВИН CH(CH(S,) |) CH(S,)). 
分 治 法 求 п 个 点 的 集合 的 西 壳 所 需要 的 时 间 为 O( nlbn). 


3.3 ИЧЕЙИН 
本 节 介 绍 一 些 实际 问题 ,这 些 问 题 从 表面 上 看 与 凸 沉 没有 什么 关系 ,但 只 要 作 


些 技 巧 性 的 转换 ,就 变 成 了 求 凹 沉 问 是 .本 节 所 示 算 法 均 为 周 培 德 提出 的 . 
问题 1 确定 任意 名 边 形 的 凹 、 凤 顶点. 
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条 件 , 如 果 和 多边 形 便 点 序列 按 逆 时 针 方 向 排列 ,并 且 顶 点 р; Æ piap WECH) 
MPAA p E ru (DI) 的 ,这 种 方法 的 时 间 复 杂 手 为 Oln). 

下 面 利 几 分 割 求解 的 思想 设计 了 一 种 算法 ,其 基本 想法 是 , 先 揽 出 任意 多 边 形 
各 顶点 组 成 的 点 集 的 凸 壳 ,该 凸 壳 的 弄 点 必 是 原 多 边 形 的 部 分 项 点 ,并且 这 些 硕 点 
Wh 的 . i Pi EDAMA i = (2 e m. 这 п TAH E iB IB ДӘ p, 有 
pn 分 成 m 个 于 序列, 比如: 

рр = PY pas PiS Разил. р = pnp 
1 2 m 

然后 确定 这 些 子 序列 组 成 的 点 集 ( 即 点 链 ) 5 ,0,009, ИТИИ 
分 别 再 运用 求 西 亮 的 算法 ,新 增 的 凸 壳 顶 点 必 是 原 移 边 形 的 止 点 .算法 到 复 执行 分 
割 顶点 序列 与 求 凸 壳 的 工作 , 便 可 确定 原 多 边 形 剩余 顶点 的 凸 四 性 ,直至 所 有 点 集 
5? ооо, 为 空 . 该 算法 在 最 坏人 情况 下 的 时 间 复杂 性 为 Oln). 


问题 2 利用 点 过 求解 货 郎 担 问 题 ， 

货 郎 推 问题 是 指 给 定 5 个 点 及 任意 两 点 之 间 的 距离 , 求 经 过 每 个 点 恰好 一 次 
而 县 总 长 度 最 小 的 回路 , 货 郎 担 问 题 是 一 个 NP 难 问 题 , 现 已 有 许多 近似 方法 求解 . 
这 里 介绍 的 算法 是 依据 几何 中 的 基本 运算 和 算法 完成 的 . 基本 作法 是 先 求 出 点 集 
HOR ,以 点 集中 的 点 与 凸 壳 各 边界 的 荆 离 的 最 小 值 为 标准 划分 点 集中 的 点 为 不 
同类 ,此 时 注意 了 位 于 相 令 两 类 间 边 界 上 及 其 附近 的 点 与 点 团 的 处 理 .然后 ,对 各 
类 中 的 点 集 分 别 重 复 求 西 这 与 点 分 类 的 工作 ,直至 所 有 子 类 为 空 .此 时 便 得 到 一 条 
完整 的 路 径 , 该 算法 已 用 于 求 中 国 31 个 省 会 城市 的 回路 问题 ,得 到 一 条 长 15 492km 
的 回路 .可 以 进一步 改进 上 述 方 法 , 求 得 长 度 为 15 460 km 及 15 440km 的 回路 .如果 
重复 执行 该 算法 并 增加 一 些 技巧 ,那么 可 以 求 得 长 度 为 15 404km 的 最 短 回 路 ,而 时 
间 复 杂 性 不 超过 O(n). 

бйз BEHEE. 

йз УЕР ЕЛУ ИЕ: 

输入 ; DEWE 上 的 顶点 序列 ,pz2,… рь OAR УЛЫ) НЕР). 

输出 ; OEE 上 的 直径 d = | pp l. 


Æ1 fr i=1 t n ds 
Piir )х + Pis it + P; 
дь * K: * 9 = Е: +, 
#2 iei. 
步 3 jei+l. 


步 4 HAXH L papi Pari = Pi ” s Pnek = Ph? Qal = Фа фк = Ф). 
5 Ш Сре; < > then jejel PAAA, 


else HAER | pp; | (28 а). 
3 6 if i= п then d=- max( di, d... d.) ИШ a, il. 
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езе ii<i+1l, 转 人 #3, 
该 算法 的 复杂 性 方 n - 1 次 比较 ,nn ОКЕ Ва Пл 2 Кз ЗЕЙ. 
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КА И Yoon 图 是 私 次 于 是 党 的 一 个 重要 的 几何 绩 构 ,这 是 由 于 活 罗 诺 图 
在 求解 点 集 或 其 它 几 何 对 千 与 距离 有 关 的 问题 时 起 着 重要 作用 . ЖҤН wa Ж 
( Dirichlei) {1850 年 ) 和 活 罗 诺 (1908 年 } 在 他 们 的 论文 中 都 计 论 过 沃 罗 诺 图 的 概念 . 

设想 在 一 大 片 林 区 内 设置 a T AARE p, pop ,每 个 观察 塔 p (i = 1， 
2,…,n) 负责 其 附近 林 区 Vip,) 的 火 情 发 现 及 灭火 的 任务 , V(p;) 由 距 p, ШЕНЕ 
p(j = 1,2, ,nz 人 更 近 的 树 组 成 , V( p.) 就 是 关联 于 jp, 的 一 个 沃 罗 诺 嘎 边 形 ， 
而 沃 罗 诺 图 由 所 有 Vip) 组 成 Ci = 1,2,… ,nn). 

如 果 把 上 述 上 个 观察 塔 换 成 m 个 火 源 ,这 = 个 火 源 同时 点 燃 , 并 以 相同 的 速度 
向 所 有 方向 蔓延 ,那么 火势 熄灭 处 所 形成 的 图 便 是 话 罗 诺 图 . 

还 有 许多 问题 都 可 以 归结 为 沃 罗 诺 图 ,或 利用 沃 罗 诺 加 求解 . 

本 章 介 绍 什 么 是 锋 罗 庶 图 , 沃 罗 诺 图 的 对 偶 图 , 沃 罗 诺 图 的 性 质 ,最 近 和 最 远 
意义 下 的 沃 罗 诺 图 ,构造 沃 罗 诺 图 的 算法 及 沃 罗 诺 图 的 应 月 ， 


4.1 沃 罗 诺 图 的 基本 概念 


设 р.р, 是 平面 上 两 点 , 工 是 线段 pp 的 垂直 平分 线 , 工 将 平面 分 成 两 部 分 所 和 

La ,位 于 Li 内 的 点 户 RAAE: dippi) < dip p.) ,其 中 dpp O 表示 n p 之 

AROLE Р K ЖЕЕ br T L, РЧА A НЕА n RRA p , 换 名 话说 ， 

L, 内 的 点 有 是 较 平 面 上 其 它 点 更 接近 于 p, 的 点 的 轨迹 , 记 为 Vp). WRA Hip, 

Pa 表示 半 平 面 忆 ,而 La = НОр,,р,)„ MA У(ру) = Hipp) Vip) = Hip., 
Pi). 

给 定 平面 二 个 点 的 点 集 5,5 = pm 

° 定义 Fip) = (80р: ру), Ву Ир) 表示 上 比 其 它 点 更 接 


Ж. p; 的 点 的 轨迹 是 n - 工 个 半 平 面 的 交 , 它 是 一 个 不 多 

. T л - 1 ЖЬ), ОВЕ p, ВЧК ЕЖЕ 

ы 边 形 或 关联 于 p, 的 沃 罗 诺 域 .图 4-1 中 宕 示 关 有 联 于 р, 的 
图 4-1 话 罗 诺 和 多 边 形 , 它 是 一 个 四 边 形 .而 n = 6. 

对 于 S 中 的 每 个 点 都 可 以 作 一 个 沃 轴 谱 多 边 形 ， 

这 样 的 4 个 沃 罗 诺 多 边 形 组 成 的 图 称 为 沃 罗 诺 图 , 记 为 Yor 5) ,如 图 4-2 所 示 , 该 

图 中 的 顶点 和 边 分 别称 为 沃 罗 诺 顶点 和 沃 罗 诺 过 .显然 , 1 51= nhf, Мок S) 划分 

平面 成 4 个 多 边 形 域 ,每 个 多边 形 域 Vp) 包含 3 中 的 一 个 点 ,而 且 只 包含 $5 中 的 

一 个 点 , Vor( 5) 的 边 是 S 中 某 点 对 的 垂直 平分 线 上 的 一 条 线段 或 者 半 直 线 , 从 而 
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为 该 点 对 所 在 的 两 个 多 边 形 城 所 共有 .Yor( S) 中 有 
的 多 边 形 域 是 无 界 的 . 

定理 1 Kp) RE X: F M, SHR S p € 
BCH( S). 

定理 2 n TAHAR ККУ ЖН 2л 
-5 个 顶点 和 3n - 6 RH. 

定理 3 每 个 沃 罗 诺 点 怡 好 是 三 条 庄 办 诺 边 的 


м. 
定理 4 沃 罗 庶 图 的 直线 对 侦 图 是 $5 的 一 个 三 图 4.2 

角 训 分 . I 

除 上 述 定义 的 沃 罗 诺 点、 活 罗 诺 图 之 外 ,还 有 另外 定义 的 活 软 诺 点 和 沃 罗 诺 
图 ,以 这 些 点 为 图 心 , 作 过 5 中 三 个 点 的 贺 , 该 圆 正 好 包含 5 其 它 全 部 点 ,这 种 话 罗 
诺 点 称 为 最 远 点 意 尺 下 的 活 罗 诺 点 .这 些 最 远 点 意义 下 的 沃 罗 谱 点 及 相应 的 无 限 
三 多 边 形 组 成 最 远 点 意义 下 的 沃 罗 诺 图 . 

显然 ,只 有 点 集 S 的 凸 壳 边界 上 三 点 才 可 能 组 成 贺 把 3 中 其 它 点 包括 进去 .最 
远 点 意义 下 的 沃 罗 诺 图 也 有 对 偶 图 ,该 对 偶 图 与 屿 沉 也 有 共同 的 边界 . 

图 4-3 表 示 了 10 个 点 的 集合 S$ 的 两 种 沃 罗 诺 图 及 其 对 偶 图 ,其 中 图 (8) 为 最 近 
点 意义 下 的 沃 罗 诺 图 (虚线 ) 及 其 对 偶 图 ( 实 线 ) .图 {b) 是 最 交点 意义 下 的 沃 罗 诺 
ERRO ХНН) ,该 沃 罗 诺 图 具有 5 个 沃 罗 诺 硕 点 4、8、C. 思 与 E,7 个 
А; ШЕ 00.00.0050. 


(a) 


图 4-3 
4.2 构造 沃 罗 诺 图 的 算法 
本 节 介 绍 构 造 平 面 点 集 3 WJIK P KB Л.Ж. 
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1， 半 平面 交 算 法 
利用 等 式 Vip) = [( WC p) 构造 = - 1 个 半 平 面 的 变 , 得 到 点 р, 的 沃 罗 诺 


才 边 形 , 然 后 逐 点 构造 各 点 的 沃 罗 诺 多 边 形 便 得 到 s РЕА. 
利用 半 平 面 的 交 求 沃 罗 诺 图 的 算法 : 
步 1 按 x 举 标 分 类 5 中 各 点 , 设 为 pj,p2, ,pp 
步 2 :<1. 
步 3 利用 V(p) = (Ар, р) RA р; 的 沃 罗 诺 多 边 形 ， 


步 4 ieir EAP, ÄE i> n. 

该 算法 的 时 间 复 杂 性 为 Oln). 

2. 分 治 法 

构造 沃 罗 诺 图 的 分 治 算法 是 由 Shamos 和 Hoey(1975) 提出 的 , 复杂 性 为 
Об nthm). 算 法 的 基本 思想 是 按 点 的 x 坐标 的 中 值 (或 先 接点 的 * 坐标 分 类 ,然后 


从 中 间 分 割 ) Syn 55, 5 5, I S t= 1 S.I = > 1 S |. 如 果 S..S, @ Ж 


数目 大 于 4, 刚 继 续 分 割 点 集 ,直至 子 点 集 规模 小 于 或 等 于 4. 对 每 个 子 点 集 利用 本 
节 1 中 的 方法 求 沃 罗 诺 图 , 然后 不 断 合 并 相 邻 子 点 集 的 沃 罗 诺 图 , 直至 得 到 
Моќ $). 

WASH F; 

步 1 划分 S 为 规模 近似 相等 的 两 个 子 集 S| AMS. 

步 2 ”递归 地 构造 Vorl 5) 和 Vorl S). 

步 3 构造 折线 В, 5, f S JHE a(a 6) = 4(Ь),Ж А аб S .,b € 
5..7 为 折线 上 的 点 . 

Жа MET B ЖЕ] Vor( 5,) 的 所 有 过 及 位 于 B f WBS Vor( 5, ) 的 所 有 
边 ,得 到 集合 S 的 Vormi 图 Vor( S). 

3. 平面 扫描 算法 

构造 沃 男 诺 图 的 平面 打 描 算法 是 由 Fonune(1987) 提出 的 , 其 复 条 性 是 
О nlbz). 

为 了 说 阴平 面 扫 描 算 法 , 先 介绍 下 面 的 概念 ， 

设 点 p 位 于 三 维 坐 标 系 的 zy 平面 上 ,顶点 在 p 并 且 其 侧面 以 45°? ARA EE 
FATF ху FE. 如 果 将 第 3 个 变 元 看 成 是 时 间 ,那么 以 5 汶 次 点 的 圆锥 体 表 示 以 单 
位 速度 在 p 周围 扩张 的 辐 ,: 个 单位 时 间 之 后 , 圆 的 半径 为 1 

考虑 以 点 p. 和 p; 为 顶点 的 两 个 圈 锥 人 栖 Con( ру) 和 Соп p+) ,它们 在 三 维 空间 
中 相交 成 一 条 曲线 ,该 曲线 位 于 垂直 于 wy 平面 的 平面 上 ,这 个 平面 与 ху 平面 的 交 
E pip 的 竺 直 平 分 线 .因此 ,虽然 两 个 辆 锥 体 的 交 线 在 三 维 空 间 中 是 一 条 曲线 ,但 
该 曲线 投影 到 xY 平面 上 却 是 一 条 直线 ` m HÆ Vort fpi . р? | ›, 同样 А 所 点 РР? 和 
рэ 为 项 点 的 三 个 锥 体 的 交 (3 茶 曲 线 ) 在 ху 平面 上 的 投影 形成 wor( | ру, pz. psl). 

构造 沃 罗 诺 图 的 平面 扫描 算法 的 基本 思想 是 ,通过 与 ху 平面 成 45° 倾斜 的 平 
T = ЗВ л 与 x 平面 的 姿 线 作为 扫描 线 工 .假设 工 平 行 F y Sh, F H ЕН x 35 
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标 是 L M LEs = OGA р.р, Ж х ЖУ 0) PP 318 ЖЁН. БИЕ, = НИЧ 
AE L т КЖ, 在 平 称 过 程 中 ,平面 x ЛЖ Con(p ).Con( p.) 分 别 形 成 抛物 线 
Par pi) 和 Par( p.) ,然后 将 其 投影 到 ху E m ‚ЖЕЛИ ЛЕКТИ ПШ. BB 8 т, АТА, В] 
条 抛物 线 Par ру) „Рас p.) ВУЗА АЎ — ЖИ 86 Ра Cont pi) [Y Con(p.)), 
该 抛物 线 在 ху ЖЫШ ЕЮ ЕЕ Ello, p. 的 垂直 平分 线 , 它 是 Vor [pi ,pz 上 .在 平面 和 
线 工 已 扫描 过 的 部 分 ,点 р 和 p, 及 部 分 Par( Con( p,) N Con( pz)) 均 已 形成 ,而 未 
扫描 部 分 ,Parf Cont р, ) Q Con( p,)) 的 剩余 部 分 还 未 形成 . 上 各 至 平面 x 离开 Con( p) 
时 , 打 摘 终止 ,Vor( 1p1, p21) 完全 形成 . 


4.3 ”平面 点 集 的 三 角 前 分 


平面 上 给 定 5 个 点 pi, ру. рь, МАВЗ ЗЕ Я АУГА На НЗ 
线段 连接 p 与 py ,1 = bje n,i zj 并 使 是 党 内 的 每 -个 区 域 基 一 个 三 角形 . 

由 于 三 角 衣 分 是 一 个 平面 图 , 它 有 п 个 顶点 ,因此 该 图 至 多 有 Зп -6 条 边 .如 
黑 能 给 出 这 些 边 的 一 个 表 , 那 么 就 得 到 局 题 的 一 个 解 .对 三 角 齐 分 问题 可 以 提出 许 
包 约 束 条 任 , 例 如 ,最 小 角 最 大 化 、 边 的 总 长 度 最 小 化 ( 称 为 景 小 权 三 前 剖 分 ) 等 . 
在 许多 应 用 中 ,最 好 是 三 角形 尽 可 能 为 “等 边 的 " ,或 边 的 总 长 度 最 小 . 

无 论 是 最 近 点 意义 下 的 沃 罗 诺 图 ,还 是 最 还 点 意义 下 的 活 罗 诺 图 都 与 点 集 的 
三 角 训 分 有 着 密切 的 关系 :最 近 点 意义 下 沃 罗 诺 图 的 对 侦 图 就 是 点 集 的 一 种 三 角 
Hao ,因而 由 点 集 的 三 角 前 分 可 以 计算 沃 罗 诺 图 ;最 远 点 意义 下 沃 罗 诺 图 的 对 个 二 
是 点 集 凸 沉 ( 凸 多 边 形 ) 的 一 种 三 角 放 分 ,由 点 集 凸 过 的 三 角 削 分 可 以 求 得 活 罗 庶 
图 {只 要 该 沃 罗 诺 图 存在 ). 现 有 多 种 三 角 剖 分 的 算法 ,其 中 常用 的 有 贪心 算法 和 德 
Эў (Delaunay) 三 角 剖 分 算法 .最 近 点 章 义 下 的 活 罗 诺 图 的 对 侦 图 实际 上 是 点 集 
的 一 种 三 角 前 分 ,该 三 角 训 分 就 是 德 劳 赖 三 角 剖 分 ,因此 ,在 构造 点 集 的 沃 罗 诺 图 
之 后 ,再 必 其 对 偶 图 ,使 得 到 德 劳 赖 三 角 剖 分 .也 可 以 用 类 似 于 构造 活 罗 诺 图 的 道 
归 过 程 直 接 构造 德 劳 奈 三 角 前 分 ,而 且 时 间 复 杂 性 为 OCnibn). 

另外 , 周 堵 德 于 近期 提出 了 一 种 平面 点 集 三 角 剖 分 算法 ,其 主要 步骤 如 下 . 

输入 :平面 上 上 个 点 的 坐标 (xi = 1,2,…,n ,该 点 集 记 为 5. 

输出 := 个 点 的 三 角 剖 分 链表 工 = (pepa, pi) — 《pa 应 ,Pi -po_2， 
Pn-iy ba). 

步 1 RAR 3 的 凸 壳 顶 点 , 设 С 为 凸 壳 - RARIS- Су 的 凸 帝 项 点 , 设 С, 
IS сі 的 凸 过 .继续 下 去 ,直至 求 得 Cu, Cu НАВ 5 中 的 点 . 包 会 3 中 的 1 个 
点 或 2 个 点 ,然后 分 别 转 步 2. 步 3 和 步 4. 

步 2 处 理 C. 内 不 会 5 中 点 的 情况 . 先 求 C, ВЕЕ ,然后 调用 算法 CPTA — 
ЯВ С. 26 5. 

步 3 处 理 Cn ЕТТ р 的 情况 .将 Co 各 顶点 .ip 连接 ,并 技 连 线 长 度 排 
Ет... ,其 中 mO? K.p" C. 的 顶点 ,= 1,2,0, ma REM 
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Ља АС, 内 售 两 个 点 pi р. pi 与 p. C, 中 位 于 pip; 左 , 右 伍 的 点 
分 别 构 成 两 个 凸 壳 , 用 砂 2 方法 三 角 剂 分 它们 . 转 步 5. 

F5 іа т. 

#6 ЯС, 与 C1 之 间 的 环 域 . 

Вт i*-i -1, 转 步 6, 直 至 i = 1. 转 步 9. 

8 Bpm 与 ppp 是 两 个 有 -- 条 公共 边 psp ËJ Z fB E. 

if фруру1<1 pipa | V рорз 与 ppd, 交 于 两 个 三角形 的 外 部 
then 不 改变 原来 的 三 角 齐 分 
else if | pp l> | pipa | А papa 与 pipa Ж -两 个 三 角形 的 内 部 
then ”连接 pl 与 pas WER Bmp. 

Jo 对 以 5 中 的 边 ( 或 已 变动 的 边 ) 3605 ВЧ: ffi 65, AME 8 8 ЭЕ 
Ei i ЛЕ d ERAM AR т. С.а, С 的 人行 荣 边 (或 已 变动 的 边 ) 
寻找 两 个 有 公共 边 的 二 角形 对 ,并 用 步 8 J E Ж Ел, AAEE 
FHEA ARAE. IE. 

该 算法 的 时 间 复 杂 性 是 OC ntm ,其 中 т А Eh Н. m = 工时 , 复 
粱 性 与 算法 CPTA 的 复杂 性 相同 . 


4.4 AERA 


沃 罗 诺 狠 可 用 于 求解 最 近邻 近 、 最 大 化 最 小 角 三 角 训 分 .最 大 空 较 、 最 小 生成 
树 ЖЕРИН ГИДЕЙ, .中 轴 问 题 等 .下 面 公 以 最 小 生成 树 为 后 进行 说 明 . 

点 集 5 的 最 小 生成 树 (MST) 是 连接 5 中 所 有 点 的 最 小 长 度 的 树 , 即 最 小 生成 
树 的 结 点 恰好 是 S 中 的 点 .两 结 点 之 间 的 连 线 以 欧 几 里 德 长 度 度 量 时 ,该 树 称 为 欧 
所 里 德 最 小 生成 树 {EMST .MST 9ТЕ ЛН, inj iqi, V £ F bi ЗА ДАЈАНА АЈ Ж 
成 基 结 点 ,MST 是 最 小 北 总 路 线 长 度 的 网 络 拓扑 . 

考虑 计算 平面 点 集 的 MST 问题 ,该 问题 可 以 转化 为 计算 平面 完全 图 G 的 MST 
问题 ,解决 后 者 的 一 种 方法 是 基于 贪心 思想 设计 的 ,该 方法 是 不 断 添加 还 没有 选取 
的 最 短 边 至 树 中 , Ea SR FE Ж (ЧЕ ЕРЕ 的 特性 . 这 个 算法 称 为 库 鲁 斯 卡 
( Kruskal) 算法 , 措 述 如 下 : 

Б ЖКН 6 的 所 有 边 : el1 ,ez s enap 分 类 . 

步 2 T— Q, il. 

#3 while 了 中 结 点 数 < п do 

if T+ x 是 树 ( 非 循环 ) 
then T— T + е; 
í = ¿+ 1. 

库 曾 斯 卡 算法 中 ,符号 T + e 表示 树 了 与 边 e 的 并 ,而 步 1 决 定 该 算法 的 时 间 
复杂 性 为 ОС Elib Fl] ), P [| ЕГ 是 图 G 的 边 数 日 . 

由 于 图 СЯ ntn -1/2 条 边 , 因 此 分 类 的 复杂 福 是 O( a° Iban), oK AS MST Ж 
要 O(n'lba) 时 间 . #П ЖЕ FB 4385536 = Ja ipu hy АКЕ SC > Bl Fun E Ас, BI Fi 
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{9980 ЭЭА MST, 那 么 库 鲁 斯 卡 算法 的 复 东 必 为 O(nibn). 


5 几何 体 的 交 


SE ER Tu FH rp %$ šf £ 91) 3 Jp] Й, 比如 ,消除 隐藏 线 的 问题 是 构造 两 个 多 边 形 的 
交 , 和 如果 没有 构造 多 边 形 交 的 最 优 算法 ,那么 就 不 可 能 有 效 地 消 队 隐藏 线 .再 比如 ， 
模式 识别 .导线 和 元 件 布 局 .线性 规划 等 领域 中 都 会 碰 到 判定 几何 体 是 否 相 交 或 确 
定 它们 的 交 的 问题 .为 了 有 效 地 解决 这 些 问题 ,必须 设计 出 有 效 的 交 算 法 . 

由 于 两 个 几何 对 象 相交 , 仅 当 一 个 几何 对 象 至 少 包 含 另 一 个 几何 对 象 的 一 点 ， 
所 以 变 算 法 涉及 到 包 洁 的 测试 .本 章 介绍 线 医 交 的 算法 .由 多 边 形 交 的 算法 以 及 半 
平面 交 的 算法 . 


5.1 线段 相交 的 算法 


АУТА Е r 条 线段 ,确定 其 中 任意 两 条 总 段 是 否 相交 ;如 果 相 交 , 划 求 出 所 
有 的 交点 -平面 委 边 形 可 以 看 成 是 平面 上 线段 的 集 人 台 ,判定 两 个 索 边 形 是 吾 相交 的 
问题 可 以 变换 为 两 个 线段 集合 中 的 线段 有 是否 相 交 的 问题 , 而 县 这 种 变换 在 多 项 式 
时 间 肉 可 以 完成 ,因此 有 

测试 多 边 形 相交 问题 < 测试 线段 相交 问题 . 

另外 ,多 边 形 是 理 为 简单 客 边 形 的 测试 问题 也 可 以 密 项 式 变 换 到 测试 线段 相交 问 
题 . 

假设 平面 上 给 定 п 条 线段 ,利用 对 每 队 条 线段 检查 是 否 相 交 的 方法 ,可 以 确定 
n 条 线 届 中 镭 些 线段 相安 .这 种 时 间 复 杂 性 为 O( п?) 的 算法 是 最 简单 的 ,但 当 n 很 
太 时 ,这 种 方法 将 耗费 相当 锥 的 时 间 . 因此 需要 寻找 新 的 算法 . 

HAFA у ATARE L PRANAB EIEI К. 该 次 序 关 系 仅 以 
三 种 方式 变化 :遇见 线 奶 s 的 左 端点 , 特 s 加 人 该 次 序 关 系 ;名 见 线 展 ; 的 右 端 点 ， 
此 时 从 次 序 关 系 中 删 去 ASARRE + 与 s, 的 交点 6, 在 次 序 关 系 中 于 p 椒 5 
和 + 交换 位 置 . 

Шри ЕЖЕ 51 和 59 ЖЖ. 当 移 动 的 УЗЕ Вз, 与 52 = Pa 19 кх АРЕН, 
s 与 22 成 为 全 序 关 系 中 相 邻 的 两 条 线段 .不 必 对 每 条 线段 检查 是 理 与 其 它 所 有 线 
段 相交 , 只 要 检查 在 全 序 关 系 中 相 健 线 民 是否 相交 即 可 . Hentley 和 Ottman ЖОЙ EZ 
思想 提出 利用 平面 扫描 方法 判定 哪些 线段 相交 ,其 步 又 可 I 下 ， 

步 1 按 x,y 词典 式 将 20 个 端点 分 类 ,并 把 它们 放 人 优先 队列 E. А — @. 

#2 while E > 2 do p < MINC E). 

ЖЗ if p 是 左 端点 

then = p ВВЕ: s A Ts .sz 分 别 是 了 中 与 相 邻 的 
线段 ;如 果 s 5 ç 5, 与 3 相交 , 则 记录 相交 的 线 对 . 
步 4 if p EDNA 
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then ss < 一 是 病 点 的 线段 ;5 .33 分 别 是 了 中 与 相 邻 的 线段 ;如 果 s, 
与 s, ЖЕ p 的 右边 , 则 А 记录 线 对 {sl ,sj 从 TEPME 5. 
#5 il 天 是 一 个 次 点 
then (s, s) 一 交点 是 p HRR E 了 中 交换 3 和 2, 并 按 插 人 线段 
处 理 ši 5 Su. 
#6 while А 5 do (3,87) A;x e s Ms 交点 的 横 坐 标 ; 
if x 不 是 五 的 成 员 then 输出 (s,s');]NSERT(x, E). 

该 算法 仅 在 相 邻 线段 中 寻找 交点 , 且 所 有 相 邻 的 线段 至 少 被 检查 一 次 ,所 以 算 
法 不 会 遗漏 交 点 .算法 的 时 间 复 杂 性 为 O((2n + Piba) AP k EZAR. 

确定 平面 上 rn 条 线 臧 所 有 交点 这 一 问题 的 时 间 下 界 是 (E+ аа), AE EÈ 
算法 不 是 最 优 的 .1988 年 Chazelle 和 Edelsbrunner 给 出 了 一 个 时 间 复 杂 性 为 9( + 
niba) 的 算法 ,因而 是 解决 该 问题 的 最 优 算法 . 

由 于 判定 两 个 多 边 形 是 否 相 交 忆 及 判定 多 边 形 是 否 臣 简单 多边 形 等 问题 可 以 
多 项 式 蛮 换 到 判定 平面 线段 相交 问题 ,而 判定 平面 线段 相交 问题 在 时 间 Ot alban) 
内 可 以 求解 ,所 以 判定 两 个 几 边 形 是 否 相 交 刊 定 包 边 形 是 否 为 阐 单 天 边 形 问题 
可 以 在 时 间 O( nlbn2 ARE. 

上 述 算 法 中 ,只 是 告诉 判定 哪 两 条 线段 相交 ,而 没有 说 明 如 何 判 定 两 条 线段 相 
交 ,下 面 通 过 引 人 两 个 函数 same 与 interseet 计算 这 个 问题 . 

设 给 定 平面 上 两 条 线段 ;| 与 s,s 的 两 个 端点 为 pi 和 和 p IME pi、pz 分 别 在 s， 
的 两 人 出, 同时 5; 的 两 个 端点 分 别 在 s 的 两 秽 , 则 si 与 < 相交 .否则 不 相交 . 

用 下 述 形式 表示 点 和 直线 段 : 

type point: = record х,у:1Шерег, 
type line: = record рі, ро: рош. 

РА same( s ;line; pi, p>: point) : boolean, JH; HA 24 Pri. PB: Je s 的 同一 同时 , 返 
а “тое” ,否则 返回 值 "false"” ; 函数 intersect( s, , s2: line) : boolean, 当 线 段 9 和 sz 相 
变 时 ,返回 值 *tme” ,否则 返回 值 “false" .引信 这 两 个 函数 之 后 ,不 必 求 5 与 s, 的 交 
点 也 能 判断 + 与 s 是 否 相 交 . 
function same(s: line; р, р: point}: boolean 
var х, ду, dx dio, дуу, dyz: real 
begin 

下 AS 

ду + 8.р.у- з.р.у 

Яху = р.х -в.ру.х 

dy Py - spy 

dx, — р.х – .px 

дуз << р.у — s.px.y 

вате «— (dx x dv, — dy * бх) * (dx * dy, — dy ®Чх,) > 0 
end 
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直线 s 的 方程 表示 为 
A(x,y) = dy: (y -— s.pi. y) — dy: (x — з.р.х) = Ü, ¿= 1,2. 
AE s 上 的 点 便 使 A(x,y) = 0, П s ANKAA А(х, у) MEA a y) > 
О, М АС, у) < 0, 所 以 如 果 pip Æ s ВУ — 0, A(p..x.p i. y) 和 
Alm. p y) 同时 为 正 或 负 , 即 pi 与 po 在 ;的 同 柚 的 充分 必要 条 件 是 
А(рү-х,ру. у) + A px, p y) > ©. 
AH. p 与 py 在 s 的 异 侧 的 充分 必要 条 件 基 
А&\ру.х,ру. y) © Абр. xs pr у) < 0. 
function іпіегѕесіС sı, s : line} : boolean 
begin 
intersect +— not samel зр, 52. Di + po) 
and not samel so, St- Pi +S - Po) 


end 
如 果 两 条 线段 的 两 个 端点 都 在 对 方 线 段 的 两 侧 , 则 此 两 线段 相交 . 


5.2 册 多 边 形 的 交 


本 节 介 绍 凸 诸 边 形 交 的 算法 .平面 上 给 定 两 个 鼎 事 边 形 P = (р, ps," pal 
5 Q = fgg s gal AAEE HEA, аде 218538 io PAN О.Р 
[\@={4!4Є PAg E CO 显然 ,两 个 凸 儿 边 形 的 交 直 一 个 向 多 边 形 ,如果 P. 
Q ANA п fim TB Pa RA P) Q 至 多 有 n+ 严 个 顶点. 下面 介 绍 了 3 种 求 P rY Q 
的 算法 . 

ЖЕЛ Ж ЛЕ PAN AFYA: 

WW A: P Wee, e, 及 顶点 序列 py,p2,… P Q е, еу, е 及 顶 
点 序列 Flg + mn: 

输出 : P П Q Ё е", e", e” 及 顶点 序列 ру Гаагу. 

ют ¿= 1 tm n do 

ют j=1 t m do 
begin 
if е; 与 е, 相交 
then ” 求 迹 点 并 记录 交点 
end 

wrie P D ОЛЕ ИТИЙ ДАНЕ 

该 算法 的 时 间 复 杂 性 为 O( mn). 

梯形 交 组 成 РП 0 的 算法 : 

预 处 理 : 将 P.Q 顶点 按 * 坐标 分 类 . 

步 ! оре IFE T x 轴 的 直线 人 = 1,2,0, п, = 1,2-5, т) ,形成 数目 
不 超过 n m -1 个 长 条 域 . 
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步 2 ”对 每 个 长 条 域 ,计算 两 个 梯形 的 各 顶点 (有 的 长 条 域内 只 有 一 个 梯形 或 
一 个 三 角形 ) 及 两 个 梯形 的 交 , 交 记 为 w. 

步 3 计算 PN 0=U w. 

该 算法 的 时 间 复 杂 性 是 如 人 fm + п) (т + n)). 

沿 P 边 和 9 边 行进 寻找 P 门 о 的 算法 : 


begin 
| 
repeat 
begin _ 
if Pi Pini 5 9+1 相交 then ”记录 交点 
增加 i 或 增加 站 洪 P 边 或 8 边 行进 ) 
k= k+l 
end 
unti А = 2(n + m) 
ií WAA then 
begin 
这 део then РС O 
еве і aEP Шеп OGP 
else Pf] Q = @ 
end 
end 
N P 边 或 9 边 行 进 的 方法 如 下 ;开始 时 ,选任 
а А 一 条 边 , 比 如 选 恕 边 行进 .然后 , 当 @ 的 现时 边 
р р qa 上 总 找到 一 个 交点 时 ,将 改 沿 只 边 上 行进 ， 
或 当 P 的 现时 边 p; pi,t 上 记 找 到 一 个 交点 时 ,将 
A 改 沿 Q 边 上 行进 ,或 者 p 的 现时 边 上 的 所 有 交点 
已 被 找到 ,而 0 的 现时 边 仍 有 交点 未 找到 , 则 在 Р 
Ё 5-1 边 上 行进 . 见 图 5-1 Вл, Фр, Pir2 上 两 个 交 


点 已 找到 ,而 gw тыз 上 仍 有 交点 未 找到 , 则 在 P 边 上 行进 . repeat 语句 循环 2(n + 
m) 次 ,每 次 循环 耗费 常数 时 间 ,因此 repeat 循环 耗费 0(n + m) 时 介 . 其 它 语句 的 
复杂 性 不 超过 线性 时 间 ,该 算法 的 时 间 复杂 性 为 O(n + m). 


5.3 “ 半 平 面 的 交 及 其 应 用 


本 节 介 绍 求 半 平面 交 的 算法 ,两 个 变量 的 线性 规划 问题 及 算法 . 
平面 上 给 定 ”个 半 平 面 ,它们 由 下 述 不 等 式 确定 
а& + by + ë gh, iS 1,2,.",n, 
目的 是 要 求 这 » 个 半 平 面 的 交 . ЕК, т ЖОК УЗЕ ЖЕ rn ИЕ ССВ. PEB л 
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А Ж® АЖ АЕ, WE n 个 不 等 式 的 解 ( 即 点 } 称 为 可 实现 解 , 并 且 它 们 的 

轨迹 称 汐 可 实现 区 域 ( 凸 宪 边 形 区 域 } .图 5-2 中 的 阳 影 部 分 是 效 性 药 东 下 的 可 实 
现 区 域 ,虚线 表示 过 余 的 约束 . 

假设 已 求 得 前 i 个 半 平 面 的 奖 , 它 是 一 个 至 

多 工 条 边 的 凸 多 边 形 区 域 4i .机 与 第 i + 1 个 半 平 

BATERA G; Xx + буу + © = 0 切割 A, ,并 

且 保 留 右边 部 耸 或 玫 边 部 分 得 到 的 ,这 个 工作 往 

要 0 时间. 从 2 增 至 ”时 使 可 求 得 可 实现 域 ， 、 


ЖАНЕР ЛЕНЕ УП = Об л2). 


z 
利用 分 治 法 也 可 以 求解 这 个 问题 . 设 平面 | 
给 定 п TEER, š = 1.2,..…, п ,要 求 构 造 它们 
Ж. 


H D R, Y D) H. 
借助 结合 律 , 可 以 写成 
(H, [Y NN СНА ПОП А), 
ЮГЕ ИИЙ Жел п/2 EFEN, ЕП £b n/2 AANGE AEE A 与 
А.Т k RURALE Ж ЖЕНЕ ОСЕ) 次 ,所 以 会 并 4-5А' 咸 一 个 西康 边 形 区 
域 需 要 时 间 O( n). 
Ё п TEENA 交 的 分 治 算 法 ; 
输入 :; HARR (Ü, MER na TEEN H, i = 1.,2,з+,л. 
输出 : GEEK H - KANNA B.. 
步 1 将 rn 个 半 平 面 到 分 成 两 个 大 小 近似 相等 的 集合 . 
22 ЖЕРЫ ИНЕК А 5A. 
#3 ЖАБА Н. 
令 T(n) 表示 用 分 治 算法 构造 n FF 516522 ЖЕ ЕДЕ] Га], А 


Tín) = 2745) + Обл). 
解 得 
Tin) = O(nlbn). 
因此 ,用 0{nlbr) 时 间 可 以 构造 n 个 半 平 面 的 交 , 而 和 且 这 是 最 优 的 . 
另外 ,简要 介绍 两 个 变量 的 线性 规划 . 


二 维 钱 性 规划 问题 : 

ЯА Jf(x,y) = ах + by —= ВУКОВА) (5-1) 

约束 条 件 Јат + by + e; > Ü, ¿i= 1.2, в; (5-2) 
x > Ü,y > Ü 


RAUBER ERER 0 值 的 两 个 变量 (x , у) 的 n 个 联 立 线性 不 等 式 的 
约束 条 件 下 , 求 (5-1) 式 的 最 小 (或 最 大 ) 值 .线性 规划 问题 的 可 实现 区 域 是 满足 
(5-2) 式 中 约束 的 点 (x,y) 的 集合 ,而 且 是 п 个 半 平 面 的 交 . 可 实现 区 域 显然 是 一 
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个 是 多 边 形 区 域 , 该 凸 多 边 形 的 项 点 使 目标 消 数 减 至 最 小 或 增 至 最 大 . 

求解 线性 规划 问题 巴 有 许 密 方法 ,这 里 提出 的 算法 是 依据 分 治 思 想 设 计 的 非 
柳 值 算法, 即 首先 将 约束 条 件 根 据 其 类 率 及 在 x 和 7 轴 上 的 截 距 进行 分 类 ,然后 删 
去 每 一 类 中 的 光 余 约束 条 件 ,并 求 少 量 剩余 约束 条 件 对 应 的 线 链 ,最 后 求 3 条 线 链 
的 交点 , 便 可 求 得 最 优 值 . 这 种 方法 的 优点 在 于 不 需要 检验 每 个 约束 条 忻 ( 多 全 的 
约 东 条 件 较 早 就 被 删 去 ); 求 直线 交点 的 次 数 达 到 最 少 ,一 般 对 各 类 线 簇 只 需求 少 
数 几 个 交点 ;一般 情况 下 ,不 必 构 造 可 实现 区 域 多 边 形 的 所 有 边界 ; 画 数值 的 求 值 
次 数 也 达到 最 少 ， 


6 和 矩形 几何 


由 于 矩形 可 以 看 成 是 特殊 的 曲 索 边 形 , 所 以 第 5 章 关 于 峰 多 边 带 交 的 算法 也 
可 以 用 于 抢 形 的 交 . 但 是 御 形 具有 其 特殊 的 性 质 ( 它 的 边 是 相互 垂直 或 平行 的 线 
E) ,因此 应 该 设计 出 满足 这 种 特殊 结构 的 更 有 效 的 算法 . 

正 交 线 段 和 矩形 是 构成 许多 应 用 的 基础 ,比如 ,集成 电路 制造 中 所 用 的 掩 模 常 
表示 为 边 平行 于 坐标 轴 的 一 组 矩形 ,任务 是 证 实 设 计 规则 ,要求 均 能 被 满足 .对 此 
任务 稍 加 变换 就 可 以 成 为 一 个 矩形 几何 问题 (后 如 矩形 交 问 题 ) .数据库 中 由 并 发 
控制 产生 的 死 锁 癌 古 的 解决 世 导 致 出 一 个 第 形 并 向 题 , 等 等 . 

本 章 着 重 介绍 解决 几 个 矩形 几何 问题 的 算法 ,包括 矩形 疾 的 面积 的 算法 、 撼 形 
并 周 长 的 算法 .以 及 矩形 交 的 算法 ， 


6.1 ”矩形 几何 问题 的 特征 及 解决 问题 的 途径 


假设 平面 上 给 定 n MEE RG = 1.2 ,mn) ,站 的 边 分 别 平 行 于 * наќ у 轴 ， 
这 样 的 n 个 短 形 称 为 同等 安置 的 矩形 ,它们 的 边 可 以 看 成 是 正 交 的 平行 线段 的 集 
合 . 同 等 安置 矩形 的 特征 是 把 平面 划分 成 条 状 域 , 在 每 个 条 中 只 有 一 个 变量 , 即 是 
一 维 的 . 

矩形 并 的 面积 和 并 的 周 长 问 题 具 有 一 个 共同 的 性 质 : 给 定 问 题 的 解 可 以 和 两 
个 半 平 面 (一 条 垂直 线 划分 平面 为 两 个 半 平 面 ) 的 每 个 半 平 再 中 相似 子 问题 的 解 
联系 起 来 .比如 ,和 矩形 交 问 题 的 解 是 子 问 题解 的 并 ,和 矩形 并 的 调 积 、 周 长 等 问题 的 解 
是 子 问题 解 的 算术 和 .在 这 些 情况 中 ,平分 线 { 扫 描 线 ) 和 矩形 集合 的 诡 ( 扫 接线 上 
的 一 线段 ) 包含 了 部 分 解 的 信息 ,并且 扫描 线 左 半 平 面 得 到 的 解 不 可 修改 , 它 是 最 
后 解 的 一 部 分 , 随 着 扫描 线 右 称 , 打 找 线 左 柚 解 得 到 推广 , 直 革 获得 整体 解 .这 既是 
解决 矩形 几何 问题 的 一 条 途径 ,也 是 平面 扫描 方法 的 特性 . 上 H 于 矩形 所 具有 的 特 
征 , 这 里 的 平 画 扫描 不 用 优先 队列 而 用 线段 树 . 

AKELE), E] AE, E 为 右 端 点 ) 和 其 它 人 参数 来 描述 线段 树 的 
每 个 结 点 o 的 特征 ,其 中 结 点 计数 c) 表示 当前 分 配给 + 的 线段 的 数目 . 参数 
e(o) 对 所 有 抑 形 问题 都 是 需 艺 的 ,但 针对 不 同 些 形 问题 要 增加 不 同 的 参数 . 
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6.2 Жена Уак 


给 定 平面 上 а 个 同等 安置 的 矩形 R, Ri, Ra E п НЕЕ F = R U 

BU URA 
F= [pi pE Кре RR O KpE R. 

定义 严 的 周 长 为 边界 长 ,不 的 面积 是 边界 所 围 域 的 面积 .下面 介绍 利用 平面 打 摘 方 
法 计算 F 的 面积 和 局 长 ， 

先 考 嵌 一 维 情况 .给 定数 轴 上 mn RRR (Д, ha bP h = Еа, 6], 
= 

计算 h U L U: U £, 的 长 度 的 算法 : 

步 1 fÈ 上端 点 的 模 坐 标 分 类 ,并 存 入 数组 X[I -- 2]. 

步 2 X[0] =- X[1], m «От 是 并 的 长 度 ),c —— Сс 是 重 状 线段 的 次 数 ). 

3 for i=l to 2а do 

Жа К ca0 thn тч m+ Х[ї]- X[i- 1] 

步 5 И Xii) BERA then ce 二 e+l 

ele ce-r-l 

显然 ,该 算法 的 时 间 复 杂 性 为 O(nlba). Ж 
法 中 水 4, 区 间 [XLE —1],Х[:]) ЕЛЕ ЖИА. Р! 
т HRT e 是 否 为 0,c > ОШ}, WEREMA т, 
c 夫人 表示 折 描 线 碰 到 一 区 科 的 左 螨 点 , 该 算法 
可 以 推广 到 二 维 , 如 图 6- 区 5 计算 垂 让 边 的 长 度 ) 
所 示 . 

图 6-1 中 第 i 个 稚 直 条 是 X[i-11 和 X[ 让 之 
税 的 平面 条 ,该 平面 条 稀有 效 面 积 ( 即 图 中 阴 凡 
RWD ELil- Y[i-1])x m RF m 是 条 中 
-条 任意 垂直 线 和 矩形 并 的 截 段 的 长 度 , 用 ' | 
О(1Ьа) HHEH LE mi .mi 是 计算 年 形 并 的 而 хүс 1р Жї 
积 的 重要 参数 .为 了 计算 m,, 抠 矩形 的 垂直 边 构 图 6.1 
ЖРВИ. ELA о 82 mel] = [Bler], | 
E[41] RES m 的 长 度 , 计 算 mlel] 的 过程 如 下 ; 

ii ¿[e)> 0 then m[+]— Ele] – Bir] 

else if v PEI then mio] т[150М(0)) + mi RSON[ >]] 

else me] 0 

+ 为 线段 树 的 根 结 点 时 ,m = mle). SEEN Жн A Hë A Fk Et gj sk M. ek: 
ЕИ ЕН], Sh A А ИЕ НИЕ КӘК c[v] 和 mifv], 因 此 ,矩形 的 每 条 垂 
直 边 用 时 间 О(1Ь») 可 以 插 人 线 级 树 或 从 线段 树 中 旺 去 并 计算 m. RRI XU i 
处 垂直 边 的 上 端点 .下 端点 的 纵 举 标 分 别 为 e; 和 所 , 则 计算 矩形 并 的 面积 的 算法 如 
F. 
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Jl 务 形 壬 直 边 按 端点 的 上 坐标 分 类 ,并存 于 数组 А[1..2л]. 

步 2 ХО ХП], m +-0; 

3 构 井 和 初始 化 矩形 边 的 纵 坐 标的 线段 树 Т; 

+4 for i= 1 tw 2п do 

m” < ml root( T) ]; 

m m + m° x (X[i] - А[:-1]); 

it X[:] EHIE then INSERT Б;. e; ;root( T)) 
else DELETEI b;, e;iroot( T) ) 

步 上 耗费 时 间 O( alba), REFR ERRATE ИНЕ НОЕ, ЩН PRE JE 3F 
F 的 面积 的 算法 的 时 间 复 林 性 为 Ot nlbn). 

步 1 中 的 数组 Y[1… 2л] 提供 事件 点 的 进度 表 . 步 3 中 了 给 出 扫描 线 状 态 , 它 
是 由 d -~ 1 维 推广 到 dd 维 的 关键 ,也 是 扫描 方法 的 关键 .事实 上 ,扫描 方法 把 给 定 的 
d 维 问题 变 为 s 个 4 -1 锥 子 问题 的 序列 .比如 ,d = 3 时 , 子 问题 变 为 二 维 ,如 果 能 
ЖН Olaba 时 间 求 解 每 个 子 问题 ,那么 用 О( аьла) 时 间 可 似 求解 原 问 题 ,利用 四 
尺 树 和 切片 之 间 的 粘 合 技术 可 以 把 此 办 限 改 进 到 O( л?) ,此 结果 能 否 进 一 步 改 进 ， 
有 待 深 入 地 研究 . 

为 了 计算 矩形 并 生 的 局 长 ,首先 注意 m WAX, m АА АСЕ) ИНЕ ЕЕ 
条 中 垂直 截 线 的 总 长 度 , 同 样 m 是 以 X[: - 1] 为 右 册 的 正直 长 条 中 垂直 截 线 的 
总 长 度 , 因 此 ,mi - m E Xli- JJ 处 严 的 边界 上 竺 直 边 的 总 长 度 . 见 图 6-1 所 示 ， 
截 线 在 区 间 [X[i -1] ,Xj] 中 是 不 变 的 ,所 以 下 的 边界 上 上 惠 直 边 的 总 长 度 在 区 间 
[Xii 1] ,XX[i]] 内 不 变 , 该 总 长 麻 只 是 在 扫描 织 通 过 点 X[ 站 处 发 生变 化 .其 次 要 
考虑 垂直 条 [Y[i - 1], ХЕ) 中 水 平 边界 边 提供 的 长 度 . 该 长 新 由 下 式 计算 

(ХГ - Xfi- 1]} x aí, 
其 中 o, 是 [ x[i - 1], Xli] 条 中 的 边界 上 水 平 边 数目 ,a, 与 m 相似 .图 6-1 中， 
a = 4, 它 必 为 偶数 .对 线段 档 的 每 个 结 点 v 定 义 3 个 套数 [e]. LBD s] fi RBD[ о] 
如 下 ; 
alr] 是 (中 的 现时 垂直 截 线 ) N [Ble], Efel] 的 不 相交 部 分 数 的 两 悄 ; 
l, Bir) СЕА ВЕК) П (8 о], [2] 中 
LBD[ +] = | 一 个 区 闻 的 下 端 ， 
о, B[s] 不 是 (FF ВОЧ АЯК) (| (8[v] ,ELs]) 中 
一 个 区 间 的 下 端 ， 
l, Ele] 是 {F 的 现时 垂直 截 线 ) N (B| ç], E[ e ]) 中 
一 个 区 间 的 上 端 ， 
0, Ele] 不 是 (F 的 现时 垂直 截 线 ) N (Biel, Elri 中 
iR ARLI. 
这 3 个 参数 的 初 值 均 为 0, 下 述 过 程 计 算 该 3 个 参数 ; 
if elv] > 0 then ае] 251802] < 1;RBDLv] = t 
else alv] «[15ОМ[»]] + af RSON[ e ]] - 2RBD[ LSON[ v ]]LBD[ RSON[ 211; 
LEDI v] — LBD[ LSON[ v] |; 


RBD[ р] = 


6 矩形 几何 - 977 ° 
КВО! > ] — REDI RSON[ » ] 

clv] > ОШ ,[ж[н][В{ъ],Е[»]] с К НЙН] ЖЕ ДЕ, НТ ale] = 2,LBD[ > ] 
= RBD[ e] = 1,7 clol] = ОЖ Н Р ШЕ} ЖЕГЕ ЁЗ ЯС НЕА E[LSON[ v1] = 
B[RSON[ >] | НЧ К [н], F 的 现时 垂直 截 线 ) N [ B[>], Eel] 包含 的 项 和 它 的 两 
个 子 结 点 中 的 项 的 和 一 样 凶 ; 用 RBDELSON[4]] = LBD[ RSON[ 11 = 1 来 描述 该 情 
况 .因此 该 计算 过 程 是 正确 的 . 在 每 个 结 点 处 , 用 常数 时 间 计 算 人 参数 «НП 和 
RBD. 

从 修改 F ARHAR ЕТЖ F Bi ' 
长 的 算法 . М ЕСЕ РГ Ж) 提供 给 周 长 的 长 二 六 
度 由 两 部 分 组 成 :如 图 6-2 所 示 , 在 条 [ XLi - ] 
tj alil] PKF, HPE a ОХЕ) - Xli Ж 
- 1]);4Е ХГ 让 处 的 垂直 边 ,提供 1 т, 4 | m= om | 
- m | 这样, 的 值 要 在 后 者 峰 改 之 前 从 线 | \ ЭМ ФП А, НОЈЕ 


BA PIIA, a = а[ гоо 7)] ,而 m АЕ 


改 之 后 得 到 的 . xfi_ 1 XU): ARER 
计算 严 的 局 长 的 算法 : 
步 КОАО ЕНН ВО x 坐标 分 图 6.2 


类 ,并存 于 数组 X[1 +: 2n]. 
步 2 X[Q] — ХГ], mo — 0,p — 0. 
ЖЗ 构造 和 初始 化 矩形 边 的 纵 坐 标的 线段 树 Т. 
JA fr i= 1 to 2п do 
e" = a[root( T) ]; 
if X[i] АЈА 
then INSERT(b;, e; root T) ) 
else DELETE b;, e;;root( T) ) ; 
т" ml гоо T) 1; 
ре р+а" ~ СХ) Xi 1]) + | m * — mo li 
ту m“ 
该 算法 用 O( alba) 时 间 可 以 计算 FHAR. 


6.3 M EWR 


ЖИЛЕ] ЖЕ ҖОР ЛЕНЕ. ШОК, R ЕАР ЕШШ ҤЕ ENA — zt 3k 

点 时 ,它们 才 相 交 . 先 考虑 一 维 情况 , 设 4 = Га, а] А = [a'l,a's] 是 两 个 区 间 ， 
条 件 4 门 吕 关 个 等 剧 于 下 列 互 斥 的 条 件 之 一-: 

2: 4 = G, (6-1) 

a” < aí = а’. (6-2) 

易 见 ,Cal = a = a.) V (a < a = ay) {Т а! = a А aí < ay BI — a; 


' 978 ` 95215 SHAILA 
g-a А a 和气 qz ;后 者 是 平面 中 点 (- alar) 和 点 ( - ana) 之 间 的 一 个 优势 
关系 < ,也 就 是 (- map < (— aa 这 表 骨 只 要 把 色 间 变换 为 平面 中 的 点 ， 
便 可 以 把 二 维 问题 {确定 "个 同等 安置 矩形 集 & 如 中 的 所 有 相交 的 矩形 对 ) 与 一 维 问 
题 { 确 定 п 个 区 闻 的 所 天 机 妆 的 区 间 对 ) 联系 起 来 . 
1 为 了 解决 二 维 问题 ,采用 平面 扫描 方法 , 事 
' TF Au 1 a 39 ЕЁ b) ҖЕ Р DJ И 3 pn. ШР JE fll 
= ae" 扫描 线 的 交 给 出 扫描 线 状 态 , 与 拉 描 线 相 变 的 
БЕКЕ ЫЕ Ж. ТЕГ! 6-3 中 ,当前 事件 点 是 
EJE R = [х , 1х [а.а АЧАМ, {а 
‚ ЖА л GER й EAREN) 属于 每 个 话 


ЖЕ (6. 3) 


2 


А ” ЕЕН < 区 间 . 因此 ,只 需 决定 哪个 活动 区 闻 
条 件 (6,2) |! ЖР y 区 间 条 件 (6-1) 成 立 或 条 件 {6-2) 成 立 . 
n PAH EHA WIA EE PLE E REEE Xi, 

И] 6-3 EAEI, SARER AMH e ,ax ] 时 ,可 


通过 检测 活动 区 和 间 Lay,az| 是否 ar = a = 
az ;或 者 是 否 а = ар < 吧 来 完成 , 当 找 到 相交 的 线段 对 时 , 便 找到 子 相交 的 矩形 
对 .产生 事件 点 列 耗 费时 间 O( пп) ,用 时 间 O(1bn) BARMERA EN, АЕ 
Je B] aJ Oba) 来 跟踪 查找 路 径 ,因此 确定 = 个 同等 安置 矩形 的 :个 相交 对 耗费 
9(nlbn + s) ШЙ]. 

于 面 介绍 解决 二 维 问题 的 另 一 种 方法 。 

DE п КЕНО ТАО = Lal at] = 1 首先 定 交 函数 оо: 
[RV ВО)... RY] — Е?, CEER а, а] 上 映射 为 平面 上 的 点 (al,az) ,该 点 位 
于 第 一 象限 的 平分 线 的 上 方 .其 次 引信 郴 数 о: Е2 — 下, 它 是 平面 上 关于 х, 轴 的 
ЭЖЕЕ BA (а, а) 映射 到 点 (- asm) AGARAK rz: 下 -> E.Z ЖЩ Е 
关于 第 二 象限 的 平分 强 x, = -x 的 对 称 映射 , 即 点 (- а, а) 映射 到 点 {- a2, a1). 
为 方便 起 见 EGAR / = ooh = do5100; 并 且 有 等 价 关 系 ，: 

RO Гү RD g DN RO) > ARP Jefi RO) > RO). 6-3) 
图 6-4 是 这 种 等 价 闫 系 的 -个 岗子. e R. MEK Wr l il РАЈА 


pr =Í -3,7) ®> 
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ОЖЖ R = [xp] x [yoy AiE 总 映射 到 凹 维 空间 ЕЗ 中 的 两 个 点 
g'( R) = (~ Яр. z, 一 yoro Til 2” ( R) = { 一 Fitis = raer EWER Е PAN 
个 点 集 : S = (RIT R€ 01,5" = lg"(R)I R€ 01.19(6-3) K R .R, € 0, 
R П R, > DERS т (К) g ORO RE g CR) > 全) 因此 ,确定 所 有 
相交 对 问题 是 优势 亲 题 (给 定 Ft hi 57 5", ENAH g ES, Є 5", 
使 得 9 > 2") 的 一 个 特例 .而 四 维和 优势 问题 存在 复杂 性 为 O( nl n + з) 的 算法 求 
解 它 ,因此 求解 所 有 相交 对 问题 的 时 间 复 杂 性 是 nlb н + s). 

另外 ,两 个 矩形 的 位 置 关 系 有 4 种 基本 情况 ,如 图 65 所 示 . 图 中 际 影 部 分 是 它 
们 的 交 , 每 种 基本 情况 产生 的 交 都 不 相同 .图 6-5ta) PERII, рУ У F 
的 对 角 线 上 ;图 6-5(b) 所 示 的 交 , 两 个 交点 位 于 一 个 矩形 的 右 栅 边 上 ;图 6-5(d) 所 
示 的 交 , 两 个 交点 位 于 一 个 斥 形 的 左 人 出 边 上 ;图 6-5(с) 所 示 的 交 域 由 4 个 交点 组 
Ж. ЈР ЕЖЕ 4 种 基本 情况 组 合 而 成 ,为 了 求 出 多 个 矩形 的 所 有 交 ， 
采用 平面 扫描 方法 找 出 交点 并 区 分 各 种 某 本 情况 , 便 醋 找 出 所 有 交 . 


(a) ib} {с} (4) 


图 6-5 


ЖЕЛЕУ ФЕ: 

Жі 按 和 定形 垂直 边 的 х 坐标 分 类 . 

22 扫描 线 从 左 向 右 移动 , 碰 到 左 桐 边 时 ,检查 莽 耸 有 水 平 边 落 入 该 左 删 边 
KEN. 如果 有 , 则 求 出 交点 、 

若 有 1 个 交点 ,扫描 线 右 移 求 出 另外 1 个 交点 , 便 找到 1 个 交 域 .如 图 6-5(a) 所 
НЯ. 

车 有 2 个 交点 ЗВИК ЯКО , 便 找 到 1 个 交 域 .如 图 6-5ce) 所 
7. 

车 有 2 个 交点 ЗЛ ЖЕШ ЕКЕ i Wifi fi T 55 -MARE РЧ И. Ea 

1 个 交 域 .如 图 6-5td) 所 示 . 

ЖЗ 磁 到 的 左 侧 边 位 于 另 一 活动 矩形 内 部 ,扫描 线 右 穆 求 出 2 个 交点 ,产生 
图 6-5(b) 所 示 的 交 , 一 个 矩形 的 左右 侗 边 位 于 另 一 活动 矩形 内 部 , 则 两 个 矩形 呈 


包 合 关系 . 
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7 几何 体 的 排列 


平面 土 的 直线 或 三 维 空间 中 的 平面 的 排列 是 $ 计 算 儿 何 中 的 重要 结构 , 它 与 
凸 壳 、 沃 罗 诺 图 等 具有 同样 的 重要 人 性. 本章 将 介绍 有 关 排 列 的 一 些 基 本 概念 、 算 法 
和 应 用 . 


71 EMS 


HEMELE п А 51,50,77, s RE ERF E O] R EER R НУ 
称 面 ) .线段 (两 个 交点 之 间 ) 以 及 顶点 (两 条 直线 的 交点 ), 称 这 种 划分 为 直线 的 排 
列 .图 7-1 示 出 八条 直线 的 一 种 排列 ， 


ЁҢ 7-1 
在 直线 的 排列 中 ,区 域 { 或 面 ) 称 为 排列 的 2 面 . 直 线 +; 被 其 它 直线 分 成 4x 个 区 
fa] ,这 些 区 间 称 为 排列 的 边 或 者 排列 的 1 面 . 所 有 直线 的 交点 称 为 排列 的 顶点 或 者 
排列 的 0- 面 .通常 把 排列 的 2 面 看 成 开 域 (不 包括 它们 的 边 ) ,而 将 1- 面 看 成 是 开 
线段 (不 包括 端点 ). 显然 ,六 面 的 维 数 是 /这 样 ,m 条 直线 的 排列 覆盖 了 整个 平面 ， 
但 它 的 2 面 与 1 面 及 0 面 之 闻 不 相交 ,不 同 的 六 面 (j = 0, 或 1, 或 2) 之 间 也 不 相交 . 
直线 的 排列 推广 到 а 维 空间 де 中 是 超 平 面 的 排列 . 笑 个 超 平 面 是 请 足 ау х + 
+ арды = mo 形式 的 线性 等 式 的 КЁ 中 点 的 集合 ,其 中 x, AR КЇ 中 的 坐标 ,系数 
а 是 芷 意 实数 ,并 且 а.о. 0 PERO d = 2 时 , 超 平面 是 一 条 直线 ,而 = 
3 时 , 超 平 面 是 一 个 平面 . 
在 民 中 给 定 超 平面 集合 NN, 由 NN 构造 的 排列 A(N) 是 划分 型 为 具有 近邻 关系 
且 变 化 维 的 域 ( 面 ). 世 就 是 说 , N 中 超 平面 将 到 划 分 成 车 十 个 凸 域 ,这 些 4 维 凸 域 
称 为 排列 A( N) 的 网 格 或 者 4 面 .在 每 个 确定 的 起 平面 5 € N E, N 中 其 它 超 平 面 
与 з, 的 交 产 生 * 范围 内 的 一 个 (4 - 1) 维 排列 ,该 (d - 1) 维 排 列 的 网 格 叫做 АСА) 
的 (d - 1) 面 .用 同样 的 方法 继续 下 去 ,对 所 有 的 j < 由 定义 АСМ) ВОЈ. АСМ) 的 
0 面 也 称 为 预 点 ,1 HGHH D. 
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емф (а = 2) 每 一 对 直线 变 于 一 个 点 , 则 称 排列 АСМ) 是 简单 的 ,这 意味 
着 N 中 没有 三 条 直线 交 于 一 点 ,并 且 没 有 两 条 直线 用 平行 的 .从 某 种 意义 来 说 , 非 
简单 的 排列 是 退化 的 . 

在 =“ 条 直线 组 成 的 集合 请 上 ,所 有 简单 排列 АС N) 具有 相同 的 项 点 数 . 边 数 及 
面 数 ， 


定理 1 在 “条 直线 的 简单 排列 中 ,顶点 数 了 = (5) R E = n A F = 


(5)+ n + 1 并且 任何 非 简单 排列 的 顶点 数 . 边 数 及 耐 数 和 不 可 能 超过 这 些 数量 . 


依据 定理 1,V.E5 和 FF 的 数量 都 是 8(n) ,所 以 构造 平 向 上 直线 排列 的 算 污 均 共 
有 二 次 方 复杂 性 . 

为 了 设计 有 效 的 构造 排列 的 算法 ,要 介绍 排列 的 ~: 个 重要 组 合 性 质 , 即 在 已 育 
的 排列 中 增加 -条 直线 , 沪 直 线 所 能 穿 过 的 网 格 边 的 数 日 不 会 过 多 ,这 就 是 下 面 阅 
Жа Вл. 

定理 2 ШАЛ 是 nn 条 直线 的 排列 ,LE АСМ), АСМ) 中 与 上 相交 的 网 格 
(Ha) 的 边 的 总 数 是 O( n). 


7.2 ”确定 直线 排列 的 算法 


下 面 介 绍 构造 过 线 排 烈 的 增 量 算法 , 盘 设 已 构造 i - 1 茶 直 线 的 排列 40- 1)， 
插入 第 i 条 直线 之 后 ,要 求 构造 排列 A400) .为 此 ,需要 求 出 AC: - 1) 5 L BRA 
交点 ,首先 用 常数 时 间 找 到 1, SAG- 了) 中 的 任意 一 条 上 由 线 的 交点 x, 如 图 7 了 -2 所 
示 ,x LAN 忆 . 然 后 由 x 向 前 沿 L 的 区 段 Z(L) 的 每 个 面 的 边 按 师 时 和 针 方 向 藤 进 ， 
BDE 7-2 中 用 曲线 表示 的 路 径 ,直至 负 到 1, 与 男 一 条 直线 相交 并 求 出 交点 .重复 此 


图 7-2 


过 程 , 当 通 到 区 县 的 一 条 无 穷 边 时 前 进 终 业 .在 图 7-2 中 ,从 * 出 发 经 C 的 三 条 边 址 
到 5 和 5 相交 求 出 交点 之 后 ,重复 该 过 程 , 即 经 过 DD 的 =: 条 边 、E 的 两 条 边 和 下 的 
三 条 边 ,最 后 进入 下 的 一 条 无 穷 左 边界 .这 样 使 求 出 上 与 ;3、4、 Ls 的 交点 ,终止 该 
过 程 . 同 理 , 从 x 向 后 沿 8 的 边界 按 逆 时 针 方 向 经 过 8 的 :条 边 , 求 出 L. 55 上 的 区 
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点 之 后 ,再 沿 А 的 边界 按 北 时 针 方 向 经 过 4 的 一 条 边 , 最 后 进入 А 的 一 条 无 穷 右 边 
界 ,终止 该 过 程 .经 过 每 个 面 的 边界 耗费 常数 时 间 , 插 人 一 条 直线 的 总 耗费 取决 于 
区 段 的 复杂 性 ,由 定理 2 知 ,该 复杂 性 是 0O(n) .注意 ,如 和 何 使 用 排列 的 结构 来 避免 
分 类 ,在 找到 与 5 相交 的 所 有 交点 之 后 ,耗费 O(n) 时 间 可 以 将 AC - 1) ERA 
4( 刘 ,人 因此 整个 构造 过 程 需 要 О( аг) 时 间 . 

构造 直线 排列 的 增 量 算法 : 


begin 
构造 A(0) , 空 排列 的 一 个 数据 结构 . 
fo ú = 1.2. do 
将 直线 LAAG- 1), АТ: 
寻找 LAAG - 1) 中 某 直线 的 交点 x. 
H x HIP Z( L.) 中 两 格 向 前 移动 ， 
H x ША Z( L.) 中 网 格 向 后 移动 ， 
修改 AG - 1) 成 为 AG) 
end 


定理 3 平面 上 n 条 直线 的 排列 可 以 在 8f na2) 时 间 及 空间 内 构造. 
73 Ñ 用 


排列 有 许多 应 用 ,本 节 奴 介绍 排列 在 删 去 隐藏 面 及 特征 图 中 的 应 用 . 

1. ШАВИ 

现今 人 们 利用 计算 机 制作 电视 广告 或 者 电影 特技 ,在 这 些 应 用 中 最 频繁 使 用 
的 是 删 去 障 藏 面 .例如 将 多 种 彩色 多 边 形 拼接 成 所 需 雪 的 各 种 图 崇 ,如 果 这 种 拼接 
人 允许 重生 ,那么 就 要 某 去 被 种 盖 的 部 分 . 

设 输 人 的 多 边 形 项 点 数目 为 mn ,并 且 一 组 多 边 形 网 盖 另 一 组 多 边 形 ,如 图 7-3 
所 示 ,这 时 至 少 产生 /A16 个 交点 ,在 删 去 由 这 些 交 点 组 成 的 某 些 针 边 形 之 后 , 才 
能 显示 出 两 组 多 边 形 重 秋 的 场景 .因此 在 时 坏 情 况 下 最 佳 算法 的 时 和 间 复 杂 性 不 低 
于 Ge) .更 已 有 处 理 该 问题 的 许 计 算法 ,它们 的 复杂 性 为 O( л?1Ьл.) ,出 该 阿 题 的 
复杂 性 下 界 高 bn 悦 . Mckenna 利用 排列 方法 已 设计 出 最 坏 情 况 复 杂 性 为 O( п?) 的 
算法 .下 面 简要 介绍 这 种 算法 ， 

想 设 才 按 形 的 空间 不 相互 穿 得 , 即 它 们 可 以 有 重 枉 的 部 分 积 重 登 的 边界 ,但 它 
们 的 内 部 是 分 离 的 ,另外 ,假设 视点 离 多 边 形 无 穷 远 ,使 得 所 有 视线 是 平行 的 ,并 且 
不 处 理 透 视 的 捕 况 .不 失 一 般 性 , 设 眼 睛 在 (0,0， + оо ) 处 , 即 在 := 辅 正 向 无 穷 远 
处 ,这样 视 时 平面 是 xy 平 面 ,z = 0. 在 所 有 多 边 形 下 面 放置 个 充分 大 的 背景 多 边 
Ж 8B, 使 得 所 有 视线 都 碘 到 吕 . 问 题 是 要 确定 由 给 定 观 察 点 可 见 到 的 场景 .另外 ,一 
般 问 题 可 以 妇 结 到 这 个 问题 . 

首先 把 输入 的 凸 客 边 形 的 每 条 边 投影 到 xy FAREMA R z 坐标 ) ,这 
称 为 正 交 投影 .然后 在 ху 平面 上 将 投影 线 延 伸 成 直线 ,这 样 便 构成 ху 平面 上 = Ж 
直线 的 一 种 排列 4(n), 册 7,2 节 知 ,在 О(л?) 村 间 内 可 以 构造 A( n). 现 要 确定 


ач а 
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А(п) 的 一 个 网 格 Tl H 2138 S tP üz B Б pk B 
EUERE S| хуа ЕЁ) 2 ЕНИН SF r. 
而 离 好 平面 最 远 . H Ti Tt ib S: S] xy 平面 上 
只 产生 一 个 网 格 , 所 以 可 以 对 网 格 着 与 形成 该 网 格 的 
多 边 形 相同 的 颜色 . 
一 种 简单 的 算法 需要 0m) 时 间 ,这 是 由 于 A а) 
有 ОО?) 个 网 格 , 对 Oo) 个 网 格 中 的 每 个 网 格 ,计算 
Oln) 个 多 边 形 的 每 一 个 包 边 形 的 高 度 ,而 要 求 每 个 网 
格 仅 耗费 常数 时 间 . 
Mckenna 算法 使 用 了 排列 的 拓扑 扫 撒 , 他 推广 了 了 
Edelsbrunner 和 Guibas 提出 的 平面 扫描 方法 ,这 种 方法 
不 是 打 描 排列 上 面 的 一 条 垂直 线 , 而 是 扫描 一 条 垂直 图 7-3 
的 虚设 线 上 ,上 是 与 4(n) 中 的 每 条 直线 侈 相交 一 以 的 曲线 .在 交点 处 上 从 下 向 上 穿 
过 Atn) 中 的 直线 . 取 工 为 曲线 的 优点 是 ,在 优先 队列 查找 中 不 必 耗 费 0(lbn) 时 间 
确定 哪个 点 是 下 一 个 要 扫描 的 点 .也 就 是 说 ,可 以 保持 可 扫描 顶点 的 一 个 无 序 的 票 
集 ; 工 穿 过 的 那些 顶点 与 相 邻 的 两 条 边关 联 . 图 7 了 -4 中 而 点 + 是 可 扫描 的 ,因为 上 等 
过 的 网 格 C 的 两 条 相 邻 的 边 与 t+ 是 关联 的 . 
除了 确定 的 排列 之 外 ,算法 保持 的 数据 结 
构 包 播 激 话 的 网 插 表 和 上 工 穿 过 的 按 { 比 如 图 7-4 
中 阴影 网 格 ) 的 表 , 并 有 外 对 于 每 个 激活 的 网 格 
CERKES ху ЕАР С ЮАН 62036 
HA ЊЕ : 深度 进行 分 类 , 注意 ， 
只 对 汶 活 的 网 格 保 持 这 些 表 .由 于 工 穿 过 上 所 有 nn 
条 直线 ,所 以 总 是 有 nm + |! 个 网 格 .这 些 表 能 各 
图 7-4 提供 足够 的 信息 以 确定 A(n) 的 每 个 网 格 的 最 
前 面 的 多 边 形 . 当 扫 描 - 个 顶点 时 , 旧 的 网 格 消 
亡 而 新 的 网 格 被 激活 ,但 它们 包含 齐 针 边 形 的 表 或 者 相间 或 者 几乎 相同 . 为 了 使 
A( n) 的 所 有 网 格 上 面 每 个 网 格 的 夏 改 只 耗费 常数 时 和 间 , 可 以 利用 这 种 相关 性 来 传 
递 穿 过 已 扫描 过 的 顶点 的 足够 信息 .这 种 删 去 隐藏 面 的 算法 在 最 杯 情 况 下 的 复杂 
性 是 Oin’). 
实际 应 用 时 这 个 算法 不 是 最 好 前 ,因为 它 总 是 需要 Oln) 时 间 和 和 空间 .在 许 
雪 实 际 问题 中 , 重 登 部 分 没有 图 7-3 那么 复杂 ,因此 要 设计 出 对 输出 场景 复杂 性 敏 
感 的 算法 ,这 种 算法 称 为 输出 规模 敏感 的 陷 藏 面 算法 ,这 是 当前 的 一 个 研究 课题 . 
2. 特征 图 
计算 机 视觉 中 的 特征 图 (aspeet graphe) 的 概念 是 为 辅 勘 图像 识 别 而 提出 的 ,其 
思想 是 存储 一 个 物体 可 以 提供 给 观察 者 的 全 部 特有 的 视 里 ,然后 把 这 些 视 时 与 实 
际 上 所 看 到 的 视野 进行 比较 . 对 于 一 个 多面 体 , 利用 组 合 的 等 价 性 确定 特有 的 视 
明 : 如 果 图 像 有 相同 的 组 合 结 构 ,也 就 是 说 ,视野 平面 上 区 抽 体 的 可 视 面 投影 扬 产 
生 的 已 标记 的 平面 图 是 相同 的 ,那么 从 两 个 视点 所 看 到 多 面体 的 特征 相同 .可 视 室 
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间 划 分 (YSP) 是 -- 种 把 对 象 外 部 所 有 空间 划分 成 连通 域 或 者 特征 不 变 的 网 格 . 最 
后 ,特征 图 是 YSP 的 对 起 ,每 个 域 对 应 一 个 结 点 ,并 且 给 面 的 连通 域 分 配 一 条 弧 . 

排列 为 理解 凸 多 面体 的 VSP( 或 者 对 情 的 特 
征 图 ) 提供 了 一 种 几何 结构 .对 于 多 面体 Р, 其 
VSP 的 确 是 由 包 合 P 的 面 所 在 的 平面 形成 的 排 
列 . 例 如 ,考虑 图 7-5 所 趟 立方体 的 排列 , 它 划 分 
空间 成 蕊 个 无 界 域 ,其 中 6 个 是 基于 立方 体面 的 
矩形 柱 体 ,8 个 基 与 顶点 关联 的 并 位 于 顶 角 的 柱 
体 ,以 及 12 个 棉 , 每 个 模 与 立方 体 的 一 条 边关 联 ， 
考虑 从 网 格 4 移动 的 点 p ,从 р 观察 立方 体 , 穿 过 
排列 的 面 六 进入 相 邻 的 网 格 号 ,如 图 7-5 中 解释 
的 那样 ,假设 从 网 格 4 来 观察 ,排列 面 f 所 位 于 的 
闭 个 平面 的 立方 体面 是 可 视 的 ,那么 当 p 在/ 
上 时 ,就 是 愉 边 上 看 下 ,而 当 p 称 动 到 网 格 p 时， 
图 7.5 亚 就 不 可 视 了 .因此 ,的确 表示 特征 的 转变 . 

由 定理 ?-3 的 推广 能 够 得 到 n 1 ВО 

面体 的 VSP 有 规模 Оса), HATU Oln) 时 间 内 构造 . 依据 VSP 的 表示 ,特征 
图 是 有 效 的 ， 
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$ 计 算 几 何 中 的 一 些 研究 问题 来 源 于 机 世人 学 领域 ,这 些 问题 称 为 运动 规划 
或 者 更 准确 地 称 为 算法 的 运动 规划 .本 章 研 究 该 领域 中 的 盯 些 问题 及 其 求解 它们 
的 算法 . 

假设 二 维和 三 维 空间 中 存在 多 个 障碍 物 , 这 些 障 碍 物 蔡 多边形 或 者 多 面体 . 5; 
外 ,一 个 可 运动 的 物体 从 空间 中 的 点 s BARA — А t, ж S ИЧИ k 8k BIN 49 ИВТ 
必须 绕 过 它 .这 里 可 以 提出 许多 问题 ,例如 , 求 从 ; 至 + 的 最 短路 径 ;运动 物体 的 形 
状 是 点 .一 条 线段 .一 个 凸 多 边 形 .一 个 图 或 者 任意 密 边 形 RA з 至 :的 路 径 等 等 . 
物体 在 运动 过 程 中 要 避免 与 所 有 障碍 物 之 间 的 碰撞 ,也 就 是 说 ,物体 边缘 上 的 任 一 
点 4 与 障碍 物 的 一 个 内 点 重合 时 ,就 发 生 碰 撞 , A a 浴 谭 和 姐 物 边界 的 滑动 是 允许 
的 .没有 碰撞 的 路 征 称 为 日 由 路 径 . 本章 主 要 讨论 三 类 问题 . 

(1) 判定 问题 。 运动 物体 { 即 机 器 人 ) 上 能 够 从 :移动 到 : 吗 ? 即 从 s 至 : 是否 
存在 一 条 自由 路 径 . 

(2) 构造 路 径 ”寻找 机 器 人 RM: 移动 到 上 的 一 条 自由 路 径 . 

(3) 最 短路 径 寻找 机 器 人 只 从 :移动 到 上 的 一 条 最 短 自由 路 径 . 

另外 , 当 员 具有 不 同 凡 何 外 形 时 ,可 以 再 次 提出 上 述 :: 个 问题 .第 1 个 问题 比 
第 2 个 癌 题 容易 (可 以 举 出 例子 来 说 明 这 一 点 ) ,而 第 2 个 问题 又 比 第 3 个 问题 简 
单 .第 3 个 问题 中 的 最短” 的 含义 ,一 般 是 指 自由 路 径 长 度 最 短 .但 进一步 研究 发 
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现 “ 最 短 ” 与 R 的 外 形 也 存在 一 定 关 系 .如 果 R 是 一 个 圆 .那么 最短” 的 含义 是 清 
楚 的 ;而 问 是 一 条 可 以 旋转 的 线段 时 ,理解 < 最短" 的 含义 就 不 那么 简单 了 ,这 时 先 
给 出 几 个 不 同 的 定义 ,在 此 定义 下 求 晤 短路 径 . 

下 面 仅 考虑 几 个 最 短路 径 问 题 :首先 ,机 器 人 是 一 个 点 (8.1 节 ) 然 后 ,研究 两 
个 容易 理解 的 运动 规划 问题 :移动 罗盘 (8.2 节 ) 和 平移 一 个 凸 多 边 形 (8.3 Tr). 


81 最 短路 径 


本 节 假 设 障碍 物 是 多 个 离散 的 多 边 形 ,而 且 多 边 形 项 点 总 数 为 n, 给 定 起 点 s 
Ж, s 和 和 1 不 在 尾 一 障碍 物 包 边 形 内 部 ,问题 是 寻求 s 和 1 之 间 的 最 短路 径 . 解 
决 这 个 癌 题 的 一 种 方法 ,其 思路 是 先 求 可 视图 ,然后 由 可 视图 寻找 最 短路 径 . 

1. 可 视图 及 其 构造 

一 组 名 边 形 的 可 视图 G = (V, Е) ,其 中 结 点 sC € V) 对 应 于 雪 边 形 的 顶点 ,而 
边 е(Є 百 ) 对 应 于 斌 以 互相 “看 见 " 的 顶点 对 (pa panay) EE, A e i5 EAE 
边 重 亚 ,这 样 ,多 边 形 的 边 也 在 可 视图 中 ， 


Ë 8-1 A 8-2 

从 + Ж 的 最 短路 径 是 由 线段 组 成 的 一 条 折线 , 见 图 8-1 所 示 ,折线 的 两 端点 
或 者 是 *、* ,或 者 是 密 边 形 的 顶点 . 也 就 是 说 , 老 边 形 的 顶点 可 以 取 为 起 点 和 终点 ， 
这 样 ,最 短路 径 可 以 看 成 是 障碍 和 多边形 顶点 的 序列 ,或 者 城 短 路 征 是 由 可 视图 (图 
8-2) 中 边 组 成 前 序列 .基于 这 个 观察 ,有 下 面 的 结论 . 

定理 1 “最 短路 径 基 障碍 多 边 形 顶 点 可 视图 的 一 和 茶 池 路 径 . 

由 于 可 视图 是 有 穷 的 ,依据 该 定理 ,从 : 至 :的 最 短 踏 径 必 由 一 有 穷 路 径 集合 
中 可 以 搜索 得 到 .但 该 路 径 集合 可 以 表示 为 多 级 多 丸 树 结 均 ,因此 路 径 的 数 自 可 能 
以 于 的 指数 增长 .为 了 获得 有 效 的 最 短路 径 算法 , 先 考虑 可 视图 的 构造 . 

构造 一 组 多 边 形 可 视图 的 边 几 乎 与 寻找 多 边 形 对 角 线 相同 ,唯一 差别 是 :多 个 
密 边 形 与 一 个 包 边 形 ,外 部 可 视 与 内 部 可 视 . 一 种 算法 是 对 于 不 同 多 边 形 的 每 个 项 
成 对 Рь ЖП pornp BE ры рскер) R. & Ej 3 ЯНЗ, tn 果 都 不 相交 , 则 ps ру), 
是 可 视图 的 一 条 边 ,否则 就 不 是 可 视图 的 边 .由 于 顶点 对 数目 可 以 达到 O( n2) ,而 
和 多边形 边 数 为 Dfn), 所 以 该 算法 的 复杂 性 为 Ola). 另外 ,可 视图 边 的 数目 为 
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ОС п?) Б, ОС п?) 是 寻找 可 视图 的 任意 算法 的 一 个 下 界 . 利用 第 7 了 章 介绍 的 排列 
方法 导致 一 个 最 佳 算法 ,时 间 复 杂 人 性 为 О(л2). 经 过 长 期 的 研究 之 后 ,Ghosh 和 
Моши 找到 了 一 个 关于 输出 规模 敏感 的 竺 法 ,复杂 性 是 O(nlba +! E 1), 当然 ， 


1 E| = 0(п2) ,但 是 多 数 情况 下 , 1 E | 比 ( 中 小 得 多 . 


2. Боот ЕУ Ж 

假设 已 构造 出 一 组 多边 形 的 可 视图 ,在 该 图 中 邵 何 寻 找 出 一 条 最 得 路 径 , 这 是 
图 论 中 所 研究 的 一 个 问题 ;寻找 加 权 图 中 的 一 条 最 短路 径 . 加 权 是 指 边 韵 长 应 ,用 
欧 几 里 德 距离 度量 边 的 长 度 . Wk yu Bh ВЕУ ( Dijkstra) 于 1959 年 提出 了 解决 这 个 问题 
的 一 个 算法 .介绍 该 算法 之 前 先 通过 一 个 例子 看 其 主要 思想 ， 

在 图 8-2 中 ,设想 可 锐 边 都 是 由 红色 液体 在 其 内 流动 的 细 管 组 成 ,并 且 红 色 液 
体 由 s 出 发 以 相等 的 速率 沿 管道 (可 视图 边 ) 流向 还 是 空 的 管道 , 随 善 时 间 的 推移 ， 
被 全 红 的 管道 越 来 越 多 ,路 径 也 越 来 越 长 ,直到 某 时 肇 g, EnA t pA. 此 时 由 s 
至 上 的 一 条 最 短路 徐 谈 红色 管道 显示 出 来 ， 

莽 克 期 徒 拉 算 法 韵 思想 是 模拟 上 述 兰 色 过 程 . БЕ ЖИЫН СИЕ И Тйл, 
的 m 个 结 点 其 及 从 始点 ;到 这 些 结 点 中 每 一 个 结 点 的 最 短路 (从 с ЗЕ БРАОН 
路 是 零 路 , 即 没有 弧 的 路 ,其 长 度 为 0) ,对 始点 s 和 这 m 个 结 点 着 色 . 然后 ,最 接近 
于 s 的 第 m+ 1 个 结 点 可 如 下 求 之 ; 

对 于 每 一 个 未 着 色 的 结 点 y, 考 虑 所 有 已 着 色 的 结 点 z ØA, у) 接 在 从 s 
到 zx 的 最 乔 路 后 面 ,这样 就 得 到 从 到 7 的 严 条 直 同 路 .从 这 于 条 路 中 选 出 最短 的 
路 , 它 就 是 从 s 到 7 的 最 短路 . 相应 的 у 点 就 是 最 接近 于 s 的 第 六 + 1 个 结 点 .因为 
所 有 弧 的 长 度 都 是 非 负 值 , 所 以 从 * 到 最 接近 于 * 的 第 mm + 工 个 结 点 的 悉 短 路 必然 
只 使用 已 着 色 的 结 点 作为 中 间 结 点 . 

从 т = 0 开始 ,将 这 个 过 程 重复 进行 下 去 ,直至 求 得 从 ; 到 上 的 最 短路 为 止 . 

戴 克 斯 徒 拉 最 短路 算法 : 

ЖІ 开始 所 有 弧 和 结 点 都 末 荐 色 . 对 每 个 结 点 + 指定 一 个 数 d(x), а(х) Ж 
示 从 s 到 x 的 最 短路 的 长 度 { 中 间 结 点 均 已 着 色 ). 开始 时 , 令 dls) = 0,d(x) = 
co 人 (对 所 有 x = s).7 表 示 已 着 色 的 最 后 一 个 结 点 .对 始点 s ВЕ, у= s. T — @. 

步 2 ”对 于 每 个 未 着 色 结 点 *, 重 新 定义 а(х) ШТ: 

d(x) = minld(x),d(y) + аб(у,х)}. 
其 中 afy,x) ERA у, х) АК. РАНКЕ А * ,如 d(x) = %, 则 算法 
终止 .因为 此 时 从 | 到 任 一 未 着 色 的 结 点 都 没有 路 .否则 ,对 具有 d(x*) 最 小 值 的 未 
着 色 结 点 x 进行 着 色 . 同 时 把 弧 (y,x) 着 色 ( 指 问 结 点 x 的 弧 只 有 一 条 被 着 色 ), 即 
Т(у, х). P у = x. 

JF3 MRA: 已 着 色 , 则 算法 终止 ,这 时 己 找 到 一 条 从 到 ; 的 最 短路 ,加 
R 上 未 着 色 , 则 转 落 2. 

注意 ,已 闭 色 的 弛 不 能 构成 一 个 圈 ,而 是 构成 一 个 根 在 ; 的 树 形 图 了 ,此 树 形 图 
称 为 最 短路 树 形 图 . 若 x 是 最 短路 树 形 图 中 的 任 一 结 点 , 则 从 s 到 zx 的 唯一 的 一 条 
路 是 从 ; 到 x 的 最 短路 . 
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这 个 算法 可 以 看 成 是 根 在 始点 * 的 树 形 图 的 生长 过 程 . — B BARA т, ЖЕ 
过 程 就 停止 .由 于 已 假设 多 边 形 组 有 п 个 顶点 ,因此 图 СН п 个 结 点 ,并 且 至 多 有 


( 2) 条 边 . 铀 克 斯 徒 拉 算 法 每 循环 一 次 ,处 理 1 个 结 点 ,向 了 中 加 入 1 条 边 , 所 以 吉 


克 斯 徒 拉 算 法 至 多 逢 要 循环 n 次 . 每 次 循环 中 要 检验 的 候选 边 的 数目 大 约 是 
Обл?) ,因为 可 视图 可 能 有 平方 阶 条 边 . 这 样 ,组 略 分 析 戴 元 斯 徒 拉 算 法 的 时 间 复 
杂 性 是 О(п?) .如 果 注 意 到 每 次 循环 中 不 必 重 新 检验 这 些 边 ,那么 在 O( n°) НЧ 
可 以 运行 戴 克 斯 徒 拉 算 法 ,加 之 可 视图 的 构造 需要 O( n) ШШ, ЖЕЛИН F BI BS E 
Ж. 

定理 2 在 有 “个 顶点 的 多 边 形 组 中 移动 一 个 点 ,其 最 短路 径 可 以 在 O( n°) 
讨 间 和 空间 内 找到 . 


8.2 BJAR 


本 节 讨 论 运动 规划 的 算法 ,目的 是 寻找 尾 意 略 径 (如 果 - -条 路 径 存 在 的 话 ), 而 
不 是 最 短路 径 . 

假设 机 器 人 中 是 一 个 中 心 在 ;的 加 此 ,移动 一段 距离 之 后 ,使 尺 的 中 心 位 于 
: ,并且 中 不 穿 午 任 何 障碍 物 . 仍 设 障 得 物 是 分 离 的 多 边 形 . 图 8-3(a) 中 所 示 路 径 
不 是 一 条 可 通行 的 路 径 , 因 为 机 器 人 太 宽 ,不 能 通过 所 指示 的 通道 . 下 面 的 方法 用 
于 判定 圆 盘 机 器 人 中 能 和 否 通 过 指定 通道 是 非常 有 效 的 . 设 贺 盘 R 的 中 心 为 ,那么 
г 不 能 离 尾 意 特 定 多 边 形 P RE, BREH MA 中 在 移动 的 过 程 中 不 可 能 移动 到 
PE РЕ ЛУТ ЕКЕ о 的 位 置 .这 样 ,考虑 一 个 扩展 的 障碍 物 P'(P 向 外 扩 
充 距 离 p) 以 便 移 动 点 r, 见 图 8-3(b) 所 示 机 器 人 中 已 收缩 成 一 个 点 ,并 且 把 障碍 物 
向 外 扩充 p, 因 此, 上述 疝 题 篇 化 为 8.1 节 中 的 问题 . 


(a) (b) 
图 8-3 
在 图 8-3(b) P, MAS P 的 边界 移动 时 , 辆 盘 中 心 r 留 下 的 轨迹 恒 是 疡 的 
边界 .如 果 r {у T P' 的 外 部 ,那么 与 P 不 相交 ;否则 就 相 父 .显然 ,障碍 物 增 大 之 
后 通道 重 登 , 因 此 R 元 法 通过 图 8-3(a) 中 所 指示 的 路 径 . L HSE P 的 方式 不 请 
晰 ,下 面 介绍 使 用 两 个 点 集 的 闵可夫 斯 基 (Minkowski) 和 的 慨 念 来 描述 P 将 更 明 
确 . 
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给 定 平面 上 两 个 点 集 S. 和 所, 如 果 在 平面 上 建立 -… 个 坐标 系 , 那 么 便 可 以 把 
点 看 成 该 坐标 系 中 的 泉 量 . 定 尽 5,8 5, Н: 5, +05. = хну хЄ 5,уЄ SI, 
其 中 x + yy 是 点 + 与 点 ? 的 矢量 和 ,这 称 为 S, 与 S, 的 阅 可 夫 斯 基 和 .另外 ,点 工 与 
RE 5, 的 闵可夫 斯 基 和 为 x+ 品 = +y1yE 5,1, Н, AFEA xE S.,S, 


+ Š; = u (x + S,) 是 S, 的 复制 的 并 . 现 设 5, EAEE P, 并 且 S, 是 中 心 在 


原点 的 圆 盘 只, 那么 对 于 所 有 x 了 ,可 以 把 P+ RERE y 转换 的 尺 的 复制 . 
由 于 只 的 中 心 在 原点 ,xx + 中 的 中 心 将 在 x, 因 此 P + R 相当 于 放置 中 心 在 P 的 每 
个 点 之 上 的 RSS. P + КЕЛЕР А} НЕР”. 

在 图 8-3(b) 中 ,考查 三 衣 形 的 扩展 , 当 х 是 三 角形 的 三 个 顶点 时 ,在 这 些 顶 点 
处 放置 出 盘问 的 中 心 , 这 就 完成 子 顶 点 处 圆 盘 的 复制 工作 .而 当 = 位 于 三 角形 边界 
EA RARA TAn А ЫЈ E ,这 加 相当 于 呵 盘 中 心 语 三 角形 边界 滑 
Iet, ААВВ АЧУ. х 位 于 三 角形 内 部 时 ,x + RATP 的 内 部 . 

зе ПЁНУН ЖАНДЫ ЯШЕ Ж о 的 一 个 回 盘 ,图 盘 R HG r 放 在 始点 
上 ,+ 为 终点 ,寻找 由 s 至 上 的 一 条 路 径 ,使 得 圆 盘 只 沿 该 上 路径 从 * 可 以 移动 到 :( 即 
中 心 r AE: Б). FEAA EE E R. 

FAA RM: 移动 到 + NAE: 

#1 ЖИ Пп ЕКЙ 郧 扩大 每 个 障碍 物 . 

#2 АСД МШЕ. 

Жз 如 果 终 点 上 与 始点 :位 于 平面 上 相同 的 部 分 之 'P , 则 由 至 ! 有 一 条 路径 
存在 ,并 且 通 过 改进 可 视图 使 之 包含 如 的 乳 , 可 以 找到 最 短路 径 ; 否则 ,s 与 ;之 间 
不 存在 路 径 ， 

该 算法 的 时 间 复 杂 性 为 О( n?]bn). 


8.3 ”平移 凸 多 边 形 


当 机 器 人 А 是 一 个 凸 元 边 形 时 ,机 器 人 可 以 采取 旋转 的 运动 方式 从 一 个 位 置 
移 到 另 -个 位 置 ,但 本 节 将 机 器 人 的 运动 方式 限制 为 平移 , 显然 , 凸 志 边 形 比 男 盘 
复杂 些 ,但 利用 闷 可 去 斯 基 和 扩 尾 麻 碍 物 的 思想 奶 然 有 将. 先 介绍 一 个 简单 例子 ， 
由 这 个 例子 可 以 说 明 算 法 的 基本 思想 . 

设 机 器 人 只是 一 个 正方 形 , 以 该 正方 形 堪 下角 т 为 参考 点 ,多边 形 P 是 如 图 
$8-4 所 示 的 五 边 形 . 当 忆 围 绕 记 的 边界 3P 移动 时 ,r WAN IB Р 的 边界 ,规定 г 不 能 
穿 租 平面 域 上 的 一 个 已 扩展 的 麻 碍 物 . 这 里 的 情况 与 8.2 入 不 同 , 己 的 扩展 是 通过 r 
点 的 运动 来 实现 的 .如 图 8-4 所 示 ,点 沿边 el 运动 时 ,不 必 扩 展 P tp АНА, e, 是 
PAP 的 共同 边界 ;只 沿边 e 运动 时 ,以 六 的 水 平 宽 度 为 户 AT; А Тес) abt, 
以 HERRE YP З; А ез еі а АЛЕ ВЧ, Р" 如 图 8-4 rh ШЖ 
所 未 ， 

Жк 2 ААТ, P = P + R ,其 +” 是 闵 坷 去 斯 基 和 ,但 这 个 关 
系 式 在 图 8-4 中 显然 不 成 立 ,例如 ,在 严 的 边 e SË P + Р Гау А P 不 是 这 样 . 
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这 里 的 计算 要 通过 参考 点 r 用 只 的 反射 取 喇 的 
闵可夫 斯 基 和 .因为 对 于 闵可夫 斯 基 和 形式 来 
说 r 是 原点 ,只 的 这 种 反射 形式 只 不 过 是 - R. 
即 求 反 只 的 每 个 点 .因此 本 8-4 中 的 P' FR P + 
( - R) = PP- RR. 而 贺 盘 关于 其 圆心 是 中 心 对 称 
的 ,R =- 中 ,因此 这 个 新 的 形式 与 上 一 节 的 表 
示 是 一致 的 .由 于 闵可夫 斯 基 碱 法 就 是 反射 域 
的 加 法 , 故 仍 将 称 它 为 阁 可 夫 斯 基 加 法 . 

定理 3 设 只 是 包含 原点 (参考 点 ) 的 一 个 
域 ( 机 器 人 ) ,而 P 是 -- 个 障碍 物 ,那么 在 下 述 
ATi P = P- R ABB3 r TA: 

1° 如 果 平 称号 使 得 r 进入 P' AAR, A 
R ЁР. 

2 ШЖ ЕК ЧИН ү {ы РӘР Е, ƏR 与 
ӘР 3BUJ. 

3j РЕФ REIG., ЕР ARRAI КГ P = @. 

ЖЕ E, R JI P 可 以 不 是 凸 的 ,也 不 必 蚌 铸 边 形 .但 本 广 仍 设 两 者 是 多 边 形 , 并 
Н R Ert B. 

FIS 0 ж БЕ R 规划 运 动 的 算法 概要 

BEI P Pae, Pa 共有 mm 个 项 点 ,算法 描述 如 下 : 

步 1 IARAM: P; = P,- К, = 1,2,9. 

步 ? ”构造 它们 的 并 Р = (ЈР, = 12 由. 

步 3 FRAS s 和 :的 连通 域 , 设 为 下 . 


步 4 在 天 中 寻找 * M: 之 间 的 一 条 路 径 ， 
图 8-5 所 示 蚌 一 个 平移 上 是 多 边 形 中 的 例子 ,机 器 人 只是 一 个 四 壕 形 ,其 内 部 的 


任意 -点 选 作 参考 点 r, 图 中 有 了 个 障碍 物 户 , 产 ,…… 户 -执行 该 算法 之 后 ,得 到 三 
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个 连通 域 a、& 和 e. 只 要 始点 s 和 终点 1 位 于 同一 达 通 域内 ,机 器 人 RAT h.: Ж 
动 到 上. 因此 ,设计 机 器 人 的 路 径 问 题 简化 为 在 间 一 连 示 域内 寻找 参考 点 的 一 条 路 
£. 

定理 4 НИЕТШ Ау n WRA КЖ ЫБ S.P RAER 
s 到 终点 ! 的 平移 路 径 在 OUalba) 时 间 内 可 以 完成 .如 果 吕 有 上 个 项 点 , 则 时 间 复 杂 
性 是 O(knlb(&n)). 

Kedem Ж Sharir 1990) 证 明了 了 上述 定理 . 
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1 А 


аа ЦВ 354532 АО sk {ДАВ T E PARSE EN ЕЖЕ 
学 工具 是 代数 .在 通信 工程 应 用 中 的 主要 目的 是 发 现 并 自动 纠正 数据 信息 在 传输 
过 程 中 出 现 的 差错 . 它 还 常用 于 诸如 磁 记 录 和 介质 记录 (比如 计算 机 磁盘 等 } 等 信 
息 存 情 的 差错 检测 和 纠正 ,目前 此 种 编码 技术 已 经 广泛 地 应 用 于 深 空 通信 .军事 通 
信 ,数据 通信 .信息 检索 .数据 及 计算 机 存储 系统 .大 规模 和 超大 规模 集成 电路 设计 
等 领域 . 

1948 年 香农 (C.Shannom) 在 他 的 著名 经 典 论文 < 通信 的 数学 理论 "中 指出 :在 有 
扰 信 道中 , 当 信 息 传 输 速率 低 于 信道 容量 时 ,通过 某 种 编译 码 方 法 随 着 码 长 的 增加 
能 使 误 码 率 任 意 小 ,从 而 达到 可 千 遂 信之 目的 .但 遗 同 的 是 .等 农 并 未 确定 性 地 我 
到 能 使 误 码 率 任意 小 的 编码 方法 .过 去 50 年 来 ,全 世界 的 编码 学 家 们 一 直 歼 力 于 
寻找 使 误 码 率 尽 可 能 小 的 编码 方法 ,从 而 导致 了 代数 编码 理论 的 诞生 .特别 有 是 汉 明 
(Hamming) 等 在 20 世纪 引 年 代 初 期 开创 的 设计 好 码 和 有 效 译 码 方法 引起 了 了 许多 
学 者 和 数学 家 的 广泛 关注 . 自 加 世纪 70 年 代 以 来 ,由 于 大 规模 集成 电路 技术 和 卫 
星 .通信 技术 的 发 展 ,使 得 代数 编码 研究 的 重点 转向 工程 应 用 .最 近 儿 年 纠 错 编 码 
研究 又 取得 了 重要 突破 ,一 种 新 型 的 编码 (turbo 码 ) 由 于 其 接近 理论 极限 的 性 能 ， 
掀起 了 编码 研究 的 又 一 个 新 商 潮 ,让 此 可 见 ,代数 编码 这 门 学 科 是 极 富生 命 力 的 学 
科 . 


1 线性 分 组 码 


11 基本 概念 


1.1.1 线性 分 组 码 的 定义 


有 限 域 GF(2} 上 的 所 有 л 维 向 量 在 对 应 元 素 模 2 加 的 运算 下 和 构成 一 个 п и 
量 空间 ,此 向 量 空间 的 上 维 子 空 间 就 称 为 {r# ,此 ) 线性 分 组 码 { 向 称 为 线性 码 ) ,其 中 
л 称 为 码 长 ,£ 称 为 信息 位 数 . 此 子 空 间 中 的 每 个 同 量 称 为 分 组 码 的 一 个 码 字 ， 
共有 2* 个 码 字 . 任 意 两 个 码 字 的 对 应 分 量 模 2 相 加 之 后 得 到 的 向 量 也 是 一 个 码 字 . 

例 1 由 偶数 个 "1” 和 若 于 个 "07” 组 成 的 п 维 向 量 的 集合 形 戌 一 个 (n,n - 1) 
线性 分 组 码 . 由 全 “0" 向 量 和 全 “1" 向 量 两 个 向 量 组 成 的 集合 形成 一 个 (n,1} 线性 
分 组 码 . 

(1) 生成 矩阵 和 校 验 矩阵 E: ёр = (Zo. Ep. 1). t. k = (д-р) 
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Br O (п, k) 线性 码 C 中 的 个 相互 独立 的 码 字 .地 :是 ,对 任意 一 个 码 字 yy = 
(аку Da 1) ,都 存在 唯一 向 量 上 = (uy. uy.) = ОЗІ, 8 v = овоч gi 
+ 十 ш 101-1. ЖИЕ gO = ¿= k 1 НЕА £ < n BERF, IRAC n, k) 
线性 码 的 生成 拭 阵 , 记 为 8. 一 个 线性 码 可 能 用 个 不 同 的 生成 丁 阵 .每 个 码 字 都 
是 由 某 个 六 维 向 量 写 生成 矩阵 相 乘 而 得 到 的 ， 

如 果 线 人 性 码 亡 的 生成 矩阵 形 如 司 = [P] R]. RARER ARAA, ERIAM 
n -上 位 称 为 宛 祭 校 验 部 分 ,后面 上 位 称 为 消息 部 分 . 称 算 阵 吾 = lh! P 为 码 
C 的 一 致 校 验 和 矩阵 ,此 处 F, 表示 nn — k ERER, PT ETER P 的 转 置 . 

(п, b) 线性 码 C 的 生成 答 阵 晤 与 一 致 校 验算 阵 是 相 扎 正 交 的 , 邑 GH = 0.1 
句 话说 ,rm 长 向 量 y 基 一 个 码 字 , 其 充 要 条 忻 是 H` = 0. 

如 果 一 个 线性 码 C; 的 生成 矩阵 是 另 一 个 线性 码 C, 的 校 验 矩 阵 , 则 称 C, 是 C, 
HRAS G 当然 也 是 C, 的 对 侦 码 ). 

例 2 以 于 两 个 矩阵 G 和 豆 形 成 一 对 相互 正 交 揭 垂 阵 ,它们 用 可 以 分 别 作为 
某 个 线性 码 的 生成 矩阵 和 一 致 校 验 矩 阵 ,又 可 以 作为 时 组 对 偶 码 Су. С, 的 生成 


EE. 
Ix Í 0 1 0 о O 1 0 0 10 11 
0 1 1 0 10 O 
G=|1110010 M=-|O0 101110, 
Ü 


l 10 0 0 1 0010111 

(2) RAEN HHB C 中 每 个 码 字 所 包 会 “1 的 个 数 称 为 此 玛 字 的 议 明 重 
重 ; 某 两 个 码 字 对 应 分 量 模 2 部 以 后 得 到 的 向 量 的 汉 明 重量 称 为 这 两 个 码 字 间 的 
汉 明 距离 ; 码 C 中 任意 两 个 码 字 之 间 汉 明 臣 离 的 最 小 值 称 为 C 的 最 小 汉 明 距 亢 {或 
简称 为 最 小 距离 ). 

线 性 码 的 最 小 距离 等 于 非 全 零 蚂 字 的 最 小 汉 明 重 基 . 

WRR С АЈ ЕБЕР H, Д) C 的 最 小 芹 离 等 于 五 中 和 和 值 为 0 向 呈 
的 最 小 列 数 . 

(3) ЖЛЕ ЕНШ 是 将 接收 向 量 译 码 为 与 其 汉 明 距离 最 短 的 那个 码 


F, 

设 c 基 尾 意 一 个 码 长 为 = 的 线性 码 , 定 义 它 的 支撑 x C) 为 

X(C) = 1ТЕ (с, сс) € CEIR c; = 0}. 

ME С®—1(л,&) 线性 码 , 对 于 尾 意 г.1 = r = k, CHBr TP XR 

量 定义 为 
d(C) = minji X(D) 1,0 R: CH r Er. 

PR. АС С) 就 是 线性 码 的 最 小 没 明 重 量 . 码 如 的 所 有 广 立 肖 明 重量 的 集合 

14,06), 4С). dh C 称 为 С 的 重量 庶 系 . 


1.1.2 R ВЕ 7 
当 码 池 = lrun b .- O MA RRE, E aR e = (ee, 


1 线性 分 组 码 ，995 · 


1 又 称 为 错误 图 样 或 错误 和 失重) 的 于 扰 ,使 得 接受 端 收 到 的 消息 变 成 + = 
(мелна) = v+ 8 如果 接 党 端 发 现 rH KR г Л ВЕЕ AF) ,那儿 可 
以 断定 出 现 干 扰 ; 但 是 如 果 кА = ОСВр r 仍 然 是 -一 个 玛 字 ) ,那么 + 接受 端 便 无 法 
确定 是 否 出 现 过 于 扰 , 此 时 便 出 现 了 一 个 不 可 检测 错 谋 图 样 ,当然 也 就 出 现 一 个 译 
码 错误 . 称 值 s = rH = 晤 "为 上 的 伴随 式 ， 

最 小 距离 为 d Hink) 线性 码 能 够 检测 所 有 d - 1 个 或 更 少 个 错误 的 错误 图 
样 ,共有 2 - 2* 个 错误 图 样 是 可 检测 的 . 

Ë САМ n, к) ЮЕШ. S А,,О = i= n, ЖТ Cr ER Ni yka E $t. 
ЖКА, 4 А, 为 码 局 的 重量 分 布 . 如 果 二 元 对 称 情 道 的 转移 概率 为 pn, 那 么 码 
С 的 不 可 检测 错误 概率 P.( E) 等 于 


P(E)} 三 DAPA 一 р)®'. (1-1) 


最 小 距离 为 也 的 线性 码 能 够 纠正 fa - 1)/21 个 或 更 少 个 错误 的 错误 图 桩 ,其 中 
[和 表示 不 大 于 XX 的 最 大 正 整 数 .一 个 纠 (个 错误 的 (n, д) Н ВЕЕ, 
个 或 更 少 个 错误 在 内 的 总 数 为 "-* 个 错误 图 样 


1.2 ”标准 阵 和 伴随 式 详 码 


iin, k) 线性 码 的 2: 个 码 字 为 y(1) = 0.02), (25). ЖЕТА п К 

按 下 述 方 法 分 刘 为 闪 个 互 不 相交 的 子 集 : 首 先 将 C 中 的 码 字 排 成 第 一 行 (全 千本 
字 在 最 省 边 ), 从 余下 的 22 -从 个 ma 长 向 量 中 选 一 个 向 量 e(2) ,将 e(2) 与 各 码 字 相 
加 后 按 订 排 成 第 二 行 .再 从 余下 的 m 长 向 量 中 选 一 个 向 基 ef3) ,将 el3) 与 各 码 字 
相 加 后 按 序 排 成 第 三 行 .继续 此 过 程 直到 用 完 所 有 rn 长 向 量 为 止 .于 是 就 得 到 如 下 
阵列 , 称 之 为 码 C 的 标准 阵 

„(1) = 0 »(2) 0028) 

(2) е(2) + (2) 002) + (28) 


eli) еб) vl зз eli) + v(2) 


e(2n-ky elk) 2 pt2) + е(28-6) + (2#) 

每 个 n 长 向 量 都 在 标准 阵 中 出 现 一 次 ,而 且 仅 出 现 一 次 .标准 阵 共 有 2"-* 行 ， 
量 每 行 含有 2:* 个 元 京 .标准 阵 的 行 称 为 陪 集 , 每 行 中 第 -个 元 豪 e, 称 为 陪 集 首 . 线 
姓 码 能 够 纠正 所 有 以 陪 集 首 为 异 谋 图 样 的 错误 ,各 和 院 集 首 的 伴 醇 式 基 互 不 相同 的 . 

HB C BU—3⁄ 20 3E EE H. 接收 向 量 r 的 伴随 式 译 码 算法 可 用 下 面 三 个 步 
REE: 

步 1 计算 接收 向 量 7 的 件 随 式 , IH", 

步 确定 伴随 式 等 于 rH KERN 8;, 然 后 假定 e 是 信道 引起 的 错误 图 样 

步 3 将 接收 向 量 > 译 成 为 码 字 ”= r + е. 

伴随 式 译 码 算法 又 称 为 查 表 法 译 色 , 它 可 以 适用 于 企 何 线 杜 码 . 
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如 果 线 性 码 C 的 重量 分 布 为 4o,4, ，…,4, 它 的 对 倡 码 的 重量 分 布 为 BoB, 
‚В, ЖДИ А(2) = Dad 和 .8(z) = >a 之 间 满 足 如 下 恒等式 ; 


A(z) = 2- a- D + z)B((1 — Al +оз)). 
ЖЗ ЕЗУ ЖЭЙ НЕН (Мас Williams) 83620. 


1.3 汉 H B 


1. 基 本 参数 

肖 明 码 的 一 致 校 验 答 阵 豆 由 所 有 非 零 m- 卡 长 的 二 元 向 莉 为 列 构成 , 它 的 码 长 
n = 2"-1,m > 3 ДЕЕ, {ДАМ k = 2” т 1: REBR n д = m, 
纠正 错误 的 能 力 :x = 1, 最 小 设 明 谍 离 g = 3. 


2. 重 量 分 布 
BEX п = 2” - 工 的 汉 明 码 的 重量 分 布 4 等 于 下 面 儿 项 式 A(x 儿 称 为 重量 要 
举 式 ) 中 zi 的 系数 ， 
А(2) = |(1+)5+п(1—&)(1- а РААТ n). (1-2) 


例 3 码 长 为 7 的 汉 明 码 的 重量 梳 举 式 为 
A(zY = (1+2) FT aM = 1+ 7z + 27 + 27, 
国 此 其 重量 分 布 为 А = LA = 4А = 7,А+ = LECS А, У. 


2 非 线 性 码 


2.1 码 的 一 些 界 


一 个 (n, 上 时 ,dd)( 非 ) 线性 码 其 实 就 是 由 M E: PE2 n B9 5] (ЖЕНЕР) 组 成 
的 如 下 集训 :任意 两 个 不 同 的 码 字 之 间 的 汉 明 距离 至 少 为 d 线性 码 显然 是 一 个 特 
例 .如 果 2" < a g3 2" ,那么 存在 (ar -2°-"-!‚,з) 非 线 性 码 , 其 中 г = 20/16, 
19/16, 或 18716. 

ЩЕ (Poltkin) A 

(п, M,d) 码 ( 线 性 或 非 线性 ) 满足 n < 2d, 那 么 必 有 M < 2[4/(24 ~ 
n) ]. 

Ї Aln 0) Ж ЛАРЫ (n. M. d) 码 中 所 会 码 字 个 数 时 的 最 大 值 ,那么 

A n, 2r- 1) = Aln + 1,2r), 
А(п,4) = 2A(n - 1,4). 
27 4 EBH 24 > n, IA 
Aln, d) g 2[4/(24- п)]). А(24,4) < 4d; 

若 由 是 奇数 且 24+1 > л, 2, 


2 ЯЕ& ИНН : 997. 


Аа, 4) = 2[(1+1)/(24+1-оһ)]. Ad +l, dy) = 4d +4. 


2.19889 
А{п,28 + DÍ! + (7) + '"" + (^)) = 2". 
3. Singleton 界 
in, k) 线性 码 的 最 小 踊 离 是 d,M a > d + k - 1. 
4. Criesmer H 


W МОК, d) 表示 满足 给 定 维 数 上、 最 小 距离 为 d 的 最 短线 性 码 的 码 长 , 则 
N(k,d) > 22057. 

5. 渐进 界 

E R = lopAtn, dn, Hx) = - xlogsz - (1— z)log(1 — x),0 = f = 1⁄2, 
B| Fr R ЖМИ H d WJC, k) RTE дла 8R = kn AE: n— © 
W.R > !- H,(d/n). BZA Gilben-Varshamov FÆ. 

6.®К ШУ УВД ЕЯ 

РЕЖ n, M,d), H n— © W.R g1- Ald (2a)). 

7. Me Eliece-Rodemich-Rumsey-Welch L9 

对 于 任意 码 ( nn, M. d), 


R< [+ (4601-4)) ). 
22 Pkg 


LEH +1%-—-1Ё ЁЛ Н A п AABE, q H IXH BHT = a. 
HAAR, H ГЕЛ ВЕ. 如 果 H 的 第 一 行 全 为 + 1, 则 称 它 为 规 一 化 的 阿达 
р, 


п 阶 阿 达 马 矩阵 存在 的 必要 条 件 是 n = 1,2 96 4k. 
2" 防 阿 达 马 第 阵 吕 ,可 以 按 如 下 方法 递归 地 生成 :万 ， = 1, 对 非 负 整 数 n > 0, 


Ну = [2 | a] 


将 一 个 规 一 化 的 п 阶 阿 达 马 矩阵 中 的 + 1 变 为 0, 间 时 将 - 1 变 为 ,得 到 矩阵 
А 称 阿达 马 码 . 若 将 А 的 第 一 列 去 掉 , 便 得 到 一 个 (= - 1.n, 二 ) 码 А.Ж А, 与 
ЖАНРЕ Ф ВНЕС - 1,22, 2 - 1) 码 . 若 将 4 与 其 互补 矩阵 重 可 , 便 
得 到 一 个 (x,24, 闻 三 . 

只 要 存在 足够 的 阿达 马 和 矩阵 ,那么 普 洛 特 金 界 是 可 以 达到 的 ， 
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з ff я W 


3.1 循环 码 的 描述 


(1) Ж ЖЕУ ”将 一 个 二 长 向 量 w = lnn O ОТИУИ ifi 
(eig n), BA vt (ова Вало оова) .把 循环 右 移 i 位 
等 价 于 将 » MEE п -i 位 . 

(п, д) REB @, 若 它 的 每 个 码 字 的 每 一 个 循环 移 位 都 是 C 中 的 一 个 码 
宇 , 虽 称 此 码 C у —— ЕКЫ. 

例 1 由 下 列 矩 阵 H 为 一 致 校 验 矩 阵 而 得 到 的 线性 码 是 一 个 (7,4) 循环 码 . 

11 10 1 0 Ü 
н-|о1110то) 
1 1 0 1 0 O 1 
(2) 多 项 式 描 述 ”每 个 码 字 y = (а, ona) PE ATAF 


项 式 s( x) = SS va 


а, h IRB C 中 常数 项 为 1 次 数 为 a- 的 非 零 多 项 式 g(4),(g(x) 是 
叭 一 存在 的 ) ИЭН 《的 生成 多 项 式 .每 个 码 字 多 项 式 olo) 者 是 生成 多项式 的 信 


式 , 即 存在 一 个 消息 多 项 式 u(x) = Su, 使 得 (x) = rz)&E(zx)， 


(п, Ё) 循环 码 的 生成 多 项 式 是 1+ x* 的 因 式 . 反 过 来 ,着 g(x) 是 一 个 一 丰 次 
多 项 式 量 是 1+ л" 的 因 式 ,那么 gir) 是 某 个 (n, 上 5) 循环 码 的 生成 多 项 陈 . 

例 2 例 1 所 述 鸭 (7,4) 循环 玛 的 生成 多 项 式 为 g(x) = 1+ x? + Š. 

Fin, k) 循环 码 C 的 生成 多 项 式 为 &(x), 那 么 接 以 下 步骤 可 将 它 变 成 一 个 系 
统 码 . 

步 1 ЖА RABEMA и(х). 

步 ? 用 生成 多 项 式 g(x) 除 以 tula) 得 到 余 式 5(r)( 一 臻 校 验 元 )， 

ЖЭ We b(x) 和 л” ( x) 得 到 码 字 和 多项式 b(x) + x"" (я). 


(3) ERE 0а, k) 循环 码 C 的 生成 多 项 式 为 g(t) = Sg ЖАШ а 


长 向 量 g = (ро, 1,0,… 0) 为 第 一 行 ,以 有 的 右 移 : 位 ,1 之 了 之 上 -作为 
第 i + 1 行 所 得 到 的 下 x п 阶 和 矩阵 就 是 循环 码 C 的 生成 矩阵 . 

PE k KEHA А( х) = (1. х) а(х) 为 循环 玛 C 的 校 验 多 项 式 .循环 码 的 对 
偶 码 也 是 循环 码 ,并且 其 生成 多 项 式 为 shla). 


3 ”循环 码 ‚ 999. 


(4) 循环 汉 明 码 ШШ ЖБИ ЖЛ ЖЛЕ), ЛУС ЈАР R — AKE 
ж 2" -1 工 的 汉 明 码 . 


3.2 ”循环 码 的 检 错 能 力 


设 某 个 循环 码 C 的 一 致 校 验 和 矩阵 为 吾 , 生成 密 项 式 为 g(x), 那么 接收 向 量 
r = (гозгор) 的 伴随 式 为 8 = (зо, з) = РНТ, РЕВ. s(x) = 


> sa ЖЕБЕШИ у(х) = Por Bale) 除 之 后 所 得 到 的 余 式 ,因此 也 称 多 


项 式 s( x) 为 rt x) 的 伴随 式 ， 

错误 位 局 限于 m 或 更 少 个 连续 位 的 错误 图 样 称 为 长 度 不 超过 六 的 突 发 错误 . 
如 果 错 误 局 限于 前 面 :位 及 后 面 m - i 位 , 称 此 错误 图 样 六 长 度 不 超过 m 85 КЕЛН 
接 突 发 错误 . 

每 个 (mn ,不 ) 循环 码 者 能 够 检测 长 度 不 超过 m- 位 的 任何 突 发 错误 (包括 首 昆 
突 发 错误 ) .长 度 为 -天 + 1 位 的 突 发 错误 不 能 被 检测 的 概率 为 1722 .长 度 为 
m > оп — Ё + 的 突 发 错 说 不 能 被 检测 的 概率 为 1/2" +. 

A3 由 生成 多 项 式 g(x) = 1 + *+ x** 得 到 的 (7,4) 循环 码 的 最 小 距离 为 3， 
它 能 够 检测 之 个 随机 错误 ,或 检测 出 长 度 不 超过 3 的 突 发 错误 . 它 也 能 检测 出 很 名 
КАКУ 3 的 突 发 错误 . 


3.3 МУЕНЫ 


(л,&) 循环 码 的 编码 可 由 一 个 除法 电路 完成 .该 电路 是 一 个 有 反 司 连 线 的 , 根 
PEREA z(x) = 1+ > + "k 1ТЕН - 上) 级 线性 称 存 器 . 


编码 运算 过 程 由 以 下 三 步 完成 : 

jt 接 遗 反馈 连 线 并 将 上 位 信息 位 移 人 线路 中 , 园 时 送 人 通信 信道 .一 纪 信 
息 全 部 移入 线路 ,在 寄存 器 中 的 n -上 个 数据 就 构成 了 一 - 致 校 验 数 据 的 余 项 . 

#2 断 开 反馈 连 线 . 

步 3 移出 校 验 元 ,并 把 它们 送信 信道 .这 =- 上 个 一 致 校 验 元 和 # 个 信息 元 一 
起 构成 一 个 完整 的 码 字 . 


3.4 ЖУН 


设 发 送 的 码 字 多 项 式 是 v(x) ,信道 产生 的 错误 图 样 是 er), TERRIA E 
TMAH r(x) = s(x) + elx). 

循环 码 的 评 码 可 分 为 三 个 步骤 ; 

1 由 接收 到 的 rf к) HRES slx). 

步 2 ”根据 特 随 式 (х) 找到 错误 图 样 e (s). 
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3⁄3 Н (х) – е (х) = w (x) ВАЕН Н ВАННА y. A r = 
v AHER EM, SUEGA. 

1. HE f {Meggitt} 译 袜 器 

Ж КРИМ ЕДЕ п, k) 循环 码 的 通用 译 玛 器 . 它 由 三 个 主要 部 分 组 成 :中 伴随 
AATA O 错误 图 样 检测 器 ;地 存 贮 接收 向 量 的 缓冲 寄存 器 . 

译 玛 算法 由 以 下 五 个 步骤 完成 : 

步 1 接收 向 量 全 部 移 人 伴随 式 寄 存 器 ,得 到 伴随 式 ,| 可 时 接收 向 量 也 存 人 妈 
冲 寄存 器 ， 

步 2 ”把 伴随 式 演 人 检测 器 ,以 检测 相应 的 错误 图 样 . 检测 器 是 一 个 组 合 逻 
辑 , 它 输出 "1”, 当 且 仅 当 伴 随 式 寄存 器 中 的 伴随 式 与 在 量 高 位 w-! 有 错 的 错误 图 
样 相 对 应 . 

步 3 由 缓冲 器 读 出 第 一 个 接收 符号 ,与 此 同时 尾随 式 寄 存 器 移 位 一 次 . 若 检 
测 到 第 -- 个 接收 符号 是 错误 的 , 则 检 调 器 的 输出 给 予 纠正 ,检测 器 的 输出 也 反 懒 到 
伴随 式 寡 存 器 以 政 正 伴随 式 ,这 样 便 得 到 一 个 新 的 兰 随 式 , 它 相 应 于 向 右 称 拉 一 次 
后 所 得 的 烽 正 接收 向 量 的 伴 短 式 . 

Жа 由 第 三 步 所 得 到 的 新 伴随 式 检 测 第 二 个 接收 符号 基 否 有 错 . 译 码 器重 
复 步 2 和 步 3, 第 二 个 接收 符号 的 纠正 方法 和 第 一 个 接收 符号 一 样 . 

步 5 如 同上 述 那 样 , 译 码 器 逐个 符 导 地 详 接 收 向 量 , 江 到 从 缓冲 器 中 读 出 全 
部 接收 向 量 为 止 . 

2. ARAWA 

码 长 为 2* - 1ДЕ НВ ШУНУН, AE THREE RAMEE ЙҮ 
器 ， 

译 码 步 虞 由 以 证 四 步 完 成 : 

21 接收 闲 量 全 部 移 人 伴随 式 寄 存 器 ,得 到 伴随 式 , ЛЕ Еа БЫТА 
ТТЕ. 若 伴 随 式 为 零 , 则 认为 没有 错误 ; 若 伴随 式 相 为 零 , 则 译 码 器 认为 出 现 了 
单个 错误 . 

步 2 ”接收 码 字 一 位 一 位 地 从 缓冲 器 读 出 . 当 每 位 数据 从 缓冲 器 读 出 时 ,伴随 
式 寄 存 器 就 循环 称 位 一 次 ,一 旦 寄存 器 中 的 伴随 式 为 (0.0……0,1), 则 由 组 冲 器 读 
出 的 下 一 个 数据 是 错误 的 ,因而 m 个 输 人 映 的 与 门 输出 为 “1"”， 

步 3 ”错误 数据 由 缓冲 器 读 出 并 被 有 m 个 输 人 端的 与 门 输出 所 纠正 ,用 异 或 
门 完成 该 纠 错 . 

步 4 接收 向 量 的 全 部 读 出 缓冲 器 后 ,伴随 式 寄 存 医 重 冒 为 零 . 

з. ШЕ 

捕 错 译 码 特别 着 用 于 纠 罕 发 错误 码 , 纠 单个 铺 误 码 ， жиын Ек 
得 纠 错 能 力 较 并 的 码 . 

FEH g(x) 生成 的 Cn ,上 ) 系统 钳 环 码 , 如 果 钳 误 位 全 部 集中 在 校 验 元 的 n- 
二 位 上 ,那么 错误 图 样 就 是 伴随 式 . FE., неро в E RART T. 此 种 
译 码 方法 称 为 捕 错 译 码 ,- ЖО ,如果 错 误 全 部 集中 在 п -上 个 连续 位 上 ,那么 捕 铺 
ERMAR. 
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4 ВСН #9 


BCH #5 JE S Bs H X bk Ië НА — Ж Е И 05, 是 由 Bose R.C. 和 
Ray-Chaudhuri D.K. 以 及 Hocquenghem A. 独 立 发 现 的 ， 


4.1 ВСН 人 码 的 定义 


有 限 域 GF(2) ER n, k) 循环 码 C 称 为 一 个 设计 虐 离 为 的 BCH #5, ЯП Т: 
的 生成 多项式 g(x) 是 et ,a е. е"! 的 极 小 多项式 的 最 小 公 售 式 , 这 里 1 是 某 
个 整数 ,a 是 一 个 5 次 本 原单 位 根 .车 ! = 1, 称 之 为 疾 文 BCH 码 .车 = 2" -1, 即 
а 是 СЕ(2”) 的 一 个 本 原 元 , 称 之 为 本 原 ВСН ÉS. 

显然 ,ec E- BAT, SEAR cle) = elet!) = зс = ela ttt), 

一 个 设计 距离 为 ó 的 ВСН 码 的 极 小 蝶 离 至 少 是 人 3, 称 为 BCH 界 . 

一 般 地 , 找 出 BCH 码 确 切 的 极 小 距离 是 个 难 古 . 但 是 , РОК ЕЕ BCH 码 的 极 小 
距离 有 以 下 高 知 的 结论 ， 

(DBEA r = 2" - 1, ЕЕЕ 8 = 2 — 1 的 本 序 RCH 码 的 极 小 了 距离 为 8. 

(2) 一 个 设计 距离 为 的 本 原 BCH 码 的 航 小 距离 а = 28 - 1. 

(3) 本 原 ВОН 码 的 极 小 配 离 为 奇数 . 


4.2 ВСН 码 的 主 码 算法 


设 已 是 码 长 为 .设计 距离 为 = 24+1 的 BCH 码 ,ea LARR GEO”) 的 一 个 
п 次 本 原单 位 根 .假设 传送 的 码 字 是 e = (eo, cel,*… ,ce,-1) .接受 到 的 向 量 是 y = c 
+e. = (eel . e D) 是 差错 向 量 , ВСН 码 的 译 码 算法 可 以 分 以 下 三 步 完 成 ， 
步 1 计算 伴随 式 . 


不 妨 候 设 C ТВЕН ЕЕ J 
1 @ а? яға а"! 
Н = 1 oi aŠ ne азб 
| „2-2 28-2) КА al-Din 1} 
а (ж) = Уса, el x) = Sex, у(х) _ У) улі, МЕ у 的 伴随 式 为 
1 @ о? ... тт! Yo 
5 = Ну! = 1 а? аё re: PELE yı 
| „2- „208-2 I... „18-26 a= D Pa 
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ук y(a) A: 
Ú | B: |. Е | 
Soyad yla?) А 
其 中 А, = уа) {МЕН a ВНЕ МОС) В у(х), Ep 
у(х) = Ф(х) М(х) + Р(х), degR(x) < degM х), 
那么 А, = уба 恰好 就 是 Rix) 在 x = a! 的 取 值 . 
类 亿 地 ,如 果 需 要 也 可 以 容易 地 计算 出 4 = АЎ, Aa = А, Aa = А? р: 
步 2 “寻找 差错 位 多 项 式 о(5). ВЈ е HEEE w, EP BR е, 
e MÜ] i... i 就 是 向 量 y 中 分 量 出 现 差错 的 坐标 .定义 X, = а, = 1.2," w, 


为 差错 位 子 ,差错 位 多 项 式 定 义 为 
alz} = Па - Ха) = > oz. (4-1) 


ЕЕЕ ЕУ 2 А BCH PIER eCe) = 0, l = 二 全 -1 工 所 以 
= y(a') = elat) + ela) 


= efla) = > x. 

这 一 步 所 剩 下 的 任务 就 是 从 第 一 步 的 41, А... Ао 中 确定 差错 位 儿 项 式 
xf z). 要 注意 的 是 并 不 能 确定 唯一 的 差错 向 量 e 或 sa(z). 详 码 器 必须 导 找 满足 牛 
顿 便 等 式 的 具有 最 小 重量 的 差错 向 量 e. 

方法 一 Berlekamp 算法 .利用 广义 牛顿 恒等式 

Anw + Aaea t 0А = 0, 对 任意 了 (4-2) 

可 以 把 д ЧЕ зо 阶 线性 反馈 物 位 寄存 器 初始 状态 为 4 Att А, RAII 
出 -因此 , 译 码 器 的 任务 就 是 寻找 最 短 长 度 r 的 线性 反馈 移 位 寄存 器 ,使 得 初始 状 
TA A.A... 4 时 ,输出 为 44 机 -对 此 Berlekamp 已 经 给 出 了 有 效 算 
法 


“方法 二 利用 牛顿 恒等式 .如 果 发 生 w 个 差错 , 则 


1 0 0 0 0 2 0 91 А 

A A 10 0 | 0 || Аз 

АА А» Aa Ai l ... 0 d4 _ А; (4-3) 
А-4 Азы 7 ee ee ee wol dul Азы-з 
dy .3 РЕ "++ тт ra, w 一 1 4, Азь-1 


假设 发 生 w < гэ, РЕНЕ 5 = 24 + 1 的 BCH 码 来 说 ,有 一 个 递 
妇 算 法 计算 olz). 若 有 1 或 : - 1 个 差错 ,在 方程 .4-3) 中 用 + 代替 w ,方程 (4-3) 有 
解 ; 若 差错 个 数 少 于 上 - i, 方程 (4-3) 无 解 , 这 时 假设 有 上 - 2 个 差 铺 ,用 上 - 24635 


5 МО5 #5 - 1003 · 


方程 (4-3) 中 的 w, 重 复 上 述 过 程 直 到 找到 一 个 解 . 
步 3 计算 差错 位 多 项 式 olz) 的 根 .由 于 ec(z) = [LO Xa) PA ola) 的 


零点 的 倒数 是 X = eh = oo, 发 生 差错 的 位 是 obot. 2, RARI E 
就 是 验证 所 有 的 a AAR, ola) = 0 当 且 仅 当 在 位 置 :上 有 差错 . 


5 MDS #5 


MDS #5, Врх ЖЕР К пр, СААН ИНЕ РЕ П ЗА 2 —. РЕ 
Bin, k) 线性 码 C Н Singleton 界 :最 小 距离 d = n k+ LERIN d = n- 
ЕВ C 55 MDS РЕАК Н MDS $B ERAH 省 码 字 之 间 上 共有 量 大 可 能 
距离 ,名 每 个 码 字 可 以 分 成 信息 位 和 校 验 位 两 部 分 ,也 就 是 说 ,这 种 码 有 系统 编码 
їй. 


5.1 MDS 码 的 奇偶 掖 验 惩 阵 和 生成 起 阵 


设 С — 1-0 п, к) 线性 码 ,最 小 距离 为 4 ,奇偶 校 验 和 更 阵 和 生息 矩阵 分 别 为 吾 
和 如. 以 下 说 法 是 等 价 的 ，; 

(1) C Æ MDS $E. 

(2) 生成 矩阵 G 的 任意 大 列 是 线性 独立 的 ， 

(3) ВИР H 的 尾音 #4 — k | ЛЕКТЕШ sr Н). 

根据 奇偶 校 验 矩 阵 和 生成 定 阵 的 关系 ,容易 得 到 MDS 码 揭 对 但 码 也 是 MDS 
码 ， 

假设 一 个 (n, 上 ) 线性 码 C5 的 最 小 距离 为 2, 生 成 矩阵 为 G@ = [I 1 4],4 是 一 个 
k x (n — k) EBE, C E. MDS 码 , 当 且 仅 当 А 的 每 个 子 方 阵 是 非 奇 异 的 . 


5.2 MDS 码 的 重量 分 布 


it CC 是 有 限 域 CF(qg) 上 的 一 个 {5,4)MDS 码 ,d = a - k+l, A 表 不 重量 为 w 
的 码 字 个 数 ,那么 


„= ("а-о аа, 
5.3 ”MDS 码 与 有 限 射 影 几 伞 
设 射影 几何 PG(k -1,9) 上 个 点 的 集合 S$ 具有 这 村 的 性 质 ;5 中 任意 上 个 点 


都 是 线性 独立 的 , 即 不 存在 上 个 点 恰好 在 同一 个 超 平面 上 . 称 这 样 的 集合 3 为 一 个 
п 9. 
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例 1 а = 2" ор. 是 有 限 域 СЕС) АРТЕ. РЕ 
1 1 l 0 O 
“| ау-1 0 1 o| 
? otu 0 1 O 


A 2" +2 个 列 向 量 , 并 且 任 意 3 个 列 向 量 都 是 线性 独立 的 ,所 以 列 问 量 的 集合 是 射 


影 几 何 РС(2,2") 上 的 一 个 (2” + 2) Ж. 
设 a 是 奇数 ,对 于 射影 几何 PGO k — 1,4) EWER n MEX, a <= q+ 2. 
根据 上 节 的 MDS 码 的 等 价 条 件 ,构造 一 个 Cn, 上 MDS 码 的 问题 等 价 于 构造 射 


EJL PG(k - 1,4) 上 的 л MEHS. 
Е k Yl ,计算 最 大 值 使 得 在 有 限 域 GF(9q9) 虐 存在 Cn,#}MDS 码 蚌 -一 个 很 


有 兴趣 但 很 困难 的 问题 . 令 mik g) 表示 п HERE. 
MDS 码 主要 猜想 :除了 9 = 2",m(3,9) = mig- 1,9) = 9+2 之 外 ， 
9+1, 2=k=q, 
m(k,q) = 12. 1, 4 < k. 


这 个 猜想 对 于 上 过 有 4 过 ll,q > (4k -9 已 经 证 明 是 成 立 的 . 


6 R-S% 
R-S(Reed-Solomon) 玛 是 一 类 特殊 的 ВСН 码 , 它 具有 很 大 的 理论 和 实用 价值 


主要 体现 在 : 
(1) 要 求 码 长 小 于 有 限 域 的 元 素 个 数 时 ,R-S 码 是 理想 的 .并 且 作 为 MDS 码 , 它 


具有 最 大 可 能 的 最 小 距离 . 
(2) 从 R-S 玛 出 发 可 以 构造 出 过 种 类 型 的 好 码 ， 
(D 利用 R-S 码 可 以 媚 赛 发 差错 . 
6.1 R-S BJEN 


有 限 域 GCF( 4) 上 玛 长 为 mn = q -1 的 BCH 码 称 为 RS 码 , 当 然 9 2.R-5 码 是 
循环 码 , 设 计 虎 离 为 3 的 RS 码 的 生成 多 项 式 为 


glx) = (x — al)(x —- tjela — а!*2), 


EP а Æ GF) 的 本 原 元 . 
R-S 玛 的 对 个 也 是 R-S 码 ， 
R-$ 码 的 维 数 = n- $ + 1 根据 ВСН AA Singleten 界 , 225 48331 J& IEE 85 


d= п- Е + 1. 摘 句 话说 ,R-S 玛 是 MDS 码 .因而 其 重量 分 布 电 5.2 节 给 出 
设 n = ф- 1,8 = (h.p. 8,). 8; = fpi = jB Є GF(q), v = (vs Ys" 


э), € GF( q)" , 称 向 量 的 集合 CRUS.) AT S R-S, JEH 
GRS.(B.v) = 10 СВ), v2 F(B,). FB) | F(:) E GF) 上 次 数 


м 
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小 于 的 多 项 式 |. 
当 所 有 的 o, = 1 8,665,068, r) 就 是 一 个 R-S 码 . 
由 于 F(z) 至 多 有 一 1 个 塞 点 ,所 以 广 闷 BR-S 码 的 最 小 中 离 至 少 是 一 上 + 1， 
根据 Singleton 界 应 该 等 于 rn k + 1 即 广义 RS 码 是 MDS. 
存在 向 量 使 得 广义 R-S 码 GRAS, n 的 对 侦 码 是 一 个 广义 RS 码 
CRS。 (8.7), HEREN E 


1 1 ... 1 y 0 +з 0 
Н = ñ ñ ü 7 | : ñ Ө : (6-1) 
Ө *-! К! raa g! O Ü `` Ya 
6.2 В-5 Йу 


方法 一 ТРЕКА, УК ОННО О ВЕ. 
方法 二 iz H = {оз Hyp Es u; = СЕС) 是 被 编码 信息 ,afz) 三 


шг’, MISE 下 对 应 的 码 字 为 


$- 


РЫ 


L= 


e = (all), ula), r ula )). (6-2) 
所 有 向 量 c 组 成 的 集合 恰好 就 是 一 个 Н-515. 这 个 编码 方法 不 是 系统 的 ， 
6.3 R-S BIHER 


方法 一 ”由 于 RS 码 是 BCH 码 ,所 以 BCH 码 的 译 码 算法 对 R-$ 码 也 蚌 适 用 的 . 
方法 二 大 数 逐 辑 译 码 . 假 设 信 道 传输 的 码 字 如 (6-2) 式 ,差错 向 量 是 。 = 
(в, el е1), ВОК] у = (урут уа) ЯКАЯ ИТЕ а 个 方程 组 
Yo = êg + tigo + H] + Hy + + шр. 
yl = #1 + Шу + Gu) + a lis + "`" + aly 1, 


2{а-}) + attat |. 


Узр = е1 + Bo + d'u + z Ha + """ 


译 码 器 从 以 上 的 “个 方程 组 中 任 取 庆 个 都 可 以 确定 唯一 的 向 量 wg = (о 
xi) ,共有 ( ?种 取 法 ,因而 得 到 { ?个 向 量 (有 相同 的 ) .假设 e 的 重量 是 w, 即 发 


生 w 个 差错 , 那么 信息 а 至 少 出 现 {”-”] 次 , 其 它 向 量 至 多 出 现 


k 
(rti ha 


所 以 当 R-S 码 的 最 小 距离 > 2w, 即 { "у Y) (А ор, анель 
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译 出 信息 ， 
6.4 R-S 码 的 应 用 


1. R-S йу 
и c EARR СЕ(2") БАУ (п, К) К 095, ADES E d. BRI 2,0, 
fn R. СЕ(2") 在 GF(2) 上 的 一 个 基 , 则 码 C 的 任意 码 字 ¢ 的 分 量 e, 可 以 表示 为 


с; = Ув) 即 把 码 字 с BRITE (сос Cima а Сах 57775 Сл .这样 码 E 的 
像 为 СРО) 上 的 (Cam, mk) 线性 码 , 其 最 小 距离 d < d. 一 般 可 以 增 大 码 的 最 小 距 
离 . 


2. R-S адйу зе 6 3 ВЕ Л 

实际 上 , 许 儿 信道 中 出 现 差错 都 是 突 发 的 ,而 不 是 随机 的 ,对 于 这 样 的 信道 ,使 
用 R-S 码 特别 合适 .假设 二 元 信息 取 成 一 列 m 个 符号 ,看 作 右 限 域 GF(2") 中 的 元 
ZAFER 上 个 差 铺 的 一 个 谋 发 错误 仅仅 影响 C) 中 个 相 部 符号 ,其 中 
(r — 2)m + 2 < b = (r - Im + 1, ВТЕ, WETAH R-S 码 的 量 小 距离 dit 
r Kit, Ш-Н. 

3. R-S 玛 的 扩展 

给 一 个 码 诡 加 一 致 奇偶 校 验 并 二 一 定 能 增 大 最 小 距离 ,但 对 于 RS 码 来 说 , 添 
加 一 致 奇 俩 校 验 一 定 能 增 大 最 小 贤 离 . 设 CEARR CGK 上 的 一 个 (nm DRS 
码 , 最 小 距离 为 d, 生 成 多 项 式 为 gtx) = (s-a x-a hele- af-1),a СЕС) 
上 的 李 原 元 .那么 通过 添加 一 致 奇 个 校 验 得 到 的 扩展 RS 码 的 最 小 距离 是 4 + 1， 

4. 构造 Justesen RŠ 

我 们 知道 长 BCH 码 是 坏 码 ,按照 本 节 1 中 介绍 的 方法 ,从 R-S 玛 得 到 的 长 2 元 
HERREG. Am, M R.S 宫 构造 的 Justesen 和 码 是 好 码 ， 

假设 c 是 有 限 域 CF(22) ЕЙ002” – 1,&)В-5#%,:Ң#А Rs Е d = 2” -. 
k.a Ж СЕ(2") 的 一 个 本 原 元 .他 а = (antt, a1) a; 6 СЕ(2"), Æ C HHE 
BF. Б] bla) = (ау, арау, аар; аз, a a аьлаа, (). 3848383 1 的 方 
E, ТАРЕ bla) WW ТУЕ 2тл Py ОА bla) RET J. = 00а) еЄ 
С\ 为 Justesen 码 . 它 是 一 类 级 联 码 ， 

5. 构造 MDS 码 

RARR G4) 上 的 所 有 非 堆 元素 为 glyaz,…，,a -1 由 本 节 3 得 到 的 (9 ,天 ) 
扩展 ER-S 码 的 奇偶 校 验 矩 阵 为 


Б 
РЫ 
L 

= 


8 
б 

| аак ЧБ 
1 
= 
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在 此 基础 上 再 添加 一 些 一 致 译 介 核验 就 可 以 构造 一 个 (9 + 1, MD, RAAR 
WIERE 


l 1 l 0 
| C-i 0 0 
а? а2 1 0 о 
К! зз акт 0 0 
at зе ар 0 1 
7 Ж ж B 


交错 码 是 通过 稍微 修正 ВСН BRAR RER — K 2SdE Е 5265985, 
其 中 一 些 长 码 可 以 达到 Gilbert-Varshamov A m Hita S … 些 人 性质 很 好 移 子 码 . 


7.1 ”交错 码 的 定义 


根据 6.1 节 ,存在 向 量 ?使 得 广义 RS 码 GRS.( f. 的 对 偶 码 是 一 个 广 立 R-S 
码 GRS, alpy) ,其 生成 矩阵 如 {6-]) 式 , 定 交集 人 台 . (B.y) = la € GRS,(B.r)! 
а € СЕ). = 1,2, n] AZEN. БИ Е (В, у) ЕГ S R-S 
GRS, B, r) 在 有 限 域 GF(4) 上 的 限制 ,或 者 说 就 是 GF(4) 上 满足 На! = 0 的 所 有 
向 量 a BES. r = n- k IAZA yp RAR ЕВЕ л – mr < k = n 
-r, 最 小 距离 d > r + 1. 

ЭЖ СЕС") 到 CF( 2) ЕЖЕ ОЮ Т.С 是 СЕС") 上 的 任意 一 个 码 ， 
那么 GF(2) 上 的 迹 码 定义 为 

Тыс С) = i Tale Taleh, T (en)) | (cr. cy En) Є Сі. 
交错 码 СД, у) 的 对 个 码 是 T.(GRS . (B.y)). 


7.2 交错 码 的 译 码 


交错 码 的 译 码 算法 类 似 ВСН 码 的 译 码 . 假设 С.у) 的 最 小 距离 大于 等于 
г + ir 是 偶数 .差错 向 量 е 的 重量 为 上 = 2, НАННЕ Хр = eu,X, = a 
X, = а* ,差错 值 是 Y, = #; ` Y = e; | 15 Y, = ё. 


步 1 计算 伴随 式 $ = Ber = Соз) ДНН = Ау, u = 0, 
r=} 
lypet- L 
F” 2 ”利用 多 项 式 的 欧 几 里 德 算法 计算 差错 位 各 六: 错 赋值 多 项 式 
wlz) = Sr, I a- Хы}. 


ea 


可 以 证 明 
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ш(т}/шт(к} = S(z) (modz 5, (7-1) 
其 中 S(z) = У, о(2) ЖЗ“ у Шз. (7-1) 式 为 关键 方程 .这 步 的 日 的 
ETHAEE S), FHE ots) A wlr) 使 (7-1) ARA ,ЭҒН elz) 的 次 数 尽 可 能 
小 .利用 老 项 式 的 欧 斤 里 德 算法 可 以 做 到 . 
步 3 差错 位 无 就 是 sfz) 的 根 的 倒数 ,差错 值 为 
ү = ю(Х,!) 
° x la - xx 


7.3 Goppa 码 


Coppa 码 是 交错 码 中 最 令 人 感 兴趣 的 一 类 子 码 ,长 的 Goppa 码 是 优 码 , 南 且 存 
在 一 系列 Goppa 玛 满足 Gilbert- Varshamov 界 . 

Gi) 是 GF(g") LEEM, GK) В L = larestan 满足 
Glai) 40.4 = 1,2,5, п. СРС) HRR RED 一生- = 0 (med6G(z)) 的 向 量 e 的 


т-а 


集合 TOL, G) 称 为 Gopa B. ЗЕЙ, EERE Cz] ea) Ф 7—0 = 


0 成 立 的 GF(g) 上 所 有 向 量 的 集合 就 是 Coppa 85. EAA Ç( 为 Goppa 8 riL, 
С) 的 Goppa 2156, 如果 G0z) 是 不 可 约 的 , 称 卫 为 不 可 约 Сорра 码 ; 如 果 Gir) i 
有 重 根 , 称 广 为 可 分 Сорра B. 

显然 ,Coppa 多项式 在 Goppa 码 中 扮演 的 角色 类 似 于 生成 多 项 式 在 循环 码 中 扮 
演 的 角色 . 


假设 Coppa 多 项 式 CCa) = >ш, g: € СЕС"), g, = 0 那么 Coppa 码 FCL, 
G) 的 奇偶 校 验 矩阵 为 


0 0 
Ё 0 и 0 1 1 "+ 1 
Žr -1 Ër «| aa КАА а, 
Ё-2 r-i Br *** Ü : : : x 
: : : * ат! ау! ul 
EI B #з 7 ZÉ 
Giap! 0 
-| 
0 С(аз) | 0 (7-2) 
0 Glan)" 


ВАТ, Сорра PEZ. Aay) ,其 中 
й = Caj san), = (Glat, e Са, 7), 
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所 以 Goppa RIES k > n- тг, REDER d > r+ l.r = degefz). 
当 Glz) = z*,L = СЕ(2")* 时 ,Goppa 码 就 是 纠 : tR ВСН 吗 ， 
Сорра #5 ri L, G) Ær X К-5 CRS (a,v) Æ СЕС) 上 的 限制 ， 
v = ot = Cla) Ce -a)i = 1,5, п. FEL, G) 


ARRIE T (GRS, (a, y}). 
7.4 JON Srivastava Ë$ 
HRA Ey) 的 定义 知道 ,假设 [cyj ,cj € GK) АНЕ НАЕ ВЕ, Яр 


1 l | 
В: дз те В, , 
са ca ed Lat Ж! o Ду! 


ИЛЕП, ТАКЕ. `" Yagil Бы) 
71&2\ \) узв2(8) 7 Ygl B.) (7-3) 


ps 


el € “ “Ir 


cu ©з t Су, 


yi (0) 28,82) c ya B,) 
PBE- TARRE, Нр gilr) = ca t cox + сах ++ с l,i = 1.2... 


| ETEA A B.y) É AL ЇН БУ Е BE (7-3) AP, 2 r = st D Bs." ЛЛ 
Higa "a W 是 有 限 域 GF( g") 中 n 十 s ARRAILA zti 是 GF( g") ФЕ 
лж. 
guc kO) = | (Є 一 шу) (x 一 ЗЫ. = 1 = lyet, 


y; 三 z/ [e 一 №)" 


Аж 
Уеа. A) = z/b: – м)“. = 1,2, 
ЕЕН РЕ (7-3) 变 为 
Н = [H o’ He, 好, ,其 中 


z {fi — ш) za B - un) .. Z (Ë, = ш) 

H zí fi 一 to) zo 一 юш)? ... 24/6 Ё, 一 иң}? 
上 一 : : - 

21/08, 一 т)! 2/06, 一 ил)! 7 PASA 一 ш)“ 


以 此 和 矩阵 为 奇偶 校 验 矩阵 的 交错 码 称 为 广 湾 Srivastava # . 
特别 地 , 当 t = 1,z = 房 时 ,就 是 Srivastava 码 , 它 址 Сорра 码 . 
Мт = 1 时 , 广 闵 Snivastava 码 是 MDS 码 , 有 时 称 之 为 Gabidulin 玛 . 
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7.5 Chien-Choy 广义 BCH 码 


假设 gcd(n,q) = 1,СЕ(47) 是 包含 所 有 = 次 单位 根 的 GF( у) 的 最 小 扩 域 . 符 
m [/(:)], 表示 多 项 式 f(z) 对 于 内 式 z- 1 的 剩余 才 项 式 . 令 P(tz) 和 GU) ЖЖ 
AI GF( gm")[z] 中 与 总- 上 互 素 的 多 项 式 , 并 且 degP(z) = n - 1.r = degG(z) = 
п — 1. 96-2. Chien-Choy Г ВСН 码 定义 为 
СВСН( Р, G) = | (ар, "0 1) € СЕС)" I DAC) PE)! = 0 (оюб х))}, 


其 中 4(z) = DAZ, A; = alo) ERI a = (ао, ау, o, 1) B Matison-Solomon 
多 项 式 ,a(z) = S ay. 
i=0 
设 Р(2) = У, 6(2) = > оа, ВВА Chien-Choy Г” 5 ВСН Ж СВСН(Р, G) 
озер, | 


| 2 n-li 


а а Ке а 
1 а’! р?) ААА gtr- 1206-0 
ba” go 0 
Pagi 0 
х pai ga 0 . (7-4) 
0 Peian l Bat 


所 以 ,GBCH( P, G) 是 交错 码 AG, у) ,这 里 所 有 B, 的 集合 是 所 有 上 W S u B By 3E 
合 ,% = mo g |. ӘЖ k n- mm 最小 上 距离 a > r+ 1. 
当 P(z) = #2, G(z) = 2 有 时,GBCHCP,e) 就 是 BCH 码 , 当 g = 2 时 ， 
СВСН( 27-', С)  Сорра #5 ГОЁ, G), 2 AA п 次 单位 要 的 集合 . 
Chien-Choy J” Ж BCH 码 还 有 以 下 的 等 价 定义 : 
a € GBCH(P,G) ЧЕЛУ Ч degl A(z) PNG], = n - 1 - r. 
GBCH(P,G) = GBCHCP* ,z),J&rh P(z)" = [ZzP(:)/ G(:)],- 


8 R-M 码 
Reed-Muller( R-M) 码 的 历史 相对 较 长 ,对 它 理解 的 也 最 深刻 . R-M 码 与 几何 码 


有 着 密切 的 关系 .采用 大 数 渤 辑 诺 码 方法 非常 实用 . 然而, 人们 对 高 阶 R-M 码 的 认 
RETTERE. 
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8.1 rjbrR-M m 


1. EX 

假设 (о, 0,777,006 GED” Eem н ЖК. РАА ВАЎ АГЕЕВ 1. 
ий, s Uns PID 0907775 ас бн 770 0 02777 0, В] Ж ЕШ E EF. а EG) 
RER, / = (00), 1) а), а), Саг") р А ГУ] py ВА 
Е. 


称 CF(2)" 上 所 有 次 数 不 超 过 + 的 布尔 函数 /对 应 的 向 量 f 的 集合 Ж, т) 为 
г R-M 6,0 < г = m 
m 7 лї nr paa т 
АЕМ 5 ЖС, л) 的 码 长 是 2", 维 数 是 上 = 1+ {+ [72) 2. 0), 


最 小 距离 d = 2"”-"'. 
任意 码 宇 的 重量 都 是 2 ”…! 的 倍数 ， 
(т.т) HI 22(m — r — 1,m) 互 为 对 偶 码 ,0 二 rr 过 下- 1. 
2. R-M 码 与 有 限 凡 何 的 联系 
É 是 欧 几 里 德 几何 EG( m ,2) 中 的 点 集 , 称 2" Em St y (5) 为 5 的 关联 向 量 ， 


如 果 其 第 。 个 分 量 X(5), = {узе ç 
; 阶 RM 码 中 最 小 重 基 码 学 治 好 是 区 几 里 德 几何 EGC m.2) 上 m- r FTM 
关联 向 量 ,因而 Ar = 2] | A ,并 且 所 有 最 小 重量 码 字 生成 28(r，m). 
ЖЯ, т) 是 扩展 的 循环 码 , 它 的 自 同 构 群 是 一 般 仿 射 滋 CALm)， 1 GA(m) 1 = 


2" 订 on - 2). 


8.2 ЕМ 


1. 基本 性 质 

一 阶 R-M 码 的 码 率 很 低 ,但 能 纠 许 多 差错 ,因而 非常 运用 于 干扰 强烈 的 信道 ， 

— ВМ 5.901, m) 由 所 有 线性 布尔 函数 对 应 的 向 其 组 咸 ,其 重量 分 布 是 Ao 
= А> = 1, А,т-і = эт+1 一 2. 

Ши = (uruy t. tm) E GED)" S EEE m 1р Ж РАЖ, АЛУ НЧЫ R At: f. Н 
Жи) ERAR HE AR EN Р(и) = (— DA ЯВА F = (F(u)),e an" 


是 -1.1 疝 量 . 称 合 (sa) = D ODO 为 向 量 丘 的 阿达 马 变换 ,和 是 2” 维 


rE Ск)" 
向 量 . 
TAHR SH BO, т) 的 陪 集 的 重量 分 布 是 方 12" + P(u)l e € GF(2)", 它 
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即 是 向 量 站 与 .总 1,m} 中 三 字 的 距离 分 布 . 

2. 译 码 算法 

恨 据 极 大 似 然 译 码 算 法 , 若 收 到 的 向 量 是 j, 译 码 器 必须 计算 向 重子 与 RO, 
m) 中 每 个 码 字 的 距离 ,然后 把 了 译 为 与 其 距离 最 小 的 码 字 :. 

根据 上 节 中 向 量 £f 与 3201, m) 中 码 字 的 距离 分 布 . 详 码 器 必须 找到 最 大 的 


IPC) 1. AR PCa) > 0, 则 把 地 译 为 布尔 函数 un, 对 应 的 码 字 ;如 果 P(O) < 


0, 则 把 了 译 为 布尔 函数 1 + > Tue, 对 应 的 得 字 ， 


8.3 КМ 


1. 与 一 阶 RM 码 的 美 系 
+ Жжтж = л] ЛЕШЕ ЕЕ. 8 = [B,] £— “ЕБЕ, 


称 布尔 函数 Жш, umm уы) = DuBo KEN. 


六 型 集合 和 ZO, т) EA, т) 中 的 陪 集 集合 之 间 在 在 一 个 一 一 映射 .因而 
ABIL, m) AERO, m) BARH ARTS . 轩 即 表示 一 个 六 型 ,也 表示 该 辛 型 所 对 
应 的 Æ, m) 在 AO, m) 中 的 障 集 . 

2. 重量 分 布 

假设 辛 型 . 罗 的 秩 是 2h MARE .多 中 玛 字 的 重量 分 布 为 Am g = 22, 
Ax: = gml _ ghel Aami gmh- = 22", 

二 阶 RME B, т) 的 重量 分 布 是 :do = А," = 1,А, = 0,1 = 21,2" + 
2m 1-№ 0 = h = [ m/2], 

Am- зна = ahan (2" — 1)(2" -peiz art o per tel D 
* (22 — 1)0275-2 _ |)... (22 — 1) 

3. ЛЕТА 

假设 22 8 8 PLS Ж РЕЛ hy EF 89 КЕТТ. thi tK 9 2 ЖИЕ 
=> 24,1 = d = | m/2]. 1 ЗЛУ ЙО 22(2, m) 的 子 码 是 5. 

Шот = 2: + 181. FA 5 是 线性 码 , 维 数 是 mi- gd+32)+1, 最 小 上 距离 是 27…: 
T 

当 m = 2t + 2 > 481, 5 是 非 线 性 码 , 记 为 Sp (m.d) 2a d < t + 1. Ë 
А Ch lG deth +23 个 码 字 ， 最 小 距离 是 224+1 _ 21-4. 特别 地 ， 如果 d=1, ЕТ 
sy ml) = Ж(2,т). ШЖ d = m/2 = t= l, Ж 5 (md) 为 Kerdock 码 
Я Ст). 

对 于 给 定 的 а, 01, т) c im) с 2p (т.а) С.0102.њ). HI Т. (т) 生成 
28 (2, т), ТУ % (т, d) BERA (2, т). 

IERES Z (m) 的 重量 分 布 和 距离 分 布 是 -一 样 的 ,4 = Ат = L, At = 


9 т ， 1013 - 


2mt1 L 2, Am- ia- = 2®(2®%-! _ }), 

Preparata 码 9° (m) 是 一 类 非 线 性 码 , 其 重量 分 布 (或 距离 分 布 ) А ИЕ 
ЖС m) 的 重量 分 布 的 麦克 威廉 斯 变换 . 因此 ,Preparata 他 可 以 看 作 表 交 威 廉 斯 变 
换 意义 下 Kerdock 玛 的 对 个 . 它 的 玛 字 比 具 有 相同 参数 线 必 码 的 码 字 多 一 们 . 
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二 次 剩余 码 Z Z AN EARR GU) 上 特殊 的 循环 码 , 其 码 长 р ЭЖ 
数 , 素 数 1 RAS р 的 二 次 剩余 . 设 模 p 的 二 次 剩余 的 集合 为 心 , 非 二 次 剩余 的 集合 为 


,那么 0 是 模 p 的 分 贺 陪 集 的 并 ,多 项 式 g(x} = | [Ka -a 和 n(x) = lle 
rEg нЕ № 


- а") 虹 密 项 式 环 GED х) ФА, Н а 是 一 个 本 原 p 次 单位 根 ,并 且 а? – 1 
= (х – L)q(x)n(x). KJ ИС .4 的 生成 多 项 式 分 别 是 q(x)、(x - 
l)q(x).n(x) 和 (xz - })л(х). 

mi ж -у Z „Р-У S l = 2 时 , 2 E ЖИШШ Г, ,是 .jf 的 全 重子 
m. 

名 和 .4 是 等 价 的 , EMA ERM ОЛЕ p + 1⁄2 i(p - 1)⁄2, Rh 
距离 大 于 等 于 p!2. 

记 Сш C 的 扩展 码 , 即 潍 加 一 致 奇 侦 校 验 得 到 的 码 . 

当 p = 4k -1 时 ,多 和 .之 互 为 对 偶 ,f 和 .了 7 互 为 对 偶 ,人 SL 人 是 自 对 偶 码 . 


当 p = 46 + EMT 互 为 对 个 ,vf 和 F ERI, SPEA A. 
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1. 二 元 二 次 剩余 码 
对 于 二 元 二 次 剩余 码 来 说 , 码 长 p 只 能 是 8m + 1 的 形式 . 
当 p = 8m -1 时 ,可 以 选择 合适 的 本 原 p 次 单位 根 a 使 得 多 E ANNE + 
等 元 分 别 是 
E(x) = 2 ,F,(x) = 1+ 2, E, (z) = F,(x) - 1. F (x) = 1+ Ea). 
re ü nË w 


当 p = 8m+1 时 ,可 以 选择 会 适 的 本 原 p 次 单位 根 a 使 得 Жы сл AE 


等 元 分 别 是 1+ ,D1+ УУ 


ге Q aE rEg 
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2. 非 二 元 二 次 剩余 码 


А = ik 41 
= 4 := Í” p , 
Жр k +1,@ p.p = 4Ё-1. 


那么 Жы „К UREE 


к = (1) (р) (в) е 90 
кө = 301) е) (т) 0D 
ы = (1+ р) (р) 2 (в о) Er, G 
кө) = (0) a) (6) 2р G 
3. 生成 矩阵 


{ПЖ 多 的 等 等 元 是 F(x) = бай, В 多 的 生成 给 阵 是 一 个 秩 为 (p - )⁄2 


的 轮换 矩阵 二 = (gy) ,0 < ij <р —1,у = Л ЕНЕНЕ | ç 1 |. 
向 理 , 可 以 给 出 ЛАО ШИНЕ. 


оз 二 次 剩余 码 的 译 码 


本 节 换 述 的 两 种 译 码 算法 不 仅 适 用 于 二 次 剩余 码 , 对 小 它 一 些 线 性 码 世 是 有 有 
效 的 . 

假设 二 元 (n,#) 线性 码 C 的 最 小 上 距离 是 d 了 ,生成 矩阵 G = [A : AAE 
Ж ЕН = [11 АТ RIRE е = (соуса, 7, с, 1), ЖЕНЕ e = (ер, ei, l": 
ern-1} 的 重量 wle) = ғ = [4 ~ 1)21, ИгЕ у = с+её = (уб, Уз, э Ул-1). 
那么 Cas Ср," Cel 是 r = n= k TES „с, сал 是 站 个 信息 位 . 

i. 置换 译 玛 法 

对 C ,首先 构造 置换 的 集合 P = fa = l,m eml 使 得 CC 在 每 个 ri 的 作用 
下 不 变 , 并 且 对 于 每 个 重量 不 超过 ; 的 差错 向 量 e, 存 在 二 6 Р 48е 在 x 的 作用 
下 所 有 的 1 都 不 在 信息 位 .计算 每 个 ay 和 伴随 式 842 = 下 (my?)7, 直 到 找到 一 个 置 
É x; € P 9.0509) st. 郑 么 差错 发 生 在 这 个 xy 的 前 r 位 ,所 以 e = л (ду 
+ B01 ,е,_1,0,°°°,0). ИЖА НН} ri € PRA (507) > (WJ £ +T 354 
RE. 

2. MA 518505 

首先 构造 一 个 称 为 覆盖 多项式 的 集合 {0o(x)= 0,0,(%),-,0„(х)! 使 得 对 
于 任意 一 个 重量 不 超过 ! 的 差错 向 量 e, 存 在 一 个 0 (x) 满足 在 信息 位 上 等 于 e 的 
某 个 循环 移 位 . 令 Q, 的 伴随 式 是 wy = HOT. 计 算 向 量 y 的 所 有 循环 称 位 xiy(x) 的 
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伴随 式 SO 直到 对 某 个 j Me w SU) + g) = t - alla). 那么 ¿(x) = 


х" (убх) + QI +5 + g). 
9.4 Golay 码 


1. Golay 码 的 定义 

不 论 从 理论 还 是 实际 应 用 方面 ,Golay 码 可 能 是 最 草 坚 的 码 之 -一 . 

Golay 码 指 二 元 码 Fa 和 g 以 及 三 元 码 И 和 a. n EBR p = 好 的 二 元 
ао, 5, 5, КИ ШИШ; Жү EBE р = 11 的 三 元 KARE, 0, E h 
扩展 码 ， 

Е ааа, Ф, 和 %, ЫЕ НАБИ. 

ERBE Y F. Goa S 2. 5, © 和 39, 都 是 唯一 的 . 

Р % 是 完全 码 . 

用 А, 表示 码 习 中 汉 明 重 基 是 的 码 字 个 数 .那么 :后 的 重量 分 布 是 

іт Ü 8 12 16 24 


4:1 79 2576 759 1 (9-5) 
Fan 的 重量 分 布 是 
::0 7 8 11 2 15 K6 23 (9-6) 
A :1 253 506 1288 1288 506 253 1 I 
#„ 的 重量 分 布 是 
i:0 6 9 12 
А,:1 264 440 24 (9-7) 


1 * 


2. Golay 码 的 自 同 构 群 

ЖОО = |0,1, :--,22, |, 5 V T FAN LAEI. 5 = (om)t012… 22), 
V = (œ )(0)(1 248169 18 1336 12)(5 10 20 17 11 22 21 19 15 7 14), Т = (œ 
0)(122)(211}(3 15)(4 17)(5 9)(6 19)(7 13) (8 20)(10 16)(12 21)(14 18), F = 
{æ 0) (3 15) (1 176142 22 4 19 18 11) (58712109 20 13 21 16), ЯА Mathieu 群 
Ma 定义 为 由 置换 5S.V.T、 现 生成 的 群 , Mathieu Ë Ma E X N Ma 中 国定 中共 个 
点 的 所 有 和 置 挽 的 集合 , 它 是 Ma 的 子 群 . 

可 以 证 明 Golay 码 7, Ж 7з НЕТА УЯ м. ЖМ 

W (y = 10,.1, ,9,I0,o1, S T T ARET CHARH, 5:111, 
Virbi, Т-А, А = (оо )(0)(1)(2 1063459678), T'i- eri, 

1, iE іж, 1,3,4,5,91, 

其 中 = B l,i € 10,2,6,7,8,10:. 

Mathieu Ë M'o ЕНА S.V T .A 生成 的 群 . Mathieu КЁ МЕ X УЕН 
置换 s. TIA Q КНН. M „ 和 M. 是 同 构 的 ,是 A 的 自 同 构 群 . 

Mahieu REE 2 М Е О 中 某 个 点 的 置换 的 集合 , 它 是 9 ВАНИЕ. 
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羽 数 几 柯 码 是 近年 来 非常 热门 的 课题 .不 论 蚌 代 数 几 何 学 家 还 是 编码 专家 都 
对 代数 此 何 码 津津 乐 道 ,这 二 仅仅 因为 代数 几何 码 是 代数 几何 学 与 编码 理论 的 完 
美 结合 ,更 重要 前 是 可 以 构造 出 参数 非常 优良 的 代数 几何 人 码 , 达 到 甚至 超过 某 些 
F. 

设 XX 是 有 限 域 GF( 4) F OW Aap реВ ЕЕ, К = GDXL 
HARBOR, OC) 是 直上 的 有 理 微 分 1- 形式 空间 ,X(tOFCGg)) Ж X BJ GFÚq)- 
点 集 ,Div(X) 是 GF(C9)- 除 子 群 ,Div* (X) ЕВИ F EPE.Pie( X) ERTH, Jy 
= Pid X) 是 的 雅 可 比 , 即 次 数 为 零 的 队 子 类 组 成 的 代数 群 . 

iZ D € Div( X), Supi D) 表示 五 的 支撑 集 , 称 向 量 空 间 L( D) = iE K" | (/) 
+ D > 01 U 10! 为 上 5D 的 相伴 空间 ,L(D} 是 有 限 维 的 , 其 维 数 记 为 AD) 定义 
AD) = Je € (Хх) | (eo) + D > 01 |) 10}. 


10.1 ”代数 几何 码 的 构造 


1. 上 构造 法 

设 曲线 X 的 GF(4)- 点 集 X(GF(4)) 非 空 , = (Р.Р, Pl C 
X(GF(2)),D € Div( X) H. Suppl D) NM F= (2). ЗЯ 

Бур: ОЮУ — GF0q)", EvA = GEPLA P fe P.) (0-1) 

这 样 得 到 一 个 码 r= EAL DIALA D RARA. 

设 的 亏 格 是 g,0 = degD = a<n, 称 =a-g+1,dr= n-a 分别 为 
代数 筷 何 码 С 的 设计 维 数 和 设计 距离 .代数 几何 码 (X,32 Dp), 的 最 小 距离 4 > dx, 
EHk = a-g+l+ ZIK, р) - ZUD- P) ъё. ДФ Р = 2P Kx ÈX 


的 典范 类 . 

2. 了 构造 法 

我 们 知道 ,如 果 PE ХОСЕ g) EREA o EMEGE о) К.Л Ж Res о) 
€ GF(4). 

D Pa |P P, P.I P = P, + + P. € Div X). $ git W$ 

Res= N P - D)— GF(q)",Ress( w) = (Res Р (о). ВезР, (02) (10-2) 

这 样 构造 了 一 个 码 F- Red P- DWA, 22, Do. 

假设 X 的 亏 格 是 g,degD = a B 2g -2 < а, Ж kç = n- a+ g - ! l die = 
а - 2g + 2 分 别 是 ТТИ AHER. RAULO A D)a 的 最 小 距离 4 
= de ESE k =- n-atrg-1- Ky- D+ AD- ГР) k=. 

如 果 LD) 的 一 组 基 是 太 , 户 ,六 ,那么 代数 几何 码 (Y, 22, D). 的 奇 个 校 验 
ЖЕЕ. 


I0 代数 几何 码 ` 1017 · 


ALPO ЛСР) + ACP.) 
БААР) ЛСР) + plP,) 


Р) (P) © JalP,) 

对 于 工 构造 法 和 如 构造 法 ,都 有 dx+ ke = п- +1. 

3. 下 构造 法 

设 sebi х БАЈЕ, EUA АН пан], Sp фе Р, AWIE, АВД f 
在 一 个 从 НС) UA фф Fr HARRAH Gema Ep фс Ф Ar W 
СЕС)" ТАВ, ATR S- 04 >= Germ; WCD лау Х.Ж Y н. BIZ O = deg 
= a < n WOZ On ЕКЕ > a - g + L.R BE d > n - а. 

4. ЮЛА АУ 

(D СХ, 90, р), ЖХ. 22, р). ННВ. 


(2) #9 Р = У) P. X ЕВА б (P) fn. ME УР O (Р) @ ⁄ ВИ 
РЕ s 
平凡 化 , 则 代数 几何 码 (X 2 25; СХА Ó ( P) OF On 年 为 对 侦 码 . 
10.2 ”代数 几何 码 的 重量 谱 


设 代数 几何 码 Z= (X. 2 #) и ЕНЕ СГ Их: у) = э” + 2 Aan" BDE 
ЖЕКЕ WÁ <). И 
ыд) = x" + Ув; (х - 1)*. 
ra 
Но < 1 = a 26 + 1 BÍ) 
n 
В, = (7) (0+! _ D, 
H a 28р + 2 = i = а 8 


[ 中 (16902 121) е B, > maxi0, [ НСИ _ i. 


10.3 ”代数 几何 码 的 译 码 


设 É = {(Х, 0) п. ШЕ XW 5 WE z, 2 2 < ú = legD = R- £ + 1. 1 
到 向 量 y = и + е,е 是 差错 向 量 ,7 = lile ОЗЕ є 的 差错 位 的 集合 ， 
r= Рі. 

1. 基 本 算法 

步 1 计算 -个 辅助 除 于 上 ,使 得 Supp D) D Э®= С), degl = b. 


‹ 1018 ` 22 8 代数 编码 


步 2 分 别 计算 LD), LUDO H (D Р) BÆJA f. А ва воа 
zl ЖКА, harsh, t. а € LCD). 

步 3 ”对 于 接收 的 向 量 v ,计算 它 的 伴随 式 

SU 三 sume; ОР), Sv, gh) = ág 三 2 eg Р). 
Жа ”计算 线 件 方程 组 | 
Уж =0, j= L2 r (10-3) 

的 - -个 解 y = (yol, y). 

步 5 ЖХ а, = > ye RAKAR дуб P.) = Ой: Й R, EA 


五 1. 
步 6 线性 方程 组 
УДАР) = S(u,f), j= 1,2,7, т (10-4) 
{Е 1 
ЙЧ ЯК АЕ ЗЕТЕ e. 


J ЈЕЛА ЖЛ PB t һ = maxi mini L(D'),a — аер -28+2 | - 1 + 
Б BE D' 是 所 有 使 得 Supl D' ) N 2 = 霹 成 立 的 除了 了. 

2. 收 改 的 基本 算法 

这 个 修改 的 算法 对 寺 形 如 喇 = aP 的 除 子 特别 有 效 ,上 是 一 个 Weierstrass 点 ， 

设 D = aH, HE TRAA h 的 有 效 除 于 ,a = аһ. д, 

SCH) = maf ВАТТ сан) |. 

+1 Жр = 月 ,28,…, 解 方程 组 (10-3). 设 b, E M Jy РЕН (10-3) 有 解 的 最 
小 整数 , 设 解 为 y. 当 :< [92211 S( 有 时 ,线性 方程 组 (10-4) 有 唯一 解 , 这 个 解 
就 是 差错 向 量 e. 

后 面 的 几 步 类 似 基本 算法 ， 

如 果 D = ai 有 ,月 > о, 那么 修改 的 基本 算法 可 以 纠 任意 不 超过 E- 
SCH) 个 差错 . Ч И ОШ, О = 4 = al 是 超 平面 截 口 IAE 


改 的 基本 算法 可 以 纠 任意 不 超过 [一 1 个 差错 . 
可 以 看 出 ,S(8) 越 小 , 纠 错 能 力 就 越 强 .特别 地 , 当 SCH) = 0 时 ,修改 的 基本 


算法 可 以 纠 [ 42 :1 个 差错 . 然而 S( Н) = 0 的 情况 很 少 出 现 , 这 是 因为 ,如 果 
SCH) = 0, 那 么 或 者 亏 格 g < 1, 或 者 НТ, x BAMAN. 


一 般 地 ， 


lÚ 9л б610 9, 


БИ Баа 


РЕА А | 
[EI һи 18А. 


10.4 #8 m 


Оп, k) 线性 码 , 其 对 偶 码 为 (n - k, k) 线性 码 & ‚Т Лр 
离 分 别 是 аа, ШЕМЕ къар n+ I в.а k) + di > n+l- g W 
区 是 一 个 专 格 最 大 为 的 码 . 

亏 格 为 1 的 曲线 称 为 椭 男 曲线 , 专 格 量 大 为 1 ВЕСКИЕ а. 

1. ЖАЗА 

假设 ха ИЩ, D = > aQ 是 定义 在 GF(9) 上 的 除 子 , 那 么 存在 一 个 
点 Pp € X(GF(4q)) 使 得 P, = Da0, 3B. Po 仅仅 依赖 下 除 子 DD 所 在 的 除 子 类 . 
因而 ,对 于 给 定 的 线 从 岁 有 一 个 点 Py 与 之 对 应 ， 

符号 M(X(GF(q)), 35 Pe, k) 表示 集合 i190 c | O = k.Po = P. PAR 
的 个 数 ， 

WEI C = (X, 22 Da ПТ ТЕ 


W.(x) = x` + S 中 (or — (x - 1)' + Bix- 5 k + d> n, 
í=Ú 


其 中 B, = (q ~ M( X(GF(9g)) #1 Pau, k). 
特别 地 , 当 加 = X(GF(g)),ged(k,n) = 1 时, РЈ ТЈ n- k,3 H 


B, = PCE 


Уа = 2k Af ЕНЧА Ж, F В ЕВУ. 

2. Ж MDS 码 

WE k + d = п+ 1Ё% ФЕ ЕЮ MDS W, CERERE ҮЕ FEE nggal 
的 代数 几何 码 . 

у КӘ 1 的 线性 码 是 MDS ВУЧ ВИХ Ч B, = 0. 

不 存在 码 长 超过 q + 1 的 椭圆 MDS 165. 


10.5 Hermitian 码 


亏 格 为 к WHER X W GF(4) R N (z) < 9 + 1+12q 人 “lg, 使 得 等 号 成 立 的 
曲线 为 极 太 曲线 ， 

由 于 代数 几何 码 的 设计 参数 ket dw = n- g + 1, 所 以 设计 参数 越 好 ,曲线 x 
的 有 理 点 就 必须 越 多 . 

假设 + = р". = ,那么 仿 射 方程 为 et! + Pi+1=0 的 Hermitian 


* 1020 + 第 22 篇 代数 编码 
曲线 X, 是 极 大 光滑 的 平面 曲线 , 亏 格 g = (r - r)/2,GF( 4)- ABE + 1. 作 变量 
{еВ u = biy- Бх), 2 = Xu — а,а, h = GF(q), a + а = br+! =- 1 ,得 到 -一 个 与 
А, 同 构 的 曲线 A, e +. = t, 
Z n = 口 ,下 是 任意 正 整数 ,如 是 曲线 大 ,的 唯一 无 限 极 点 , P= X' - Q,q Jú 
m) FERRULE Y, 22,m,Q), ` m = tr + s = m,0 = s = r - 1, 表 示 形 如 
їг јбг 1), 2>00> ; = r- MAREN, iU oim) = l+ :(: + 1⁄2 + minli, 
s). 则 码 名 的 最 小 距离 4。 = r- т, А, 满足 


fm), m =< £ — r= 2, 
СИИ гЁ-г-2< m < г, 
{#-(+г-г-2-т), mèr. 


Pa ЯП 65.2... LARA. 

可 以 证 明 GF(2) БАЗЕ ТТВ E: уу = z) + x+ 1. СЕ(25) ЕШЮ Еу + 
y = x` 和 Klein 四 次 曲线 X: xy + ух + 23x = ORRERA. Am., Т ЕЛЖ {ШЫЖЕ 
Hermitian WAJA ARE ERL. 


10.6 Ж m 


1. жна 
设 整 数 环 Z 上 的 特殊 线性 群 SL(2,Z) = 105 Й lJa,b.c,d € Ж„ай- be = 二 


的 一 个 商 群 为 PO) = SE(2,Z)/]+ РНЕ АЕА ЕХ М, ЕХ Г(1) 的 两 
个 同 余 子 群 CN)} 和 ГОМ) 为 
a с і 0 
(› °) = (o |) (mo) }, 


по {(; 2) 
(9-( е}. 


Do N) = (+ °) 
其 中 * 表示 了 中 的 任意 元 素 . 

对 于 PON) 和 ГУС М) ,分 别 存在 唯一 的 复数 域 避 上 的 光滑 射影 曲线 ХОЛ) 和 
Хе Т) dB Je X( N) 和 Xol N) AFR S ( Riemann) ТЕЕ Јер ГСМ) X H° 
ff r (N)A AFH = |z € C | mz > 0} a ГАА th, P(N) ЖП ГУС NO 
装备 了 离散 拓扑 , 拓扑 空间 ГЛ \ H 36 38 T 32 S IH ú 2648 POA) A H" 是 
PON) 下 的 紧 致 化 . 称 ХОМ) 和 加 CN) ЖЕШ. 

设 к, 是 一 个 本 原 入 单位 根 , O t.) ЖН НИКИ ОЛЕШ 5 得 到 的 扩 域 , K, 是 其 
唯 -- 的 二 次 子 域 .根据 椭圆 曲线 的 模 概 型 理论 ,对 于 给 定 的 素数 p gedip. N) = 1, 
存在 -个 有 限 域 CF(tp) 上 光 消 绝对 不 可 约 的 射影 曲线 X. = 如 (wm 是 区 六) 的 
RHE mE, ITIR K, 中 一 个 整除 p 的 京 理想 安 , 存 在 - Tbk k( 97) С Gp) 
上 的 光 汕 绝对 不 可 约 的 射影 曲线 Ye = СМ) FR X,( v) 的 优 约 化 .实际 上 , 当 
Eo (руф, А0 #7) 同 构 于 Gp), i) = Ee И. el RK. 678 3 tA BAB, 


0 代数 几何 码 ，1021 ° 


k( 97) 同 构 于 GF(P). 
> Bh šE: Än #l X'y 的 专 找 分别 是 £w = #( Ху) = Sn N) 和 EN = ЕХ) = 
z N), M 


(М) = 1+ MON - 6)24| Ja- гә, 
Н 
:是 交 的 所 有 率 因 子 ， 
g (N) = 1+ gll- 4 — 3/3 — 2， 
其 中 = Аа +0), 
і 


vo = 之 | pld, N/d), 


diN, d >Ü 
Ü, і = 2, 
(-4) efh E= 1 mda) 
-1, i= 3(mod4) 
©, í = 3, 
(下 -和 is lawan 
— l, i= 2 (той 3) 
p ÆR БӨЖ. 


EPET 如 的 超 奇 异 点 集合 ,了 表示 X's DEARA, N| C 
ХКОСЕ(р?”)), 2” с Х'х(СЕ(р?)). ЖИЙ D 是 定义 在 GF(p*) E Ху 的 一 个 次 数 是 a 
的 除 子 ,并 且 Supp{ D) П 2 = @. ЯВА GF( 02) 上 的 代数 几何 码 ( Ху, 2, 0), 的 码 


长 n< л,“ ЕЁ» a -gol 人 9 +1, 最 小 距离 4 > n- a, HP no > МОТ 


+ і), ГЕ МВА ЖЕУ. 

特别 地 , 当 站 = 2°. D = aœ, œ ТЕ lN) 上 ,dexD = а Bf, по 2 2"7°(р 
—1),& ж kí(m,a),d >n- а, ЖФ (т.а) = 1.4 ААУ 277 – 2m-2-1 2 а g 
2m-3_ 2m-3-1 1 = 1,2,6, [21 1. 

Fit D' 是 定义 在 GF(p*) 上 六 wy 的 -一 个 次 数 是 w' 的 除 了 ,并 且 Supp p' ) 站 >” 
= 个 .那么 СЕСр2) EARR JLE A y, Z Р), ВОО Сл по, ESE k > a 


– &(М) + LEMES d эп -a HP по Ml) (11 12). 1 E NB 
I 


ВАЖЕ. 
2. Drinfeld 曲线 码 
设 亡 是 一 维 射 影 空间 , А = GELT], k = G C) тА НОЙ, К Ж 


R RR a 完备 化 . (90) zz {是 4 的 真理 想 , Pi 是 生成 1 的 阁 一 名 项 式 ,G = (Lp) 
是 4 概 型 5 上 的 -- 个 椭圆 模 ,A 是 一 个 了 水平 的 结 梅 .定义 FUKS) = |(С,Л) 的 
同 构 对 集合 | .那么 由 囊 示 理论 可 知 ,孙子 РОР) 可 以 由 A 上 有 限 型 的 优 射 概 型 
МОР 表示 ,并且 存在 唯一 的 概 型 CN 使 得 NCD EMD 中 是 开 的 稠密 子 概 型 ， 
MUD 在 SpecA[ 1-1) 上 的 纤维 是 光 消 完备 曲线 . МОР) oo k. 称 为 Drinfeld і HH £k. 

再 假设 理想 ! ЕЖЕ) BH Wa E Р, 是 不 可 约 ,deg 户 = m ЛЯ, gedim, g — 1) = 
1. 人 们 最 感 兴趣 的 是 光 谓 完备 曲线 YD = МЕГ) & A GF(4), U En) 2989. 

设 - .月 线性 群 GL(2, A) 的 子 群 


PD) = ЧЁ HE GL(2,A) tc € 路 


P) = [(° є 102,4) 1 c € ла = 16 г}, 


H(D = [Ú $) € GL2,4) [БЕ cE а-4Є г} 


在 GEO, A/D 中 的 像 分 别 是 To( P CD ARU), w X 

AD = XZ (D. XAD = XPD, С) = XD НОТ), 
那么 LDA CD 和 ССГ) REAGE #J BSc ж ИН ЖК. 

设 PEHR СОР 的 超 奇 异 GF( 2) ARARA, ЕПИ H a 的 线 
项 ,那么 GE 上 代数 几何 码 (COD, 2, SZ) Н Еп = gl- 1)⁄0q +1), 
HR k > a С" 1004 - DD (2° — q - 1)Z(22 - D, EBE d > Ф092" – 
I)/(q + 1) - а. m = degP;. 

设 .>' 是 曲线 X.C I 的 超 奇 异 点 集合 ,那么 码 ( Ау Г), S ВАКА = (9° 
+ 1) 0+1, Я k a- alg” - АС) жт, d >= (q" + 1)7(q + 
1) -a, 这 里 站 = [m/2]. 

ЖЕШ ,不论 是 古典 模 曲 线 码 ,还 是 Drinfeld 曲线 码 ,都 存在 专项 式 算法 构造 
ENHE RER. 
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引 = 


当今 人 类 已 经 进 人 信息 社会 ,如 何 对 信息 资源 进行 安全 的 保护 和 管理 ,是 我 们 
所 面临 的 重要 课题 ,采用 密码 技术 是 保护 信息 安全 的 主要 手段 之 -一 .和 密码 技术 目 十 
有 之 ,到 目前 为 止 ,已 经 从 外 交 和 军事 领域 走向 公开 , 它 并 且 是 结合 数学 .计算 机 科 
学 .电子 与 通信 等 诸多 学 科 于 一 身 的 交叉 学 科 - 它 不 仅 具 和 保证 信息 机 密 性 的 信息 
加 密 功 能 ,而 且 具 有 数字 签名 .身份 验证 .秘密 分 存 . 系 统 实 全 等 功能 ,所 以 ,使 用 密 
码 技术 不 仅 再 专 保 证 信息 揭 机 密 性 ,而 且 可 以 保证 信息 的 完整 性 和 确证 性 ,防止 信 
Пт MERABRE .密码 技术 除了 在 军事 .外 交 等 领域 发 挥 作用 以 外 ,还 在 政府 
部 门 .银行 .财政 ,税务 ,海关 等 电子 化 系统 中 发 挥 独特 的 作用 . 


1 密码 学 术语 与 概念 


11 基本 概念 


密码 学 包括 密码 编码 学 和 密码 分 析 学 .密码 眉 制 的 设计 是 密码 编码 学 的 主要 
内 容 , 密 码 体制 的 破译 是 密码 分 析 学 的 主要 内 容 .密码 编码 技术 和 密码 分 析 技 术 是 
相互 依存 ,互相 支持 , 密 不 可 分 的 两 个 方面 .对 于 消息 m.-- 般 的 加 密 和 解密 过 得 


如 图 1-1 所 示 : 
| Exe | өк mem n 
дла š RRR 
| | 
i-i 


MEIJER c= БОт, к), НН m ADX, k ЭШИ ЕН, 六 加 密 算 法 ,ec 为 
密 文 ;解密 过 程 为 m= D(c k) Жн DARBAI, k SERESA, E 和 上 D 可 以 
相同 ,也 可 以 不 同 . 

从 密码 体制 方面 而 言 ,密码 体制 有 对 稼 密 铀 密码 体制 (传统 体制 } 和 非 对 称 密 
钥 密 码 体制 { 公 开 窗 钥 体 制 ). 对 称 密 钥 密码 体制 要 求 加 密 解 歼 双 方 拥有 相同 的 密 
СЕ = 上) 或 上 与 如 之 间 遂 过 计算 容易 相互 得 到 .而 非 对 称 密 胃 密码 体制 要 求 加 
密 解 密 双 方 拥 有 不 相同 的 密 铀 尺 关 局) 在 不 知道 陷 门 信息 的 情 哆 下 ,加密 密 钥 和 
解密 密 钥 在 计算 上 是 不 能 相互 算出 的 . 
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密码 分 析 的 茜 本 原则 是 假定 大 译 者 知道 密码 算法 ,但 不 知 加 密 用 的 密 钼 . 
{1) 瞧 密 文 攻击 ”和 礁 详 者 仅 知 道 o = E(mi,k),e, = E(m., k), e, = 
上 (ma 上) ;破译 者 推导 出 mi, mt, m. 或 上 或 找 出 一 个 算法 从 cy] = Elmak) 


ЕН Masle 
(2) 己 知 明文 玫 击 ”破译 者 知道 有 限 多 的 明 密 文 对 ; mse = EF(miíi,k)), 
(тос = Elmark) ) ,mn = ЕС pn 天)), 酸 译 者 推 平 出 上 或 找 出 一 个 算法 


从 ml = (т, р) PERH т... 

(3) 选择 明文 放 击 ЖЕЕ МИЫН ср = EU(mi,k),e, = (т, К). = 
Eim, k) Ж! ту, ту, т, ЖЕРЕН СРЕО, ВЕНЕ Т МЕНЕНН k ERA 
算法 从 co = E(m,. k) 中 推导 出 m..,- 

(4) 自 适 应 选择 明文 攻击 ”破译 者 不 仅 能 够 选择 被 加 密 的 明文 ,而 县 可 以 要 
据 以 前 的 加 窗 结 果 桥 正 以 后 的 明文 选择 . 它 是 选择 明文 攻 填 :的 特殊 情况 ， 

(5) 选择 密 文 攻击 ”破译 者 能 选择 不 同 的 密 文 ,得 到 玉 | 应 的 明文 , 要求 破译 者 
推导 出 密 铀 ， 

(6) 选择 密 铀 攻击 。” 歼 译 者 选择 不 同 的 密 钥 ,通过 密 荐 的 相关 性 ,根据 选择 明 
Жн г НҢ X oR H 56428. 


1.2 ”入 息 论 基础 


仙 农 (Shannon) 在 其 关于 密码 学 的 理论 中 引信 的 以 下 原则 和 概念 ,直到 今天 对 
密码 理论 仍 具 有 重要 音义， 

混乱 (ceonfusion) :用 于 掩盖 明 交 与 密 文 之 间 的 关系 ,使 入 明文 与 密 文 之 间 的 关 
系 复 杂 攻 ,目的 是 挫败 通过 研究 密 文 的 多 余 度 和 统计 攻击 .代替 是 其 主要 手段 . 

散布 (diffusioa) :将 明文 的 专 余 度 充 分 分 散 到 密 文 中 .主要 方法 是 通过 换 位 . 

密码 体制 的 炉 HCK) УЫ НОК) = IbN( K), N( K) ЕЖЕН. 

在 密码 系统 的 设计 中 要 充分 利用 混乱 和 散布 方法 . 

定理 1 对 一 个 长 度 为 = 的 消息 ,将 一 个 密 文 解密 为 问 一 语言 中 的 原始 明文 ， 
采用 不 同 密 钥 的 数目 为 2-5 1, 其 中 DD 为 语言 的 多 余 度 . 

对 于 英语 ,DBD = 3.5 比特 / 字母, 

ERERKEN U = 中 ()7 呈 .一 个 密码 体制 的 唯 .- 解 距 高 越 大 ,其 强度 
就 越 高 .唯一 解 距 离 的 意义 在 于 当 获 得 的 密 文 数 自 大 于 唯 … 解 距离 时 ,从 理论 上 就 
能 唯一 地 确定 明文 .但 是 对 许 包 实际 的 密码 系统 ,在 计算 七 还 没有 相应 的 算法 来 破 
译 它们 . 

加 蜜 解 密 双 方 每 加 人 密 一 个 消息 , 瓜 使 用 一 个 密 钥 , 密 钥 每 次 更 措 , 永 不 重复 , 帝 
钊 空间 无 根 大 的 密码 体制 被 称 为 一 次 一 密 密 码 体制 . 它 是 啡 -~ 一 种 完全 理想 的 保 
密 体 制 ,在 理论 上 是 不 可 破 的 ,其 余 的 所 有 体制 在 理论 上 都 是 可 破 的 .得 理论 上 不 
可 破 的 密码 不 是 实用 的 . 

密码 学 不 仅仅 是 编码 与 叙 译 的 学 问 , 而 且 包 括 安 全 协议 设计 ,秘密 分 存 , 散 列 
KASAR. 总 而 言 之 , 近 民 密码 是 一 支 引 人 人 人 性 的 额 域 , 它 涉 及 到 数学 的 许 儿 分 
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支 , 如 数论 .复杂 性 理论 .信息 论 \ 概 率 统计 .代数 理论 ,甚至 于 代数 几何 等 都 在 密码 
学 的 发 展 中 留 地 各 自 的 贡献 ， 
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21 序列 密码 


序列 密码 一 站 是 作为 军事 和 外 交 场 间 使 用 的 主要 密 公 技术 之 一 , 它 的 主要 原 
理 是, 通过 有 限 状 态 机 产生 性 能 优良 的 伪 随 机 序列 ,使 用 该 序列 加 密 信 息 流 ( 未 比 
特 加 密 ) ,得 到 密 文 序列 ,如 图 2-1 所 示 . 所 以 ,序列 密码 咎 法 的 安全 强度 完全 取决 
于 它 所 产生 的 伪 随 机 序列 的 好 坏 ， 


жык жк 
нн — 
图 2-1 
IHH У: ЖУ; т уто , `": , m, , WH ЕР ЛА) koka ‚К, УЫ c = H Ф Ё;. 
ДР @ 29 mod 2 }Д. 


关于 0-1 序列 的 随机 性 公设 如 下 : 

1° 着 序列 周期 + 是 奇数 , 则 一 个 周期 内 的 个 数 比 ОТТИ. -个 或 少 -个 №; 
若是 偶数 , 则 0 和 [的 个 数 相等 . 

2 序列 中 连续 由 0 或 1 组 成 最 长 的 子 串 , 称 为 0 游程 或 1 游程 .1 游程 的 数目 为 
游程 总 数 的 172,2 游程 的 个 数 鼎 游程 总 数 的 1722,56 游程 的 数目 为 总 数 的 1 ， 
而 且 对 任意 长 度 的 0 游程 和 1 游程 数目 相同 . 

3° BRERA s.s. t ЖУР F 2988 ТЕРЕ! 

Ri S21 Sjart zers tie 


3 = su BERA 表示 ,不 同 的 


m 数目 为 d. = F- n. 
Кт) = (n, - d.) 
x, 02,7, Xa.) ú 
ПЕЕ 是 一 常数 


图 2.2 一 般 采 用 移 位 寄存 器 来 产生 伯 
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随机 序列 ,如 图 2-2 所 示 , 即 
akt +1) = (хуб), x (t). x (1), 
milt + 1) = alt), k = 2.3, n 
已 知 a1(0), a2(0),…, a, (0). 

Щу...) 为 线性 ( 非 线 性 ) 函数 时 , 称 为 л 级 线性 ( 非 强 性 ) 反馈 移 位 
寄存 器 , 即 当 est + 1) = enle) Ф с, 1900) Ф" Ф ea (0) В, AARRE 
位 寄存 器 ,其 中 e = 0 或 1,i = 1.2," n, p AHRR. 

0 中 0 =0,0 由 1=190=- 1,161 = 0. 

当 m 级 反馈 移 位 寄存 器 的 反馈 晒 数 为 线性 函 煞 , 即 

ДХ ху, хуҗ») = а + бадар + Ф ШЕ 
HJ. BLR R P Е рсе 
J(x) = 1+ cIx срд + t + сах". 
称 f(x) 为 线性 称 位 害 存 器 的 联接 多 项 式 . 

ЖИІ ZER F, 上 n 级 线性 反 僻 移 位 寄存 器 产生 的 周期 为 2* - 1 的 非 0 序 
列 , 称 为 n 级 最 大 长 线性 反馈 穆 位 寄存 器 序列 ,简称 说 库 列 ;以 非 线性 反 司 函数 产 
生 的 周期 为 2° 的 非 0 序 列 , 称 为 全 长 序 到 或 Af PE 2). 

关于 线性 反馈 移 位 害 存 器 产生 的 m FAA FETO HAR): 

(1) 线性 反馈 移 位 寄存 器 产生 亚 序 列 的 充分 必要 条 人 是 其 反 司 函数 为 成 上 的 
EMER. 

(2) п BREDER rH m 序列 的 个 数 为 2" -1)/n 

(3) т 序列 满足 以 上 0-1 序列 随机 性 公设 的 三 个 条 人性. 

(4) п МВО 28,6 = 27-1 _ n. 

定义 2 给 定 序 列 ,能 够 产生 a 的 最短 的 线 牲 反馈 移 闻 寄存 器 的 级 数 , 称 为 
ЛЕЗА КЕЯ ЗУ Н (а) 表示 . 

给 定 长 度 为 АЕ а = (оо, а. аң) AEF E а 的 最 短 的 线性 反馈 移 
位 寄存 器 的 级 数 ty HIS IN ЛУК у(х). ЧИТЕК: 

Жп = 1.2, NW O 为 产生 ау, аал ПБ ПЕ. 

(1) RE f(x) = 1.% = 0. 

(2) (f(x), 1 O ERIEN > n > 0, < h = `“ = L, 


A (x) = ca + сух + ерх + + срд", со = 1, 
计算 d, = судь + сал+ + ста, 1 - PK d, 为 第 #4 ЭН. 
如 时 为 0, 则 大 ,1(x) = AESP AN = hz; 


如 果 d, 为 上 , 则 
М = =з = L = 0, (xz) = 1 + @*t' L. =п+1; 
2) HA m(0 < m < n) Í L. < La = = Е, В 


faak x) = Jx) + Aaa, 


ha = max( hn + l- ZL). 
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ЖЕН ЖЕН Alr), ho 便 是 产生 序列 a 的 最 短线 性 反馈 移 位 寄存 器 . 

一 个 在 密码 系统 中 可 用 的 序列 ,除了 满足 前 面 提 到 的 三 个 条 人 忻 以 外 ,还 要 满足 
线性 复杂 度 随 机 走动 条 件 , 它 要 求 序列 的 线性 复杂 度 是 亲 长 度 的 一 半 左 右 ,详细 可 
见 有 关 资 料 的 随机 序列 线性 复杂 度 均 秆 与 方差 部 分 . 

设计 用 于 密码 系统 欧 协 随机 序列 ,还 必须 详细 考察 所 用 的 布尔 函数 的 密码 特 
性 .布尔 函数 f(x , x3,… x.) 其 平衡 的 ,是 指 其 真 什 表 中 的 0.1 个 数 相等 .此 外 ,对 
布尔 函数 还 定 欠 了 其 它 较 复杂 的 概念 ,主要 有 ;上 БИГ КАРА т 阶 相关 免疫 函数 、 
Ben 函数 等 ,这 些 函 数 不 各 对 设计 序列 密码 有 用 ,而 有 目 在 分 组 密码 设计 中 也 十 分 有 
用 .详细 参见 有 关 文 献 . 

协 随 机 序列 主要 利用 称 位 寄存 器 来 产生 ,典型 方法 有 : 

{1) 反馈 移 位 寄存 器 序列 ”采用 = 有 阶 非 线 性 反 局 函数 产生 大 周期 的 非 线 性 序 
列 , 例 如 好 序列 . 它 上 只 有 较 好 的 密码 学 人 性质, 只 是 反馈 畏 数 的 选择 有 难度 ,产生 全 
部 的 M 序列 至 今 仍 是 很 复杂 . 

(2) 前 馈 序 列 ”利用 线性 移 位 寄存 器 序列 加 非 线性 前 馈 画 数 ,产生 前 馈 序 列 . 
如 何 控制 序列 相位 及 非 线 性 前 镍 孙 数 也 是 相当 复杂 芍 问 题 ,Bent 序列 就 是 其 中 …- 
类 好 的 序列 .一般 要 求 产生 前 愤 序 列 的 前 馈 布 尔 畏 数 满 是 相关 免疫 条 件 等 

(3) 钟 控 序列 。 利用 一 个 寄存 器 序列 作为 时 钟 控制 男 一 寄存 紫 序 列 ( 或 自己 
控制 自己 ) 来 产生 钟 控 序列 ,这 种 序列 具有 大 的 线性 复杂 度 , 但 是 相关 性 能 较 差 . 

(4) 组 言 网络 及 其 它 序列 ”通过 组 合 运 用 以 上 方法 ,产生 更 复杂 的 网 络 ,来 实 
现 复杂 的 序列 .这 种 序列 的 密码 性 质 理 论 上 比较 难 控 制 . 

(5) AARG ,细胞 自动 机 等 方法 产生 的 以 随 机 序列 . 

序列 密码 的 优点 是 错误 扩展 小 ,速度 快 ,利于 同步 , 克 全 程度 高 . 琶 详 序列 密码 
的 方法 主要 有 代数 方法 和 统计 方法 ,以 及 线性 逼近 和 相关 攻击 等 . 


2.2 分 组 密码 


分 组 密码 的 工作 方式 是 将 明文 分 成 固定 长 度 的 组 ( 跨 ) ,如 64 比特 一 组 ,用 同 
一 密 铀 和 算法 对 每 一 块 加 密 ,输出 也 是 固定 长 度 的 密 文 .设计 分 组 密码 算法 的 核心 
技术 是 :在 相信 复杂 画 数 可 以 通过 简单 函数 选 代 若 干 圈 香 到 的 原则 下 ,利用 简单 转 
函数 及 对 合 运算 ,充分 利用 非 线性 运算 ,通过 多 次 选 代 充 分 实现 混乱 与 散布 ， 


2.2.1 DES 算法 (美国 数据 加 密 标 准 ,1977 年 颁布 ) 


DES 密码 算法 的 和 输 大 为 三 比 特 明文 , 密 钥 长 度 列 比特 ( 含 8 比 特 奇 位 校 验 位 )， 
密 文 长 度 64 比特 .DES 算法 的 主要 步骤 为 : 

(1) 将 明文 m 终 过 初始 置换 证 的 结果 的 前 32 位 计 为 上 ,后 3 拉 位 计 为 Ko. 

(2) 根据 以 下 规则 迁 代 16 次 :计算 到 = RaR = hap Rk) i = 1,2, 
116 出” 为 两 个 妇 位 串 的 絮 比 特异 或 ,上 为 一 非 线性 函数 , 扣 为 48 比特 的 于 密 
8.36167. 

(3) HERE R.L. 使 用 逆 置 换 ІР ,得 到 密 文 y. 


` 1030 - 第 233 篇 近代 密码 学 


(+) = К.(48 ti) 
алала) С 
Ж x C(64 ії) 


В 2-3 
ІР Ж 


S 
гк š 
£ 


51 43 
61 53 45 
55 47 39 31 23 15 


BIRERE 
R R 
хь 

— л SQ є— б Qh PL h 


IP-! JJ 
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4 8 48 16 5 24 64 32 
39 7 47 15 55 23 6 31 
3 6 46 14 54 22 62 10 
37 5 45 |3 53 21 61 29 
3 4 44 12 52 20 @ 28 
35 3 43 H 51 19 59 27 
34 2 42 10 50 18 58 26 
3 ] dit э 49 17 57 25 


假定 m = mimo ma IP m) = agegan anasa. ШБ ЖЯ. 
FEH k, 的 产生 过 程 : 
# £ = kikre ka 
(1) 对 64 比特 的 窗 钥 ,去掉 其 3 比特 的 奇偶 校 验 信 (好 ag, ав, ам. аы 为 
у ВОР г), ЖШ {ШЕН РС-1 RIA 56 ШЕЕ, Ei PECI E) = СР, Co 2807, 
Р, 为 后 28 位 .其 中 PC-1 为 
57 49 41 33 25 17 9 


14 6 6 53 45 37 29 
21 13 5 28 20 12 4 
(2) 3f i s 1,2,,16, C, = 15,( С,_,). 0; = 18,00, 1) ,1S 表示 循环 左 称 , 当 i 
= ],2,9,16 时 . 移 位 量 为 1, 其 它 情 况 为 2. 
(3) k, = PC-2 G.D.) ,其 中 PC-2 为 


14 17 1 2 I 5 
3 28 15 6 21 10 
23 19 12 4 26 8 
16 7 27 2) 13 
41 52 31 37 47 55 
3 40 51 45 33 48 
44 49 39 56 34 53 
46 42 50 36 29 22 


k; 为 48 ШАРУА ЕЯ. 

JAR: 

函数 了 的 输入 为 一 个 32 比特 串 4 和 一 个 48 НАУ 8 8 了 ,输出 为 一 个 32 
比特 串 . 其 详细 过 程 如 下 : 

(1) 将 4 按照 扩展 变换 所 变 为 长 为 牧 比 特 的 串 К(А), Е 2 
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25 29 30 31 32 1 
(2) 计算 Е(А) p 了 并 将 结果 写成 连续 的 8 个 6 比特 串 , 记 为 
В = ВВ, Bs 

(3) 对 每 个 B. = 1,2,…,8, 用 以 下 3 个 3 盒 中 相应 的 507 = 1,2,…,8) HE 
换 , 将 6 比特 信息 变 为 4 比特 , 即 G = S08) ,有 具体 置换 步骤 为 : 

Ш В; = bhrby bar = bibe e = 加 5304bs, 对 5S 查 表 ,其 第 + 行 . 第 < 列 就 是 置 
换 结果 .总 共 32 比特 , 记 为 С. 

8 个 SARERA 

Si: 


4 5 6 7 8 9 M ll 


3 

l 2 H 11 8 3 0 6 12 
0 5 7 4 14 2 B 1 10 6 12 Il 

8 

2 
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5 

п 2 4 0 
G 0 H 7 4 9 
3 

4 


(4) Ж C 进行 P 置换 ,得 到 最 后 的 32 ERDAS КА, J). PERA 
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16 7 20 21 
29 12 28 17 
1 15 23 26 
5 18 31 10 
2 8 24 14 
32 27 3 9 
19 13 3 6 
22 11 4 25 


例 1 车 明文 为 013456789ABCDEF(16 进 制 ) , 密 钥 为 133457799BBCDFFI , Ж 
密 文 为 8SE813540F0AB405. 

DES HEHA HEH . 半 戏 密 铀 和 互补 密 钥 ,选择 密 钥 时 要 注意 这 些 问题 , 避 
免 使 用 这 些 密 钥 .DES 受到 的 最 大 攻击 是 它 的 密 钥 长 度 仅 碳 药 比特 ,强力 攻击 的 代 
价 随 着 电子 技术 的 帘 飞 猛 进 越 来 越 低 ,1990 年 比 汉 (S. Bihum) ЖЭК (А. Shamir) 
提出 了 差分 攻击 的 方法 ,采用 选择 明文 z 攻击 RAR l| aT 8E05 ЕН E FROM. 
Matsui) 提出 的 线性 分 析 方 法 ,利用 29 个 已 知 明文 ,成 功 地 做 译 了 16 9 DES 算法 . 
这 些 都 是 密码 分 析 上 的 重要 成 果 . 昌 然 只 有 理论 的 价值 . 在 nema ЕЖ 27318 
索 方 法 已 成 功 地 融 译 了 56 比特 密 钥 的 DES 算法 ， 

基于 以 上 弱点 ,大 们 将 DES 算 法 作 了 名 种 变形 ,使 用 :: 重 DES 方式 .独立 子 密 
锥 方法 .其 理论 依据 是 DES 对 56 比 特 的 加 密 运 算 不 构成 群 .也 有 使 用 可 变 的 $ 盒 及 
其 使 用 次 序 以 及 广义 的 GDES 等 技术 的 .这 些 改 变 有 些 是 增强 了 密码 算法 的 安全 
性 ,有 些 作 用 不 大 ,有 些 还 前 验 了 DES 的 安全 性 ,详细 可 见 参 考 文 献 

鉴于 DES 的 脆弱 性 ,美国 政府 颁布 了 新 的 数据 加 密 系统 EEs, 该 系统 采用 的 密 
码 算法 为 Skipjack 算法 ,不 对 外 公开 , 密 钥 长 度 吕 比特 , 料 和 在 在 Clipper 蕊 片 中 .为 了 
使 于 政府 监管 ,还 设计 了 具有 第 三 廊 托 管 的 安全 协议 ,在 法律 许可 的 条 件 下 ,政府 
可 以 对 进行 保密 通信 的 密码 进行 解密 监听 . 


2.2.2 ШЕВА Ен) 


IDEA AFA ЖЕЗЛ 2-4. 
Ж ГЫ 3948 215 МЕК, О 0 216. 1 ARAZA, ф 为 逐 比 特异 或 运算 .算法 
的 执行 过 程 为 ; 

将 64 比特 的 明文 分 成 4 个 16 比特 的 子 块 : Хуу Ху, за ха, EHF AR — Юй 
和 :与 6 个 16 AF0 ҢИНПЕ#.. 运算 顺序 为; 

(1) 将 x 与 第 一 轮 的 第 一 个 子 密 铜 进行 О 运算 . 

(2) 将 与 第 -- 轮 的 第 二 个 子 密 铜 进行 由 运算 . 

(3) x; 与 第 一 轮 的 第 三 个 子 密 钥 进行 O 运算 ， 

(4) 将 x, 与 第 一 轮 的 第 四 个 子 密 铀 进行 О EH, 

(5) 将 {1) 5(3) 的 结果 相 异 或 ,进行 p 运算 ， 

(6) 将 (2) 与 (4) 的 结果 相 异 或 ,进行 四 运算. 

(7) 将 第 (5) 步 的 结果 与 第 一 轮 的 第 五 个 子 密 钥 进行 O 运算 . 
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ха x2 ла же 
у?! 7?! л”! д»! 
ү! y: Y: y: 


图 2-4 
(8) 将 第 (6) 步 和 第 (7) 步 的 结果 进行 O 53. 
(9) 将 第 (8) 步 的 结果 和 第 一 轮 的 第 六 个 子 密 钥 进行 O 运算 . 
(10) 将 第 (7) 步 和 第 (9) 步 的 结果 进行 ГЫ 运算 . 
(11) 将 第 (1) 步 和 第 (9) 步 的 结果 相 异 或 ,进行 中 运算 . 
(12) 将 第 (3) 步 和 第 (9) 步 的 结果 相 异 或 ,进行 四 运算 ， 
(13) 将 第 (2) 步 和 第 (10) 步 的 结果 相 异 或 ,进行 p EA. 
(14) 将 第 (4) 步 和 第 (10) 步 的 结果 相 异 或 ,进行 由 运算 . 
第 一 轮 的 输出 是 第 (1 (12)、.(13) . (14) 步 的 结果 ,将 中 间 两 块 ((112) (3) 的 
结果 ) 交换 ,作为 下 一 轮 的 输入 . 
经 过 8 轮 运算 之 后 , 作 最 后 的 输出 变换 : 
(1) x 与 ZP 子 密 钥 进行 © 运算 ,结果 为 v. 
(2) x, 与 ZË) TERET 四 运算 ,结果 为 y,. 
(3) «3 与 Ж” 子 密 钥 进行 团 运算 ,结果 为 y- 
(4) x, 与 ZP 子 密 钥 进行 O 运算 ,结果 为 yg 
最 后 揭 密 文 为 Уу УЗ ya: 
TRAA ZÜ) ,i = 1,2,3,4,5,6,7,8,j = 1,2,3,4,5,6, 4R Z) j = 1,2,3,4, 
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Ж. 52 1, 016 比特 长 的 串 . 
子 密 钥 的 产生 : 
以 有 个 子 密 钥 在 算法 中 的 使 用 顺序 为 先后 次 序 ,IDEA 算法 的 主 密 铀 上 为 128 


比特 . 

先 将 天 分 成 8 个 6 比特 的 子 块 ,作为 前 8 个 子 密 钥 ,将 下 循环 左 移 25 比特 得 
B K K' 再 分 成 8 块 ,产生 8 个 子 密 钥 , 控 闭 将 K 循环 到 移 25 比特 .如 此 反复 ， 
直到 产生 完 和 2 个子 密 铀 为止 . 

解密 过 程 与 加 密 过 程 一 致 ,只 是 同 用 的 子 密 钥 笑 序 和 于 密 销 有 所 不 同 ,解密 子 
密 钥 和 加 窗子 密 钥 的 关系 及 使 用 顺序 如 下 ! 


KA ка; 解密 子 密 铀 
| Коо Додо до Д0 19-1, _ (99, _ 249), 190-1700 ZO 
3 zt2 ， 702) ， 202) ， z. 1? | g Z 全 -1 ‚- gs ‚—- 218) ， 259-1 ， 257 , zin 
3 1006200,0 zo) z) z) 9-1 о _ шщ z,o, zo 
4 Додо До до о z 2ё-!,_ zf) - zf) 200-1 (5), zk 
5 Zt Zi) ZI) 2090009 ZÜ) 0-0 _ Z$) 09), д1%-!, 100,60 
6 Z. Z z z ДЮ 0 09 ДО - Z0. e 200,0 
7 z z z z) zp zo) zg- z _ ДЗ, z-i д, д2) 
$ Z9, 79) ， z 758) | z 7%! 20-1 ，- 20) ‚- 20), 202-1, zt , РАШ 
输出 变 挽 zt zo zi 709) 200-1, _ z _ жо 200-1 


其 中 117-1 表示 Zt 的 模 О ЕНИ, - Л? 表示 Zi) 的 模 [ШЫ 加 法 道 . 

IDEA 加 密 算法 是 近 几 年 涌现 的 比较 有 希望 的 一 种 .自从 DES 算法 颁布 以 来 ， 
世界 各 地 相继 出 现 了 包 种 加 密 算 法 ,之 所 以 出 现 这 些 算 法 ,有 政治 原因 和 技术 原 
因 ,各 国 在 商用 方面 都 党 要 有 自己 设计 的 加 密 算法 ,也 因为 DES ЖЕТИН БШ, 
抗 攻 击 强度 不 够 ,所 以 必须 设计 出 更 商 强度 的 密码 算法 ,以 代替 DES. 这 些 算法 有 : 
LUCIFER 算法 、Madryga 算法 .NewDES 算法 .FEAI-N 算法 、REDOC 算法 .LOKI 算 法 、 
KHUFU 算法 .KHAFRE 算法 、RC2 及 ВСА ЖУ: ПОКА 算法 .MMB 算法 、CA-1.1 算法 、 
SKIPJACK 算法 Kam 算法 以 及 МОС 算 鞭 等 ,其 中 和 多数 算法 为 专利 算法 . 

以 上 上 这些 算法 有 些 已 经 阁 到 了 破译 ,有 些 安 全 强度 不 如 DES, 有 些 强度 商 于 
DES, 有 些 强度 不 明 , 还 有 待 于 进一步 分 析 . 其 中 安全 强度 高 于 DES 算法 的 有 RC2 
及 RC4 算 法 .IDEA 算法 ,SKIPJACK 算 法 等 .由 于 分 组 密码 算法 的 设计 与 描述 往往 需 
要 很 长 箭 申 ,破译 与 分 析 更 要 大 晤 数学 推导 ,在 此 不 作 详 细 撒 述 . 

几乎 所 有 的 分 组 密码 体 料 (DES IDEA 或 其 它 分 组 密码 ) 的 工作 方式 都 有 +4 种 ， 
电子 密 本 {ECB) ,密码 分 组 链接 (CBC) .输出 反馈 (OFB) 和 密 文 反馈 (CFB) . 

(1) ECB 方 式 HERE *, 将 其 分 成 到 出 特 的 明文 块 x1 ,x2,…, 对 每 块 ,用 
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同一 密 铀 加 密 得 到 相应 的 密 文 块 ЕЕ О ВВ у, 7， …: 

(2) CBC 方 式 ”定义 初始 向 量 ry = yo MERMA y; = Екб уф xi). i > 0. 

(3) OFB 方式 定义 初始 向量 IV = zw 然后 对 z Wm, g = Egga’ i 
> 0, 产 生 序列 流 т.т. ,通过 计算 yy = z D <i > О ©] жхү,х,, MË. 

(4) СЕВ 方式 定义 初始 向 量 TY — ro РОДЕ ЕН Й т; = Ery), i > 0, 而 
#5 y, = z; (D x;, í > QO. 

对 以 上 四 种 加密 方式 ,很 容易 实现 对 应 的 解密 方式 . 

总 之 ,因为 对 称 密 钥 密码 系统 具有 如 解密 速度 快 ,安全 强度 高 等 优点 ,在 军事 、 
外 变 以 及 商业 应 用 中 使 用 越 来 越 普遍 ,由 于 存在 密 钥 发 行 与 管理 方面 的 不 足 , 在 提 
供 数 据 签 名 .身份 验证 等 方面 需要 和 下 面 介 绍 的 公开 密 乌 密码 系统 共同 使 用 ,可 以 
达到 更 好 的 安全 效果 . 
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如 DES IDEA 等 分 组 密码 都 是 对 称 密码 , 即 通信 双方 用 的 密 角 私下 约定 .这 在 
网 络 上 使 用 十 分 不 方便 .着 网 上 有 n 个 用 户 ,两 两 ~- 个 密 钠 , 则 需 ( > TEHA, n ik 


较 大 时 密 钥 的 管理 十 分 困难 .特别 是 密 钥 的 更 摘要 为 繁 需 . 
1976 F „ЈЕ Diffie) 和 海尔 曼 (Hellman) 以 及 默 考 尔 ! Merklje) 分 别提 出 了 公开 
密 钥 密码 体制 的 思想 ,这 不 同 于 传统 的 对 称 密 钥 密码 体制 . 它 要 求 密 铀 成 对 出 现 ， 
一 个 为 加 密 密 钥 (e)] , 另 一 个 为 解密 密 钥 (d) , 且 不 可 能 从 其中 一 个 推导 出 另 一 个 . 
公 钥 思想 的 提出 在 近代 密码 发 展 史 上 是 一 件 重大 的 其 件 ， 


3.1 RSA ЖЕ ИНЕШ? 


公开 窗 钥 :nm = palp.q ФИТА НАК, р.а 必须 保密 ),e 与 (p - 
Dig- ODER., AR lne). 

ЖЕ ЕН: 4 = emodfp - 1)Cg - 1)). 

加 密 :e = m (moda), ДР m 为 明文 ,c AEX. 

解密 :mm = (moda). 

安全 京 数 :安全 素数 要 求 p.g ME: Dp- 1.4 - i 有 大 的 京 因 于 pr Mg: 
Or -10g -1 也 有 大 的 察 因子 ;Op + 1,9 + 1 有 大 的 泰 因 子 . 强 素数 要 求 (p - 
DARC - 1)⁄2 均 为 素数 . 

R. EREEREER A,n 的 长 度 应 足够 大 ,出 如 十 进 制 数 200 位 以 上 .这 
主要 是 因为 RSA 算法 的 安全 性 依赖 于 对 a 的 因子 分 解 ， 


3.2 Rabin 密码 算法 
设 n = 四 为 Blum 整 数 , 即 p.q 均 为 素数 且 p = 3(modd),g = modh), m 为 
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BH >. 
加 密 过 程 :e = m (moda). 
解密 过 程 : 由 于 收 方 知道 p.9, 收 方 利用 中 国 剩余 定理 计算 
т} = etPrlA( moda), 
т =p- EDA, moda), 
тз = enO moda), 
ma = ф- o DA moda). 
mimm m, EA m. 为 了 正确 解密 ,必须 对 mmia RE. 
定理 1 设 n = p ER n 下 求 平方 根 等 价 于 对 rn 因子 分 解 . 
定理 2 破译 Rabin 算法 等 价 与 对 л 因子 分 解 . 
对 于 RSA 体 制 , 还 不 能 确定 它 的 破译 的 难 庶 与 办 子 分解 相当. ВЕЙ 
n 可 以 攻破 RSA 系统 . 
目前 无 论 是 软件 实现 RSA 还 是 硬件 实现 RSA ,速度 无 法 同 对 称 密 钥 密 码 算法 
相 比 . 近 几 年 因子 分 解 问题 得 到 了 长 足 发 展 ,1995 年 人 类 成 功 地 分 解 了 129 位 十 进 
制 数 RSA 密 玛 算法 . 
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Í DES IDEA 等 传统 密码 通信 一 样 , 密 钥 上 是 由 通信 双方 约定 ,双方 都 掌握 . 收 
信 方 可 以 更 改 密 文 内 容 , 发 信 方 可 以 抵赖 ,如 车 发 生 纠 纷 , 无 法 确认 究竟 谁 是 谁 非 . 
于 是 提出 了 “数字 签名 ”" 的 思 柱 ,比如 RSA 公 钼 便 具 有 这 样 - .种 功能 . 

在 公开 密 铺 密码 系统 中 ,往往 采用 以 下 方式 进行 安全 通信 . 

(1) 4 用 自己 的 秘 铀 对 信息 签 各 SM). 

(2) 4 用 吾 的 公 钥 加 密 Е.(5,0А)) ,发 送 给 B. 

(3) 8B 用 自己 的 私 钥 解密 . 

(4) B A 的 公制 验证 . 

另 一 种 加 密 方 法 为 

(1) A JH K, М 加密 得 c ЖЕЕ. 

(2) B HI K s ‹ ШО с 发 送 给 4 . 

(3) A 对 = ЖИН 2 REA B. 

(4) яс RE. 

这 里 没有 要 求 4、#8 采 用 什么 密码 算法 ,但 是 要 求 4 与 8 的 算法 具有 可 交换 性 . 


3.4 Diffie-Hellman 密 钥 交换 体制 


设 р 为 512 比特 以 上 大 素数 ,g < p,p.g8 公 开 ,4 与 有 通过 对 称 密 钥 密码 体制 
进行 保 密 通 依 . 以 下 是 A.B 通过 公开 密 钥 算法 协商 通信 密 铀 的 协议 . 
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(1) 4 随机 选择 x < р, 28 g'modp) 给 B. 
(2) B 随机 选择 y < p ,发 送 д (кор) 给 А. 
(3) 4 通过 自己 的 x 秘密 计算 Ce?)*(modp)= д®'(тчойр). 
(4) B 通过 自己 的 y 秘密 计算 (Cg*}r(tmodp) = 2% (тоар). 
4 与 8 拥有 相同 的 数据 g™(modp) 作为 共同 的 秘密 密 钻 进行 保密 通信 . 
这 里 的 算法 安全 性 主要 依赖 于 有 限 域 上 的 离散 对 数 苛 题 . 


3.5 DSA 美国 数字 签名 算法 


AR EHA: р 为 512 至 1024 比特 的 素数 {用 户 组 公用 }， 
q (р — 1) 的 160 比 特长 的 素 因 子 { 用 户 组 公用 )， 
g = kei moda) EP В < р-1,Н g > 1,( 用 户 组 公用 )， 
у = g'(modp). 
ЖКН: x < 4. 
签名 过 程 : < 7, 随 机 选择 ， 
г = (д (тойр))(тойф}, s = (&-'(H(m) + zr)) (modq), 
(r,s) FARRE m 的 签名 ,后 (xz 为 安全 的 散 列 {Hash) 函数 ， 
验证 过 程 :w = s l(moda), 
ul = (H(m)au) (modg), 
už = (rwe)(modg), 
v = Сб“! yt modp)) (тойа). 


车 4 = r, 则 对 m 的 签名 有 效 .其 中 НО х) 可 选择 美国 推荐 的 标准 算法 SHA 或 MD5 


等 安全 散 列 算法 (参见 散 列 函数 部 分 ). 


DSA 算法 的 安全 性 也 依赖 于 有 限 域 上 的 离散 对 数 问 题 ,安全 强度 和 速度 均 低 


于 RSA 算法 .其 优点 是 不 涉及 专利 问题 . 
3.6 ElGamal 算法 


首先 选择 大 素数 p .两 个 随机 数 z < рх < p, 计 算 y = g'(mod p). 
公开 密 销 是 :p、g、Y, 秘 密 密 钥 是 x、g 和 ,在 一 个 朋 户 组 中 可 以 革 用 . 
ElGamal 签名 体制 : 
对 消息 т 签 省 : 
(1) ЖЕШИМ k < p.(k.p - 1) = LIFE a = д (подр). 
(2) 利用 扩展 的 欧 几 里 德 算法 计算 上 ,满足 : 
m = ха + kb (mod(p - 1)). 
(3) 对 m WEEN a, b) Wik k AE. 
(4) 如 果 yasfmodp) = g'(modp), ZAAK., BU. 90. 
ElGamal WA PK H : 
(1) 选择 随机 数 上 < p (k.p ~ 1) = 1 计算 we = zt(modp). 
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(2) ТЖ b = y'm (тюр). 
(3) 密 文 为 (a, b) НЕЛЕ УСНИ, ЖОК K RE. 
(4) 解密 过 程 为 m = 5/а?(пюйр). 


3.7 “背包 公 届 密码 体制 


将 一 个 密码 体制 建立 在 复杂 性 理论 中 的 NPC 问题 上 , 使 得 破译 该 密码 系统 等 
价 于 解 NPC 问题 是 密码 算法 设计 的 主要 目标 之 一 ,但 是 目前 还 没有 空 用 的 这 种 密 
码 系 统 . 背 包公 钥 密 码 体 制 是 景 先 基于 NPC 问 题 的 密码 算法 之 一 ,但 是 由 于 陷 门 的 
缺陷 ,Merkle-Hellman 背包 体制 及 其 斤 个 变形 体制 都 被 玻 译 了 .使 用 的 方法 主要 是 
Lenstra 的 整数 规划 方法 ,可 参考 有 关 资 料 中 的 r 算法 . 

背包 ( 子 集合 ) 问题 ; 

ËL I = (зуха, TAE sisata s TEER., з 的 值 称 为 规模 ,了 称 
为 目标 和 ， 

问题 ;存在 -- 个 0-1 向 量 (xj ,x2,… ,x4) ЛӘ sis t хор +75 + was, = ТОЁ? 

背包 问题 属于 NPC 问题 , 即 没 有 解 背包 问题 的 多项式 时 间 算法 ， 

在 以 上 的 背包 问题 中 ,如 果 对 任意 的 2 < j= n ЙН s > st sz t V sja 
则 称 此 背包 问题 为 想 弟 增 背 和 包 问 题 ,. 解 超 递 增 背包 问题 存在 O( n) 时 间 的 算法 , 且 
解 是 唯 -一 的 . 

背包 密码 体制 : 

(1) 设 (51,52,"* 5) 是 一 超 递 增 序列 ,选择 大 素数 pp > sit s +" + s, 以 及 
正 整 数 a0 < a < p, 

(2) ЖЕЛГЕ: г = аз;(пюйр), = 1,22, m, 

(3) 公开 (to) ТЕЗЕ. 

(4) 加 蜜 : 设 明 文 销 息 为 (mm ma т.) m = 01, 3 T = misi + тузу + 
+ asss 

(5) 解密 :计算 Z = aT (modp), 解 超 递增 背包 问题 (sw Z), 其 解 
АН (ту, m... m). 


3.8 McEliece 密码 体制 


该 算法 主要 基于 一 般 线性 码 的 译 码 问题 属于 МРС, 而 Copa 码 有 快速 译 码 算 
法 ,将 Сорра BORM BATEE , ,进而 设计 成 为 ~- 种 公开 铝 钥 密码 系统 .所 有 讨 
论 均 在 GF(2) 域 上 进行 ， 

令 坟 ( 革 ,了 ) 表示 针 到 7 的 汉 明 距离 ,n、k、t 是 密码 系统 的 参数 .秘密 密 钥 由 三 
部 分 组 成 ;G" 蚌 一 个 能 和 到! 个 错误 的 x n Br Goppa 人 码 的 生成 答 阵 ,了 是 一 个 xn 
A HGP, S Eik x k MERER ARMEA kx п ERREG, G = 56Р: m 
E k 比特 长 的 比特 审 . 

加 密 过 程 :随机 选择 一 个 n 维 向 量 4, 其 汉 明 重量 小 于 或 等 于 z, 


з ” 非 对 称 密 钥 密码 体制 - 1041 ° 


c = mG + š. 
解密 过 程 ,计算 e = eP-'!, 利 用 Сорра 码 的 译 码 算法 对 e 解码 得 村 , 它 满足 
4н(т'б с) = (АТРИ ВЗ т = т'57!. 
最 初 建议 的 参数 是 :mn = 1024,1 = 5D,k = 524,1991 Ф T EE. 


3.9 ”基于 椭 图 曲线 上 的 公开 窗 钥 窗 码 算法 


最 近 有 一 新 的 研究 动向 ,将 代数 几何 中 研究 的 椭 图 曲线 用 到 密码 上 ,虽然 还 没 
有 实用 的 例子 ,但 值得 注音. 

设 p 是 一 个 大 于 3 的 素数 ,在 GF(p) 上 的 椭圆 曲 线 上 由 满 吓 同 余 方 程 

үг = х? + ах +b (подр) 

的 解 (z,y) MEFS 0 组 成 . 这 里 4,5 是 属于 GF(p) 且 满 足 Да? + 2712 天 
0 (тоёр) 的 常数 . 

ELAR E EBE +” Р = (х,у), 0 = Cr yp E Е ERA, WR x 
= X3’, = — у. ЯКА Р + O = 如 ,否则 Р + О = (хз, уз}, В 

Хз = k- ty 一 is 
Yi = k( x, 一 ху) 一 Yi. 

这 里 ,如 果 Р x 0,6 = (yx у) (а z). ЕР = 0,6 = Gai + а) 27у, 
有 的 算术 运算 是 在 GF(p) 上 进行 的 ， 

E 上 的 所 有 点 和 0 在 上 面 的 加 法 运算 下 构成 阿 风 尔 冬 ,0 为 单位 元 .用 # 瑟 表 
示 曲 线 上 上 的 点 的 个 数 . 

定理 3 p+ 1-2p2 a #E = р+1 + 2р. IER E 上 大 约 有 pp 个 点 . 

定理 4 设 EF 是 GF(p) 上 的 椭 贺 曲线 ,p 是 大 于 3 的 素数 ,那么 存在 正 整 数 n. 
n ,使 得 E AHT Z х Zn 1л, Вп | (p - 1). 

如 果 n = 1, 那 么 5 是 一 个 循环 群 ,如 果 能 够 计算 和 am ,那么 可 以 在 EF 或 其 
FREER EGamal 密码 系统 . 

ШШ 已 上 的 离散 对 数 问题 ; 设 ART E, A E MATR RER, Е 
给 正 整 数 上 ,计算 #Po 是 容易 的 ,而 任 给 如 属于 已, 计算 上 使 得 Epo = Q, PKS 
线 EE 上 的 离散 对 数 问题 . 解 此 问题 是 困难 的 . 

椭 国 曲线 上 的 ElGamal 密码 系统 ，; 

(1) Po 属于 五, 任 选 正 整数 x, Y = Po AR Y. Ро. с 作为 秘密 密 钥 . 

(2) 加 审 : 随 机 选择 正 整数 上 ,计算 C = kkPo. 设 明文 mn 为 E 上 的 点 ,那么 , 密 文 
(0С, т + kY). 

(3) 解密 :计算 点 如 = = ЖҮ,т = m + kY 0. 

НАУА Е E, BILL ЖЕ ЕЕ ШЛУ. 下面 的 Menezes Vanstone 
Ege T x+ BB ЖЕК A 

(1) # P, 7 Е. ПОЕ x, Y = Po ДУУ. Рох ЕНЕ. 

(2) 加密 ;随机 选择 正 整数 上 ,计算 C = kkPo, 设 明文 т = (mÁ m.) ЯД, У 
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HC, yy iE Cepe) = КУ, В v, = сүт»бттөйр),у) = c+mə(modp). 


(3) mE tH, y cil'Omodp), усх! (modp)) = mk! ХС = (е, сә). 
3.10 ”ESIGN 算法 


该 算法 是 用 来 进行 数字 签名 的 .秘密 密 钥 是 一 对 大 泰 数 p、g, 公 开 密 钥 是 n = 


р. т ААА. НО) 是 一 安全 的 散 列 果 数 ,下 为 -安全 参数 ,它们 是 公开 


的 . 


ЖЧ ЖН: 

(1) À 选择 随机 数 % < pq. 

(2) 4 计算 yw,w EKTET m) ~ zh(modna))/pa ПУЛУ. 

(3) 4 计算 s = x + (Cw kt! H modp)) po. 

(4) А 发 送 m 及 其 签名 :s 给 8B. 

验证 过 程 为 ， 

(1) B 计算 1 = sti moda). 

(20) 8 计算 a,a 是 夫 于 或 等 于 的 比特 数 的 2 倍 除 以 3 pJ 36 38. 

(3) 如 果 Hm) = t < H(m) + 2° АВТ НЙ, ТИ ЖЖ. 

ТЕЛЕ ЯТ НЗ ВНЕР JK S ИЖ АЕ. ИКЕ 


运算 采用 反复 平方 到 模 算法 , 案 数 各 试 一 般 采 用 Rabin-Milior 算法 .还 有 其 它 素性 
测试 算法 用 来 选择 大 素数 ,如 Solovag-Strassen 测试 法 ,Lehmann 测试 法 ,等 等 ， 


Rabin-Miller 算法 ; 

ЖТТ ЖИЛ p.p = 1 + 25m 

(1) EPRE a < p. 

(2) 计算 z = а" (тюр). 

(3) 如 果 = 1 那么 回答 p ЕЦ. 

(4) 对 于 上 = 0-1), WẸ = p - 1, 那么 回答 p БАЙ BH, 

否则 计算 * = (mod р), [Ж p 不 是 案 数 ,结束 . 

如 果 算 法 结束 ,回答 p ERG AA 了 通过 一 次 测试 .通过 一 次 测试 ,产生 一 个 


假 泰 数 的 概率 小 于 174, 对 一 个 数 连 续 测 试 次 ,都 通过 了 测试 ,那么 此 数 不 是 茹 数 
的 概率 小 于 14". 


4 aA 
ТЕЛЕ БНН АЛЕ ISA E ЮЕ ЖБ. {Н ЖОК ЫЕ ВЧ ЗЕ КЕ ИН 


认 , 即 确定 它 的 确 是 由 发 信 方 送 来 的 , 没 被 修改 . 数字 签名 便 是 其 中 一 种 . НК 
(hash) 溺 数 洲 于 密码 ,用 途 很 广 .数字 签名 技术 中 也 经 常用 到 单 向 散 列 函数 H), 
也 称 杂 并 和 印 数 或 消息 ( 报 文 } 摘 要 ,其 作用 是 将 任意 长 度 的 消息 m 压缩 成 一 固定 长 
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度 的 散 列 值 4,h = H(m). ПЖ ЛЕГЕ k ЕВ А mn тн] А ©, Н 
防止 对 消息 m 的 算 改 .抵赖 或 伪造 ， 

通常 H) 必 妥 满足 以 下 性 质 : 

(1) 快速 性 ;对 任意 长 度 的 т, Ж h НСл) 很 容 多 ,多项式 时 间 可 计算 . 

(2) 单 向 性 :给 定 ,计算 m (EI h = Hm) 很 困难 . 

(3) ЖАН Е:З5 E 严 , 要 找到 另 一 消息 m' ,满足 Hon = Him) RERE, Е 
计算 上 不 可 行 , 称 Н ААО): АП Е] љо з т ,满足 H) = Hlm), Eit 
算 上 是 不 可 行 的 , 称 Н ERAEN. 

强 无 碰撞 性 包含 器 无 磁 撞 性 . 

生日 攻击 : 

定理 1 PL ТЕА п 个 重子 , 若 某 个 盒子 全 少 含有 两 个 球 的 概率 为 
аЙ k = (2л10(1/(1-)))'"7. 

Ша = 0.5, k „1.17! BH ROO 的 长 度 为 n ERT, KEJE 2772 个 消 
息 中 有 两 个 相同 的 消息 摘要 的 概率 为 50%. 


4.1 SHA 算法 


SHA 算法 在 DSA 标准 中 使 用 ， 

初始 变 基 :4 = 67452301, 8 = EFCDAB89, С = 98ВАрСЕЕ, D = 10325476,Ё = 
C3D2EIFO, Кү = 5A827999, K, = 6ED9EBAI, K, = 8ЕІВВСРС, K, = CA62C1D1， 

ДИР: (Х.У, Z) = XYor(notY) Z, EX, Y, Z) = XXorVX огЛ, 

J X, Y, Z) = XYorXZorYZ, ЛОХ.Ү,Л) = XXorYX orZ. 
证 消息 为 512 比特 的 т. = 0,1,00,15, W, = пу, = 0,11, 15, 
W = W..,Xor Wi Хог Е, а Хог Wis Í = 16,17,79, 

EU FERA 80 M: 

temp = (4 < < e 5) + htBC р) + ËE + Wi + kK, 
D, 
c, 
(B <<< №). 


Ë 
p 
С 
В = А, 
A 


temp, 


{ 1,2,3,4,} = 0,1,---79, р i, 8 2840 20 图, 最 后 输出 的 ABCDE 与 初始 值 
ABCDE 异 或 ,得 到 最 终结 果 ABCDE 共 160 比特 .上面 的 " +” 为 异 或 运算 ，< < <" 
为 循环 左 移 ， 


4.2 MD5 算法 


MD5 息 法 的 输入 为 512 比特 , 艇 列 输出 为 128 比特 
{1) 4 个 间 比 特 的 初始 变量 : 
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‚ 1044 - 3 235 
А = АА = 01234567, В 
С = CC = FEDCBA98, D = 


(2) 4 ЧЕКЕ РАЖ : 
F(X,Y, Z) = XYor(notX)Z, 
HO(X,Y,Z) = XXorYXorZ, 
(3) 4 种 操作 : 


Копа x, a,b,c,d, М, s.t) 表示 a 


< < < s), 


BB -= 30ABCDEF. 
DD = 76543210, 


GC X, Y, Z) = XZorY(not Z), 
ICX.Y,ZY = YXorí Xorn 7)). 


b + (a+ s(b,e,d) + MD y š) 


x 表示 上 上面 4 А F. G, H, TZ. MUl j = 0.1, 15 表示 6 个 32 比特 


ӨҢ Ж. 为 不 同 的 常数 ,s 为 循环 称 位 量 . 


(4) 按 以 下 操作 А 6,  Ф 46 个 操作 . 

B-f: 
Round F, A,B,C, D, X[0],7.0xd76aa478) , 
Round F, D, A, B, C, X[1],12,0xe8e75756), 
Round F, C. D,A, B, X [2], 17,0х242070 ), 
Roundf F, B,C, D,A, X[3],22,0xcl bdceer ), 
Round( F, A, B.C, D, X[4],7,0xf57c0/af) , 
Round F, D, A, B,C, Х[5],12,0х4787е62а), 
Round F, С. D.A. B, X[6], 17, 0xa8304613), 
Round( F, B,C, D, A, X[7],22,0x/4469501) , 
Кома F, A, B,C, D,X[8},7 ,0x600098d8), 
Round F, D.A, B, C, Х[9),12,0х8544/797), 
Round( F, С, D.A, B, X 101, 7.050951), 
Round F, B,C, D, A, Х[11],22,0х895с075е), 
Round F, A, B,C, D, X[121,7.0x65901122) , 
Round F, D, A, B, C, X[13], 12,02z/4987193) , 
Round( F, C, D.A, B, ХГ141.17,0ха679438е), 
Roundf F, В,С, D, A, Х[15],22,0х49640821). 


第 二 轮 ， 

Round{ G,A, B,C, D, X[1],5,03/6] e2562), 
Round G, D,A, B,C, X[6),9,0xc0405340) , 
Round C, C, D, A, B, Х[111,14,0х265е5251), 
Round G, B, C, D, A, X[01.2D,0xe9b6c7aa), 
Round( G,A, B,C, D, Х[5),5, 06271054), 
Конні G, D, A, B.C, X[ 10] ,9,0x02441453) , 
Roundf G. C. 2,4, B, XI 15], 14 .Oxdš8ale681), 
Вони G, B, C D.A. X[41,20.,0xe7d3/be9) , 
Rond{ G,A, B,C, D, X[9].5,0x21elede6), 
Round G, D, A, B, C€, Х[14),9,0хс33707 d6), 
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Round G, С, D,A, В, Х(3],14,0х/4450487), 
Round( G, B, C D.A. Х[8],20,0х455014е?, 
Roundf С, А, В,С, Э, Х[13],5,0хае3е905), 
Кот G, D.A, B, C, X[2],9.0xfeefa3f8), 
Round G, C, D.A. B, Х[7],14,056764)209), 
Round! G, В,С, D, A, Х[12],20,0х842а4с8а). 


Ж: 
Roundt H, A, B, С, D, Х[5],4,0х 93942), 
Ңош H, 2,4, B,C, Х[81,11,0х9771581), 
Roundf H, С, 2,4, B, Х|11), 16.0х64946122), 
Вот H, B,C, D, A, Х[14]),23,03е5380е), 
Round H, A, B,C, О, X[1],4.0xa4beea44) , 
Round F, D,A, B,C, X[41,11,0x4bdecfa9) , 
Round! H, C, D, A, B, Х[7],16,0х/6554660). 
Round H, B, C, D, A, X[10].23,0xbebfbe70) , 
Round H, A, B, C, D, Х[13],4,0х28957ес6), 
Боим H, D.A, P, С, X10], 11,0хеаа127/а), 
Round H, C. D.A, В, XI3],16,0xd4ef3085), 
Round H, B. C. D, A, Х[6],23,0х04881 205), 
Бош H, A, B,C, D, X[9].4,0xd9444039). 
Round H, D, A, В, С, Y[12], 11,0хеб6599е5), 
Round( H, С, D.A. В, X[15],16,0z1/a27 g8), 
Round H, B,C, D, A, X[21,23,0zc4ac5665). 
第 四 加 
Кои Z,A, B.C, D, Х[0],6,0574292244), 
Round( I, 2,4, B, C, X[7],10,0x432a097) , 
Roundf I, C, D, A, B, X[ 14], 15,.0xa59423a7), 
Round( F, B, C. D.A. Х[5],21,05930039). 
Round( 7,4, B, C, D. X[121,6,0x655559c3), 
Round(/, 2,4, B, C, X[3].10.0x8/0cee92), 
Round( 7. C, ,А,В,Х([10],15,0х 474), 
Round( 1, B, C, D.A. Х[1],21,0585845 411). 
Round( F, A, B, C, D. X[8],6.0xz6fa87e4/), 
Round 7, D, A, B, C, X[15},10,0x/22ce6e0}, 
Р.А, В 


Roundf f. С, „Х[6},15,0ха3014314), 
Roundf і, R.C. D.A. Х[13 | ,21,0х4е081181). 
Round F, А,В,С, D, Х[4),6,0277537е82), 

Round i. D, A, B, C, XUL], 10, 0rbd3 00235). 
Round С, 2,4, В, Х[2],15,0х2а07 4256), 
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Round і, B,C, D, A, X[9]1,21,0xeb86d391). 
所 有 操作 进行 完了 以 后 ,将 A.B.C D 5AA, BB, CC. DD RA ARRA F — 
512 比特 进行 计算 ,最 后 输出 为 4.8、 C DRRR, ЗЕ 128 比特 . 


4.3 ”基于 分 组 密码 算法 鸭 散 列 隐 数 


没 一 个 安全 的 分 组 密 杷 算法 为 c = Am, k ,对 任意 的 明文 x = narea К 
散 列 值 的 计算 过 程 如 下 : 
(D SEE zo = IV. 
(2) Ж ЧЇ Bi = /flx;, 1). 
(3) 最 后 Alx) = а. 
这 里 的 了 可 专 是 DES IDEA 等 ,主要 是 对 算法 的 输入 .输出 、 密 钥 长 度 做 适当 调 
Ж, 
为 外 4 种 迭代 模式 是 : 
gi = FX gii) Ф є, 
g, = fx, gia) © x; © in 
g = Кх @ дала) Ф <i, 
g; = f(x; Ф E; 18.1) Ф ж Ф g-i 


4.4 ЖТА 


设 p 是 一 个 友 素 数 ,g = (р - 10/2 ШЖ Й, а. Æ СЕСр) 上 的 两 个 本 原 苑 ， 
bgd PTAR, RR ITS ЯЕ Ву, RIRS h 101,2, q - 11 10,1, 
2,9,4 - 1} ВАЯР СЕСр) 10 上 的 函数 ,形式 如 下 :条 zy7) = о imd p),0 = 
х,у < ф— 1. 


定理 2 给 定 以 上 散 列 函数 的 一 个 碰撞 ,那么 离 获 对 数 log,# 就 能 计算 . 
4.5 扩展 的 散 列 函数 


以 上 的 散 列 函数 大 都 是 基于 固定 长 度 输入 、 辕 定 长 度 输出 钓 消 数 ,下 面 几 种 方 
法 可 以 将 一 个 满足 强 碰 撞 条 件 的 散 列 函数 扩展 成 另外 一 个 满足 强 碰撞 条 件 的 散 列 
РАЖ. 

І h E СЕ(2”) Ж СЕС?) BN E Sapa Я ЕАО ЕА k А x 的 长 度 1x1= 
n > т, х || y Злу. Вх = x x 
|=m-:- l, lm [= о т-11-1- 4,#& = 记 yix) = 
yi la a| Yeri о = 1.2, k Lyg = x, ПО, В x, iF d ZF 0, 
ља 为 dd ВЛЕ. щт > ¿(+ 11Н{,ф RARA: 

(1) ÚZ g; = RIO || у), 


= аж 
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(2) іі = 19А а= h(g; | 11 у), 

(3) В (х) = ы. 

定理 3 л" ЕСЕЙ AH. 

Ej m = t+ 1 时 ,合用 以 下 扩展 方法 构造 的 散 列 函数 А“ th bon X BH ЕРА 
Ж УУУ О) = 0,61) = 01,x = xxr aa = O 3k 1. 

(1) Ey = уу» = ERA D | Хх) R | /\х„). 

(2) гү = АО { yi), 

(3 pi = 12 k- 108 = h(g | yaa), 

(4) h'"(x) = gx: 


5 秘密 分 存 


有 些 重要 的 秘密 ,比如 极为 重要 的 窗 钥 ,由 一 个 人 掌 据 不 安全 ,需要 着 干 人 辐 
时 到 场 时 方 可 决定 .所 以 有 秘密 分 存 或 密 胃 分 存 问题 .把 - -个 秘密 m 划分 成 任意 
的 n 片 分 给 任意 rn 个 人 ,每 片 称 为 一 个 影子 ,使 得 他 们 当中 任意 个 影子 合 起 来 ,可 
恢复 出 秘密 m, 少 于 下 个 影子 在 -一 起 得 不 到 m 的 任何 信息 , 称 这 样 的 方案 为 (Fn) 
门限 方案 (或 分 存 方案 ), 其 中 六 < n. 

沙 米尔 (A.Shamir) 最 先 给 出 了 基于 多 项 式 插值 的 解决 方案 ,后 来 又 有 Blakley 
方案 .Asmuth-Bloom 方案 等 . 


5.1 沙 米 尔 多 项 式 质 值 法 


Ш p 是 一 素数 ,p 大 于 n 向, 产生 一 个 上 -1 次 多 项 式 : 
f(x) = арр) + a, axt + G (x 十 aol modp) , 
其 中 m = m,a; < Pp 是 随机 选择 的 . 
计算 影子 :选择 n А ВЈ x, K, = foxi), = 1,2,…,n, 分 给 第 i TAHE 
Р(х.) = 1.2. .n. 
当 有 多 于 个 影子 在 一 起 时 ,通过 解 线 性 方程 组 , 恢 香 出 x) 的 所 有 系数 , 进 
而 知道 m ,而 少 于 点 个 影子 就 不 能 . 
Hi Ë m = 11, 构 造 (3,5) 门 良 方案 ,选择 p = 13, E 2 О 
f(x) = Tx? + Bx + 11 (modl3), 
其 中 8.7 是 随机 选择 的 . 取 x; = ii = 1.2,3,4,5.Ж A 
k = Al) = 0 《modl3)， 
kı = }(2) = 3 (modl3), 
ёз = Д3) =7 (modl3), 
ka = {4} = 12 (modl3), 
ks = f(5) = 5 (modl3). 
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例如 用 krka ks 来 恢复 m RA 六 x), 解 以 下 线性 方程 组 : 
3= 2а +20 + т Cmodl3), 
7 = За + ЗЬ + т (modl3), 
5 = 5а + 56 + m Cmodl3), 
其 解 为 a = 7,5 = B.m = 11. 


5.2 其 它 门限 方案 


1. 矢量 方案 [Blakley 方案 ) 

秘密 mm 被 定义 为 万 维 空间 的 一 个 点 ,每 个 影子 是 包含 这 个 点 的 (k - 1) 维 超 平 
面 (方程 ). 任 意 站 个 这 样 的 超 平面 相交 的 唯一 点 刚好 是 这 个 点 . 

2. 中 国 剩余 定理 方案 (Asmuth-Bloom 方案 } 

ЖЕЖ р.р > 由 ,然后 选择 * 个 比 p 小 的 数 上 由, 中，… 二, 使 它们 按 递 增 
顺序 排列 :上 < dd,1, 对 尾 意 的 (4,4) = 1 并 且 满 足 条 件 

didy d, > рі, ааба. 

(1) 选择 随机 数 r. 

(2) 计算 m= m+ m. 

(3) 影子 点 = m'(mod d). 

ЖШ ЧЕЙ ЖЇК E E EE k TE T ИЛКИ mm, 而 少 于 个 不 行 . 

3. 矩阵 方案 {Kamin-CGreene-Hellman 方案 } 

选择 п + ЕАУ, Ve, V. ,使 得 由 它们 形成 的 任意 上 x k БЕ 
HEA k AR 吕 是 上 维 行 向 量 ,秘密 信息 为 让 = U. Volf = U. V,,i = 1, 
2, ‚п. 

恢复 秘密 m 可 由 任意 :个 影子 解 含 个 未 知 数 的 线性 方程 组 求 出 ,再 由 五 恢 
复出 m. 

根据 以 上 的 门限 方案 ,可 以 设计 更 加 复杂 的 门限 方案 .例如 ;: 

(1) 一 个 人 比 其 它 人 更 重要 ,需要 给 他 更 多 的 影子 . 

(2) 两 个 代表 团 4、8, 只 有 A 中 的 上 个 人 各 号 中 的 个 人 参加 才能 恢复 出 秘密 
m, A 58 是 敌对 的 , 互 不 信 皇 . 

(3) 在 大 家 聚 在 一 起 恢复 秘密 时 ,不 泄 洗 各 自持 有 物 . 

(4) 在 有 骗子 情况 下 ,如果 有 人 进行 其 编 , 便 不 能 恢复 正确 秘密 ;设计 一 种 能 
够 发 现 驴 于 的 方案 . 

(5) 有 预防 情况 的 共享 方案 ,方案 要 求 具有 n 个 人 中 的 革 些 人 在 一 起 时 能 恢 
НЕ КЕЛЕЕ. 


6 ”安全 协议 与 密 钥 管理 


信息 安全 除了 密码 算法 以 外 ,还 包括 如 何 安 全 地 使 用 这 些 算法 ,安全 地 管理 信 
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息 系统 等 ,安全 管理 不 避 包 揪 用 户 的 访问 控制 ,更 重要 的 是 密 钥 的 产生 、 分 发、 使 用 
等 关键 环节 .例如 要 求 密 铝 长度 128 比特 ,这 128 比特 必须 旺 绝对 随机 产生 的 , 稍 有 
1, АВЕ араа. 

安全 协议 是 信息 安全 技术 的 另 一 重要 课题 ,在 允许 用 户 违 背 协议 的 情况 下 , 完 
备 的 安全 协议 可 以 阻止 普 郑 厂 坏 者 对 信息 系统 的 晋 意 攻 吉 i. 
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在 序列 密码 中 , 仿 随 机 数 的 产生 是 非常 实用 的 方法 ,如 是 在 理论 上 无 法 保证 这 
些 序列 是 安全 的 .下 面 是 一 些 基于 数论 难题 的 苏 随 机 数 生 成 器 . 

1. RSA 生成 器 

设 .9 是 两 个 大 素数 ,n = pg ,满足 (8,$(n)) = 上 .种子 是 so < n. 
n.b 公开 而 pg 保密 . 

г = 0,1,2, К з. = (той nn) .随机 序列 为 (z1,z2,… ,), ВФ z = 
s; mod2 , 

2. Blum-Blum-Shub 生成 器 

设 pg 是 两 个 大 素数 , 且 р = a(mod4) = 3,n = рӯ. п ARM p g 保密. 

QR( n) 表示 模 л 的 平方 测 余 的 集合 . 

所 谓 x 是 模 的 平方 剩余 ,是 指 方程 y = x (modn) 有 和 解 , 若 无 解 则 称 x 是 模 
л 的 非 平 方 剩余 .所 有 的 模 n 的 非 平方 剩余 构成 的 集合 用 NOR( n) 表示 . 

设 种 子 so 是 属于 QOR n) 的 一 性 意 元 率 , 对 i = 0,1,6, К 


бррр = (тоа п). 
БЕЛЕР (а, 22,0, z) ,其 中 z = (тойд 2)., 称 随机 序列 (z4,z2,… д) 为 
BBS 序列 . 
З. 离散 对 数 生 成 器 


设 p 是 一 个 大 素数 ,a 是 GF(p) 上 的 本 原 元 .种 子 хо < p; 定 义 
sa = ai(mod p), 
随机 序列 为 (zi z. AP z = 1.ШЖ x; > p2, ПЖ 0. 
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1. Goldwasser-Micali 体制 

设 n = pq,p、9 为 大 素数 ,m 属 于 NOR(n),n、m 公 开 ,p.9 保 密 . 加 密 信 息 为 x 
= 人 0 或 1, 选择 随机 数 r < п. 

加 密 过 程 为 : 密 文 y = mr (mdna), х 为 明文 ， 

和 解密: 如果 y ЖТ OR n) M x = 0, Их = 1. 

此 密码 体制 是 逐 比 特 加 审 , 密 文 扩展 量 巨大 . 

2. Blum-Goldwasser 体制 
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É n ж Blum К, л = ро, п ARN, pq Е. 
(1) 使 用 BBS 发 生 器 产生 以 s = 为 种 子 的 BBS 序列 (zi s.l. 2). 
(2) 计算 出 з, = sk(modn). 
(3) HAX O-1 xz = spanta ME y = (xw + z )(mod2).i = 1,2,5, 6. 
(4) ЖЖЖ Гу, r ya 1 
Ж: 
(5) 计算 a = ((р + 1)/4) (кюр – 1)). 
(6) HR b = (Cg + 1)24)t*1(mod(q - 1)). 
(7) 计算 = s.a" (modp). 
(8) 计算 cz = 3k. 1 (modq). 
(9) 利用 中 国 剩余 定理 找到 so 满足 : 
so = clfmodp) Ж so = c;ÚUmodg). 
(10) ВА s 为 种 子 产 生 BBS FAK zasah 
(11) BH Ж (хр,ху,с е.) = (уро уг. ун) ФӘ Cpt sz 


6.3 АНА И 


不 可 否认 签名 不 同 于 一 般 数 字 签 名 .普通 数字 签名 是 4 对 信息 m 的 签名 公开 
后 ,所 有 知道 4 的 公开 密 钥 的 人 都 可 对 此 签名 验证 ;而 不 可 百 认 签名 要 求 对 用 签名 
的 验证 时 А 须 参 与 , 当 B 持 有 4 WRAN ,无 法 向 第 三 者 上 证 明 此 签名 的 正确 性 . 

1. 简单 的 不 可 和 理 认 签名 

(1) 选择 大 素数 р. к 是 其 生成 元 ,p、g 公开 .4 的 秘 之 密 骨 为 x AREH 
y = g'(mod p), m 为 消息 . 

(2) 4 计算 z = nzfmod р). 216 z $B. 

(3) B 随机 选择 两 个 小 于 p 的 数 a、5, 计 算 c = r (тюр), RIE c 8А. 

(4) А ш = xmod(p - 1)), Ж d = cr(modp) ёз В. 

(5) B 验证 d = т" gt(modp) RARS, WRR, EHAR, ENER. 

2. 复杂 的 不 可 否认 签名 

(1) ҖЕ КЖК р. о 是 其 生成 元 ,pz 公开 ,4 的 秘 帘 窗 角 为 x ,公开 密 钥 为 
y = "(mod p), m 为 消息 . 

(2) 4 计算 z = m{modp) ,发 送 z 给 上 B. 

(3) В 随机 选择 两 个 小 于 p а. b iH с = meat(modp) ,发 送 c А. 

(4) 4 选择 小 于 p 的 随机 数 g ,计算 s, = car(modp)》 ,32 = (cg8)*(modp),22 É 
+152 В. 

(5) B Æa. b 发 给 ,以 证 明 在 第 (3) 步 没 有 欺骗 有 4. 

(6) АЖ 28 В. 

(7) B 验证 ,s， = Ceg!) (тодр), з = (F IA) (modp) 是 否 成 立 MERY, S 
AAR, EER. 

з. EFS 
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需要 对 信息 m 让 8 签名 ,而 不 让 B Я) m. 

设 B 有 使 用 RSA 算法 的 公开 密 钥 e.n, 和 秘密 密 钥 d. 
(1) A 随机 选择 上 < л, m,i = (mk) (moda). 

(2) Aik B I: E, = (ту )%(пюйлп). 

(3) 4 获得 签名 后 ,恢复 对 m 的 签名 ,mi = fk (moda). 


6.4 ФИ АЛЕТ 


1. 安全 计算 协议 

Ш р 是 一 个 大 率 数 ,g 是 GF(p) 的 乘法 群 的 生成 元 .4 有 一 * < p, ABH e. 
使 得 g = x (modp), A 无 能 力 计 算 离 散 对 数 问题 ,而 8 和 大 的 计算 能 力 计 算 此 问 
EG. 如何 使 得 在 4 А 的 情况 下 ,让 吕 帮 助 4 计算 此 离散 对 数 问 题 ? 协 议 如 下 : 

(1) 4 选择 随机 数 r < p. 

(2) 4 计算 = zg'(modp). 

(3) 4 要求 8B 解 g = х (modp). 

(4) Ве, е А. 

(5) 4 计算 e = (е - г) (mod(p - 1)) ЖК е. 

ХА ТАЈ Нн ЖОЛЫ Ерна Ж ИЫ. 

安全 的 儿 方 计算 ， 

设 4 知道 整数 i, В 知道 整 元 j, 在 不 把 自己 的 数 告诉 对 方 的 情况 下 ,判断 i < ; 
或 i > j. WRF: 

例如 i.j 的 到 信和 范围 为 1 到 100, 有 一 公开 密 钥 和 秘密 密 钥 , Er. Ds 分 别 表 示 
用 B 的 密 钥 进行 的 加 窗 和 解密 运算 . 

(1) 4 选 撞 一 个 太 随 机 数 x, 用 B BAHAME, с = Es(x). 

(2) 4 计算 c -i, 并 将 c- i 和 wx 的 规模 发 给 8， 

(3) BB 计算 下 面 00 个 数 ,y = Drle- i+ u),u = 1.2,,100, 

В 随机 选择 大 的 豪 数 p < х, (А 可 以 事先 告诉 号 关于 x 的 规模 }, 计 算 z, = 
y.(modp),u = 1,2,.…,100, 

В 验证 对 所 有 的 如 z u, | z, - z, lz 2, 以 及 对 所 有 和 的 ,0 < z, < р – 1. WR 
验证 失败 ,8B 重新 选择 男 一 妹 数 p 再 试 . 

(4) 8 把 下 面 的 一 串 数 发 给 A: 

ža s ZZ +1, + 1 + 1,p. 

(5) AARRE REEM: (mdp) AR, WEER, Hne i < j ,不同 
余 ,i > j. 

(6) 4 将 结果 告诉 8. 

此 协议 在 第 (6) 步 有 4 提前 结束 协议 和 对 8 欺骗 的 可 能 . 

2. 公平 掷 币 协议 

基于 因子 分 解 问题 的 挪 币 协议 ; 

(1) 4 选择 两 个 大 素数 p、g,n = ра. n 发 给 8. 
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(2) B 随机 选择 正 整 数 r < nm2, 计 算 z = 天 (moda), 将 发 送 给 4. 

(3) 4 计算 z 模 的 4 个 平方 根 ,*、- ху, – у, х = min(x, - x),y' = 
min( y, - у), r 等 于 x' Èy. 

(4) АЎ ВИЙ, = < 或 r = у (方法 是 找到 er 的 不 同比 特 的 位 置 上 ,告诉 
BARR г ВОЗЕ Е 比特 是 0, 或 你 的 > 的 第 ; 比特 是 ])， 

(5) 如 果 А 的 猜测 正确 , 掷 币 结果 为 正面 .和 否则 为 反 了 耐 , 睛 宣布 拓 币 结果 . 

验证 子 协 议 ， 

(6) p Jë 8А. 

(7) A 把 p,q ZEB. 

ETAR SE ТИР: 

(1) 4、B 共同 选择 素数 p, 且 知道 p- 1 的 因子 . 

(2) B 选择 CF(p) BATEREN hu HERRES A. 

(3) А АВЕ х, (х, (р 1)) = 1, 计算 下 面 两 个 过 地 中 的 一 个 : 

у = АСтоір) 或 у = (тор). 

将 у 发 送 纵 B. 

(4) 8B TAM y 是 疡 的 函数 还 是 : 的 函数 ,将 犹 测 结 果 给 A. 

(5) 如 果 上 8 猜测 正确 , 抛 币 结果 为 正面 ,否则 为 反面 . 4 Fr Tp КЖ. 

验证 子 协议 : 

(6) 4 特 * 给 8,8B 可 以 验证 猜测 结果 以 及 4 是 否 正 确 执行 协 说 . 
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在 数字 签 各 系统 中 ,A 通过 对 无 害 信息 m' ВО Б HAEREA Е. m 16 
送 给 R, m ЖОЧУ Т. 

FlGamal 签名 体制 的 疾 下 信道 : 

HARM p、 随 机 数 g < p.r < p FEK = g (modp) .4 的 公开 密 钥 为 K、p、 
g ;秘密 密 钥 为 r, В ЯВ г, НЕА РБЕ m. 

Ш (т,р) = 1.(m'.p) = 1,(тур - 1) = 1. 

(1) ATH X = &"бтойр). 

(2) А 用 欧 几 里 德 算 法 计算 m' = rX + mY (mod(p - 1)). 

(3) АНА т’ 的 FlGamal ЖЖ У(Х, F). 

(4) 任何 大 可 以 验证 А 的 FlGamal 签名 : 

К^Х'(тшойр) = g" (modp). 

(5) ВЪВ (р) (пор) = 8“ (modp ) ,确信 签名 来 自 A. 

(6) ЖЫ m = Flim — rX) (mod(p — 1)). 

此 协议 有 8 假冒 4 签名 的 风险 , ЕТ Т Kb), FERN КЇЙ. ИП 
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6.6 FMRE 


等 知识 证 明 协 议 要 求证 明 者 号 问 验 证 者 上 证 明 一 个 结论 是 正确 的 .如 果品 的 
结论 正确 ,以 接近 上 的 概率 接受 ,如果 P KI V. V ikin 1 的 概率 发 现 P 的 欺骗 
行为 ;无 论 Y 是 否 违 背 协议 .下 除了 接受 疡 的 结论 以 外 .从 PP 那里 得 不 到 其 它 额外 
信息 . 零 知 识 证 明 技 术 可 以 用 来 设计 身份 验证 方案 和 数字 等 名 方案 . 

1，Feige-Fiat-Shamir 方案 

设 n = ро, р. УЧТА РКК, РАЗА: РЕР о = (moda), P Z: 
JF 2. л, ERK 中 向 验证 者 下 证 明 他 知道 y 的 一 个 平方 根 . 

(O РВЕ ЕИ Р < п, Ж x = (moda), 38 x ДУ. 

(2) VPW НЬ = 05k Р, 

(3) Р®Жу = гз (пниіл) 给 V. 

(4) УШЕУ? = xs (modn) 是 否 成 立 , 若 成 立 则 继续 此 协议 . 

以 上 协议 进行 n 圈 ,P 欺骗 成 功 的 概率 为 122". 

并 行 协议 ; 

ił n = pg p. q 为 两 个 互 异 的 大 案 数 ,P Ж ЕЁ з. э, l, s, P YF o, = sš 
(moda), Р Жаң. тз, 0, 作为 P AG. 

(1) P 随机 选择 一 正 整 数 r < nm, 计算 x = Cmdr), ЖА x $ V. 

(2) 站 发 送 一 个 比特 串 = bibr be, (b. 389 038 1) 26 P. 

(3) Р#Жу = r |] sh(moda) 给 V. 

(4) 验证 = x [| (койп) 是 否 成 立 ,车 成 立 则 Р ЧАВОНЕ 1⁄2. 

2. Schnorr 鉴别 协议 

选择 大 康 数 p、9,9 是 p -1 的 因 于 ,选择 a = 1 满足 中 = 1 (modp), 这 些 数据 
全 部 对 外 公开 .P 随机 选择 。 < а 作为 秘密 密 钥 ,ws = a-*{modp) #Е Р 的 公开 密 
钥 . 

(1) РЕБЕЛ г < q. IÆ x = а (modp) ZIE x t V. 

(2) 下 发 送 随机 数 * 给 已 ,0 < e < ,为 安全 参数 ， 

(3) PHA y = r+ se (пюйд), 226 у 8 У. 

(4) 了 验证 zx = (о) (пюір) 是 否 成 立 , 若 成 立 WY 则 相信 与 之 通信 的 是 PP. 

Schnorr 建议 p 为 52 比 特 ,9 为 140 比 特 ,* = 好 ,破译 此 协议 的 难度 大 约 为 关 . 

з. 离散 对 数 专 知识 证 明 协 议 

设 p 是 大 素数 ,g、y = z'(modp) 对 外 公开 ,zx E, P р VEE ANË х. 

(1) P 选择 随机 数 r < p - LIFE h = g(modp), 06 h BÑ V. 

(2) VY 发 送 一 个 比特 8 给 PP. 

(3) P 计 算 s = r+ br (med (p - 1)), 3238 s У. 

(4) V MDEZ = Ау (пюйр). 

重复 执行 n 次 ,P 欺骗 成 功 的 概率 为 1/2”. 
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4. 破译 RSA 的 能 力 的 零 知 识 证 明 协 议 

设 САУ RSA 的 公开 密 负 为 e, 私 钥 为 4d, 模 为 n,4 破译 了 C 的 密码 ,知道 了 а, 
А [а] 8 零 知 识 地 证 明 这 一 点 . 

(1) 4 与 8 商定 随机 数 亡 、m ,使 得 km = e (mod(p - 1)), > 3,m > 3. 

(2) 4 与 8 随机 产生 一 个 密 文 c( 这 些 随机 数 可 采用 拂 币 协议 产生 ). 

(3) À {ЁШ C 的 秘密 密 钥 计算 村 = cf(modn) ,然后 计算 x = Mi(modn) ,发 送 
x 25 B. 

(4) В@йх”"(тодл) = “是 否 成 立 , 如 时 成 立 ,相依 A 所 说 的 是 真 的 ,否则 ,4 
在 欺骗 . 

也 有 类 似 的 破译 离散 对 数 问 题 的 零 知 识 证 明 协 说. 在 零 知 识 证 明 协 议 中 集中 
使 用 了 于 面 的 比特 托管 技术 和 中 态 传 递 技术 ,它们 是 设计 等 知识 证 明 协 议 的 基础 , 

5. ШЕЕ ibit commitment) 

所 谢 的 比特 托管 是 这 样 一 种 技术 , 它 要 求 4 BRE- -个 比特 5,B 不 能 打开 
b, A 不 能 改变 85; 当 需 要 打开 时 ,4 向 中 打 开 5. 邱 币 协 说 是 一 个 很 好 的 合子. 

实现 比特 托管 可 以 有 来 用 上 面 的 抑 币 协议 和 概率 加 密 协 说 ,还 可 采用 下 面 的 量 
也 密码 技 术 . 下 面 是 利用 比特 掩盖 (B.C) 技术 实现 无 向 图 8 的 哈密 顿 (Hamilton) 回 
路 的 霍 知 识 证 明 协 说 ， 

前 提 : 证 明 者 P 知道 无 向 图 的 一 条 哈密 顿 问 路 ,P 向 痊 证 者 Y 堆 知识 地 证 有 明 
这 一 点 ,使 得 了 相信 图 С 是 一 个 贻 密 顿 图 ,而 不 告诉 这 条 哈密 顿 加 有 路. 

(1) Р 随机 的 选择 一 个 轩 搞 x ,计算 图 G 的 随机 同 构 挡 贝 图 = a, Б С 
НЕЕ НЕ М,Н BC 对 逐 比 特 进行 捷 兽 ,得 一 新 短 和 阵 M” RIE М" 给 中. 

(2) 下 随机 选择 上 = OF 1.3 b Р. 

(3) PRE, WME b = 0, Pfnr M 发 送 给 V ;如果 = 1, PHM" 中 的 与 好 的 
哈密 顿 回路 对 应 的 哈密 顿 回 路 揭 开 后 发 送 给 V. 

(4) 进行 验证 ,如 果 # = О, УЖЕ С.х 来 验证 村 是 否 正确 ,也 就 是 检查 P 
在 {1) 中 是 否 按照 协议 要 求 来 执行 的 :如果 = 1,Y 核 实 好 "的 揭 开 部 分 是 否 构 成 
一 条 哈密 顿 回 路 ,以 此 来 证 明 P 是 否 知 道 6 的 一 条 了 哈密 顿 回 路 .对 М” 的 揭 开 部 分 
应 该 是 每 行 每 列 各 担 开 一 个 比特 ,并 且 均 为 |. 

以 上 协议 可 重复 执行 = 图 ,以 降低 Р ЗНАЕ. 

如 果 图 的 同 构 问 题 是 困难 的 ,以 上 协议 所 用 的 BC 掩盖 技术 是 安全 的 ,那么 上 
面 的 交互 式 证 明 协议 就 是 一 个 堆 知 识 证 明 协 说， 

验证 者 了 了 要么 得 到 图 它 的 一 个 同 构 掉 贝 ,这 一 点 他 自己 也 可 以 伐 , 要 么 只 得 到 
图 的 哈密 顿 回 路 , 至 于 这 个 图 是 什么 他 也 不 知道 - 

另 有 一 点 需要 注音 , 即 在 以 上 协议 中 ,Y RE b АР, 地 索取 一 个 梳 率 分 布 上 
的 数据 ,这 一 点 中 是 无 法 控制 的 ,权力 在 了 手中 . 

Bien PBI ЫТ ЕЖЕ: 

定理 1 如果 有 安全 的 BC 信道 ,那么 就 存在 零 知 识 证 明 协 说 . 

б. ЖЕТЕ (oblivious transfer} 

遗忘 传递 技术 是 指 4 向 B 传递 两 个 状态 a、5,8 只 能 得 到 其 中 的 一 个 ,得 到 哪 
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个 4 无 法 确定 ,8 得 到 任何 一 个 的 概率 为 1⁄2. 

传递 两 个 素数 p q 的 中 忘 传递 协议 是 ,4 送 p.9 给 号, 虚 么 中 收 到 p.9 EA 
么 也 得 不 到 ， 

(1) 4 把 两 个 素数 的 乘积 na = p 发 送 给 B. 

(2) B 随机 选择 x < n,(x,n) = 1,8 计 算 a = xz (moda), 20% a А. 

(3) 4 ARAME p.q. AR U 的 4 个 平方 根 x.n - x.y.n - Yy, 发 送 其 中 一 个 
给 B. 
(4) 如 昌 B KAY En- y, 他 计算 * + YY 和 nn 的 最 大 公 因 子 d, 该 公 因 子 d 就 
是 P 或 ,然后 进而 得 到 另 一 个 пла; 

如 果 号 得 到 的 是 x 或 上 -~ *,8 和 什么 也 计算 不 出 来 . 


67 量子 密码 


量子 密码 是 利于 光子 前 偏振 特性 实现 的 一 种 基于 物理 学 的 密码 体系 ,下面 基 
一 个 产生 秘密 密 铀 的 协议 例子 . 

Ë 4 与 纪 采 用 对 称 密 钥 密码 体制 进行 保密 通信 ,他 们 必须 协商 一 个 共同 的 密 
钥 . 

(1) 4 把 一 串 光 子 脉 吓 发 送 给 互 ,其 中 每 个 脉冲 都 是 随机 地 在 4 个 方向 的 一 个 

方向 上 偏振 ,4 个 方向 为 :垂直 | ,水平 _, 左 对 角 “， , 右 对 角 A 4 发 送 的 是 : 
‖ — А — { у. 

(2) въ А ЙИ A, В 随机 地 摆设 其 检测 器 , 记录 检测 结果 , 例如 
x++xxx+x++,， x ETA, + 表示 正 放 .可 能 的 检测 结果 为 :上 /一 \ 一 1 一 A. 

(3) B 在 公开 信道 上 告诉 4 他 使 用 的 检测 器 设置 . 

(4) А 在 公开 信和 道上 告诉 8 饰 些 是 正确 设置 ,如 例子 中 的 2,6,7,9 是 对 的 . 

(5) 4 与 8B 仅 保留 这 些 正 确 设 置 的 位 子 ,例如 = x s к е — 6, 

(6) 如 果 4 .8 车 先 规定 一 、\ 为 1、| 为 0, 那 么 他 们 将 获得 共同 的 密 铀 0011. 


6.8 安全 选举 


通过 综合 运用 以 上 各 协议 ,可 以 设计 较为 复杂 的 选举 协议 ,理想 的 选举 协议 应 
(1) 只 有 经 过 许可 的 投票 者 才能 投票 ,例如 登记 . 

(2) 每 个 人 只 能 找 票 一 次 . 

(3) 性 何人 都 不 能 确定 别人 投了 谁 的 票 . 

(4) 尾 何人 不 能 收 改 其 他 人 的 选票 而 不 被 发 现 ， 

(5) 所 有 投票 人 都 能 确 认 季 们 的 票 被 统计 在 了 最 后 的 结果 上 本. 
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6.9 ” 窗 钥 管理 与 分 配 


在 一 个 密码 系统 中 , 密 钥 的 产生 ,分配 \ 管 理 需 要 一 整 闪 措施 来 实施 , 密 钥 管理 
中 心 {KDC) 往往 起 下 关键 作 用 . 

在 对 称 密 钥 密码 系统 中 ,KDC 兆 提 与 所 有 用 户 进行 保 帘 通 信和 的 密 钥 ,用 户 之 间 
的 保密 通信 的 密 钥 (工作 密 锁 } 往 往 由 KDC 分 配 ,对 用 户 身 份 的 鉴别 也 由 KDC 出 示 
的 证 书 来 鉴别 ,例如 Kerberos 系统 就 是 一 个 典型 的 对 称 窗 钼 密码 体制 的 КОС 管理 
系统 . 

在 公开 密 铜 密码 系统 中 ,往往 需要 建立 一 个 认证 中 心 (CA) 来 保证 用 户 的 会 开 
泌 钥 的 合法 性 和 真实 性 ,而 用 户 的 公开 密 钥 和 秘密 密 钥 往往 由 用 户 产 生 .CA 对 用 
片 的 身份 确定 后 ,为 用 户 癸 发 证 书 , 并 对 用 户 的 公开 密 钥 等 省 ,所 有 用 户 的 会 开 密 
ВІТРУ ТЕ СА 的 公开 数据 库 中 ,CA 保证 数据 库 的 安全 ,了 咏 目 非法 修改 ,保证 用 户 的 
真实 性 ,并 为 可 能 的 纠纷 提供 仲裁 服务 . 

总 之 ,信息 安全 的 内 雁 极其 丰富 ,大量 技术 细节 不 能 在 此 详 述 ,详细 内 容 可 参 
考 有 关 教 材 和 文献 ,利用 密码 技术 可 以 实现 电子 信息 系统 小 的 各 种 安全 策略 ,保证 
数据 的 安全 . 
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1 А 


АН H АЕ ЗА ЕЭ АУ BAH {ИЛЕҢ НАА , 即 * 真 "和 
“В” ,任何 命题 “ 非 真 即 假 ”, 二 者 必 居 其 一 , 即 排 中 律 成 立 . 然 而 ,客观 世界 的 事物 
是 十 分 复杂 的 ,有 些 事物 在 某 些 情况 下 不 是 二 值 脖 辑 所 能 完全 措 述 的 .于 是 , 便 产 
生 了 名 值 逻辑 . 

多 值 远 辑 的 思想 可 以 湖 源 到 19 址 纪 的 苏格兰 学 者 才气 柯 尔 { MacColl) ,但 正式 
作为 一 种 逻辑 系统 , 则 是 20 世纪 由 波兰 逻辑 学 家 卢 卡 西 维 苞 (Lukasiewicz) 和 美国 
数学 家 波斯 特 (Post) 分 别 于 1920 年 和 1921 年 各 自 独 立 提出 来 的 . 

多 值 逻 辑 的 研究 内 容 大 体 可 分 为 三 个 方面 , 即 多 值 远 殿 的 数学 理论 . 客 值 电路 
БЕН 25 .多 值 还 辑 的 应 用 . 

目前 的 计算 机 科学 中 主要 一 用 的 是 二 箱 逻 辑 . 但 三 值 .四 值 以 及 更 高 值 的 塑 轿 
已 在 计算 机 科学 中 得 到 应 用 ,并 且 正 越 来 越过 地 渗透 到 计算 机 科学 技术 的 许 才 分 
支 中 ,显示 着 才 值 还 辑 的 强大 生命 力 .例如 , 阵 迁 槐 教授 提出 的 四 值 还 辑 与 星 算 法 ， 
在 组 人 台电 路 与 时 序 电路 的 高 试 生 成 .元 余 线 故 障 检 测 以 及 研究 各 种 变化 和 转移 现 
人 象 ( 转 称 逻 辑 } 等 方面 得 到 了 很 好 的 应 用 . 

本 篇 主要 介绍 多 值 逻 辑 代 数 系 统 和 黎 值 逻辑 画 数 的 站 构 理 论 . 关 于 名 值 逮 辑 
的 演算 部 分 请 参见 近代 数学 卷 第 1 篇 的 非 经 典 思 辑 部 分 ， 


1 多 值 逻 辑 代 数 系统 


i 3 是 一 个 a 元 集合 ,n > 2. 定 义 在 5 上 且 痛 数值 仍 属 于 5 的 函数 , 称 为 # 值 
逻辑 函数 . -- 组 运算 称 为 是 功能 完备 的 ,如 果 定 义 在 5 上 的 任何 一 个 a (8298 ВА 
都 可 以 用 这 些 运算 表示 出 来 .由 这 些 运 算 组 成 的 集合 称 为 功能 完备 集 . 

以 下 设 真 值 集合 为 5 = 10,1,2,…,n -1 在 3 上 定义 相应 的 运算 , 便 得 到 各 
种 4 值 罗 辑 代 数 系统 ,它们 可 应 用 于 电路 分 析 和 开关 理论 . 


1.1 波斯 特 的 n 值 系 统 
E S EEX- IZRA 


~ x= (x + l) (mod n), 
F.H IB SH 1-1. 
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Ж l-i 
4 0 1] nr-2 л-] 
— x l 2 :+ 6-1 0 


二 元 运算 为 
x V у = шах(х,у). 
对 任何 基数 n, 以 上 两 个 运算 是 功能 完备 的 ,但 函数 的 标准 展开 式 很 复杂 


1.2 阿 伦 (Allen)y WEH (Givon) 系统 


在 $ 上 定义 二 元 运算 为 
x + у = max(x,y), 
x+ y = тіп(х,у), 
一 运算 定 余 为 文字 运算 ， 
ab 全 а =< x =b, 
~ lo, 其 它 ， 
式 中 ab E 5. 
一 个 лійљ ЛЕ ЖОЄ ИН К РО ху, x, HARER п” у. Fiz tpn, 
xm) 可 展开 为 下 面 的 “ 积 之 和 ”形式 : 


Ra 
Я ғр, Сахо.) 的 真 值 表 中 第 ТОЛЕСЕ ВОН ЛУН, ВВ о, = 
(у, k), >, 为 逻辑 和 “+”. 
以 上 三 个 运算 加 上 s 中 的 常数 构成 了 一 个 功能 完备 集 . 


1.3 G= ÆN (Vranesic), #(Lee) 与 史密斯 (Smith) 系统 
定义 二 元 运算 为 


x + = тах(х,у). 
x * у = min(x,y), 


一 元 运算 有 2л 个 ,其 中 = 个 一 元 反 相 运算 为 


k, x = 0, 
*= x = 0, 
k = Q,l," n В а БАНИЈИ А 
k 


x = (x — k) (mod n), 


k = 0,1, с,п-1. 
对 于 定义 在 5 上 的 任意 一 个 = 值 严 变 量 函 数 ,其 "和 之 由 之 和 ”展开 式 为 
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Panem) = Di Г] DoY. 


EPY 为 逻辑 和 “+" ,| 为 逻辑 积 “.". 因 此 ,以 上 2n + 2 个 运算 构成 功能 完备 
Ж. 


1.4 АЯ 


E 5 LEN OES. 

(1) Ë n RRM: (х + y) (mod п), 

(2) 模 n RAH: (х. y) (mod a). 

对 任何 质数 n ,以 上 两 个 运算 加 上 逮 辑 常数 后 是 功能 沧 备 的 .这 是 忆 为 定义 在 
5 КАНЕВ — i л {Н т 变量 函数 F(xj， #2» ,xm) ВИМЕ Ня ARE: 


Е( хуу.) = 3 . X.) (mod n), 
Жр X, D xr. x." ,rw ARER _ 切 可 能 的 不 同 组 合 ， 
Г = «дабру ар= дав - 1, 


П Б, Є S 为 各 个 总 相应 的 系数 . 
例如 ,三 值 二 变量 画 数 的 展开 式 为 
Fixx) = Бю + бис xi + baat + ba ` 二 
bo x + bo + xí + X3 + bx ° х1 031 (mod 3). 
今 设 Р(х, х) 的 真 值 表 如 表 1-2. 
Ж 1-2 Fixa.) HRE 


= + 


HH ы b = к — © о о 
= 


F =® {ою b > > G ч 


t> 


根据 真 值 表 1-2 可 确定 展开 式 中 的 系数 如 下 : 
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bo = 0, Bo=2, bo= 1, 

би = 0, bi =2, ba = O, 

bo = 0, bp = 0, bo = 1. 
E A: EA: Яа PS ЛЕНӘ 


F(xi,x>) = ]2 ` xz) + xl + 2 ` x) ` x2 mod 3). 
1.5 “ 韦 布 运算 系统 


Ж S 上 定义 二 元 运算 为 
全 + х1) (mod n), х = ху, 
0, XI = 0. 
此 运算 称 为 韦 布 {Webb) Жа. q n = 2 时 , 韦 布 运算 就 是 “或 非 ” 运算 ,其 二 值 
韦 布 运算 的 真 值 表 如 表 1-3. 
表 1-3 БИЕ 


| | x, = 


жү | x; 


> = 一 


它 是 功能 完备 的 . 


2 阅 值 逻辑 

大 们 总 是 希望 机 器 具备 功能 更 强 , 但 更 可 靠 的 性 能 , 以 便 能 坎 更 少 的 空间 和 
消耗 来 快速 完成 复杂 的 工作 .这 一 方面 促进 了 优化 二 值 设 计 的 工作 , 另 一 方面 也 过 
使 人 们 研究 信息 密度 更 大 的 “高 阶 逻辑 ”, 允 值 壕 辑 是 一 种 理论 上 已 证 明 可 行 的 选 
9753. 

ШЕВА НН ТЛЕ ТРЕ yE 3 fE EL. 5) E 38 ЖЮ, CEA tit # rh fb 
的 模拟 被 提出 来 ,其 名 称 是 根据 “ 阔 元 件 的 输出 取决 于 输入 空 量 的 权 与 内 部 阅 值 相 
比较 ”而 得 来 的 . 

1963 年 , 汉 森 (Hanson) 提出 了 一 种 阐 值 操作 并 建立 了 - -个 完备 的 三 值 代数 系 
统 ; 之 后 ,梅里 尔 {Memill) 提出 了 “ 权 ” 的 概念 ,建立 了 现在 的 阅 值 逻辑 . 

阔 值 还 辑 的 研究 主要 是 沿 间 两 个 方向 进行 :一 个 方向 是 着 重 于 赔 值 理论 ,寻找 
使 一 个 三 值 函 数 成 为 国 值 函数 的 充分 条件 ,以 及 实现 参数 的 确定 ; 另 一 个 方面 则 着 
重 于 三 值 装 值 逻辑 的 应 用 ， 


br 
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2.1 АНАР 
т 变 最 二 值 阅 慎 函数 定义 邵 下: 
Flxi,X2. 1". Xa) — |" уш = t, 
0， Et, 


HP x, € 10,1! 表示 输入 变量 , ы Emr Hs = 1 时 对 x; Er ЛИХ, ABHA. ЭНЕ Е. 
w Жа 可 为 任意 实数 ,但 实际 应 用 中 通常 限定 它们 为 正 整数 


Hi w =з = Wa = 上 时 ,有 ”或 门 "， 
站 
当 юу = = m = l = m M, ЇЇ”: 


LETTE STERE = Дт ACA Ta 


WEHR AEREA HIT” 和 “与 门 ” НОГ ERW]. 
2.2 -BANEASA 


ЕУ 1 设 真 值 集 为 F= f- 1,0, + IE, п SË Gl S: X = (ар. X2. 1. XQ) Є Р", 
x € У. Ў ЕУ Fi у. 

ЖУ 2 对 任意 x Є V.E x WJ3F23 =— x Г-И = | 1， 
0,1]. 
EXI 称 函 数 85 = РОХ) РНЕ Ж ДФХ = (2,0,5. x MA 
F(X) = F(X), Р(Х) = оғ, гана. 

ЖУА Фи = |XIF(X) = 11,V = АХ FCX) = 寺 并 证 1 机 1= m, 
| Fi |= P- 

EXS с FARA F( X) 的 卸 半 对 惕 函数 ,如果 m >p, Н. 


- 1. F(X) = Р(Х) = б,т < >, 
аЁ(Х} = 0, F(X) = Р(Х) =-1,т> Э, 
F(X), 和 否则， 
ELG oF X) 称 为 РОХ) ВЗЕН АЎ, Ш р = m, A 
l | F(X) = ЕХ) = 0,p < > 
СОС) = jo, FOX) = FOX) = Ip > Š, 
F(X), 和 否则， 


注意 ,有 oaf X) = F(X) Ж oF X) = Р(Х). 
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EX7 称 FÚ X) W x; ЖЕ ААЛИ НИ (35) BJ. КОФ УГЕ у, хо, Xios Xis 

…, xn 的 任意 取 值 . 有 
Fa > Faz Fa {Fa = Куш Fui, 

其 中 Fi = Fixas stk tnt m J) k C V. 

жи8 如 果 对 每 个 变量 x (i = 1,2,0, ny, РОХ) АЕН) И). hj 
称 FOX) 是 单调 递增 { 递减) 函数 ， 

ЖУ 9 如 果 对 每 个 变量 < (i = 1.2," n), FOX) 中 单调 递增 或 递减 的 , 则 
称 F( X) 是 单调 函数 . 

Ж ХМ 10 Ж Р(Х) 为 对 变量 лү, х, 是 对 称 的 ,如 果 交 换 x 的 位 置 函 数值 保 
持 术 变 , 即 ， 

(луу рута) 一 人 

F(X) 称 为 对 称 函 数 ,如 果 对 任意 变量 x..x (l = i < л). РОХ) 是 对 称 的 . 

EX H F(X) 称 为 病 值 函数 ,如 果 存 在 一 权 向 量 w = (юир, ш), ) ЯНЕ 
空间 值 集 上 8 = [H LICH > L) 8 

w + X> йе F(X) = l, 


H> w+ X> L< F(X) = 0, w- X = Уша. 
int 


L > wo: Ac Fi X) = 1, 
如 果 КОХ) EMAER, M w, H, L) 称 为 其 实现 集 , 让 为 FX): w, H, L). 
EXB РХ 1 алва, БАНЕ В УШ ec 参数 ) 是 如 下 n+2 
维 向 量 ; 


є = (er ey t pam), 


其 中 ,er = DFU). 


x€ v" 

如 果 РОХ) E- AERAN. ИЕ с SAMAN ТАТЕ Ж лу ЭС, 10 E 
ЕХ) = (e,p.m). 

EXB RX. AG” AAAA, Ш X, - X, = X, - ХД Аю! 
СХ) PCX, X.) EFIT EEX, AD (А, X.). Жк F( X) 是 完全 
单调 的 ,如果 

[F( X I) _ F(X,)] ` [P X) 一 ЕСЖ): >= 0 
РРБ АТЭС Н А Га НЕ УР. 

ЖХ Н P MEI n л АРАК. FF M оса А р ДО, ПЖ 

ЕТЕ € 好 是 完全 单调 的 . 

T 对 每 对 函数 所 F E MAREA FITE Н A y EE A, 9.0, 
Xa) ,满足 

[F (X) - Fr]: LFX) — tU X.) | > 0. 
定理 1 {Е— {НЕ А А. 
定理 2 设 F(X) Е — АРАЎ, FX): (w, H, L), ГЕ, F FOX) 的 函数 
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亦 是 益 值 阔 数 (右边 是 相应 实现 集 ) ; 
Fags mR — ш, toga HE Ё, 
人 
(хуз 0:0 юр, — Wo. — шщ, — L, - Н), 

ЕСЖ): (ж, - L,- Н), 
aF X): (Ww .H, - L), 
соЕ{Х):(ж, – Н.А). 
推论 1 如 果 Р(Х): (њи, Н.г), ЕХ) ЕАР. 
定理 3 ”一 个 变量 数目 a = 3B5 Ар E ВИА НУНАТ 


完全 单调 函数 ， 
定理 4 Ë+ ЕХ): (w. H, L) — {estt C p.m). F F(X) 的 男 数 亦 是 


阐 值 函数 (右边 是 相应 特征 参数 ): 
Ё( хү xi ta) (el, = c t. c p.m), 
ЕО хр) н С рае рот), 
FOX) (с, сот, р), 
ФЕСХ) — (cit ca т, р), 
SF X) (cs pd" — т), 
аш X) = (cr, c, 39 — p.m). 
定理 5 i FO(X):(w.,H,L)— (crea t e p.m). 于 是 
19 с = 0 = 5 e; 18], 
c€; = G = > бш > W. 
Pa = Ü =u, = 0, 
i = CG — tp = tu. 
Pp > 3"2 < H < 0, 
m > Piel > 0. 
4р > mol Alz- Ё, 
p < mH >! L I, 
Р = те Н =z- L. 
S 15 ЖЕР FOX) R B| KES E ДС ЁК) AC В). 记 为 
Е(Х)ас, ШЖ F(X) 具有 如 下 性 质 : 
]° w = 105 g у в w > О (сср 22 t j eyn а ta > 0). 


Pm > 3%/2 (=H > L > 0). _ 
定理 5 设 FOX) 是 一 个 满足 p + m = PARAÉH. BU РОХ) Є 11,11,09 


F(X)ac — (су, c p 3" ph Сат, ma L, L) 
—aF( X) ac 一 (他 0,3 一 р): (шу, y Pab), 
其 中 
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一 一 一- 一 一 一 一 一 rm 


a:F(X)— V.a(1) = 1, а) = 0, 
a l;eF(X)— Va (I) = 1, eO) = 1. 
ЖЕ? 设 F(X) E- ARHAR, А р = 0, 
FO Xjac— ie, 0, т): См, œ, L) e ВЕСХ)ас — (с.т): (юж, H, L), 


. _ FOX), X> (1,1,1). 
其 中 BF(X) = H X = X, = (1,1,7,1), 


‚ | е ) 
сат сж 1, n, He (ш; - уш). 


定理 8 设 F(X) 是 一 个 满足 p + m = 3" АВНЕ, FOX) Є 11,1}, 
Р(Х) ас = (c,3" m mw L, Е) ВЕСХ)ас (О ‹”,1,т):(»,Н,{,), 
其 中 BF{ X) 定义 见 定理 7, 且 
二 >< +I, H = Dim - Tu), i = n. 
定理 9 it F(X) 是 一 个 满足 p = l,e < е, BRIERS, Д] 
ЕС А}ас-®(с,1,т}:(,Н,1,) <S AF К}ас-= Се” ,2,т):( w, H, L) 
| _ [FOX X. (1,1,,1.0), 
其 中 АРХ) = H X = {1,1.77.,1.0), 
且 对 所 有 i л," = e+le = с. Н = H - ш. 
ER I 设 FOX) 是 一 个 满足 oo_| = c, + 1,p = 20RA, ЙУ 
Е(Х)ас = (су, oe т): (ж, Н, L) 
ФЕ X)ae — (c' 2 es cn - т, т): (ж, L), 
其 中 
= У - Ln), 
ф: F(X) Vp) =-1, (0) = p(l) = 1. 
g: PFX) — V, œ™H-1)=-1, 
-I _ 0 X. (1,1.1, 1, H X. (1,1,6,,1,0), 
Ў 0 7 M А = (1,1… 1.1) B X = (1.1,1,77,1,0), 
用 对 所 有 ¿< п.с = 200 - 2), е, = 2(с„ - 1). 
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3 B 2 ҢЕР. KARATEA EREE A ЖЕ Ж Ж ЗЕ [Б] ИЛ. А] 
时 也 是 自动 机 理论 ‚ 318: 238F58 ТЕНЕ АО Пр, ЈНС ГЭ) BE PS SAI ВОВА ТЕ 
出 才 值 逻辑 函数 集中 的 所 有 极 大 封闭 集 ( 又 称 准 完备 集 ) . 它 包 含 着 三 个 著名 的 问 
ЕЯ, И ЖЕШ с: Ж {И 2 38 АРУГА ЕЯ: — л. 18 2 38 PR 3k $E 
中 的 所 有 极 大 封闭 集 . 


з 客 值 玛 辑 国 数 的 结构 理论 : 1067 - 


3.1 ”完全 多 值 远 辑 函数 


iF K. = J01, k - 1i, k 2. ВЯ а.о, х): Ei — E, КУЗЕ 2 k ЇВ 
FAAR MATE k {НЕҢ МАЖЕ ЛИНН RAN P. 

ENMI HATAS P AR A ht L.) Є АЕ gi х\ ‚Жозе = 
1.2,… m) RAAT a sN АЛЕ a. ЖЕРЕ (e (xi. ху. a h Дон xa, 
en €C аена Н ШЕВА. 所 有 由 4 中 的 函数 复合 出 来 的 函数 
作成 之 集合 记 为 A. 

由 定义 易 知 ,4 сл ЖАЖА Сд, ' СВ. 

EX2 #(СА©СР,.ШЖА' = 4, 则 称 4 是 -… 个 封闭 集 . 

不 难 知道 ,任意 有 限 多 个 封闭 集 的 交集 仍 是 封闭 集 . 

ЖИЗ EAEG E рб. хра.) € P, BAER а.а с.а Є Е 
均 有 flo ,三 2 Є Е. MPRA xi, x... XZ) 是 保 互 的 .所 有 保 Е 函数 之 
集合 记 为 Ts, 常 将 Ti 简 记 为 Т. € E 

T; 是 封闭 集 . 

设 KE, = А, LJ À; U `". Е Am № Е, ВА, В А; = 27), 4; П А; = (2), 
i= J.i,j = 1,2, т ВВТ DP: A + А; + + An 

定 祥 4 ШОРА + А; + + An ЖЕЕ, ВУ АЕ, ЯР (ааг, 
“u a) (Bn B е, В, СА (Аст, = 2..0), НА h=m) 
Ha ran An ОЙ. Brst) Є А, ‚ЖЖ ЕН /( x, ‚у^ „җы! ЕЖ DP ÈY. 
MAR DP 函数 之 集 台 记 为 Tp. 

To 也 是 封闭 集 

定义 5 É QC AES Р, 

GENA) = AU A UYU 
为 АШАН. 

GENC A) 中 的 函数 称 为 4 HEERA, CIRE 4 中 的 函数 经 过 有 限 次 复 
合 而 产生 出 来 的 函数 . 

定义 6 WO c À cC Р.Ж СЕМА) = P WE А 是 完备 集 ,特别 , 若 
CEN( FAE TEET TETE Td!) = P, UEF ху, t2, sta) ЖЯ E { Sheffer} 函数 

mi 函数 

f(x,y) = max(x,y) + 1 (mod k) 
ЖЕЙ A Ж. 

定义 了 7 #Мс P Ж, E M 55 Р, Z (ЭБАК, ШИЕ 时 为 
一 个 极 大 封闭 集 或 准 完备 集 . 

定理 1 BM C P. MERKAR, MH RIYNA S f C M,5 

СЕМ(М U Ifi) = Р. 

定理 2 设 2) C Е C E; , my Te 是 极 大 封闭 集 . 


，1068 ` жалы 21828 

ЖТ А 的 完备 性 判定 ,有 

定理 3 Р, 中 的 非 空子 集 4 是 完备 集 , 当 且 仅 当 4 不 含 于 任何 家 六 封闭 集 ， 

此 定理 说 明 ,只 要 定 出 Р, 中 的 所 有 极 大 封闭 集 , 则 消 数 集 完 备 性 之 判定 问题 
也 就 完全 解决 耳 . 

波斯 特 1941 FET k = 2 时 P, 中 的 所 有 极 大 封闭 集 共 5 个 ; 

雅 布 朗 斯 其 {Jablonakiiy1958 年 定 出 了 = 3 时 户 中 的 所 有 极 大 封闭 集 共 18 个 . 

对 于 一 般 的 上 > 3, 雅 布朗 斯 基 和 马丁 朱 克 (Marynjiuk) 于 1958 年 、1960 年 分 别 
Ж А Т АЧ S, THARE Т. o AMARE морт a КЕ, 0 6 
楷 教 授 于 1963 年 定 出 了 线性 函数 集 Lo 中 的 所 有 极 大 封闭 集 , 保 划分 函数 第 7; 中 
的 大 量 极 大 封闭 集 ( 公 剩 一 类 尚未 定 出 ), 并 于 1964 年 证 明了 Р, 中 的 任意 极 大 封闭 
集 必 是 以 上 五 个 类 型 的 画 数 集 之 一 . 罗 森 风格 (Rosenberg) F 1965 年 也 得 出 了 此 结 
i ,并 定 出 了 T; 中 的 所 有 极 大 封闭 集 . 

Z = {АТАС P КН, E С 5. 

Sy = Є РЄ € >) = J. 
де № 

EXS 称 集 合 闻 (GE 工 ) 是 三 的 覆盖 ,如 果 Sy = 5... RRA S АДЕЛ, 
如 果 > 的 尾 何 一 个 真子 集 都 不 是 ТИЙИ. 

定理 4 /Є Р, АЙРА, ENHE 5 a E 55. 

量 热 ,对 于 一 个 和 极 大 封闭 集 А, ТЕЕ ВА РЄ 4 .使 得 /不 属于 除 4 忆 外 
的 任何 一 个 极 太 封闭 集 , 则 4 必 是 最 小 覆盖 的 组 成 部 分 . 


3.1.1 ARRAK f 
KIRA, 3 k = 20t, E = 10,1| 是 一 个 布尔 代数 ,在 布尔 代数 中 ,sr = 


min(x,y), x + y = max(x,y),x = l- x. 

P, 中 的 函数 集 10,1,xy,x Ф y| 是 完备 的 ,其 中 图 了 = xy + zy = x + y med 2, 
FTE EE-S — 8 ИЖ И ЛЗ x,t tn METL 2 相 加 ). 

ERI FfOn S) € PP 是 线性 函数 ,如 果 nn) = qo Ф 
ara Ф aa AP а € Е,,і = 0,1,:-, п. ИҖЕК L. 


ELI PK foxi xa i n) E Py 是 单调 函数 ,如 果 对 任意 @ = (а.а, 


а.) = Ë = (BP, AIR 8.1 = 1.2, n) ЮЖ fe) = AP anh 
Є Eni = 1,2,…,n. 所 有 单调 函数 之 集合 记 为 M. 

ЖУ 11 称 Fw Є Р, ААХ. W Oris ar En) = 
Рк, zy t x). MA AHRR EAA S. 

定 久 12 у.х, x.) {Ж АИ, WI ЛП...) = {ж с РАЎ 
之 集合 记 为 TT,i Є E. 

以 上 定义 中 的 五 个 函数 集 均 是 极 大 封闭 集 . 

定理 SERGE Р, 中 的 非 空 子 集 4 ETER, SHR AFRE 


з НАЈАВЕ б 1069 ， 
于 上 述 五 个 封闭 集 的 任何 一 个 ， 
TS ЖАС Р, ЕН АШ ИЗ ЖЕ НА сш. ИЙ А 是 户 的 -个 底 . 
2 хф@уу,ху,1;х + y.xixy, x 以 及 0,1,x @ у GD z, ЖЕР, 的 底 . 
定理 Р, 中 的 任意 完备 集中 必 包 含 一 个 底 , 其 中 于 多 有 4 个 函数 ， 
定理 7 IT, Т.5114, М, Т, Т,,51 ВТ w. 
А _ JO. (х,у) = 40,1),(1,0).(1,1), , = 
М2 ФДх,у) = { (х,у) = (0,0). 容易 验证 ,A€ T 
UT U5. 于 是 ,由 定理 3 及 3.1 节 的 定理 4 知 ,f 是 -一 个 唱 弗 上 明 数 ， 
3.1,2 k(> 3) AFARA 


本 节 介 绍 Р.Е > 3) 中 的 极 大 封闭 集 ， 
ЖМ 13 ü GE oik TIRER IE Хх, хс с.х! С P, ERAK, ШЖ 


对 任意 值 组 @ = Cajata), ËB = (б.з. R )Oa B € G.i = 1.2, n). 
均 有 


far В) Кд) = Ка) + fO f), 


其 中 ë+ Ë = leit Bon + B), 0 = (0.…,0). 

所 有 线性 函数 之 集合 记 为 Le 

例如 ,常数 a E G 是 线性 函数 ,f(x,y) = x + y PEREG. L 是 封闭 全 ， 

定理 8 设 6 是 一 个 六 元 加 法 群 . i 是 极 太 封闭 集 , УТО С А 
素 ( 除 0 外 ) 的 周期 均 为 同一 个 质数 p. 

ЖУ 14 Ho PESE, Ей В, AAA LETETT TEREE 是 函数 У х ' 
ху, x.) ЖТ о 的 对 侦 函 数 , 如 果 girato) = ofala) ale), 
ALENEN 

定理 9 设 避 是 一 个 上 元 初等 加 法 群 ,上 = p",p ЖШ; H RMA Ж Е fi: 
成 的 群 . 则 p. 中 的 所 有 极 大 线性 封闭 集 为 fo, L. Аа, era, € H, = 1， 
Rp 是 8 在 5 中 的 所 有 
右 陪 集 , 5 B: G ЕНУ k ЖКУ. 

设 二 元 半 系 “< ”是 定义 在 集合 E, 上 的 炉 序 关系 (又 称 部 分 序 关 系 ). 


值 组 & = lanan an), E = (б... BORE z < Ша < Д.а, 
BB C Ec i= 1, . n. 


ЖУ IS Pfa, x) RAWAN, SHE {Т a < 前 , 均 有 fa) < 


KB) MARRARA 81050 M. 

TEI МР E M E P, НУ КЕЛЖ, Ai SATE 中 内 有 一 
个 极 大 元 和 -~ 个 极 小 元 ， 

令 P( ny 表示 元 贪 序 集 的 个 数 , 于 是 恰 有 一 个 极 太 元 和 一 -个 极 小 元 的 上 元 偏 
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АЕ k(k 1) Pk- 2) ,从 而 , 极 大 单调 省 数 集 之 个 数 为 7 Pik — 2). 


ЖУ 16 io RE, EB9- ET STE RRAN f(x r n) 是 关于 a 的 

Ë] Яра ,如 果 
хууд.) = в Кох), а(х, )), 

ЙН afia ants .所 有 关于 a É] {АЙ RSA 
a 

例 3 fxr) = x +y +(К-1)ху + х(апофК),т(\х) = x+ Imod K), 
TE 

Jol ax aly) = бх + у + 1) 

{(»хз+1)?+(у+ ОН СК 2) (х в 1) (ув) +z +1 
кув (К -2)ху ++ 1 
flx,y) +1 = olflx, у) ) (mod K). 
IIE, (z. у) 是 关于 о 自 对 偶 的 函数 . 

定理 11 5, Р, РА КЫЙ, НУ 8 o 可 分 解 为 不 相 杂 同一 质数 长 度 
p AZER. 

Жї? 95, fH S. АКЕНИ, Ш) 5, = 5, SESA hr = а". 

Ë k = mp, p EER. Sk U € 5, Eeim, p 置换 ,如 果 g 能 分 解 为 m 个 长 度 
为 哺 的 不 相 杂 轮换 之 乘积 . 

ЕЕ ЖАП, S РЕЯ m, р) ARRA klim! p) i, АЛИ E ЯЙ 12, ЯГ ye B) 
m pA kimi pip - 1)) 个 不 同 的 极 大 自 对 个 函 数 集 .于 是 有 

ЖЗ 鼎 中 的 极 太 自 对 偶 函 数 集 之 个 数 为 

У) k! 


ka mp m! (p 一 1)р"” 


其 中 p 为 质数 . 
设 划分 D: E, = A Uee ОА, Е, P TREER DA., mE: tR 


同属 于 某 个 未 ,1 = í = m. 称 :个 值 组 站 = fa z= (ajith s 
a) 是 保 划 分 号 的 ,如 果 alate 0: RAA D, i = 1,2,…,n. 

称 是 划分 已 的 阶 数 ,如 果 E, 中 任意 r - 1 个 元 素 保 划分 中 ,而 存在 r 个 相同 
Ж ЕУ DD. 阶 数 为 r 的 划分 记 为 六 ， 

EAI ИО, a) 是 保 划 分 D BJ ШЕ {ЕЛ БЕЛУ D 的 
HH 


ai= (aiai, ai), i= 2,0-6,7, 


均 有 (a YG, в ') у 产 . 所 有 保 划分 D 的 函数 之 集合 记 为 Ty. 
= Уу 18 称 亲 是 中 心 划分 ,如 果 有 a C к, ВЗВ 5 о 的 r 个 元 素 均 保 划分 
ГУ. 
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由 定义 知 , р EPLI SERS E, 中 所 有 不 保 划 分 PP 的 > 个 元 喜之 并 不 
等 于 E,. 

设 DRE, 的 一 个 直接 划分 , 即 D: F; = A| + *** + A. . А; 门 А; = бэ = j.i. 
; = 1,- ,rr, 称 集 人 台 jal， Gy, ‚а, Au РЕТ + УУ Ë. 其 中 a 和 凡人 二 1,2, 


”定义 19 Ж О 是 正则 的 ,如 果 存 在 m{ > 1) 个 直接 划分 
D.:E = AP + + А, = 1 m, 
使 得 不 保 划 分 D 的 所 有 r O P RIS УЕН D, Das s D. PRE R ТЯ, BEH m 
> 2A}, 
APANAPA YAW E giir ал. 

定理 14 Ty 是 极 大 封闭 集 (r = 3), 当 且 公 当 D 是 中 心 划分 或 正则 划分 ， 

车 将 P. 中 所 有 保 中 心 划分 冰 数 集 ( 包 括 保 三 函数 集 ) 和 保 正 则 划分 男 数 集 的 
АЛУУ АСОТ) 和 (D5), 则 


iD = ht DP! [220 ), 


A{ DR) = > Ae {Т}. 
А 

TEI сеза, P, 中 的 全 部 极 大 封闭 集 是 :线性 函数 集 Lc{ 其 中 5 是 … 
个 初等 加 法 群 ) ,单调 晒 数 集 好 (其 中 所 是 一 个 恰 有 一 个 杖 大 元 和 一 个 极 小 元 的 偏 
FR) , 自 对 个 函数 集 & (其 中 a 能 分 解 为 同一 质数 长 度 的 不 相 杂 连 换 之 匀 积 ), 保 
FE ШЕ TT , 保 直 接 划 分 函数 集 Tnp, 保 中 心 划 分 函数 集 Toir >= 2), ЕЕ РАЖ 
集 划 分 Ta (r > 3). 

定理 6! 完备 性 定理 】 Pd P.A zz kF 4 是 完备 集 , 当 县 促 当 4 不 
= ТЕКЕН ЕЕ Le. M.S, Te Тор. Тор (r > 2)、Tap' (rr 全 3) 的 任何 -一 个 之 中 ， 
其 中 ç 是 一 个 初等 如 法 群 , Е. 是 一 个 惟有 一 个 极 太 元 和 -个 极 小 元 的 偏 序 集 , 置 
É: о 能 分 解 为 同一 质数 长 度 的 不 相 杂 轮换 之 磁 积 . 

SE = IS. Te. Tol у = 5, U Te U Тор, MWA 

定理 17 (1) f€ P EWR, 8 B (2 4 f € sz , 即 畴 盖 了 所 有 的 极 大 封闭 
E. 

(2) 极 大 封闭 集 邓 包 含 一 个 函数 不 在 其 它 的 极 太 封 闭 集中 , SHARH MS 
Ss , 即 Sy 是 一 个 最 小 覆盖 . 

(3) КЕЙ M 中 有 MEHRA, SHEH Мо 55. 


3.2 ЗНЕШ НА 


设 E, = 10,1, 1, 22. В оох): Ер E UJ 1 + | #R283E 
4 & {ИР ЮА, НО f amta) = * Зл РАЎ Л Мб, аз, а, ЕЯ: 


- 1072 - Tum 21828 
Жо, Є Epic 1.2, n. E, ЕТЕ 2 0455 2 k R ЕЩ КОЈ ЕЗУ k E 
EAR, ARA {НЕҢ ЫЕ E ri p; .显然 P, c РЕ. 

王 湘 消 教 授 用 群 论 的 方法 对 部 分 天 值 逮 辑 函数 的 完备 性 问题 进行 了 研究 , 提 
出 了 一 个 完备 性 的 充 要 条 件 ,并 依 此 条 件 定 出 了 Ру 和 Px 中 的 所 有 极 大 封闭 集 . 
弗 雷 瓦 德 {Freivald) 证 明了 卢 ' ЧЕЖЕ Khi D E t :个 k' MERRIA 
E ,也 定 出 了 Р; 中 的 所 有 极 大 封闭 集 ; 前 苏联 学 者 波 莫 坟 {Pomoby 定 出 了 Р 中 
-一 类 特殊 的 极 大 封闭 集 ,并 依 此 定 出 了 P; 中 的 所 有 要 大 甘 闭 集 . 对 二 一般 的 天 > 
4, 罗 适 楷 教授 根据 王 湘 藻 教 授 提 出 的 保 关 系 ”的 系统 思想 , 定 出 了 P; 中 的 所 有 
极 大 封 闲 集 , 从 而 彻底 解决 了 P; 中 函数 系 完备 性 的 判定 问 题 . 


3.2.1 基本 概念 


AAEE LAARA ARAR, IA = .与 完全 上 信 逆 辑 钞 数 一 样 ,Pi 中 也 
Жтт OBRA) 函数 、{ 极 大 ) 封闭 集 \、 完 备 集 、{ 最 小 ) ИЛЕН. 

EXW ifl... t). ж, хх), x.) Pš i= 1,2,7, m, AOAN 
Ь(ху,ху t x.) = Egik xa t x). Ea xi x t x. D Ж ИЩ F: 


对 任意 值 组 a = (01,a2,… ,0a)， 


~ fguf wm). ,g(t 0). врба). к(а) ВЕУ, 

маз = | = W. 

设 AP; ‚Жау, stm] € А,а(ху,ло, әх) € AU EITE TE TE 
1.2," т. ВХ g ota ah б Ea a x )) RA A PARRE 
合 出 来 的 晒 数 ,简称 由 4 复合 出 来 的 应 数 . 

Exa 所 有 由 4 复 人 台 出 来 的 项 数 作 成 之 集合 记 为 本 .如 果 4 = А", ШЖ А 
是 - -个 封闭 集 . 

ES 22 #А©СР{,®СЕМ(А} = АША U (Ary |] +. GEN(A) "ЕЈ 
称 为 4 ВЕТА, TO EH А 中 的 函数 经 过 有 限 砍 复合 出 成 ， 

X 23 i$ AS PI ,如果 бЕМ(А) = Pi , 则 称 4 是 个 完备 集 . 

EXA ЖА = Ifl ЕУ, Ш ГЕРТА, Ерін гаре Ру 中 的 
АЗЕРИ. 

例 4 函数 


Kayd = Í 


тах( х,у) + 1 mod k, vy = z, 
x y = z 
Еура. 

ЖУ 25 i ME- tH, MCP . МЫР 之 闻 无 另外 的 封闭 上 集 , 则 
你 M 为 一 个 极 大 封闭 集 或 准 完备 集 ， 

定理 18 ias PI, АШЫ (Ж) 全 出 P PARAAN. A 4 中 有 一 个 非 
空 非 完 全 的 函数 , 则 А ZA. 

例 5 ATP 在 PB 中 完备 , 则 A 添上 任意 一 个 非 空 非 完 全 函数 后 , 便 在 РГ 
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中 完备 . 
定理 19” 包含 全 部 完全 二 元 隐 数 的 极 大 封闭 柴 只 有 -个 , 即 Pp. U l |. E: 
x EZAK. 


3.2.2 极 太 封闭 集 


全 Ga = 2 
上 的 一 个 т 项 关系 . 
定义 6” Ж, х, E Р) 是 保 避 项 关系 G 的 ,如 果 对 任意 保 


Спалі а! Gl... а" (Кат) а?) ат) 或 者 未 完全 有 
定义 或 者 仍 属 于 Ga. Pi PRAI G, 函数 之 集合 记 为 TUG,), 称 为 保 G. 函数 集 . 

ТОС.) 是 封闭 集 , 旦 包含 自 变 数 х. 

定理 加 {ЕРЮ ЖТР КИАКАНШЖ, ECE. 

设 S. ERG En = 1,20m] БА m КЕ, HERTA e0 € Sm F 

Сы = бау GQ "U, са)? I (a. G.) Є Ganl: 

容易 证 明 , 对 任意 so EE Sn T(G.) = T(G). 

设 吾 是 5 的 一 个 子 群 , 称 加 项 关系 6 是 对 吉 具 有 对 称 性 或 者 说 上 是 ,的 对 
КЕШЕ ЕН соЄ Н, С. = G,. 

ШОН = ologE S. G. = G| . ЯЛЕ, H ES. В-ТАН H E G. 的 最 
大 对 称 群 .规定 空 关 系 的 最 大 对 称 群 是 S... 

设 А, 11,2,:--, ті, = 1.2, n. | R 1284г, К П К, = @. + 

G. CR I BR... R.) = Wap xara | x; € Epi = 1,2,9 m Н? .j € 

RO < h < n) Еј, = x! 
EXI 称 非 完全 关系 G, 是 完满 对 称 的 , 如果 


G, = 人 ee) U бл. 

其 中 ,6G* EZR m = 2 时 财 外 ) 或 仅 含 mm 元 不 同 的 序列 , 且 С, E Sm 是 对 称 的 . 
MER G, В ТРА Е, „УЗЕ КЕ. 

ЖЕЛ F, , ЖЕКЕЙ. 

< Ga = EE y Om? | ар эё ar ilə j. а; Є Ел.) = 1 2,… ті. H = le. 
С Га А 

定义 中 Ü G. = Gna UC , U U Gn. 6, EHHI RAS, ARETE 
Е, 的 一 个 直接 区 分 : 

Es=At + А, АП А; = 2m, 
ВАЗН (а, а a, E G, EA a É Ai = 1.2. .m.35 G, И, 1 
ТОС.) 为 单纯 可 高 函数 集 , 并 记 为 5 m- 

ELD WG, = Gal Ri R,,- RO U Gao H EG. (R. Ritt R.) 的 对 称 
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REGA = G, Ú G 05 U Ga- Же 
В, = H.,2, п, R. = jrn + 1," r], = ntl}, 
FK G, 是 正则 可 高 的 ,如 果 存 在 一 组 直接 划分 : 
Di E, = AP +з + АО, = 1,25,п, 
使 得 对 任意 Ce, an ,an) € G, 必 有 一 个 具有 下 列 性 质 的 直接 划分 下 人 1 < h < 
п): 
а Є ASH i = 1,2 vm, HH À = 2 时 ,有 和 使 
a a € AD ПАРП ПАО, e, а, цоо, € AD r) A N 
n кал). 1 1 А-1 y=1 n I 
Jh- 
# G, 正则 可 离 , 则 称 T( G.) ЖЕГИ ASI CA Srm 
ЖУ 30 iË Ga = зз LJ G£ баз = 64011,21 * 3,41) LJ G,C11,31 , 12,4 } U 
6Є4011,41,12,3}), H E G EARR 51), G = Ga U Gn Uee U Gahi. 
称 G, 是 三 度 正 则 可 离 的 ,如 果 存 在 一 组 直接 划分 ; 
D. : Ek = А? ++ АЙ? i = 1,4,9 8, 
使 得 对 任意 {al ,mea) € G BATRA TAMER НВ hW = h =< 
n): 
a € A$P, i = 1,2,---,4 ВЕЖ Dol < j= h - L. APAPA g joh 
== 4) 使 ajal B ta дз 或 аад) Є АЎ?) , аз aa (EÈ 5. (Ta нў 0.93) = 427. 
如 果 6 是 三 度 正则 可 离 的 ,或 Си 是 空 集 , 则 称 ТОС.) ARREA. 7с 
8 L. 
显然 , 当 E, R 2" 阶 初等 加 法 群 时 , Р, РЕВЕ ВНЕ ЕВЕ — 
线性 函数 集中 . 
EH EÉ Ga = Сал U ба, баз = (11,2].13,4[]) l; (11,3Ь,12,4}), H Ж 
Ca: 的 最 大 对 称 群 , 即 5,, С = G, U Gu UJ: U G i. PR С, РЕГЕ, 
Wi Fir HWAENS: 
DE, = А0 +з + Af i = Len, 
使 得 对 任意 (a a. a € GG 必 有 一 个 具有 下 列 性 质 的 直接 划分 D. (1 є h = 
n): 
a € А „з = 1,2,…,4 且 对 任意 的 Di,l < j= h - 1.8 APAPA лл 
< 4) 使 
ауа) 或 ауаз) Є AP , ay a ( 8 аза) € ARP. 
如 果 G, 是 二 度 正 则 可 离 的 ,或 G ETA, METT G) ALATA, HEA 
Lc, ,- 
定理 季 ”单纯 可 离 函 数 集 5, a EMAER sS. 、 拟 线性 是 数 集 r... 38 
明 数 集 Le, 都 是 极 大 封闭 集 . 
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3.2.3 完备 性 定理 


定理 各 ”Pi (上 223) ФФ КЕЯ: Р, U 1 * 人、 完满 对 称 晃 数 集 
F, n АЙ#ЁЙТЕ РАДОН p. L 型 函数 集 L. ,单纯 可 离 函 数 集 Sn EM A RR 
San AIEE BAE Tr. 

定理 24( REEE) НАСР, АЗЕ, >з, a ВА, SHAMA 
不 包含 在 极 大 封闭 集 : Р, U | #1, Fs molp Le SanssSen A Te 的 任何 -- 个 之 中 . 

根据 完备 性 定理 , 刘 企 任 证 明了 下 述 定理 ; 

ХР 25 P; PHAR 为 谢 弗 画 数 的 充 要 条 件 是 /不 属于 下 列 26 TR Ki 
闭 集 的 任何 一 个 之 中 : 

(1) # E RARA T; 36 T. Top Тир. Tias Гал. Тю. Tizi 

(2) 完满 对 称 函 数 集 共 4 个 ,Fo ,= ТОС, 0.2 ж m = 3, 

H m = 2 时 ,6 = 0 的 人 112 人 07 为 下 列 之 一 ; 

НСО, ІУ, СЕО), 0,2), 2,051, 11,2), 2,101 

2) m = 38,63 = 63011,21) U G (11.31 U 6012,30). 

(3) 单纯 可 离 函 数 集 共 8 个 ,Sn = T(G.), 

l) m = 64, 5,5 = T(G), G Е: 

КО, У, ФОЕ, 0,2), (2,091, 141,27, (2,001, 00,1), 1,0), 0,2),42,0)1, 

рО, 25), 2,09 ,41,2),42,151,140,1),41,0),41,27),42,1)1. 

2) т = 3H44 2 рз = T Gs), Сз ЖЖ | ау, ау, аці аў ау, а, аз, аз, ба, аі " 
其 中 ,af = 0,5,5) 是 轮换 , 旦 ao = (012), а = (021). ав = (102), оз = (120), 
a4 = (201), а = (210) 

(4) ТЕШ ИТ ЖЕ ST, Srm = T(G,). 

D m = 2 时 有 3 个 ,Sr2 = 700), Ж G = 10,0). (1,1),42,2) U 67,65 
ЖЕФ 2 —:140,15],]40,2›},141,2)}. 

2) m = 3 时 有 2 个 ,Spa = ТОС), G, = 140.0.0),41,1,1),52,2,2)›1 U 
Gy G? A | ag, ayad| 或 者 | а, а, аз, азва dsl. 

(5) ЕЕРЕЕ L. = ТОС, 3). 

(6) 工 型 函数 集 Fe = ТОС). 


(Т) RUI]. 
定理 其 以 下 四 类 极 太 封闭 集 必 为 РГ (k > 3) ЧӨЙ КӘ ИЕ ҖЕ 
羡 的 组 成 部 分 : 


(1) Ж E BRA ТЕ. 
(2) 拟 线性 函数 集 L. 
(3) ГЖ. . 
(4) P, UU | * |. 
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3.3 — ОБ ӨҢ 


一 元 密 值 逻辑 函数 系 完备 性 的 振 定 依赖 于 定 出 5, 中 的 所 有 极 太 于 群 .但 在 有 
限 群 论 中 , 定 出 S, 的 所 有 极 太 子 群 至 今 还 是 一 个 尚未 解决 的 问题 . 

РІ P; 中 所 有 一 元 函数 作成 之 集合 ; Q. 是 Pi 中 所 有 至 多 取 п tN 
完全 函数 作成 之 集合 ,na < k - 1: 0; 为 中 中 所 有 至 志 取 nn 个 值 的 非 完 全 责 数 作 
成 之 集合 ,nn = k- 115, ДЕК, КЕЕ КОНИ, E, = (0,1-7,6 = Ц. 

定理 27 Pi 中 的 极 大 封闭 上 集 必 是 下 列 一 元 极 大 封闭 集 : 

Si U Q, U Gir SU Q O; MU Q U OF i= 17е, т, 
其 中 MI. М». Ma 是 中 的 所 有 极 大 子 群 . 
s, U Q, 2 M: U Q, ií = L, m. 
其 中 М.М», Ma ЖЕ S, 中 的 所 有 极 太 子 群 . 

由 定理 1 和 定理 >, 只 更 定 出 么 中 的 所 有 极 大 子 群 恒 可 得 到 疡 1 和 疡 中 的 全 
WI КНН Ж. 

ЖУЗ RER CZS, ЕСЕ. ЕБС ATR, ХН gE 
GAHE = Е.Н Е = |а |а Є El. 

TR, E D 是 不 动 块 , 称 为 平凡 不 动 块 ， 

М зз KGS 吕 ) 说 是 可 迁 的 ,如 果 和 公有 平凡 的 本 动 块 ; 理 则 称 为 不 可 
迁 的 . 

显 热 ,如 是 可 迁 的 充 要 条 件 是 ,对 任意 ab C E, Бас G fb ar = (ar = 
gla). 

EE 2 置换 群 分 为 下 列 互 不 相同 的 5 类 ; 

1° ETHER: 

> ЗЕ; 

3° НЕН АбЕ (п, р), Е = р", p 是 质数 ， 

4 保 正 则 2 项 关系 的 置换 群 ; 

5 基本 置换 群 . 

只 要 定 出 以 上 S 类 的 极 大 子 群 , 便 可 得 到 S, 的 全 部 极 大 子 群 . 

ЖЕЗ 设 避 是 一 个 不 可 迁 群 ,6 壬 引 , 则 避 是 5 的 极 大 子 群 的 充 要 条 件 是 

有 直接 划分 
DE = А+ В, All|, 
18 Ç = S, Sp, ЮЧ S,.Ss 分 别 是 4、8 上 的 对 称 群 . 

ЖУМ ШЕЙ GS S. ЕСЕ. EWECH ik ,如果 对 任意 gE СВ 
EE = ЕЌЕ (Е = 0). 

FAR OE, .lal(a € Б) Н, ЫЕ ААЙ. 

жу 35 j GO S.) E - -An IF, CE B НЫЙ, ИЖЕ САЈИ АЈ: ТИ 
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称 为 非 本 原 的 . 

定理 31 设 6 是 -个 非 本 原 群 ,6G 生 5,, 则 避 是 5 的 极 太 子 群 的 充 要 条 件 是 

A B Iz uj > 
D:E, = Ар+ q А. ТАЕ = | А 1. < m < k. 
JF С ERU D BJ ik ЖҮ. 

TER ¿ü FE Ж МЕ, k > 5.Щ AG n, php = 2) Ж ЕКЕЛУ A, 
的 极 大 子 群 , 当 且 仅 当 E 是 一 个 2° 阶 的 初等 加 法 群 . 

iR FE, ARRE, k > 5,W| AGL n, р)(р = 2) 是 次 对 称 群 5 КИДИК Г 
群 ,当日 积 当 к, 是 一 个 pr 阶 的 初等 加 法 群 ,p z 20р АЛ). 

EEB ЧА ЗВ, Е САФА Нр" КЕН д С Hk, A) 
ЖШ PIEH а € Si = 1.2. т Бе € S... [EIR g(x ,x am) = 
[gil хуу}, ахал P x. € Ei = 1,2,5, k = А" т 2. 

EEH (1) DE h 226,WJ! А ARARA = 2n.n УЛЕШ], Hr 2 E 5,2 АНХ 
ETRA = 2љ, п 为 侦 数 时 , Hra E А КИЙ ЖЕТЕТ. IL Ниг 与 52 ZBR А: 
外 无 其 它 子 群 . 

(2) iR k = h”,h 5, те 3. ШУ h AARE, Haor P S, КИЙ K F BE: Ч h 
ВЕТ, Др = E A RATH., Н. H. n bj S, Za v РЕКЕ РЕР. 

Иш h apas КАЕ, НЕ 5, 的 全 部 极 .人 ГР. 

ЖЕР5 Нр ЕЛ, р 5. Шр ИЕ 5, 的 个 部 极 大 子 群 是 上 列 了 3 类 |; 

1° p 次 交代 群 4 

2 ERMEE E): 

ю Жи  5,+ Se HoP S..S, 分 别 是 村 集合 4、# ЙОРК: E, = A+ В. 
АП В = 21. 1415161. 

根据 定理 9 可 计算 出 5, ФАНК K F aneh TEO 2! + (p 201. 

日 前 记分 别 定 出 了 前 4 类 置换 群 在 S. 中 的 所 有 骸 人 了 和 群 , 对 于 第 5 3⁄8 F BE 
在 S, 中 的 极 大 子 群 .是 前 还 具有 -- 些 部 分 结果 , 离 问题 的 艇 决 还 有 较 大 的 幅 座 .但 
НЕЕ АЕН ВНА ЭС, ВНГО А, Е НВ КРЕВЕТ ЗЕ, £ [B iË 
АУ ТЫШТЕ АУН ATR ---, 
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# 引 


使 用 说 明 :1. 束 索引 政 革 了 未 着 正文 中 用 黑体 排 印 的 大 部 分 全 语 。 


ЖИЧ ВЕЗУ УРЕ ТЕД НЕЛЕ]. зод Әла Б, 
据 音 调 , 接 阴 平 、. 阳平. 上 声 . 去 声 . 轻 声 的 次 序 排列 ， 如 果 音 和 音调 也 
38 F] ‚М 5. НЕ, 

ЗАНЕ НА ERA S ЖЕ, a U T 3 Кр 
Nñ F, P| FH E A Ж FEARN, A oF FOB W 5 ЯН 
字母 的 顺序 排列 。 

КУЕ а Ж. ЖАРЫ Ж ЖУЛ ЕТШЕ: АЖЫ E BE) О Ct $ СЕ. ЖЕЕ л 


НЕР], 


5.355 m еб ЖЗ, Жок Aini k K 2 P 05 ОИ 5. 


CRCW-PRAM Ё U 828 


以 符号 .数字 起 首 的 术语 CREW-PRAM 4& 1 828 
ГЕЅ #1 593 
Lez1 阶 广义 导数 125 DFS 算法 592 
0-1 HANA 656 DN 交替 算法 145 
0-1 儿 背包 问题 658 Drinfe 曲线 码 1001 
0 游程 ”1097 EREW-PRAM ЖО 828 
LATTA 515 EREW-PRAM 模型 828 
1-H 1027 FAS 方法 289 
ЕМУ 方法 277 
以 拉丁 字母 起 首 的 术语 FMW 方法 277 
CMRES 算法 ( 极 小 残余 算法 ) I0 
«ЧК РАЖ 30i С" 连续 的 (或 СЄ“) 884 
а ВІЙ КРАЎ 30i Gaay D 1015 
ВСН 1001 Сәрра U 1008 
BFS 搜索 算法 596 Cribner Ж 787 
BPP 机 {错误 有 界 的 多 项 式 时 间 概 率 图 | Hom Ж 810 
АЙЛ) 531 Hugoniot 关系 161 
BPS 预 条 件 子 308 Hugoniot 轨迹 ”196 
BHRR 880 Hugoniot ЙН 197 
BE 样 条 曲面 915 Karatsaua 算法 786 
B 样 条 曲线 908 Kerdock 码 1012 
CFL ÆI 172 A ETE 3% 
CO-NP 问题 640 ki 427 


КОЖОНТ 184 

k ERPE 670 

k 防 半 模 125 

кулол RES 827 
Litlewood-Paley 基 357 

LU ЭҢ Т 

LEAKE 1074 

Malla 算法 361 

МІ #5 1003 

m ЛЕ {И {ИИ 1063 
m 防 参 数 连 续 ( C) 882 
МЛ 746 

m 项 关系 1073 

т FA 1028 

MEHE 747 

МОМА 模型 824 

NURBS ШШ 923 

NURBS 曲线 917 

п КИЕ 901 

п НА р 7 

п KALRA HEEM 7 
н 次 实 代数 曲面 876 

п 后 问题 672 

п ЮЭЕЙНРЧ®КДЕТЕБЕ( К“) 885 
п UE Н PR 1059 

PTR 379 

рі 1А 809 

рі 演绎 809 

PnP 问题 755 

PP 机 ( 密 项 式 时 间 概 率 岁 灵机 ) 531 
Preparata 5 1013 

P 超 调换 815 

р ВКХ 23 

ОК ЛИ BI 

rm) 多 项 式 时 间 近 似 算法 650 
RP 志 ( 单 侧 铺 误 有 界 的 多 项 式 时 间 概 
ЖАШ) 532 

R-S 码 1004 


‚ 1080 + 计算 机 数学 卷 


r 阶 R-M 码 ioli 

SAR 374 

4 不 变量 381 

3 图 372 

S зе А) 274 

SP 372 

м S L, НЕЁ 715 

TVD 格式 199 

ТЖК 374 

TAE 381 

了 图 3⁄2 

了 完备 的 374 

Т 372 

ОМА 模型 824 

ҮЙ Ө 274 

Winner 3828 757 

wE 274 

HDH GS АТО 281 

yR GS 迁 民 法 281 

ZIP Л.С Ж} D: FF) ЖЛ т НИ] [н] ЖЕ ҖЕ Pd 3 
HL) 532 


以 汉字 起 首 的 术语 


阿达 蕊 矩阵 995 

阿达 号 码 997 

阿 诺 尔 德 算 法 IOO 
ЖИЫ ЈО 
СЕНА (Ж ER) 878 


B 


斑马 顺序 279 
АНЬ 282 
ХЕ 88 
半 离 散 格 式 206 
伴随 式 995 


伴随 式 译 码 算 法 995 
尾随 映射 ”285 

ТЕ DP 的 1067 

f ЕЈ 1067 

保 С. ARE 1075 
фе г ВАЎ 1068 

保 划 分 D 的 ”1070 
悲观 估计 557 
贝塔 约束 ”884 

比特 托管 ”1054 
1501) А ж 408 
ARa 49 

边界 元 法 131 

B fj 810 

恋 分 问题 120 
TEA ER) 95 
变迁 序列 ”380 

变 深 度 搜索 技术 670 
变异 操作 685 

标识 ”373 

标准 粗 化 ”282 
标准 阵 995 

并 发 ”395 

波 茹 夫 卡 操作 340 
玻 耳 兹 曼 分 布 706 
І АЙТШЫ Ж 879 
伯 格 方程 184 

不 动 块 1076 

不 对 称 选 择 网 372 
不 可 约 升 列 732 
布尔 矩阵 ”时 


C 


参量 微分 746 
参数 曲 厂 的 几何 形式 877 
残 差 82 

插值 函数 6 

插值 节点 6 

ШЕН] 6 


索 


51 : 1081 ` 


HERT 267 
插值 条 件 6 
差分 格式 ”163 
差分 格式 稳定 ”58,165 
差分 格式 与 微 廊 程 相 容 68 
产生 概率 710 

超 立 方 体 网 络 825 
超 松弛 方法 80 

陈 特征 数 ”740 
惩罚 函数 682 
尺度 函数 355 
出 现 网 380 

HA 730 

楚 列 斯 基 分 和 解 79 
处 理 器 粒度 823 
窗口 中 心 ”348 
si 372 

次 主 微分 “346 

粗 可 解 子 309 
粗 网 修正 268 

粗 子 空间 309 


代数 捅 值 6 
RAJLAS 1016 
代数 精 形 度 n 
PERDRA: 105 
带 状 矩阵 88 

戴 克 斯 徒 拉 算 尖 567 
单 册 错误 的 529 
HAE 429 

单位 容量 网 络 “421 
单元 归结 811 

德 劳顿 三 角 剖 分 545 
等 分 宽度 827 

ЗЕБ ВН 932 

ЗР BHEE 930 

低 半 对 偶 函 数 1063 
迪克 森 导 出 方 种 组 793 


计算 机 数学 卷 


迪克 森 结 式 793 
迪克 森 矩 阵 793 
递减 因子 710 

点 定位 问题 949 
ERER 器 
iLE 57,85 
ЖТ К 1072 
HART 639 
Dia ДЇ 639 
WFA 810 
独立 集 549,639,647 
独立 集 问 题 639 
ҖЕ 616 
堆 集 排序 法 617 
对 称 密 饥 密码 体制 ”1025 
HAAR 1063 
BER 353 
HAB 994 
HAR 371 

多 处 理 机 824 

多 计算 机 824 
EMAR EA 1 77 Я PTAS) 
FAHRE 265 


E 


二 次 非 剩 余 535 
二 次 剩余 535 

二 次 剩余 码 1013 
Од, 814 
л 555 50 


EHEC 451 

发 生 序 列 380 

反 解 问题 759 

反 扩 散 法 ”191 

Ыыы” 104 

范围 查找 问题 952 

非 对 称 密 钥 密码 体制 ”1025 


650 


非 精 确 可 解 子 326 
非 匹 配 网 格 314 
非 退 化 条 件 767 

Fe k BiP Н РА 1071 
ЗЕЕ РЕА | 3EJH S 16 
非 协调 有 限 元 ”124 
非 正 风 内 点 49 

分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 专项 式 
ЕКИН РАЖ 9 
йә эле: ЕС. 9 
分 支 定 界 法 597 

封闭 集 1067 

封 化 集 1067 

弗 里 德里 希 斯 不 等 式 126 
浮 点 数 4 

FSIE 753 

负 超 归结 809 

负 回 路 ”409 

复 化 抛物 线 求 积 公 式 23 
复 化 梯形 求 积 公 上 成 23 


G 


WMI 135 
MIE 99 
概率 图 灵机 (PIWM) 530 
刚度 矩阵 124,209 
刚性 比 43 

刚性 方程 组 43 

高 半 对 偶 男 数 1063 
商 斯 - 族 尔 米 特 求 积 会 式 29 
高 斯 - 拉 盖 尔 求 和 公式 28 
高 斯 - 勒 让 德 求 和 公式 28 
高 斯 - 塞 德尔 方法 86 
高 斯 型 求 积 公 式 27 
AHD 929 

ЙЕ 473 

ЭЧ s-t 99) 418 

ЯЕ Е 473 

割 量 418 


12 


格 点 近似 问题 555 
ELENE 961 
格子 雷诺 数 175 
隔离 子 743 

个 性 托 肯 系统 381 
Ж 441 

功能 完备 的 1059 
功能 完备 集 1059 
ЖЕРЕ 97,298 
HA 757 

拐点 方程 897 
关键 方程 ”1008 
关联 矩阵 373,408 ,471 
观测 误差 3 

光滑 因子 271 

光 顺 曲线 890 
ЕЛЕ 893 

F BCH 1010 
广义 Rs 码 1004 
FP Ў. Srivastava 15 1009 
ГУ ВАЖИ 994 
广义 欧姆 定律 477 
广义 权 函 数 ”373 
归并 排序 算法 612 
归结 ”804 

归结 式 804 


BRE 357 
ARP 572 

ЇХ 7755 40 

I ВЛЕЕ 994 

汉 明 码 996 

汉 明 重量 994 
WERE 112 
核 952 

IB ЕК ЗЕРИ 830 
ТШШН 282 

红 - 黑 顺序 279 


ЖА, 377 

[ ЖЕ 472 

汇集 重心 和; 

混 人 有限 元 法 129 
J 

迹 码 1007 

WAF 140 


Ж 436 
基本 圈 436 


基本 网 系统 (EN 系统 ) 377 


基本 小 波 348 
基本 小 波 的 容许 条 件 
ЖЫ 7 

基 列 731 

激 波 10] 

吉尔 方法 43 
极 大 独立 集 549,647 
极 流 431 

集合 系统 551 
几何 查找 {几何 检索 ) 
几何 系数 877 

加 可 同步 距离 ”394 
间接 网 络 (动态 网 络 ) 
BEETA 998 
简单 图 471 
简单 网 3⁄2 

建 堆 算 法 616 
AERAR 270 
渐 近 收 襄 因子 270 
LIRIE 684 
交错 链 、454 
交错 码 1007 
交换 邻 域 670 
交换 增益 晒 数 670 
EARE 16 


348 


949 


825 


+ 1083 · 


` 1054 “ 


接受 概率 ”710 
接受 率 715 
结 点 上 度 827 

AA 791 

结 式 系 统 792 
截断 误差 3,164 
ЖЕТЕР 183 
界面 方程 ”302 
界面 空间 306 
界面 算 子 302 
RE 352 

紧 致 高 精度 格式 250 
进程 381 

进程 模型 846 
进化 算法 679 

杞 点 差分 格式 ”50 
局 部 极 小 点 的 深度 711 
局 部 截断 误差 32 
局 部 最 优 解 606,.708 
卷 包 果 法 961 

#8 0. 452 
ар 451 
BHAE dal 


к 


卡 米 柴 尔 数 537 

柯 裔 条 件 (CHL AIH 69 
科 特 斯 信息 流 路 514 
HERBAR 387 

可 达标 识 集 380 
ЗЕҢ 379 

АТТЕН 380 

НГЕ ра 1065 
可 满足 性 问题 “632 

可 满足 性 问题 (SAT) 674 
可 迁移 ”1076 

克 雷 落 夫 子 空间 100 
克 罗 内 克 过 程 792 
ЖУРДИ 1072 
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空间 代数 曲线 876 

РЕ ®Ф Р 172 

PEH FMI 565 

库 所 “变迁 系统 (xxT 系统 } 378,379 
快速 排序 QS 530 

快速 排序 算法 613 

ЕД 352 

亏损 方程 267 

亏损 量 267 

扩充 的 自由 选择 网 372 


L 


РНЕ: 316 
拉 斯 维 加 斯 法 ”529 
兰 乔 期 过 程 DUO 

鞠 让 德 符 号 535 
冷却 进度 表 715 
离散 调和 扩张 明 数 ”301 
离散 范 数 301 

离散 界面 算 子 306 
PATEE 157 

黎 曼 问题 161 

李 雅 普 诺 夫 常 数 762 
ШЖ ЕЧ 297 
里 斯 基 354 

理 查 森 外 推 法 ”站 
理想 成 员 癌 题 787 
HERRA 3 
连通 度 827 
连续 小 波 变换 348 
E 782 

HKH 827 

EM 434 

列 主 元 高 斯 消去 法 78 
FE 434 

PM 434 

ФНР ВЕ 407 
邻近 解 708 

邻 域 708 


流 417 

流动 推销 员 问 题 {TSP) 583,648 
龙 贝 格 积分 公式 26 
-EIS 方法 (1R-K 法 ) 35 

龙 格 更 象 9 

HFE 718 

被 波 函 数 356 

路 的 长 度 409 


M 


马尔 可 去 链 的 长 度 710 
玛 进 信和 号 流 图 519 
BE 993 

毒 克 感 廉 斯 恒等式 906 
蒙特 卡 册 法 529 
米尔 恩 方法 40 
ЖТР ЙЕ ЯП ИЛЕШ 707 
ы 104 

闵 可 拓 斯 基 和 988 
模拟 退火 算法 “305 
ЖН 1020 

模式 匹配 问题 534 

模 算 法 ”796 

HURE 3 
莫 勒 元 空间 313 

ВЕл 736 


HEHH 455 
内 点 49 
内 积 125 

内 交点 305 
内 邻 点 集 409 
HHE 391 
HRE 734 
HUA 455 
Ме 15 
所 线性 函数 集 1074 
HEF 647 


引 
道 网 371 
逆 最 短路 问题 


464 


道 最 小 支撑 树 问题 ”467 


道 最 优化 问题 
Бп 18 


460 
让 285 


ФРЕД 21 


Р 


HIRERE 753 


判别 式 序 列 
判别 式 序 列 的 
EMETRE 


753 
行 号 胡 
126 


753 


* 1085 + 


hs ЖД ERSA) 22 


陪 集 995 
配置 法 135 
匹配 454 
Ет 893 


MERE 348 
Яй. 338 


IF- FLAS Sh Ek 
平衡 分 布 ?1 
平衡 搞 条 件 六 


1076 
| 
309 


EHH ro 2% 


БТРАК 68. 
566 


普 林 蒙 算法 
е 80 
їе: 7 2990 


А 


WERE 417 


前 光滑 268 
前 集 372 
BE жм 


ARAA 804 
HRA 740 


MRM 547 
ШТ 161 
强制 搜索 法 
切 比 雪夫 算法 


591 
111 
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情态 377 实 代 数 曲 线 875 
情态 可 达 图 377 实现 集 1064 
区 域 分 解 算法 144 试验 方程 32 
去 随机 算 潜 ”553 适 定性 126 
全 长 序列 (时序 列 ) 1028 适应 度 679 
全 单位 模 性 质 408 收缩 数 270 
全 局 最 优 解 ”666 舒 尔 余 矩阵 303 
全 主 元 高 斯 消去 法 78 树 432 
HAR 373 HER 441 

R 树枝 “472 

ЖИД 15 

染色 林 679 双 便 错误 前 ”529 
容量 函数 372 WREDE 350 
元 余 校 验 部 分 994 RAHE 267 
弱 解 182 WENE 355 

< ҢЕР Pea P 302 

ЖЕНЕ ра 804 

Сена: вов 四 色 顺 序 270 
-KER 13 松弛 不 完全 LU SR 98 
SWARE 89 松弛 不 完全 想 列 斯 基 分 解 ” 务 
ОН 958 松弛 参数 86 
= 元 可 浦 吓 问 题 636 松弛 因子 “297 
扫描 曲面 938 素 组 746 
Ө 10% 算 子 范 数 (诱导 范 数 ,导出 范 数 】 80 
1 183 随机 快速 排序 (Rind QS) 530 
zit 161 БЕРИ ЕЕ ОЕШ) 529 
F F yB iB ih BEBE 107 随机 舍 人 555 
TARE 4 р ЫЕ 809 
FA 730 WAF 809 
生成 多 项 式 998 т 
生成 基 787 
Ч: РЕ 993 Вр ВЕ 550 
FRIERE 98 REHE бз 
FRE 142 特征 参数 向 量 。 1064 
剩余 网 络 426 特征 图 983 
ШЕЕ 144 特征 线 63 
А8] АНИ 849 特征 相 容 条 件 159 
时 间 宽 谭 348 梯形 求 积 公 式 22 


时 间 中 心 ”348 填充 量 94 
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填 装 整数 规划 557 网 络 中 心 451 
杀 件 /事件 系统 (CE Ж) 391 网 络 重心 问题 450 
RIFA 377 网 射 ”376 
条 件 概率 法 553 КПК 374 
条 件数 81,298 网 拓扑 (Pet РК) 374,375 
停止 参数 717 ра 90 376 
通信 复杂 度 849 微分 扩 域 742 
通信 模式 ”367 微分 域 742 
同步 距离 ”390 微观 态 705 
统一 者 805 WERE 706 
凸 壳 960 唯 密 文 攻击 1026 
DEWA 960 唯一 和 解 距离 1026 
图 的 均 名 划分 问题 669 HETARA 657 
图 灵机 628 RHA 454 
图 拟 阵 648 谓词 /变迁 系统 {Pr 系统 } 381 
HI 637 EK P d pz ЦЕН) 545 
团 问题 637 HFE 545,964 
Е 373 TRAJE 131 
HAE 1019 无 向 网 374 

w RHE 787 

五 点 差分 格式 50 

SPIRE 409 误差 传播 关系 302 
完满 对 称 的 ”1073 误差 界 4 


ЗЕРЕК РЕЗЕ 1073 


完美 匹配 454,550 X 


TE k EEAS 1067 HERF 88 

完全 款项 式 时 间 近 似 方 案 (FETAS] 650 | 系统 码 994 
完全 可 达 关 系 391 系 综 705 

完全 情态 集 391 Же ва 706 
ЗСУ ЖӨ 176 下 风格 式 249 
完整 化 ”746 先 验 等 几率 假 没 705 
网 格 步 长 49 Элет 32 
网 格 粗 北 ”282 线 步 多 步 法 32 
网 格 形 网 络 825 线性 插值 8 

网 逻辑 结构 398 线性 万 步 法 绝对 稳定 33 
网 络 分 析 407 线性 包 重 网 格 法 267 
网 络 形 心 ”452 线性 分 组 码 ” ”993 

网 络 形 心 问题 452 线性 复杂 度 1028 


网 络 直径 827 线性 也 斯 曲面 ”9%5 


· 1088 > 


线性 演绎 ”810 
线性 阵列 网 络 825 
RER | RRA 
限制 算 子 268 
相对 误差 5 
相对 误差 界 5 
相 空 间 705 
HRE 706 
RE 164 
BERRI 131 
问 后 误差 估计 32 
消息 部 分 994 
ЧЕЧЕ р 848 
小 波 包 365 
小 波 包 基 366 
ЛУ РЕ 366 

小 波 框架 ”354 
Бе РЕ 993 
协调 有 限 元 124 
协调 元 空间 314 
WARAS 1067 
WER 1012 
辛普森 方法 “4 
A 1012 

信息 花费 函数 ”367 
ЕРУ 504 
信息 位 数 993 
形状 参数 ”884 
性 能 比 650 
ЖОЕ 267 

BJ D 120 
序列 密码 1027 
旋转 字典 顺序 278 
选择 过 程 684 
选择 密 文 攻击 1026 
选择 密 铜 攻 而 10% 
选择 明文 攻击 1026 
询问 域 952 
ФАУ ННЦ 999 
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循环 流 423 
循环 码 998 


Y 


EREET 553 
ERAT 322 
雅 可 比方 法 器 
雅 可 比 符号 535 

雅 可 比 -车 顿 -w 松弛 法 ”287 
雅 可 比 -皮卡 松弛 法 ”25 
亚当 斯 显 式 线性 多 步 法 38 
下 当 斯 隐 式 线性 多 步 法 39 
延 拓 算 子 267 

H 441 

一 步 法 “了 3 

一 步 法 绝对 稳定 33 

一 次 一 密 密 码 体制 ”1026 
一 阶 谓 间 逮 辑 公 蕊 ”735 
一 位 噪音 通道 ”404 

— Е РЕ 994 

依赖 区 域 68 

遗忘 传递 ”1054 

CRA 454 

已 约 化 的 名 项 式 730 

已 知 明 交 攻击 ”1026 
ЦЕ А А 711 

隐 式 线性 多 步 法 32 

有 色 网 系统 381 
Вл 119 

有 向 网 371 

жт а 

Pu A ЛЕ 815 

语文 碰撞 809 
ШНЕК Ж 97 

预 估 -校正 方法 40 
HEA 737 
АРЕН ВЕРЕ (РСС 法 ) 298 
预 条 件 子 298 

В РІА. 1052 
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阅 伪 逻辑 ”1062 
约 化 788 

BABM 477 
运算 电压 477 
运算 限 抗 477 


增长 因子 ”的 ,如 
增 广 交错 链 454 

# 750 

张 量 积 的 B 样 条 基 击 数 ”883 
整数 不 约束 背包 问题 665 
整数 多 约束 背包 问题 665 
整体 截断 误差 32 
EAHA 809 

正规 方程 16 

IEEE 982 

正 交 小 波 355 

正 交 小 波 菇 355 

正解 问 级 ”759 

正则 可 离 1074 
正则 可 离 函 数 集 ”i074 
EMAA 49 

正则 系 综 706 

支撑 树 432,472 

ARE 75 
直接 两 络 (静态 网 络 ) 825 
指 深 问题 465 

指 绞 533 

ТН РАЎ 533 

їн Ж 533 

稚 网 372 

中 国 邮递 员 问 题 458 
中 心 差分 格式 ”249 

中 心 枸 型 ”757 

中 心 子 句 810 

种 群 679 

重量 分 布 595 

重量 谱系 994 


重 因子 序 烈 753 

主 变 元 730 

主 微分 746 

主 元 。831 

ERK 78 

转移 概率 711 

装 箱 问 题 648 
КЕРАК 548 
追赶 法 80 

准 平 衡 715 

子 集 系 统 647 

子 网 372 

子 元 736 

FA ¿zk G S Ж {ЦЕ 281 
字典 jy 线 С-5 ЫЕ 281 
FRF 278 

字典 序 第 一 极 大 独立 集 549 
Ахра 1063 
自控 网 系统 387 

自然 边界 归 化 136 
ARU RIF 13 

自然 边界 元 法 136 
自然 非 序 3% 

自然 积分 算 子 :DN 算 子 ) 137 
自然 序 396 

自 送 应 选择 明文 攻击 ”1025 
组 合 网 格 有 腿 元 空间 321 
组 合 最 优化 问题 647 
最 长 公共 子 序列 585 
EAM 417 

最 大 匹配 ”454,5590 

最 大 期 望 容量 路 417 
最 大 权 匹 配 454 

最 大 权 森 林 问 题 648 
最 太 容 量 路 。 415 
最 大 循环 流 423 

ЖН k 427 

最 短路 409 

最 短路 问题 409 
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最 挂 二 分 树 622 最 小 割 集 问题 538 

最 性 原理 ”581 ЯЛУУ НАВЕ Ру 994 

最 可 靠 路 416 最 小 划分 限制 支撑 树 444 
最 邻近 法 (NN) 648 最 小 平均 图 427 

最 小 比例 笃 问 题 441 最 小 树 { 最 小 权 云 撑 树 ) 436 
最 小 二 乘 光 顺 曲 线 893 最 优 基 368 

最 小 二 乘 问题 的 法 方程 102 最 优 解 707 

最 小 范 数 解 101 АРСА ОБ РА 458 


最 小 费用 流 问题 425 最 近 点 意义 下 的 沃 罗 诺 图 965 
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